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Exercice 1. (04 pts) Soit f une fonction définie sur [0,2]

2 sizel0l],

= 2—z siz€ll,2].

1) Montrer que [ est intégrable sur [0,2] .
2) Calculer ] I (z) dz.

Exercice 2. (06 pts) Calculer les intégrales suivantes

11—z sin z - sin 2z
e*dz, et S ——;
72 1+4cos?zx

Exercice 3. (06 pts) Soit [’équation différentielle suivante

(2 =3z +2) — 1 +3zy =42 — 6+ 4 (E)

. 1) De quel type est | ‘équation (E)?
2) Montrer que y = 2z est une solution particuliére de I’équation (E).
3) Résoudre l’équation (E) sur]2,+oo].

Exercice 4. { 04 pts ) On considére I’égquation
Y+ 2y + 4y = ze® (E1)

1) Résoudre | ’équ.ation différentielle homogéne associée & (Fr) .
2) Trouver une solutwn particuliére de (Ey), puis donner l’ensemble de toutes les solutzons de (E) .
'8) Déterminer Tunique solution h de (Fy) vérifiant b (0) = 1 et h(1) =

Bon courage
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Solution 1.
On a

f est continue [0,2] = [ est intégrable sur [0,2].
1) Etude de la continuité de f sur [0,2]
a) La continuité Sur [0,1]. La fonction f est continue sur [0,1] (car [ est un polynoéme)
b) La continuité Sur]1,2]. La fonction f est continue sur]1,2] (car f est un polynome)
c) La continuité en x = 1. Un a

lim £ (#) = lim £ (z) = f (1) = 1

r—1 r—1

donc f est continue en x = 1. Dot f est continue sur [0,2], donc f est intégrable sur[0,2].

2)

2 1 2 3 . 2 ) ;
/f dm-/f z)dz + f dm—{—/(Q—a:)dm: —| +|2z— =] =-=.
31 2, 6
0 0 1
Solution 2. o
a) On pose [ = s— €*dz. On a
/ﬁ dr — f— dx,
; : e 1 1
_om intégre par parties / = dz. Posons f' (z) = = el g () =&, done ()= & el glm) =ef.

e
on remplace / — dx dans I et on obtient
. J o=

1 ° e’ -
'I:——ex—l—(fe—d:r:—/E—da:>=——e“+k ouk e R.

"sinzx + sin2x

b) Onposer/

14 cos?z
= 51113"J—2sm$cos:td$: 1+2cosxsmmd$’
+cos?x 1+ cos?z
.pour calculer cette intégrale on pose t = cosx
t : ;
b cosa € y L sinz < dt = —sinzdz & sinxdzr = —dt,
B
donc
142t - dt
J =— dt = — — + dt —Arctant —In(14+t*) +C, ot C €R.
/1+t9 (/1+t2 f1+t9 ) " [+
Dot

J = —Arctan (cosz) —In (14 cos’z) +C, ot C € R.



‘Solution 3.
- 1) L’équation (E) est de Riccati
2) On g =25 ==y =2
(B)e (22 —3242)2 - 422 + 62> =422 — 62+ 4
& 4z? — 62 + 4 = 422 — 62 + 4. :

8) La résolution de l’équation (E).
On pose y = z+ 2z = y' = 2’ + 2. En remplagcant dans E, on obtient
(2 =3z +2)7 — 22 — 22 =0 (F).
L’équation (F) est de Bernoulls.
On divise Uéquation (F) par z* on obtient
(22— 3z+2)22 21—z =0 (F)
.puis on pose t = z !
t.’

fe=g ey gt ﬂz’z-—;z = 25t = ¢

En remplagant z=* part et 2’z ?dans (F1), on obtient
(22 =3z +2)t' + 2t = —1 (Fg).‘

(F2) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec second membre
La solution générale de l’égquation (Fy) sans second membre

(22 — 3z 4+ 2)t' + zt = 0 (F3)

dt dit -
(Fg)@($2—3$+2)a:—$tc}?=md$ ‘
- -z dx dz
— hiltl= | ———dz = = f —— 2
; nft f$2—3x+2 v /(:C‘l)(:c—Q)Ch z—1 T —2
-1
=1n|x—1i—21n|mw-2|+0=ln(Ix L)—}—C, ot C eR
(z —2)
d’ot 1
j ==kl 55 ou C eR
(z —2)

La solution particuliére de (F3)

On utilise la variation de la constante, on pose
&~1
t,=C(zr) —.
p=Cle)

—1
On remplace t par C (x) ﬁ dans léquation (Fz) on obtient

MOIZ—1:> C'=———5
(@=2) (z-1)

ot B [ [




, ou C e R.

g—1L . y
(x —2)° e
D’ot la solution générale de (E) est
1
y=—"7—71 +2z, oo C € R.
ey
(I' _ 2)2 ais P

Solution 4. |
1) La solution générale de l’équation sans second membre
L’équation caractéristique associée a (E1) est

24+ 2r+4=0.

On a A" = =3 < 0, donc l'égquation admet deuz racines complezes r, = —1-i/3et ry = —14+i4/3.
Dot la solution générale de I’équation différentielle homogéne est

yo (z) = €™ (6‘1 cos v/3z + Cysin \/?;:n) ot C; et Cy € R.

2) La solution particuliére de l’éguation (E;).
Le second membre est de lo forme Q (z) e™® avec a =1 et.Q (z) = x.
1 n'est pas une racine de l’équation caractéristique donc y, = (az + b) e®. On cherche a et b.

Yp = (az + b) e* < y, = ae® + (ax + b) €*
< yp = 2ae” + (az + D) €°.

yg+2y;]+4yp::r:e:”{:)2aem—i—(ax+b)e$+2aem+2(d$+b)ew—f—4(az+b)e$ = ze®
& (Taz + 40 + Th)e® = ze®. -
On trouve aprés identification des coefficients

D’ou

- La solution 'gé'némle de l’égquation (El

. 1
y()=9o(z)+yp(z) =€7" (C‘l cos V3z + Cysin \/53:)—0— (—x - i) e’, ot Cy et Cy € R.

i 49
3) Soit h une solution de (E,), vérifiant h(0) =1 et h (1) = 0. Posons
1 4
Fulm) =¢™" (C’l cosV/3z + Cy sin \/gx) - (Em - 4—9) e’, o Cy et Cy e R,

puts on cherche les valeurs de C) et Cs.

' 2
Al =1 efh(1)=0©6’1=§ et02:_53003ﬂ+36 |
£ 49 sin /3




