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Byxercice 1 Colenls simple sur 'Oscillnfenr Harmonique

On considére un oscillateur harmonique & une dimension défini par V'Bamiltonien:

LY
: _l’..}. Wi (1)
H = o } ?‘m.u a

Les opérateurs a et a’ sont définis par les relations:

Y PP S (LT U (2)
¥ v 2mwh P. 2h V2mwh

ot Yes vecteurs propres de H sont notés V2n)-
On définit 1o variance de Popérateur A dans 'état |2) par:

Ay = Vil AYe) — (ol (3)

1. Etablir 1a forme des l'opératenrs 2, 5% en fonction de a et @ t. Déterminer Af,Ap
dans un état propre du hemiltonien.

9. Etablir Ia forme de Fopérateurs &%, Fn déduire ses élémeuts de matrice diagonaux
('Pn'-ﬁsl'f;nL

3. Calender ses éléments de matrice non diagonaux définis pat: (@2 m| %] 1on)-

Exercice 2 Régles de commulations el dégénérescence

On désigne par Ay, Ag et F1 trois opérateurs hermitiques dans un espace de Hilbert.
On suppose que

(A H)=0.. [A, H|=0 (4)

i. Démontrer que st |4y, A9] # 0. H 8 pu moins une valeur propre dégénérée.

2. Démontrer que si (4y. A7) = e 1. olt a est un nombre complexe non nuf et 1 est
lidentité, toutes les valeurs propres gont au moins deux fois dégénérées.
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Bxercice 1 Caleuls simple sur 'Oscallaieur Harmonique

On considére un oscillateur harmonique & une dimension défini par 'Hamiltonien :

H = ;g% + -l?:mw?i"’ (1)
Les opérateurs a et at sont définis par les relations :
2 wo. o, ! -
°= V[%)—ﬁ: o i\"?:mh P a’= \/% T V2mwh ? =
et les vecleurs propres de H sont notés [yp).
On définit 1a variance de Popérateur A dens I'élat |p) par:
(3)

Aty = VAR - (G

1. Etablir la forme des opérateurs £°,5° en fonction de a et a
dans un état propre du hamiltonien.
En inversant 'expression de o et a¥, on obtient :

+_ Déterminer AX Ap

f=q(et+a)  peiufa’—a) (4)

avee

__,‘:z___ fhmw

Vimw #7V 2

-

©

i
v @

. Valeurs moyennes de & et p pour un état propre |s,) -
<Pn’f’9’n> = 7{3"3‘“++a§9:11>
- 7(\"3+1<?n,§5n+1)+\f’-{‘l\ﬁfn“f’n—l})
= 0

puisque les vecteurs propres de H sont arthogonaux.,

Ce genre de résultat est évident si l'on considere le 1aisonnement suivant. Soit 1
opérateur 4 correspondant au produit de p opérateurs n el q opérateurs ;:1*“ (daj':s
luan‘:!-:;(re quceilconlque). Lotsque a (res‘p. at) agit sur un vecteur {¥n), il fait varier
i e |’:;n ;;j:a (resp. +1), on obtient & un facteur pres {¥n-1) (resp. j¢ 3).
gir 4 sur un vecteur propre, on abtient : "

‘& "?n ) = ) ! ‘V’VI“p+q>

A ¢k "
g“ C:‘ :'m1 scalalze_mu dé¢pend de Pexpression de A). D'apris les valeusr de » et
Peut done savoir Lout de suite quels Eléments de matrice de 3 son; non nup!a: E‘?n’
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particalier pour que les valews moyennes sur los élats propues soient non nul (les
elements (10, .4 b)), il Taut que p e g.

A
Amme B el pone contieanent que Jes Lermes a et a ¥, on voit tout de suite gue les
valeurs moyennes do ces opbratears pour les Elals propres |, ) seront nulles.

A, | - ’
Ce n'est pas le cas des opbrateurs £2 et p? qui contiennent des termes aa® et ata
(poue lesquels p = g o= 1) ¢

<'Pn|j'1|'Pn) i ‘12(!#"|(u+'§ (t)zttp,,)
= 4 pa)(0") 4+ atatatata?lpa)
Len Lermes (a*)? et a? donnent 0 pulsque p # ¢. En utilisant Ja relation de commmu-
tation [a,at) == 1 :
(#n]#]¥n) = 1'(pal2atat1]on)
= ’)’1( 'Pn'?l‘l +1 l'Pu)
= *(2n+1)
de la méme manlére :
(‘Pnhs?l’ﬂn) i ”Il'l(%"n‘(“‘*"“)’l‘r’u)
= -—,tz(cp,.l(a")z-—a+a—a+a+a‘2|'pn)
= p’(lp,,l'l(f*ﬂ 41 ‘vp")
= pi(n+1)

Les valeurs de AE et Ap valent pour les élats propres -
AE = \/(‘r’ulfq‘}’n) — (tp..la’:‘lp,,)z =yv2n +1

~ 2 e
ap = Gl 12 ion) = (oul Blion)” = py/ B H T
A7 est |a taille caractéristique de la zone o0 la particule est située. Pour le fon‘damen-
tal A esl winimal, la particule est conceutrée au fond du puits de polethc\, plus
n sugmente plus AF augmente, plus la particule e délocalise ('lnns des régions m? \e‘
potentiel augmente (ce qui correspond bien & Vintuition physique des &lals excites

pour un puits de potentiel).

i

Ou peat remarquer que:

ft
ainp = z(2n 1)
1] est possible de montrer qu'en inécanique quantique cette grandeur cst toujours
supérieure & /2. Elle est donc minimisée pour n = 0 (ce point sera abordé dans la

gnite du cours).

9. itablir la forme de l'opératenr 3, En déduire ses €léments de matrice dingonaux

(V’uljal(ﬁl)' '

2 443
B -73(::"’-}-::"')3:wai(a"‘)%(n*)70+a+¢m*+a(u*)2+ﬂ+az‘l-ﬂﬂ tata’atra’)

. - o & et S
" - ¥ Bt b Aot =
e Ioh e
e A
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On voit toul de suite qu’aucun «de ces termes ye contribuent & la valeur moyenne
(7 # g)- D’une maniére plus générales, pour les &lats propres, les valeurs movenne
des puissances impaires de F et p sont nulles. Ceci vient du fait que le probleéme est,
symétricque par rapport & 1 o= .

J. Caleuler ses éléments de matrice non diagonanx .

I est généralement plus simple de regrouper les termes en faisant passer les opérateurs
at vers la gauche, on fait ainsi apparaitre des termes contenant i = a ta.

(@nl®len) = (om [(@*) + (a*)a+ a*aa® + afa*)? + ata 4 aata + a%at 4+ a) 1 on)
= ('y')m ] {a’“)3 + 2(0""}2(1 +atataatat + 2te* ot anta 4 a+ na) !(,-7,, )

i

Com | (@*) 4 3{a*)%a + 8% + 30 a? 4 32+ a™) | )
= (om | (@) 4+ 3at (7 + 1)+ 3(7 + Da+ a® o)
V{n+ D)0 +2)m + 3 ¢m | ¢ara)

+30 4+ ¥ o | usr ) + 30" o | put )

+vn(n - 1)(n ~ 2){ @m | ga-3)

= V{n+)n+n+3) S 3

+3(n + 1)3/2 Ot + and/? Forne1

+vn(n - 1~ 2) dyn n-a

il

Exercice 2 Régles de commutations et dégénérescence

On désigne par 4, 43 et H trois opérateurs hermitiques dans un espace de Hilbert.

On suppose que

(41, H] =0, [da.H|=0 (5)

. Démontrer que si [41,.42] # 0, H a an moins une valeur propre dégénérée.

11 est plus simple de procéder par 'absurde. On suppose donc que toutes les valeurs
propres de H sont non dégénérées. Il n’existe donc qu’une seule base de vecteurs
propres de H {pour laquelle les vecteurs sont définis & un facteur scalaire prés).

Comme 4, et Ay commutent avec H, ils possddent une base de vecteurs propres
commune avec H. Comme H n'en posséde qu'une, c’est donc la méme pour 4; et
Ay. On arrive donc 2 la conclusion que 41 et 4o sont diagonaux dans la méme base.
Ceci implique que ces opérateurs commutent, ce qui contredit hypotheése. 11 n’est
donc pas possible que toutes les valeurs de H soient non dégénérées.

( St H posséde au contraire une valeur propre dégénérée, associde & au muins deus
vecteurs propres |, ) et | $a2). Toutes les combinaison linéaires de ces deur vecteurs
sont toujours des vecleurs propres de H. Il est donc possible que 4y et A aient
chacun une base commune de vecteurs propres avec H, mais que ces dens bases soient
différentes. Elles peuvent en effet contenir des combinaisons lindairves différentes de
1) et |w2). Il est alors possible que Ay el Ay ne commutent pas.)
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2. Démontrer que si [43,.42] = o 1, o1 0o est un nombre complexe non ol e, | est
Pidentité, toutes les veleurs propres sont an moins deux fols dégénértes.

Cet exercice est trés siinilaire an précédent. On a toujours [41. Ay # 0, ce qui im-
plique qu’il existe au moins une valeur propre de H dégénérée. La condition cst
cependant plus forte, puisque [4,, 49] = al.

Raisonnons de nouveau par Pabsurde. On suppose que H posséde une valeur propre
non dégénérée £; associé A un vecteur propre |y;). Comme HAy = A)H, on & :

HAl]l/i,') = AH | i)
H{Afwi)) = =d1]¢:)

A1) ) est donc un vecteur propre de H associée & la valeur propre e;. Comme cette

valeur propre est non dégénérée, ce vecteur est donc égal A |1;) (& un facteur scalaire
prés). Alnsi @

A i) = M)

|vhi) est vecteur propre de 4. On peut appliquer le méme raisonnement 3 4, on
obtient alors :

Aol = Azl 1)

Le fait que le vecteur prapre {(associé  la valeur propre non hdégénérée de H }; soit 4
la fois vecteur propre de .4; ¢t A5 contredit ’hypothése de départ :

(43, 44] [90) = o)
(Ard2— A4 ws) = o|¥i)
(Mrz— A ¥y = aldi)

: 0 = ofi)

{le terme de gauche donne bien 0, puisque les A; sont. des scalaires, donc Apdg = AzA 1)-

Ainsi, il n’est pas possible que H posséde une valeur propre nou dégénérée.
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MECANIQUE QUANTIQUE 11 Série 3
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Exercice 1 Etats cohérents :

Préambule :
Rappeler P'expression du Hamiltonien quantique de Poscillateur harmonique en fonec-

tiou des opérateurs a et a!. Calculer AZAp dans un état propre |gp) de f1. Comparer svec
Ia valeur minimale donnée par la relation d’incertitude de Heisenberg.

Rappel : L'écart type d’un opérateur dans un état ¢ est définie comme

Ad = /< o] A2d > - <l d|¢ >?

Nous allons chercher les états qui vont minimiser le produit ATAp-
1. Nous clierchons les états propres, de valeurs propres z (z complexe) de Vopérateur

annihilation a sous la forme :

|z} = Zc,.ltp,.}.mrec a2} = 2|z)

oit les étals |¢,) sont les tats propres de Joscillateur harmonique. Les états |2) sont
appelés étafs coliérents.

Fiablir équalion de récurrence vérifiée par les coeflicients c,.

Déterminer les coeflicients ¢, en fonction de e et de z, et calculer {z{2"). Déterminer
ca pour que |z) soit nonmé. Cette famille d'états est-elle orthonormée?

8

Guel état retrouve-t-on pour z = 07
3. Calenler los valeurs moyennes des opératewrs T, p el H-dans un &tat cohérent.

4. Calculer les veleurs moyennes des opérateors 32, * dans un élat cohérent.
5. Calculer AFAp, comparer avec la relation d'incertitude de Heisenberg,
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Exercice 1 Elals cohérenis :

Pyéambule ¢

Rappeler 'expression du Hamiltonien quantique de l'oscillateur harmonique en fonc-

tion des opérateurs a et al. Caleuler ARAS dans un état propre |gn) e H. Comparer avec
la valeur minimale donnée par la relation d’incertitude de Heisenberg.

Rappel : L'¢cart type d’un opérateur dans un état ¢ est définie comme

= /< |A%d > - < plAld >?

Nous allons chercher les états qui vont minimiser le produit AzAz.

1. Nous cherchons les 8tats propres, de valeurs propres z (2 complexe) de P'opérateur
annihilation a sous la forme :

l2) = 3 cabioah, avec ale) = 212)

ol les états |i,,) sont les états propres de 'oscillateur harmonique. Les états |2) sont
appelés états cohérents.

Etablir I'équation de récurrence vérifiee par les coefficients

On cherche | ) comine une fonction propre de Popérateur annihilation a :

alz) = z2}z)
= Z:c,,ln)

n=0
D’autre part :

a‘z) = icnn‘n)
chf|n~l)

n=1

On change indice de la somme tel que W=n-1:
b o
alz) = Z CwprV F 1 0"
n' =0

Comme les vecteurs | n ) sont linairement indépendants, les deux expressions doivent
#tre identiques, ce qui impose :

i

Catt = ===mmln
’ NCES!
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2. Deéterminer lea coellicients ¢, en fonction de eq et de =z, ct caleuler (2127) . Déterminer
co pour que |z) soit normé. Cette famille (’états est-elle orthonormée?

2
Cryt = ————{ &}
vn 41

2 2
NN (7’{?""“‘)

2nl-l

Cn4l = —ommmmmmrxd()
" V(n T

Caleulons (z2]27). Ces deux états peuvent otre exprimés dans Ja hase orthonormée
l¢a). On note ¢}, leurs coefficients dans cette base.

(]2} = (z, w.nl) (gc:.w)

1223

L 4 s I - « !
E :C;,;C;;<\Pm|</"n> = § :(‘,,,C,,O",,,,z S Crln

It

nm n,m n
)\ 1 nn - n
T ELEN s €7
= Cach : \/.._=c;.(.(, 1
n n.: n: - n:
«t =z
= Colpt

En particulier, pour z = 2’ :
(=]) = leaftel?

Pour qﬁe jz) soit normée il faut que :
Icolze“'l = 1

—~]212
col? = e
.-.-1

& o -l52/2g 10

Les fonctions d'onde sont toujours définies & un coefficient e'?, ¢mi ne change rien

Ia physique du probléme. On choisib done e =1.
Ainsi :
',’ll
o e~
n!

el 2 e -1 2 o8 !
(z'z') - e l"l /2 I'l /26' z
Les fonctions d’ende | =) ne sont pas orthogonales.

Si 2« 0, alors ¢y = 0" = 4y 0. L'état |2 = (1) correspond donc & Pétat fondamental

du systéme.

3. Caleuler les valeurs moyennes des opérateurs &, p et H dons un état cohérent.

N
p i\/‘thwk‘—‘fﬂ
H = helata+ %)

]
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1l faut done, dans un premier temps, évaluer @ (), (n'_), el (a'n).
Nous avens vu que ajz) = 1fr), done (zla! = (]2 Ainsi:

(@) = (tlo]2) = (2|z]s) = 2(2}1) = 2
Y = (zla'ls) = (z)20)) = 2 (2fz) = 2°
(afa) = {(z]ala]s) = 12*(2]2) = |2|*

En utilisant les définitions des opératewrs £, i, on obtient :

o = (e - VB R

{t
B = iy L”{?ﬁ(z' — 2) = V2mhw Sm(z)
(H) = he(z?+4)

4 Calculer les valeurs moyennes des opératewrs #2, 2 dans un état cohérent.
Nous utilisons ici le fait que [a,a’] =1 = aa! =1+ a'a. Ainsi:

((a' +a)%) = (') + (%) £ 2(a'a) £ 1

Or: (a'?) =2'? et (a% = 22 Pour calculer {a'a) on feil agir a 2 droite et al

3 gauche :
{ala) = (z|ata]z) = 2(z2]al)z) = 22 (2]2) = |z)?

En utilisant la relation de commutation aa! — a'a = 1 on obtient :
(aa®) = (ala) + 1 = [2|2 4 1

finalement :
(a! +a)?) = 224274222 +1=(242")7 4 1 =Re(2)” + |
(ol ~a)?) = 22427 —222" =1 =(2~2")2~1==0m(z)* -

el :
(f‘?) = g=((n+ {1’)2)' = gl (Re?(2) + 1)
(9 = (o —~a')?)) = "PBm*(z) + 1)

5. Calculer AFAp, comparer avec la selation d'incertitude de Heisenberg,

i

= !/(.(?7).7:"(@)—7 - \/;,{;;;, V429741~ (24 2*)?) = 7;',‘7-:‘

£

op = JUA ST ) g

~

done

s o e e

h omwh h
ALAR = [ cooreee i 3 =
i.i i D 2

D'aprés la relation dincertitude de Heisenberg : A2Aj > li/2. Ln vsleur oblenne
ponr an Mal colitrent st done In plus petite possible,

Hous avons vit dans 1a sbrle prbesdents que pour Petat fondamentnl AFAP = h/2
1

llmm‘:‘ummwmﬁ et ce rznllat puisgue I'ttat fondamental correspond & Petnt cobérent
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Exercice 1 Fanctions d'onde excitées de 'oscillateur harmonique :

Nous considérons un oscillateur harmonique f=otrope & une dimension.
Nons nous preposons de faire le lien entre les denx méthodes de résolutions vues en
cours pour Poscillateur harmonique.

Nous avans vu en cours que la fonction d'once non dégénerée du fondamental 5'éerit,

A
MW\ oma 2
'r’-l\(-"') - (""““) e

nh
1. Appliquer le Hamiltonien sur cet dtat et vérifier que ¢n(:e) en est bien élat propre de
valeur propre f’é‘«'

2. En appliquant l'opérateur création al sur wo(x), calculer les fouctions d'onde des 2
premiers états excités. Que reconnait-on 7
Nous voulons & présent tracer I'allure de ces fonctions d’onde.

Calculer les ¢(x = 0), ainsi que les points ol s’annulent ces fonctions. Tracer allure
approximative de ces fonctions.

A quoi correspondent les intégrales suivantes ? en déduire leur valeur (il n’y a pas de
calcul A faire),

o i— 0. v wpin X0
NCET - dx r‘e

]‘m dr —= T2 Vare R, foo 1 (’""’ ¥, 2 o
—oc ~0o \/F h -

Exercice 2 Vecleurs propres de Uopérateur position et états propres de U'sscillateur
harmonigue :

Nous nous proposons dans cette série de retrouver les fonctions d’onde de oscillateur

harmonique en utilisant les propriétés des vecteurs propres de Popérateur position définis
cormine :

EFlx >=z|r >.

1. En utilisant la définition de 'opérateur position pour le cas de P'oscillateur harmo-
nique, calculer son action sur un état propre @, > de H.

2. En déduire le produit scalaire avec < .x|Elp, >.

d. Sachant que |r > sont les vecteurs propres de &, déduire une relation de récurrence
sur les coefficients {x{,) (on posera n 4 1 = m).

4. En faisant le changement de variables y = VB x alnsi que le changement de fonction
<Tln
July) = V‘z")l!-zq'iz

=%, ré-exprimer la relation de récurrence. Conclure sur la nature
AR
des fonctions propres de 'oscillateur harmonicque, en comparant aux notes de cours.
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Exercice 1 Fonctions d’onde excitées de Voscitlateuy hannonique :

Nous considérons un oscillatenr lisrmonique isotrope & une dimension.

Nous nous proposons de faire Ie lien entre les deux méthodes de résolutions vues en
cours pour 'escillateur harmenique.

Nous avons vy en cours que la fonction d’onde non dégénérée du fondamental g
eale) = (Z2)F o

lour cet exercice

éerit

e, il esl plus connmade d’utiliser la variable sans ditnension g :

— nlu .
q= 5t
2 [Ta
A7 Vinwdr

La fonction d'onde de 'étay fondamental dJe 'oscillateur harmonique s'écrit,

Ny i _qg? a2
‘r‘n(q)ﬁ(!;r; Te ”J=-\7f-’ T

L. Appliquez le Hamiltonien sur cet élat
de valeur propre 5’—_.,2

Le Hamiltonien dans le formalisme de Schrddinger, est donné par -

H = .._f.'i(_?_ 2.;. MIQ
dr

et vérifiez que y(z) en est bien &tat propre

2in 2

-

On le réécrit en fonetion de la variable sans dimension q:

ﬁb) C.) 2 hw 2
H=-7 (aa) Sy

En Pappliquant 4 ¢y(q), on obtient :

he (0\?  hw g
Hyofg) = (*-27 (56) -l-—-2— 2) A8 ¥

hu -2 hw _¢ hw -
- (et e s g
hew 9:_
b T\c
ticw

= —vulg)
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2. En wppliguant Fopévaten création al sur go(i), caleulen les fonctions d'onde des 2

promlers dtats oxclién, Qua teconnait-on
O oxgchine Popératens de cotation en fonction de Ia viulable o, puls de q.

\ il |
' e i o § g )
wh \/'/uuuh

mm . H
mu/l)c
- w(’ «vu)

Lea différentn ints excités de Voscillatenr harmonique sont relies par ta relation :

"'V‘"(‘I) - \/Il.‘ i'ﬂnl l(Q)

Le promier état excité est donné par :

(I‘l(l/) “oon 'l,m{l[)
B SR S
ZASEE YA

]

|
wt = (g g e'q’
7 (4 +a4)A
i \/}Pq woly)
Lo necond atat excitt cit douné por :

|
paly) = ;/'7["“(")

- -.-l-n( ) \/2q xe ":’
V2 :)q
o x(q’c"l} —-Jc'*}' !'q')t"g‘)’)
s ?l] - Dwaol(q)
Les polynomes en ¢ obtenus correspondent, & un factewr prés, aux polyndmes de

Hermite :

Ho(z) = 1
”|(l)

Hy(z) = 1272
Le facteur proviens d’une Wgdre différence entre nos équations et la définition des

polynomen de Hevmile :

On peut tetrouver co facteur en considérant la relation qui permet d'obtenir les élats
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[ ) en lonction de |qpa) @

1
144
ont) =

ns

\/u \/:' )) pula)
s __.......... ( - ..S?...) p“g’;i
VLN % g '

V2 ! q
. 2
= e T
1 )
= m”"(q}gl’lrl)

3. Nous voulons A présent tracer I'allure de ces fonctions d'onde.

Calculez les y;i{x = ), ainsi que les points ol s’annulent ce fonctions. Tracer 'allure
approximative de ces fonctions.

1
'

walg = 0)
gi(g=0) =
wg=0) = -x

X
0

De plus, ces fonctions s’annulent aux points suivants :
wolq) — 2 linfini
ei{g) — g=10

1
g} =7

Les caurbes ont donc les allures suivantes : ot pour simplifier nous avons posé y = 1.

»

«o est 1a courbe qui ne présente pas de noeud, ¢ 1 noeud et g2 2 noeuds.

4. A quol correspondent les intégrales snivantes ? en déduire leur veleur (il n'y 8 pas de
cateul 3 faire).

oA 1 mw 2,2 neat 2 ,.5_;&;,7
Lmtlﬁﬁﬁﬁfe Jk . / dl‘/..( ) 4
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Cette guoestion ne nécessite pas e calculs, 11 sullit de constnter oque les dntégrnlon
sitivantes corresppondent sux produits scalaires sulvants ¢

o 1 e = e 2
/ dz e V2re T o (zolr) = 0
—be w nh

s 1 oo T, o e,
dr —= (~—~) 20T = (palp)) = 1
[ = (% 5 1ho1)

Le résultat est done trés simple, car nous savons que les états propres de Voscillateur
harmonique sont orthonormés.

A noter que pour faire le produit scalaire, nous utilisons la relation de fermeture

fd.r[:r)(:rl =}

que nous introduisons dans le "sandwich" {zafo).

Exercice 2 Vecteurs propres de Vopérateur position et étals propres de loscillateur
harmonique ;

Nous nous proposons dans cebte série de retrouver les fonctions d’onde de V'oscillateur

harmonique en utilisant les propriétés des vectewrs propres de 'opérateur position définis
comme :

Er >=zx|r>.

1. Eu utilisant la définition de l'opérateur position pour le cas de Poscillateur harmo-
nique, calculer son action sur un état propre lon > de H.

’ / fi
zlpa) = m(“‘l‘ﬂtl‘ﬂn)

i}
2mrw

2. En déduire le produit scalaire avec < &|&)p,, >.

(V| 9o )+ VAT T 0n41))

("'J"l'% = Jﬁ:{?:;; ((‘Fn—l' ‘/'T+ (‘pu»HI \/m)

(galtle) = o (VA(pna]®) 4 VAT (pun |2))

2mrw

3. Sachant que |x > sont les vecteurs propres de &, déduire une relation de récurrence
sur les coefficients {t|zn) (on posera n+ 1 = m).

Comme |7) est vecteur propre de & :
#e)' = (=)
(J=n'et = (Je)'a!

(]2 = (xfx
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car i est hevmitique el r 1éel, ainsi
('L‘!I‘ln) rr.l‘(,t'n)

dong :

==
¥(gn]r) = \/,7-}-- (Vn{poa]z)+ ot W ynir|r))

miy
En posant m = n 4+ 1 (m > 1), on rééerit I'tcpuation sous la forme :

o

P 2nu S———
V"}]{I}i,‘),.' \) - \ -’?)}‘)T(i"x'ﬁ," 1 ) ﬁl‘ - l{]l.{:'"_z)

4. Ea faisant le changement de variables y = /% ainsi que le changement de fonction

1 <Z¥n
Suly) = V270! F—;, ré-exprimer la relation de récwrrence. Conclure sur la nature
des l'onctxons propres de Poscillatenr harinonique, en comparant aux notes de cours.

Les 3 termes de la relation précédente deviennent -

y/ET‘(T“Fn:) o= ‘/ '2'%7:-,:7(.1 , Fo )fm(y)
2 2
&[murﬁlw 1) = \/2"'~’(m*1)1”(“"’*'“)]""'(”)

— —~ 1
Vi - 1{-'5]',:":—?) e \/;;7:%";-:5;!*(3[970)1:"—2(11)

En simplifiant par :
(zlso)
V2 (m = 1)

on obtient finalement :

fm(ly) = 23/.[)"—1(11) - 2(m — 1) fin—2{w)
Cette relation de récurrence est celle vérifiée par les polyndines de Hermite

On obtient donc que lcs coefficienis {12, ) sont de la forme

(]n) = e Halo)(x [ ¢0) (y mnw)

On retrouve bien le résultat obtenu & partir de I'équation de Schirddinger (puisque

(x|p) correspand & la fonction d’onde).
En particulier on retrouve Pexpression obtenue dans le premier exercice - question 2

(puisque y = ¢ ).
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Oscillatenr harmoniqgue h 21

On considdre un oscillatear hanmaonique isotrope & deux dimenslons.

" ll? nlh), 0
™ ;__, se  tasssmansm ]
2m 2

L. Onintroduit les opératews créations et anibilations

A mus 14 )
o= (VR iy

R | mae s 1 -
W o= gy (VIR by
| R LI TR
r = JS K a 4 Vv ani? 'r
i R | /MWe - 1 o
Gy V3 h f] lvm:v}xpy

Calculer les commutateurs [ng, al). [n,,,a},l. Vérifier que fas.ay} = la}.a{,l = ().
2. Exprimer le Hamiltonien en fonction de (al, a,) et (a},,n,,}.
3. En utilisant les résultats obtenus en cours pour l'oscillateur harmonique & une

dimension. en déduire les trois premiers états d'énergies de ce systéme et leur

dégénérescence : derire les kets propres associés & ces valeurs propres en utilisant
les nombres quantiques n, et ny.

4. On introduit opérateur moment cinétigue, et plns particulidrerment sa composante
sur V'axe 2 1 L. = &p, — #p,.
Ecrire L: en fonction de (al,ur) et (nL,a,,).

5. Montrer que L. commute avec H.

6. On introduit les upératenrs

ag = 'C/!E (az ~ iay)
a, :}5 (A -+ iny)

Donner les expressions de af, et n},. et vérifier que les relations de commutations ont
la méme forme que pour les opérateurs création et annihilation usuels.

H

7. On pose Ny = nf,a,; et N, = a}aq. ) o
Récrire le Hamiltonien et le moment cinétique L en fonction de Ny N,
8. En déduire les valeurs propres du Hamiltonien et de L, puis classer les 3 premiers

états en fonction des nombres quantiques n. == ny+ 1y et m = 0y n,. Quelle-cst Ja
signification de ng et 0, ?
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e

Oscillateur harmonique & 2D

On considére wn oscillatens barmonique isotrope & deuyx dimensiony

2

2
P mw
H o= 2
2m 4 2 T

! 1 2 . - " 5 a
for.nz] = 3 "/L’E’Qr 4 17-..5":‘_‘ IRV 'ﬁ::u p,]
rn A = - 42 z . - £ =
fg«’lx;.r] + Evn:.:ﬂip"pfl - 7’7;{‘]:' li‘] + ’..‘!ﬁlp:"rl
o 0 ih ~ih
= (=il ~ih) = 41

i

le calcul est Je méme pour [a,, a,!,].
Mous avons paur {a,, a,):
fnesay) = 3[Rz 4indop, srEg i 7P
- - it , i e s its -
= W[E I+ mglfe Bl + K5 5]+ Klve 6]
0 0 )] Lt}
= 0

Qn voit aisément que de la méme fagon lal,al) = fal, ay) = laz,al} = o

2. en décomposant 2 = 22 + 5% ot 32 = 5,2 4 5, il vient -
P v

i
H = Flosal + clas + 0,0 + afay) = Rl +afa, +1)

—

3. Nous avons laﬁa,,aﬁ,uy] = {} d’aprés {a question 1, donc nous avens également

[H, aia,] = [H, a},ny] = {1. Par conséquent (voir cours ) il est possible de teouvey des

vecteurs propres & la fois de H, ala, et a},a,.

Nous savons que les opérateurs ala, et a},a,, on pour valeurs propres les entiers
naturels positifs car ils obéissent aux relations de commutations de Popérateur har-

monique [az. al] = [ay. al] = 1.
Par conséquent. on peut trouver des kets Pu, ., tels que
ﬂl"r(ﬁn,,n, = NePre g
“Lau?’nz.nv = My nen,
il vient immédiatement que de tels kets sont des kets propres de Fhamiltonien. avec:
Bz,hg

H""'""“t o hu(ninx + “Lov 4 ’)‘/’u;.nr = (n, + ny, 4+ 1)

il yeste & prouver gu'il existe un vecteur propre pour chague coupfe de valeur (n,, n1,.).
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: I
Plrpnnns nn état propre o delH. ing et nf,u,,. de valeur propae ) pour 'opérateur
axay el | pour Fopérateur ayay. i voit alors que Fétat g g <= a:a:,!/x esl élnl
. b ' '

propre de azaz avec valeyr Propre 0 et éat propre de a,',n,, avee valewr propre 0,
Nous pouvons al(')rs construire J'état Yrgn, = (ul)"'(n,',)"V/‘/n,l\/ﬁ;|4,;nn, qul est,
etat propres de ala, avec valeur propre n, et état propre de a Lu,, avec valeur propre
e

1l est possible de montrer Qu’il existe un unique vectenr propre wy o tel gue;

alu,g:o,n e aLn P00 =0

et nous pouvons alors montrey (voir le cours sur Fascillateur harmonique & une

dimension) que pour chague couple d'entiers pusitifs (s, np) i) oxiste na unique
vecteur f;?n,_u' tel gque nxlﬂxlpn,,n, L "-‘I'p"u.ﬂy et nl'lafﬂ?"t."' = P n,.
Le spéctre de H est alars facile & étudier:

e L’état fundamental est unique, il s'agit de 1'état wou dénergle Eq = how,

e Le premier état excité a une énergie 2hw , et on peut trouver deux vecteurs
propres avec cette énergie: Yur=0ny=1 L @yzzy uy=a Cel état propre est, deux
fois dégénéré.

¢ plus généralement, on peut trouver n

il s’agit des états v, 0,19, 1. e P hne- 1 PO

états d'encigie nhw:

4. Naus avons

Lo = —iv/5hs /22 %as + ad)(ay - al) + 1,/ 50 ﬂ#$u+d§w—ub
It i

i
_l'g(alay — n,n; + (l_-lay TRy —-a,ay tagr— Oty + Qyay)
= mi—;"(——axa{, + ﬂ:{ay + ﬂyﬂ.!c“ abay)

= -—iﬁ(a;’ay = az“}')

Nous avons ntilisé Jay, al] = jny. a,] = 0.
5, Ponr calculer le commutaleur {L ., H]. nous allons utiliser les formules de dévelappement

ties comnnitateurs:

(A4 B,C] = [AC)+[B.C]
[4B,C] = A[B,C]4[4,C]B

Utiliser ces formules est {en général) beaucoup plus simple que dévol?pper brutale-
ment L.H — HL; et le risque d'eneur de coleul est beancoup plus faible.

B Ry Lk
i e R I St
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prery

(Lo, #] = (A(ala, ~ arab), ho(alas + abay + 1)]

if%w {|atay,, ala,] + [a,-'ray. abay] — laxal, ala.] - lazal, n{,nu]}
+ili%ar laday, 1] —ihw [n;n!’, 1]
{1 - |
= =}

wo—

in%u { al lay. a tag) +[al, alaa‘)u v
\——\f——/

=0

ikt ai{uv. n:,ay] + [n} a!"ny_l y

=}
—ih*w { a, |af,, n;am} +|az, a;ﬂziﬂ.;t;
E 0
“i’igw { a:.,-[a{,. aliﬂy] + [nz:r aﬁayl QL

=0
= ih%w {lﬂl\ﬂ.g;(l:]ﬂy + a!,[ay,as',.ay] - laz, a}ra,]az, - ax[a,s. ﬂ]‘;ﬂy]}

il reste & évaluer les commutateurs [ni-,nlaz}. [ag, a;-a,l [af,,a
se calculent trés simplement:

La,,] et [ay, agay}, qui

[k akaz) = ol alf a; +a) m-b‘}; = ~at
=Wl =

laz. a}a;} = |ay, a}l ar + ai laz. az] = -ka,
N——

=1t =}

Nous avons bien sur en changeant les indices:

. ay) = ~a} et oy afay) = +a,
En remplacant dans Pexpression du commutateur on a finalement:
(Lo H] = ih%w {—aia, + +al !

Ty — QpQy — a_t(-—n{,)} =0

o+ ia,'}
— ia:,

1
[og.al] = i(k:i‘;%!'—i (o, a};] ~lay, nl]

donc L, et H commutent,

6. Nous avons

Mo i m—

a!,r--:};a

Les commutatenrs valent alors:

.~"2lny'nl]) b~ '—1
wi =0 =0 =11
3
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et:

f . 2 : : 5
lag.ag] = é-ﬂtl:- al}—7 laz ﬂ},] +ilay. al] ~i?{a,,. o NEES

=] o

() ={l = |

i} est facile de vérifier nussi: [ag, “('8 = fag ag) = 0

Lz == fﬁ(ﬂiﬂy“azaz
. ih{

;;; (a{,+ az,)(iadw tag) ~ (ag+ ag)(~in
Fliagag—iakay + ialey - ialag + iagn
“3:(0?('«1 - a;ag + adafi - @g0g)
Flega-ajag+alag+ 1+ ala, - 1)
== +ﬁ(f\f’y-- -Nd)

i

i

f;+ inl))
d= iadaf; 4- z'aga!, - iaga})

i

it

Nous avons utilisé |az,a,] = fahag) =0 et fas af) = [a,.a he

?}i\w{a’tlax + a'yay + 1}

Fl(ah+ alMag+ ay) + (—iaj, +ialiay - iag) + 1)

l”fw(al PR . + Y .2} -2} 2 1
-hT 9 ?ad Uglg = agag+i%a g+ i°agay — i agng -+ 1)
-é‘-’(a_dnd + agag + azay+ n;ng +1)

hu(Ng+ Ng+ 1)

I

i

i

I

8. comme {Ny, N = 0. il est facile de voir que:
Lo Vd =1L, Ng) = [H. N = [H,¥,} =0.
p‘ar cou.séquent on peut trouver des vecteurs propres simultands de H, L, Nyet 1\7_,,
Nget Ngon pour valeur propre les entiers positifs ou nul
On ietrouve le spectre de H:

+ Etat fondamental d'energie fw, de nombres quantique » = ng+ Ng = 0 ot
. m=ng—ng=1

* Deux Etat excités d'énergie fiw, caractérisés par les nombre g uantiques (rg, 11,) = '
(1.0) et (ang) = (D.1) clestddiren =ng+ng=1etm = ny—ng= 1

» il y a n étate excités d'energie nkiw qui ont pour nombre quantique Ng+ Ny =
et —nf2 < Ny~ Ng<n/2

-

Scanned by CamScanner



e e
e V.

A .
MeEcamaqug QUANTIQUE ] Série 6 '
htip://itp.epfl W/ pageSEo16  wam) 0 al e

e v .

Exercice 1 ¢ on d’obs ]
ammutafion d’observables et fonclions d 'nhservables

O considére deux obsecvables _t ot B qui commutent avee | A4, B
HH4.8).8] = A 8],.4]) =0
L. Etablir dans un premier temps la relation suivante :

(4%, 8) = nA""1]4 B

(1)

2. Les fonctions analytiques d’opérateurs peuvent étre exprimée par leur développement
en série, c'est 3 dire, étant donné une fonction développable en série entizre g{u) =

Yo enn” et un opérateur A, on définit I'opérateur g(A4) = Y c,A".
Ainsi on définit exp 1 = 3 ‘.iﬁ- En utilisant ce développement, montrer Ja relation

suivante:
e”*Be = B+ (A, B (2)
3. Démontrer la proposition suivante :
(3}

e '8 = (B4 [A.8])"

4. On éRnit ta fonction des opérateur | et B suivante (¥ réel) :

f(.z) i e.itaﬂ'x.
A T'aide de cette fonction nous allons démontrer des propriéles remnatrquables pout

les opérateurs et et e

e MAlontrer que : (4)
f’(ir) - (A + 8+ .‘l'!4.3|) f(T)

x) est solution de cette equation :

o Démontrer que g .
9( l‘) i e(.-ﬂ 8}16537[.4,8} ‘
Comparer f (0) et g(0). En déduire Ja relation suivante:
L th
(8)
AN eAele -HA8|
(")

s En céduire finalepent que

B
pApl o DA plAL]
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Exercice 2 Application guy élats cohérengs

Dans cet exercice

nons allong
cohérents e

Applicuer Jes formules de |
Foscillaten, harmon;j

exervice précédent étnlg
gue 3 upe dimension,

L. Appliguer |a telation (1)

e Pexercice précédent pour le ¢
ables : 4 = tap, B = .

as particulier des obsery.

2. Montrer que l'opérateug ¢ - tob

est un opératenr de translation, le. .
e~y = [+ ah) (3)

3. En déduire 1a relation suivante pour une fonction réelle Quelconque h(x) ;

e“i"ﬁh(m) = h{z + ah) (9)

4. On propose d'appliquer ces résnltats anx &t
Oun rappelle brigvement la forme 4

bien que cette définition soit vraj

=t e
DEDPRLLEIRIE o

zn , )
1¥Yn
n={ I n=0 nl

De plus, on obtient dans Ia base des

ats cohérents de 1°
un état colidrent (onscy
POur 2 complexe) :

ascillatenr hrrmanigue.
estreint fci ay cas » 1ée},

positions :

H{a) = (]2} = (x]e*®|5p)

» Montrer que les états cohérents s'écrivent :

Hxr)=¢ “‘Ezc"’/‘/?(:r:)c“‘ 75535’;}(,:(,) (10)

Indication : mmontrer dans un premier temps la relation suivante

= T
- S0 JF il Bp 3
C:a’ = o V2 € 'v’Z.M e 1

¢ En déduire le résultst fina) -

: 322 = 22
:r) = (52/71) exp (-—Ti‘ dzxv2 - ‘,;) (1)

* En développant cette expression en puissance de 2, écrire

états propres de |'oscillatens harmoniques (.. EMED)
on?

x) en {onction des
= ()@ n)). Que reconnnit-
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CORNECTION

MEBCANIQUE QUANTIQUE | Série 6 - Correction
-!','??"‘T.tt’:_

hrep://itp.epll chipag

ables et fonclions d‘observables

Exercice 1 Conunuiation d'observa

1. Nous rappelons la formule suivante :
(1

lAB.C} = AlB.C] + |A,C|B
on suppose la relation yvraie pour le cas n et on
[, 8) =

On procéde par récurrence, ie.
le cas 1+ 1. Supposons maintenant

démontre qu'slle est vraie aussi pour
n - 1)A" LA ]

4%, B] = A" AB+ [ B]A
AT+ (0 — 1A A, BlA
ATUA B+ (n - 1DNATT2AL4, B

nA" A B

012 nous avons utilisé |LA. B}, 4] = 0.
Comme la formule est vraie pour n = 1, alors elle est toujours vraie.

-

2. On démontre la relation suivante A partir du résultat précédent :
A"B — BA" = nA"" |4, B (2)

Ce qui implique directement :
e'B-Bet= Tila4rB-Bir
= Yo ;}1_72,-1"" |A. 8]
< 1 4!
Zo gt A 8]

4|4, Bl

avons effectué le changement de variable ! = n — 1} Et done le résultat final :

(3)

(Nous

= e2Be ! = B+ {A.B]

Clette proposition se limitant au ces ot |A.[A. B]] = 0 et réciproquement |5, |4, B]| =

f.
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reynacgue @ On peat oblente ane forrmule frene l": Cne phigilad oy (A |8 (AR T I T
manitre guivante, solt ¢ )

f(3) = e e (4

Nous voulons ainal obtenic une formule génfaala pour o caa fOA o 8] Posr cods o
introduit le daveloppement da Taylor de f(X) au volsliagy dea - 0

o

ﬁ {n) v (n1 ‘
SN =Y Lﬁ(ﬂ (A-a)" = j) = 3 L0 ()
nml : =0 i

On calcule dans vn premier tetaps la décdves premides de 0

f1(A) = AeBe A eMB A (1)
Or on a clairement, : I,l.e"] =0, et tdone
1(0) = (A, B) ()

En calculant la dérivée geconde on ge convaine (actlement, que la lonnule génbrilo ve Ctee ;

eBe~A = B+ |A,B] + 2‘—,|A,|,t.zf.u + ;:,-[A,M,[A. Bl + .. (")

(Cette formule n'est pas 4 connailre)

3. Cetle proposition se démontre par récurrence : le cag n==1 s €46 prouve 4 la question

précédente.
Supposons e AB"~1Be~A = (B 4 | A, B))""!. Nous avons

e‘AB"E'A - EA.H""BE*A

' eABn—-lﬂ-AnABc-—.d
(B+[AB)" 1B+ [4,8)
- (B + [ A.B)"

remargque : Nous avong utilise e ~*¢! = Id. Celte relation est vral pour tout opérateur,

en effet :

I ii("l)'Ann
g = = nil!

%
™
=
N

T
- 3

- f %{ (-er'}(*l)'(-m)!“)
j=0 )

f=0)

o Al
- Zf}‘,—(l— 1)/

AO
e - (2 [ d
T

On peut rem

gealalre. D'une maniére plug généra

toutes lea proprietés d’addition on de multly

Puisqu’un opérateur commul
priétés sont idenliques au cas oit lea fonctions sont défines dans T

arquer que celte démonsteation est viaie que A soit un opérateur ou un
e, si I'on considére des fonctions d'un_seyl oplicateur,
JMication de ces fonctions restent valables.

e toujours avec lui meme, les démonstrations de ces pro-

o

Scanned by CamScanner



; ((, ’ . l l » ,{‘ l o 3 ) ‘l\l " ' y f‘l “
. ‘ * lltl(]"l R

(!‘f(w)(m)‘.}('")), o () 4 UGV (x)
) e [) V() w1 (x) g v

(V) = U (61 U est indépendant de x) ()4 V)

Nous avons alotg

. 00 s !
iy - A"J'"
¢ = -
k.‘n ( "l )

ne{}

o)

—— ‘f'ln‘,‘.ur-l
A’,_..J e
b nl

0 yragn-t

- l’c‘ X

remarque : Celte relation n'est valable que parce que V ne dépend pas de x.
Dans le cas général ; eap( (1) # A(e)erp(A(x)) st [A{), A'(x)] # 0.

Nous avons pour f(r)

Flr) = Aetef g et Bet
-llc.‘l.rcl,?: + (Bc'h + lt"“rﬁ, Bc""})c"'
Jl.rcl{r

=

= (A4 B4z B|e
-"*"] = A, Blc'“ = e"tr‘A.T. ﬂl, vrad st ".‘1. B‘ .Al ==

O nous avons utilisé fe**B. Be
le réelle on peut la sortir du commutateur

0. De plus comme x est une vartab
libreinent.

(L) On caleule la dérivée de g(r)
gl(;l:) - ('4 | B3) c(/\-i-U)rcg.ﬂ(A.B! 94 :‘.C(-H‘B)t l"‘- Blc'irzlA.B]
Camme on & supposé [ A, [A, 8]} =@ = |8, |4, BJ], on a de meme que plALBIr ot

|4, B] commutent, et donc on obtient
(A + B)gla) + x|A Bet1 e
(A -+ B)g(x} -1 [A. B] o)

nme une équation différentielle du premier
alors J(x) =

LA

g'(z) = ¥

e

.
.} Nous avens f(0) = g(0) = Id. Cor fon
“ (A une constance mnltiplicative prés),

ordre a au plus nne solution
g(r)vr. En particulier pour I = it

(M

Arg Al

Ou encore {en multipliant par e~i[AB]):
(10)

J(1) = ede? = g(1) e

A = elelle- AIAS

Pl
Ll
4 M i %
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() 1 sullit d'eerive In formuale précédente oy effectuant |

a substitution A — B et
J ST

c.-lﬂll - r"“”e'““\m
ot - l,mAc“u,q

On en déduit :
e et m elete- “u.,»qe ERY]

En utilisant Ja relation que 'on a démontrée (équation (10)) :

4.8

el i - ruc.“el/‘,n]

(11)

Exercice 2  Application aur dlats cohérents

L. En appliquant Ia relation (2) de Vexercice 1. aux observables A = iap et B = x on
obtient (rappel : |, p] = i) :

e ie TP = g liop, @] = &+ ah (12)
2. De la relation précédente on d&duit :
Be TP = g TP (F 4 adl) (13

Si nous appliquans ces opéraleurs sur un ket propre de 'opérateur %

£ (e ‘i"ﬁl:r)) = e~ (g +ah)lr)
#(e7™a)) = (x+ah)(eT0M)

L’état e ~"7[x) est vecteur propre de 'opérateur position avec la valeur propre x-tah,
Lopérateur e~'°P est douc un opérateur de translation. Il est utile pour la suite
d’écrire la relation conjugnée :

((.-r[e""f’) T = (2 -F ‘aﬁ) ((3,-|g"0ﬁ)

3. On généralise Ia relation précédente pour toutes les fonctions d'ondes develappées
dans la base des positions :

h(x) = (x|h)
e Ph(x) = (|e ~"P|h)
e Ph(x) = (x~ ahlh) = h{x ~ oh)
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4. En utilisant la déRnition de !

(l‘lt = (Jj? - i-f.'_.) /\/.}'

eh Lermes des operatenr 7 ¢

Lp:

3h
on obhtient : (19)
On uti . (15)
LIn utilise 1a relation démontrée dans I'exercice 1
AR = LI
e L Al
\=  3t/V2
o B= -ifs/V2
On trouve : .
2t Lep wied z . _
e [ = et re '\'mnf'e"’r . (lﬁ)

En utilisant ce résultat dans la définition de 2(x) :

2(r) = = (xle A0t ”‘2""’)155‘0)
- 2
A .'.’,('I‘) = e*‘!rc:’!aﬁ' (Tle v2iIn l‘f:(')

12 L3
() = e Te Vi (x - 2V2/ o)
12 2 fAr
I(.l') =g 1€ ‘,!.519 ©wo (;r - 3\/2_/3)

La fonction wp(z) est le fondamental de Poscillatenr harmonique 1D, en représenta-

tion rona:

3\ 3
© wole) = (Fﬁ) exp (-gwg) th)
On trouve de cetée maniére :
3l/2 ',32 0 32
i{r) = (—I;T-/-I exp (—-~2~'I + 132.?}\/5 - E) ' (18)

Nous avons donc trouvé Pexpression de la fonction d’onde d'un état cohérent, en
putilisant que les propriétés des différents opérateurs. (Dans le devoir, nous avions
utilisée 1a fonction génératrice des polynomes de Hermites pour obtenir cette expres-

sion).

ons pas utilisé la fonction génératrice des polyndmes de hermnite,

ésultat pour la démontrer.
lons le résultat obtenu pour les éta

Comine nous n'ay
nous pouvons utiliser notre 1

Dans un premier temps, rappe

o

ts cohérents :

o

) = Z E‘S‘W’n)

n=d

(19)
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O les |,) sont les ¢lats propres de Poscillateur harmonique. La fonction d’onde est

donc donnée par :

()= TJ 2n(T) (20)

n=0

En développant en puissance de 2 I'expression (17) on obtient :
JVr\ E : \"1 _8p 4
1= () 2 () e o

Ou H , sont les polynomes de Hermite.
Par identification avec 1'équation (18), on obtient

3222 2 ~§ —— "Ly (37) (22)
exp | J2X - 9 Ee . \fi et n(JT,
n=

Bn posant § = 2/v2 et ¥’ = 3z, on retrouve bien la fonction génératrice des poly-

nomes e Hermile.

N oa t"
exp (22t — %) = z ;ﬁ?{n(.‘r')

n=0

(23)
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