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ENONCES DES EXERCICES

—> Exercicel/ :
1) Définir la vitesse de groupe et la vitesse de phase Vi associée a une particule quelconque.,
2) Les calculer dans le cas d'une particule libre non relativiste de vitesse v.
3) Considérons une particule relativiste de masse au repos m(), animée d'un mouvement de

vitesse v et rappelons les expressions relativistes de I'énergie et de I'impulsion :

E = _ mgc? ‘.p= mgv
1-d2 [-%2

a) Montrer que les vitesses de groupe et de phase associées 3 cette particule sont telles que :
B vg Vo= ¢2. Conclure.

b) Evaluer I'expression de vg en fonction de I'énergie E et puis en fonction de la fréquence v
de I'onde de matiére associée a cette particule. En déduire I'expression de Vo en fonction de E

et puis de v.

¢) Que deviennent ces vitesses dans le cas des photons?

d) Calculer en fonction de E puis de n l'indice de réfraction relatif aux ondes de Louis De
Broglie associées aux particules relativistes définies par n = ¢ / v, les comparer a l'indice de
réfraction relatif aux ondes électromagnétiques.

—> Exercice 2 e —
- SoientA, B et C trois opérateurs lindaires définis dans I’espace des états.
1) Montrer que I’on a [A, BC]= B[A‘, C']+ [A, Bk‘ -
2) Montrer aussi que si on a [B,]4, B]|=0 alors :
2) |4, B* |= &[4, B]B+
b) Soit F une fonction de Popérateur B, montrer que dans ces conditicns

[ F@)]=[4, 2}

Exercice 3/ :

On consideére les deux représentations {|r>} et {jp >} .

1) Ecrire les relations de fermeture et d'orthonormalisation relatives 4 ces deux bases .

2) Calculer les éléments de matrice -

<t [plf> | stlelc . = pila,

Quelle est I'action de Px dans la représentation {Jr >} .

3) Calculer de méme < 1|F(P) [r*> ot F(P) est une fonction de l'opérateur P.

4) Calculer I' élément de matrice < pIX[p™> et < p|G(R) |p> oi G(R) est une fonction de

l'opérateur R.
5) Le systéme est formé par une particule plongée dans un potentiel scalaire V(r). Il est régi
par I'équation de Schrodinger :
SsiC in Lv®> d(:)" =H ly®> o H= 2£i+V(R)
m




Ecrire 1'équation de Schrédinger de cette particule
a) Dans la représentation {|r >}
b) Dans la représentation {[p >}.

Exercice 4/

1) Si A est un opérateur hermétique, montrer que elA =U estun opérateur unitaire.
2) Montrer que le produit de deux opérateurs unitaires est unitaire .

3) Soit |p, )u.n vecteur propre de I'opérateur unitaire U, associé & la valeur propre u :
Ulpu> =u [py>

a) Montrer que u = exp (ipy) ou @y est une phase réelle.
b) <pulou™> estnulsiu#u' .
4) Soit {|pi>} une base orthonormée de I'espace des états  , supposée discrete. Appelons |pi>
le transformé du vecteur |@i> sous l'action de l'opérateur U unitaire :

lo>=U | o>

a) Montrer que les |pi> constituent une base orthonormée de .
b) Par définition, le transformé A de l'opérateur A sera l'opérateur qui dans la base |@i> , a les
mémes €léments de matrice que l'opérateur A dans la base |@i>:

b <67_|K|$_}>t<tpilA|q>j>
Montrer que A =UAU"
c¢) Montrer que les valeurs propres de A associ€es aux vecteurs propres transformés des
vecteurs propres de A sont celles de A.
cas particulier : .
i) (A] = X‘ donc si A est hermitique A l'est aussi
i) (A)°= (A%  donc F (A)=FA)
d) On considére 'opérateur unitaire infinitésimal U(g) : U(g) =1 + &G + ..
Montrer que G + Gt =0
e) Que devient I'expression donnant A en fonction de A ?

Exercice 5/ Description de Schridinger et de Heisenberg

Dans la description de Schrédinger les états d'un systéme quantique évoluent avec le temps

conformément 4 la loi : I ou(ty>=Ul(t, to) | au(to)>
U(t,t0 ) est un opérateur linéaire unitaire d'évolution défini par la relation :

ﬂ‘l-g; U(t, to) = H U(t,t0) avec U(to,to) = 1

Dans laquelle H est I'hamiltonien associ€ a I'énergie du systéme.
1°) Retrouver l'équation de Schrodinger qui régit I'évolution des états |au(t)> .
2°) Etablir la loi qui gouverne I'évolution des valeurs moyennes des observables du systéme.



3°) La description de Heisenberg se déduit de celle de Schrédinger par transformation unitaire
UT(t,to ). A l'état |o(t)> et & l'observable A de la description de Schrodinger correspondent
donc, dans la description de Heisenberg, 1'état AoH> et l'observable AH(?) tels que :

log>=U"(tto) la(®> , Au(®)=U" (t,t) A U (t,to)

Trouver l'équation d'évolution des observables dans la description de Heisenberg.
4°) Trouver la forme , dans la description de Heisenberg, des opérateurs position X et
d'impultion P ( avec t) = 0) d'une particule libre.

Exercice 6/
On considére un électron de masse m et de charge - q, plongé dans un puits de potentiel infini
3 une dimension de largeur a:

V(x)=0 pour 0<x<a

V(x)=o pour x<0 et x>a
1) a) Ecrire I’équation de Schrodinger dans un état stationnaire. Montrer que 1’énergie est
quantifiée. Déterminer I’énergie E, (du niveau caractérisé par le nombre quantique n et la
fonction d’onde spatiale ¢,(x) correspondante.

b) Normer les fonctions ¢,(x) et montrer qu’elles sont orthogonales.

2) a) Calculer la valeur quadratique moyenne de I’impulsion P = \/ < p2> ;

b) Déterminer le temps caractéristique T ge que mettrait de point de vue classique, un
électron d’impulsion P pour traverser deux fois (aller et retour) la largeur du puits.

3) a) On considére la transition de 1’électron entre les niveaux En+; et E, lorsque n est trés

grand, donner dans ce cas I’expression approchée de la fréquence v du photon associé a la
transition. '

b) Comparer v a la fréquence 1/1, commenter ce résultat.

Exercice 7/
On considére un systéme physique dont l'espace des états qui est & trois dimensions est
rapporté a la base orthonormée formée par { jui >, [u2 >, [u3 > }.
Dans la base de ces trois vecteurs , 'opérateur hamiltonien H et I'observable A s'écrivent :
100 100
H=hoo|0 2 0 A=a |00 1
002 010
a et () sont des constantes réelles.
Le systéme a l'instant t = 0 est dans ['état :
0)>=-L Sk = >
| w(0) e fu, 5 lus S fus
1) On mesure a l'instant t = 0 I'énergie du systéme , quelles valeurs peut - on trouver et avec
quelles probabilités ?
Calculer pour le systéme dans I'état |y(0) > I'écart quadratique moyen AH.

2) Au lieu de mesurer H a l'instant t = 0, on mesure A, quels résultats peut - on trouver et avec
quelles probabilités?



Quel est le vecteur d'état immédiatement aprés la mesure ?
3) Calculer le vecteur d'état [y(t) > du systéme a l'instant t. .
4) Quels résultats obtietit - on si I'on mesure a I'instant t l'observable A ? Interprétation ?

—>» Exercice 8-

Soit un systéme physique formé de deux particules (1) et (2) de méme masse n'interagissant
pas entre elles et placées toutes les deux dans un puits de potentiel infini de largeur a . On
désigne par H(1) et H(2) les hamiltoniens de chacune de deux particules, par lon (1) > et |q;q
(2) > les états propres correspondants d'énergies Ep, et Eq . Dans l'espace des états du systéme
global, on considere la base des états |pn @q >définis par:

' 029> = | 9a(1)> ® | 942)>

1°) Quels sont les états propres et les valeurs propres de l'opérateur
H=H(1) + H(2) , I'hamiltonien total du systéme ? :
Donner le degré de dégénérescence des deux niveaux d'énergie les plus basses.
Z / On suppose que le systéme est , a l'instant't = 0 , dans 1'état

ly(0y>= —1% | ¢1¢1’>+—{% | P1p2> +-VJ_E l @quﬂl"*-‘{%— |-<P2q)2>

a) Quel est I'état du systéme a l'instant t ?

b) On mesure I'énergie totale H. Quels résultats peut - on trouver et avec quelles probabilités?
¢) Méme question si , au lieu de mesurer H , on mesure H(1) .

d) Montrer que |y (0) > est un état produit tensoriel . Lorsque le systéme est dans cet état -
calculer les valeurs moyennes suivantes :

<H(1) >, <H(2) > et < H(1)H(2) > . Comparer < H(1)H(2) > & < H(1) >< H(2) >, comment
expliquer le résultat obtenu. .

3°) Montrer que les résultats précédents restent valables lorsque 1'état du systéme est I'état '}
(t) > calculé en b). _

4°) On suppose maintenant que I'état |y (0) > est donné par :

#
=.1 4 ok b
fw©)> = | p10> i | 910> e | 020>

Montrer que |y (0) >ne peut pas étre mis sous forme d'un produit tensoriel. Que deviennent
alors les réponses aux diverses questions posées en 3°).

Exercice 9/ : _

On considére un oscillateur harmonique de masse m et de pulsation , I>hamiltonien est alors
P a 1 9gea d 5 ! ! -

donné par H = E—+—mw X*. A Pinstant t = 0, ’état de cet oscillateur est donné par:

2
¥(0)) = 2.C.

m
?’,,> ou
1
.= (n+—)ha).
2

go,,) sont les états 'stationnaires de H, d’énergies



1) Déterminer le vecteur d’état f!,l/(t)) a l’insta_nt t> 0. Quelle-: est la probabilité @ pour
qu’une mesure de I’énergie de Ioscillateur effectuée a I’instant t donne un résultat supériéur a
2he ? Lorsque ®= 0, quels sont les coefficients Cn non nuls?

2) On suppose a partir de maintenant que seuls Cy et C; sont différents de zéro.

a). Calculer les valeurs moyennes (X ), <P>, --(X 2) et <P-2=> dans I’état ,l//(O)) en
déduire les écarts quadratiques moyens AX et AP dans ce méme état. _
b) Calculer la valeur moyenne de I’énergie (H ) dans I’état IW(O» + En imposant que

(H ) = h@ et en écrivant la condition de normalisation de ll,{/(O» , calculer ['C'OI2 et |C'l |2
3) Le vecteur d’état normé |!//(0)) n’étant défini qu’a un facteur de phase globale prés, on
fixe ce facteur de phase en prenant Cj réel et positif. On pose C, = ICII exp i€ ,. En plus, de

(H) = ho, on suppose que (X) = %1/——?{— . Calouler ;.

mao
4) |4(0)) étant ainsi déterminé; écrire |w(#)) pour t >0 ¢t calculer 1a valeur de 0,3
Pinstant t. En déduire la valeur moyenne <X (t)) de la position & I’instant t.

Exercice 10/
Partie A
Une particule de masse m est assujettie a se déplacer dans le plan xoy et qu'elle est soumise au
potentiel V(X,Y) = 1/2 [ ma2(X2 + Yz)]. En d'autres termes nous avons affaire 3 un
oscillateur harmonique a deux dimensions de pulsation o.
On pose :
ax=-L (X+iPx) ay=-L (Y +iPy)
2 2
avec X=pX, Y=BY, Px=-L Py, Py=_L py B=/ma
Bh Bh h

Soit | Q,,,) les états propres de Nx = a*x ax de valeurs propres ny, I P, > les états propres de

Ny = a*y ay de valeurs propres nX et I@,RQ?,,,,) leur produit tensoriel. Tous ces états sont

normes.
1°) Montrer que I'hamiltonien H de ce systéme s'écrit sous la forme d'une somme de deux
hamiltoniens Hy et Hy. Donner I'expression de H en fonction de Nx et Ny.
2°) Déterminer les états propres de H ainsi que les valeurs propres:qui leurs sont assocides et
leur degré de dégénérescence . Donner un ensemble complet d'observables qui commutent
dans I'espace des états de cette particule.
3°) Alinstant t =0, la particule est dans I'état :

| w(0)>= ?1-5 {Looo>+ goi>)

Quel est son état 3 I'instant t? Quelle est la probabilité pour qu'une mesure de I'énergie donne
une valeur inférieure &3 2w 2. 3 !



4°) On introduit les opérateurs :

Adquf( ax -iay) et Ag=—115—( ax + iay)

Montrer que les vecteurs l¢m> 3 |d> =A™, '@m) et'|g) =A%y |@,)  sont des états
propres de H orthogonaux et normés et détermineér les valeurs: propres qui leur correspondent.
Partie B— :

La particule de masse m se déplace maintenant dans I'espace a trois dimensions et soumise a
une force centrale F = kr. L'énergie de la particule est donnée par '

o e Lmo2?avec o =4/k 10
2 2 m

1°) Quel est I'hamiltonien H de la Slarticﬁle. _

2°) Calculer les états propres et les niveaux d'énergies de la particule. H forme t - il un
E.C.0.C dans I'espace des états £y . Donner un E.C.O.C dans Cr.

3°) Quel est le degré de dégénérescence du niveau fondamental de cette particule et celui du
ni€me niveay excité.

4°) Montrer qu'il existe une relation entre le niéMe &iat ot I'état fondamental.

Exercice 11-

Soit |, ) un état propre de I’hamiltonien H d’un oscillateur harmonique a une dimension et de
pulsation o = 1/%1 ;

ol n
1. Démontrer que I’état suivant: |p,)=e 2 Z%’ ®,) (o  est un scalaire) est un état
n oAln!
propre de ’opérateur annihilation a. On montrera que la valeur propre correspondante est
égale a o..
2. Alinstant t=0, P’oscillateur harmonique est dans 1état It = 0) =|eo, ). Quelles sont les

valeurs d’énergie possibles et leurs probabilités. Déterminer alors I’état du systéme I’instant t.
3. Durant un intervalle trés bref, [0, 1:], tel que 1<<1, Ioscillateur harmonique est soumis au
potentiel supplémentaire :

V =hQN?

avec N=a'a, a' étant I’opérateur de création et Q>> ¢ = ; ’Vm . On suppose que I’intensité de

V est telle que I’hamiltonien total (H+V) est trés peu différent de V durant Dintervalle de
temps [0, t]. Montrer que les états |@, ) sont des états propres de V.

4. Déterminer en fonction de |, ) 1’état [w(x)) de cet oscillateur soumis 4 Ia perturbation V
lorsque [w(t:O))=](pu). _
- Déterminer I’expression de |y(z))au temps 7 = %Q ‘Montrer que |y(t)) peut s’écrire

6.) <% o))

sous la forme : , W(‘C)) - 71_5_ (e i/



Exe>§_;e/12-
N\

On considére un oscillateur harmonique & une dimension constitué par une particule de masse
., soumise 4 une force de rappel F = - kx .

1°) Ecrire I'équation aux valeurs propres de cet-oscillateur dans la représentation { [x>} et
rappeler quels sont les états stationnaires et les énergies correspondantes de l'oscillateur
harmonique.

2°) On suppose maintenant que l'oscillateur est plongé dans un champ €lectrique uniforme €
paralléle & Ox de sorte qu'il faut ajouter & V(X) I'énergie potentielle

W(X) =-qeX.

Ecrire le nouveau hamiltonien H(e) en fonction des observables P et X. en utilisant le

changement de variable X' = X - (q8)/ma?, écrire H(g), & une constante pres, sous une forme
analogue 4 Hy ( oscillateur sans champ électrique).

3°) Bcrire I'équation de Schrédinger et en déduire que les énergies E(g) des états stationnaires ,
sont données par :

2:2
2" 2ma? ;
4°) Donner I’équation de Schrodinger en représentation {T:;P} . En déduire que les fonctions
propres @'n(x) associées aux énergies E(g) sont données par :

] ¢ 8
Pn(X) = ulx - —L-)
mao
ol en(x) sont les fonctions propres associées a Ho
Exert\ﬁ)ze}IS

=Soit un s;\stéme physique de moment cinétique orbital 1 décrit par le vecteur d’état | W) . La
base dite standard dans la représentation { ’ f)} est donnée par :

Vieim (1,0,0) = Ry (1) Y™ (6,0)
1) Ecrire en termes de la base standard le développement de |l]J> dans la représentation
{ |f>} et donner I’expression des Cym les coefficients du développement.

2) Ecrire le développement de |lll> en termes d’harmoniques sphériques et donner aussi
I’expression des a; (1) les coefficients de ce développement. Démontrer la relation

J‘: r? |al,m.(_r);2 dr: Z ICEk,l,m |2

3) Sachant que la fonction d’onde du systéme est donnée par:

2
w(x,y, z) =N(Er+x+y+22) exp(-— ;—2]

ou b'est une constante réelle donnée et N est une constante de normalisation.

2a) Donner les résultats qu’on peut trouver lors d’une mesure de L,, Méme question
pour L°,

b) Calculer la probabilité pour qu’une mesure de L, donne 0.



On donne:

1 3 3oy i
Y, = i Y;'(6,0)= \{;E cos6 Y,"(6,9) = ﬂ/; sinfe*?

Exercice 14
On considére une particule sans spin, ayant un moment cinétique orbital L et se trouve dans

un état propre U ,m) de L? et L, correspondant au couple de valeurs propres

I(1+1)A* etmh .
1) Calculer les expressions:

3
<[|’mt!L2

Lm), (I';m'|Lz|l,m), (I' m'|L £ |L,m), (I',m'| Lx|1,m) et (I',m'| Ly

l,m)

2) Déduire des résultats précédants 1’expression de Ia valeur moyenne de Lx et Ly dans 1’état
'l ’ m) , ainsi que les écarts quadratiques moyens ALx et ALy.

3) On suppose maintenant que la particule a pour moment cinétique orbital I=1. en utilisant les
résultats de la premiére question, écrire les matrices qui représentent g L+, Lx, Ly dans

la base {’l,m)} :
4P Cette particule est soumise & un gradient de champ électrique et son hamiltonien s’écrit

)
alors: H = 7‘9-(13, — L?) ou Lu et Lv sont les composantes de L sur les directions Ou et Ov

du plan xoy a 45° de ox et 0z, et oy est une constante réelle. Donner ’expression de H en
fonction de Lx, Ly et Lz et écrire la matrice qui représente cet hamiltonien dans la base

{ll,m)}.

5) Déterminer les états stationnaires |.f:l ), ‘ &, ), |€3> de cette particule, ainsi que les niveaux
d’énergie.

|
6) A Pinstant t=0, la particule est dans Iétat |¥/(0)) = -5{11,1) +

1-1)} , quel Pétat du

systéme a I’instant t.

Exercice 15

On considére un systéme quantique sans spin, de moment cinétique orbital I, Une base de
espace des états de ce systéme est constituée par les états propres communs 3 L2 et L, et
notés E,m) 7
1/ Exprimer L.L. et L.L; en fonction de L? et L; et en déduire les propriétés:
L, |6, m) = iJ£(£ +1)—m(m+1)|6,m £1)

2/ On suppose maintenant dans toute la suite que £ =1 '

a- Calculer, dans la base {jf, m)}, les éléments de matrices des opérateurs L%, L, Ly et L.

b- Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres Ly




3/ Ce systéme est un noyau atomique soumis a un champ magnétique El dirigé selon une
direction unitaire # d’angles polaires 6 et ¢ [# (sinBeose, sinBsing, cosO)]. On supposera que
le rapport gyromagnétique du noyau est négatif et-on posera: ® = -yB;. En écrivant que
I’hamiltonien d’interaction est H = e B ot fi=yJ .

a- Montrer que la matrice représentant H dans la base des états propres {fﬁ,m)} est

donnée par :
cosé sinj%a"“’ 0 \
M, =hol Si’ij%ew 0 smj;*‘v
0 sinjze"" —~cosé !

b- Calculer alors les énergies propres associées a ce systéme

Ex& 616

Dans tn probléme a 3 dimensions, une particule sans spin et de masse m soumise a l'action
d'une force centrale qui dérive du potentiel central V(r).

1°) En utilisant l'expression du Laplacien en coordonnées sphériques, donner en représentation
{I>}, I'hamiltonien et I'équation de Schrédinger qui permet de déterminer les énergies et les
fonctions d'ondes y(r,q.j) de la particule en fonction de 1.2 et V().

2°) Les fonctions d'ondes communes 4 H,1.2, Lz sont de la forme ykIm(r,q.j) = Rk1() Y1M(q,j)
sont les harmoniques sphériques, fonctions propres communes de L2 et Lz et Rki(r) sont les
fonctions radiales de telles sorte que {H,L2, L} forme un E.C.O.C. de l'espace des états avec

Hiykim> = Exllykim> , L?lykim> = h21(1+1) |ykim™> , Lzlykim> = hmiykim>.

a) Trouver I'équation différentielle satisfaite par la partie radiale Ri|(r).
b) On pose Uk(r) =rRk](r); trouver I'équation différentielle satisfaite par cette fonction radiale
modifiée.

B/En réalité cette particule est un oscillateur harmonique 2 trois dimensions , elle est donc
‘soumise a une force de rappel F=-kr.

1°) Montrer qu'il s'agit d'un probléme 2 potentiel central .

2°) a) Montrer que la fonction radiale modifiée satisfait & I'équation différentielle:

& 4, (k1
(Q'B'Z"'(';z'_)*'akl)Uk;("):O

Avec b2 = mw/h, ey] = 2mEg)/h? avec une condition a l'ori gine U(r)=0 .

10




b) Etudier le comportement asymptotique des solutions de cette équation et montrer qu'elles
sont dominées par exp(-b2r2/2) ou exp(b2r2/2) (seule la premiére et physiquement
acceptable).

Pour tenir compte de ces 2 solutions on pose Ukl(xr) = exp(-b2r2!2)y1d(r).
Quelle est I'équation différentielle satisfaite par yki(r) et la condition & l'origine.
3°) On pose

avec apz0

a) Quelle est la valeur de s.
b) Montrer en tenant compte de l'équation différentielle satisfaite par yk](r);que les

coefficients aq de la série yk(r) sont reliés par la relation :

2
8 _B (2q+21+3)-¢g,
% @ @rAFI)

¢) Montrer alors que lorsque b2(2q+21+3)-ek1 #0 le comportement asymptotique de yki(r)

coincide avec celui de exp(b2r2), Conclure.
d) En déduire a partir de cela une condition de quantification et trouver les valeurs d'énergie
Ek1. Conclure.

11
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