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--) Exercicel/
1) Définir la vitesse de groupe et la vitesse de phase vg associée à une particule quelconque.2) Les calculer dans le cas d'une particule libre non relativiste de vitesse v.3) considérons une particule relativiste a" -*." uu repos m0, animée d'un mouvement devitesse v et rappelons les expressions relativistes de l'énergie et de l,impulsion :

: D: ÏIIOV\lry
a) Montrer que les vitesses de groupe et de phase associées à cette particule sont telles que :4) rg ,g: 

"2. 
Conclure.

b) Evaluer I'expression de vg en fonction de l'énergie E et puis en fonction de la fréquence vde l'onde de matière associéà à cette particule. En déduire l'expression de vg en fonction de Eet puis de v.
c) Que deviennent ces vitesses dans le cas des photons?
d) calculer en fonction de E puis de n I'indiàe de refraction relatif aux ondes de Louis DeBroglie associées aux particulôs retativist"r JoÀJ"r o* n : c / v, les comparer à l,indice deréfraction relatif aux ondes électromagnétiques. 

t

+ Exercice 2
soient A, B et c trois opérateurs linéaires définis dans l,espace des états.1) Montrer que l,on a [a, ac]= BfA, cl+fa, gp,, 2) Montrer aussi que ,ion u b,li,BII= o ,r"r, ,

a) L,a, ao l= t[,q, Bfpr-t
b) Soit F une fonction de l,opérateur B, montrer que dans ces conditions
fe,r(r)J =lu,rl#.

Exercice 3/
On considère les.deux représentations {lr >} et {lp >} .
1) Ecrire les relations de fenneture et d'àrthonornnalisation relatives à ces deux bases ., 2) Calculer les éléments de matrice :
<? lp.Ii' , <? lpa li, , .ïlp,li,
Quelle est l'action de ps dans la représentation {lr >} .

3) calculer de même < rlF(p) fr'> où F(p) est,ne fonction de lopérateur p.

ilr:*"#r 
l' élément de matrice < plXlp'> et < plC@) Io;.J-CGi 

"st 
une fonction de

;LiÇi:Tifrï:iffiËîune 
particule plongée dans un porentier scalaire v(r). n est régi

Tî - IIIOC 2
L .lry



Ecrire l'équation de Schrôdinger de cette particule
a) Dans la représentation {lr >}
b) Dans la représentation {lp >}.

Exercice 4/
1) Si A est un opérateur hermétique, montrer gue eiA : U est un opérateur unitaire.
2) Montrer que le produit de deux opérateurs unitaires est unitaire 

:

3) Soit lp, )* vecteur propre de I'opérateur unitaire U, associé à la valeur propre u :

ulgu> : u lqu>

a) Montrer quo u: exp (irgd où rpu est une phase réelle;

b) <<pulqu'> est nul si u lt u'

4) Soit {lqi>} une base orthonormée de l'espace des états (, supposée discrète. Appelons lfri>
le transformé du vecteur l<pi> sous I'action de I'opérateur U unitaire :

ld>: u lq',

a) Montrer que les lgi> constituent une base orthonormée de (.
b) Par définition, le transformé A de l'opérateur A sera I'opérateur qui dans la base lgi> , a les

mêmes éléments de matrice que I'opérateur A dans la base lepp:

.,p, lÀ lÇ;r:.*' le lq,,
Montrerqu" Â=UAU+
c) Montrer que les valeurs propres de A associées aux vecteurs propres transformés des
vecteurs propres de A sont celles de A.
cas particulier :

Ù (À[ = F don" si A est hermitique À fest aussi

ü) 6)': ht) donc r 6)= .(6
d) On considère I'opérateur unitaire infinitésimal U(e) : U(e): I + eG + ..
MontrerqueG+6*:6
e) Que devient I'expression donnant À en fonction de A ?

Exercice 5t Descriotion de Scfuo

Dans la description de Schrôdinger les états.d'un système quantique évoluent avec le temps

conforrnément à 1a toi : I cr(t)> : U(t, to) I cr(t6;>
U(t,tg ) est un opérateur linéaire unitaire d'évolution défini par la relation :

** utt*) : H u(t,to) avec u(to,to): 1

Dans laquelle H est I'hamiltonien associé à l'énergie du système.
1o) Retrouver l'équation de Schriidinger qü régit l'évolution des états lo(t)> .

2') Etablir la loi qui gouverne l'évolution des valeurs moyennes des observables du système.



3") La description de Heisenberg se défuit de celle de Schrôdinger par transformation unitaire

U+1t,t6 ). A l'état lel(t)> et à I'observable A de Ia description de Schrôdinger coffespondent

donc, dans la description de Heisenberg, l'état 
^ctg> 

et l'observable All(t) tels que :

I or=: IJ* (t,tg) I a 1t1> , AH(t) = IJ+ (t,tg) A u (t,tg)

Trouver l'équation d'évolution des observables dans la description de Heisenberg.
4o) Trouver la forme , dans la description de Heisenberg, des opérateurs position X et

d'impultion P ( avec t0: 0) d'une particule libre.

-s 
Exercice 6// 
On considère un électron de masse m et de chmge - q, plongé dans un puits de potentiel infini

à une dimension de largeur a:

tV(x)-g pour o<x<a

lf'1r;=* pour x<0 et x>a
1) a) Ecrire l'équation de Schrôdingcr dans un état stationnaire. Montrer que l'énergie est

quantifiée. Déterminer l'énergie E, (du niveau caractérisé par le nombre quantique n et la
fonction d' onde spatiale $n(x) correspondante.

b) Normer les fonctions û-(x) et montrer qu'elles sont orthogonales

2) a) Calculer la valeur quadratique moyenne de f impuls ian P= m
b) Déterminer le temps caractéristique r @ que mettrait de point de we classique, un

électron d'impulsion p pour traverser deux fois (aller et retour) la large-ur du puits.

3) a) On considère la transition de l'électron entre les niveaux F.n+r et E, lorsque n est très

grand, donner dans ce cas l'expression approchée de la fréquence v du photon associé à la
hansition.

§ Co*p*er v à la fréquence 1/c, commenter ce résultat.

*> Erercice 7,r

On considère un système physique dont I'espace des états qui est à trois dimensions est

rapporté à la base orthonormée formée par { lu1 > ,luz > , lu3 > }.
Dans Ia base de ces trois vecteurs , I'opérateur hamiltonien H et I'observable A s'écrivent :

/r o o\ttA=a [o o r 
I

\o r o/

lv(o)> : h lu1 )-f \ l"z'+ I lur >

1) On mesure à I'instant t: 0 l'énergie du système , quelles valeurs peut - on trouver et avec
quelles probabilités ?

Calculer pow le systèrne dans ltétat lV(0) > l'écart quadratique moyen ÂH.
2) Au lieu de mesurer H à I'instant t : 0, on.mesure A, quels résultats peut - on trouvèr et avec
quelles probabilités?

/t o o
I

H=harol O Z O
t

\o a 2
a et cù0 sont des eonstantes réelles.

Le système à I'instant t: 0 est dans l'état :



Quelestlevecteur.d'étatimmédiatemenJaprèslamesrrre?'l,.l
, 3) Catcùler le vecteur'd'état lV(t) > d, sÿitËm* à f instant t.
4) Quels résultats obtietlt.- on si:l'on mesurè à l'instant t I'observable A ? Interprétation ?

-è Exercice 8-
Soit un système physique formé de deurparticules (1) et Q) demême masse n'interagissant

pas entre elles et placées toutes les deux dans un puits de potentiel infini de largew à . oo
désigne par H(1) et H(2) les hamiltoniens de chacune de deux particules, paï lgnll) , et lg4
(2) > les états propres coffespondants d'énergies El et Eq . Dans I'espace des états du système
global, on considète la base des états lqn çq > définis par:

I gne*i = I qn(t)> O I çq(2)>

1") Quels sont les états propres et les valeurs propres de l,opérateur
H: H(1) + H(2), lhamiltonientotal du système ?
Donner Ie degré de dégénérescence des derrx niveaux d'énergie les plus basses.

Zf Onsuppose que le syriè-e est, à I'instant t:0 , dans l'état

lv(o),=# lerer>.# lïlqr,.#. 1 ÿzep+# I ezez>

a) Quel est l'état du système à f instant t ?
b] 

-O:Ilesure !'énergie totale H. Quels résultats peut - on trouver et avec quelles probabilités?
c) Même question si , au lieu de mesurer H , on mesure H(1) .

d)_Mgnher que lV (0) > est un état produit tensoriel . Lorsque le système est dans cet état ,
calculer les valeurs moyennos suivantes :

< H(1) >, < H(2) > et { H(1)H(2) > . comparer < H(1)H(2) > à < H(1) >< H(2) >, comment
expliquer le résultat obtenu.
3') Montrer que les ,érrltut, précédents restent valables lorsque l'état du système est l,état ly
(t ) > calculé en b).
4") On suppose maintenant que l'état lV (O) > est donné par :

lUoir=# lqrq,>-1Æ lq,err.# lszsr>

Ilontrer que lV (0) > ne peut pas être mis sous forme d'un produit tensoriel. eue deviennent
alors les réponses aux diverses questions posées en 3o).

On considère un oscillateur.harmonique de masse m et de pulsation rrl, I'hamiltonien est alors
P2 1

donné par H =h+1mat2X2. A I'instant t:0, l'état de cet oscillateur est ao4né par:

ltr(o)) =Zc. lp,l où le,) sont res 
, 
états stationnaires de H, d,énergies

E. =(n*)0,



l) Déterminer le 
lecteur 

d'état lV\) à l,ins1441 ,', 0, euellq est la probabilité epour
qu'une mesrrre de l'énergie de l'oscillateur effecfuée à r'instant t dqnne un résuttat supérieur à2hat ? Lors{ue cr:0, queis sont les coefficient, C, *" 

"rfrZ2) On suppose àpartir de maintertant que seuls C6 et C1 sont diftrents de zéro.

.,â) calculer les valeurs movennes (x),' (r); .-(x') ,t (erf dans Tiétat lr(o)), *
déduirelesécartsquadratiquesmoyensÀXet^P.dans.cemêmeetut.

b) calculer la vareur moyenne de l'énergi. (H) dans r,état t,r(o)). En imposanr que

(u) = hat eten écrivant la condition de normalisation a. l,r(o)) , calculer lcl' ,t lcrl'
3) Le vecteur d'état normé l,f(o)) n'étant défini qu'à un facteur de phase globale près, on

fixe ce facteur de phase en prenant cs réel et positif. on pose Ç = lcrl exp i0, . En plus, de

(a)=hal,onsupposeque(x)=+ff-Calculer01..

+l 
I r(o)) ét,nt ainsi déterminé; écrire lvtoù pour t > 0 et calcuter ta valeur de 0rà

I'instant t. En déduire la vareur moyenne (x(ù) de la position à lrinsrant t.

Exercice l0lPffi
une particule de masse m est assujettie à se déplacer dans le plan xoy et qu,elle est soumise au
potentiel v(x,\) : 112lvvx21y2 + y2)]. En d'autres termes nous avons affaire u r" 

- --- -'-
o§cillateur harmonique à deux dimensions de pulsation rrr.
On pose :

"r: #11+ 
rÇy

ur.rÎ:pX,?:py,Ç:*px, û:1p., R: @^ Ph'^'rr 6f,"'c-1h
l\

soit lQ*) les états propres de Ny: a*X ay de valeurs propres n*,le*)les etats propres de

NY : a+Y aY de valeurs propres nx et lq*çr)leur produit tensoriel. Tous ces états sont
nonnes.
1o) Monher que l'hamiltonien FI de ce système-s'écrit sous la forme d,,ne somme de deuxhamiltoniens H1 et Hy. Donner I'expressiàn de H en ronrtion de N1 .t NY.- 

"*

2') Déterminer les ét3ts propres 
{e H aiqsi que 1es laleurt p,ropres,qui leurs.sont associées etleiii degré de dégénéretè"r" . Donner un ensemble complet d,observables qui commutentdans I'espace des états de cette particule. - - ---'

3') A I'instant t = 0 , la particulè est dans l'état :

,.,-,:t,, , ,lv(o>=#(lqoort-,lqorr) ',

$ïitr§î;i*Ti.ffi,?.Quere est ra irobab,ité pour qu'une mesure de 
!,énergie goo,,.

ax: #qf* iûl



4') On introduit les opérateurs :

Aa= *( ay- iay) et Ar= l( u* * iu")l2r \ 
iav) et, A'=.f,( a'

Montrer que les vecteurs lç*) , la) = a*a 'lp*) 
et ls) : A\ lW,*) sont des érats

propres de H orthogonaux et normés et déterminèr les valeurs propresqü leur correspondent.
' 'l 

::'

Partie B -
La particqls de masse m se déplace maintenant dans I'espace à trois dimensions et soumise à

E - 11* I mo2r2avec cù = rÆ, t o

1') euel est i,hamiltonien n ae ra1firt iïa". v m "'- "

2") Calculer les états propres et les niveaux d'énergies de la particule. H forme t - il unE.C.o.Cdans1'espacedesétats(1'DonnerunE.C.o.édansft.
3") Quel est le degré de dégénérescence du niveau ronaum"rrà de cette particule et celui du
1ième niveau excité.

4o) Montrer qu'il existe une relation entre le ,ième état etl,état fondamental.

Exercice 11-

soit 
f 
rp' )un état propre de I'hamiltonien H d'un oscillateur harmonique à une dimension et de

pulsation *= M
1. Démontrer que l,état suivant : lrl*) = e

-ldl ^-n

' \fr|o,) {otto est un scalaire) est un état

2' A l'instant t:0, l'oscillateur harmonique est dans t'etat lv(t = 0)) = I 
p" ) . eueiles sont les

:ul}t d'énergie possibles et leurs probabilités. Déterminer alors l,état du système l,instant t.3. Durant un intervalle très bref [0, ,], tel que t((1, l,oscillateur frrrmoniiue est sournis aupotentiel supplémentaire :

: V=frQN2
avec N=a*a, a* étant I'opératgur de création et c)>>co = ,M. on suppose que l,intensité de
V est telle que l'hamiltonien total (H+V) est frès p*, aif"."nt de V durant l,intervalle detemps [o 11 Montrer que res états lo,) ,orrt d; il;;;"*, 

uv v Lrura'L

4' Déterminer en fonction ae lo, ) t'etat 
l v(r))4" cet oscillateur soumis à la perturbarion v

lorsque 
I v(, = o)) = I 

p,).

: Déterminer l'expression de lrp'(tlau temps tr = /rn Montrer que lry(r)) peut s,écrire

sous ra rorme , l,u(.» =#(t'*lq.,)* "'%lr-))

propre de l'opérateur annihilation a.
égale à a.

On montrera que la valeur propre correspondante est



\./
:

/\/.\
Oo 

"oo*üèr" 
un oscillate* frurroooiq* a une dimension constitué par une particule de masse

m, soumise à une force de rappel F: - kx . -

l") Ecrire fé_quatfon aux valeurs,propres de cet,ossillatetr.dans la représentation { lx>} et
rappeler quels sont les états staiionnaires et les énergies correspondantes de I'oscillateur
harmonique
2) 9i suppose maintenant que l'oscillateur est plongé dans un champ électrique uniforme e
parallèle à ox de sorte qu'il faut ajorrter à v(X} l'énergie potertielle : , ','.,

W(X): - qrx
Ecrire le nouveau hamiltonien H(e) en fonction des observables P el X. en utilisant le
changement de varia-ble X' : X - (qs)/mr»2, écrire H(e), à une constante près, sous une forme

3") Ecrire l'équation de Schrôdirrg", 
"i 

en déduire'que les énçrgies E(e) des'états stationnaires ,
sont données pff :

4o) Donner l'équation de Schrôdinger en représentation { fxil . En déduire que les fonctions
propres qh(x) associées aux énergies E(e) sont données par :

cPl(x):qo(x- +)
InCÙ.

où «p1(x) sÿ les fonctions propres associées à Hg
Exerc\çd13
. /"-
"Soit'un sysièrne physique de moment cinetique orbital I décrit par le vecteur d,état lV) . f.
h,ase dite standard dans la représentati* {ti» est donnée par : ':

,: ,, .Vk,l,*(r,0,q) = R.,n(r)Y,*(0,g), , , l

1) Ecrire en'termes de la base standard le développement de lry) dans la représentation

{l'r)} et donnei l'expression des chl*les coeffrcients du développement.

2) Ecrire le développement a. lV) en hrmes d'harmoniques sphériques et donner aussi

f'expreqsion deq a,r"(r) les cpçffrcients de ce développement. Démonffer la relation

..-- :..i.., .,,.---- .':'"' k -

V(r,y,z) = N(r + x+ y +22)exp
a'\

-æ)

où b est une constante réelle donnée et N est une constante de normalisation.
a) Donner les résultats qu'on peut trquver lsrs d'une mesure de Lr. Même question

pour L2.

b) Calculer laprobabilité pour qu,ure mesure de L donne 0.

g1n



On donne:

Yoo =

Exercice 14
On considère une particule sans spin, ayant ur moment cinétique orbital L et se trouve dans

rm état propre ltr*) de L2 et L, correspondant au couple de valeurs propres

l(l +l)h2 et mh .

1) Calculer les expressions:

{
(r ,m'ltllt,*|,(r ,m,ltzlt,*j, (t,,m'lL +lt,m), {r ,m,ltxlt,m} et (r ,m,ltylt,m)

2) Déduire des résultats précédants l'expression de ia valeur moyenne de Lx et Ly dans l'état

It,*), ainsi que les écarts quadratiques moyens ÀLx et ÀLy.
3) On suppose maintenant que la particule a pour moment cinétique orbital l:1. en utilisant les
résultats,de la première question, écrire 1es matrices qui représentent Lz,Lz, Lt, Lx, Ly dans

rabase {lt,*)l .

{1 Cette particule est soumise à un gradient de champ électique et son hamiltonien s'écrit

alors: É/ = *tü - Li) ou Lu et Lv sont les composantes de L sur les directions Ou et Ovh
du plan xoy à 45o de ox et oz, et r»o est une constante réelle. Donner l'expression de H en
fonction de Lx, Ly et Lz et écrire 1a matrice qui représente cet hamiltonien dans la base

tlr,*)l
5) Déterminer les états stationnairer 

| ", ), lt, ), la, ) O" bette particule, ainsi que les niveaux
d'énergie.

6) A l'instant t=0, la parricure est dans t,état l,/(0)) =b{lr,r)+lr,*r)} , quet l,état du

systèmeàf instantt.

Exercice 15

On considère un système quantique sans spin, de moment cinétique orbital f, Une base de
l'espace des états de ce système est constituée par les états propres coûrmuns à L2 et i, et
notés lt,m)..
1 i Exprimer L+L- et L-L+ en fonction de * et Ly et en déduire les propriétés:

2 t onsuppose maintenanr *,1!:); ltrir,Ill t' m xt)

a- Calculer, dans la base {lr,*)}, les éléments de matrices des opérateurs L2,L,,t , et Lr.
b- Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres I,

I
,lqn

Yi(e,,p)=Foore Tn'(e,q; = ç- [siog.*,,
V8æ

I



3l Ce système est tur noyau atomique soumis à un champ magnétique fr airige selon une
direction unitaire ü d'angles polaires 0 et rp [â(sinOcosg, sinOsin«p, cos0)]. Oo ,oppo.era que
le rapport gyromagnétique du noyau est négatif et on posera: (r) : -ïBr. En écrivant que
l'hamiltonien d'interaction est H = -F..Ë où F= fi .

a- Montrer que la matrice représentant H dans la base des états propres {fZ,m)} est
donnée par :

M, =hal

^ sin)etaU 
-_F- -cosdl41L

b- calculer alors les énergies propres associées à ce système
r .,'

Exeieflce 16

P/;F pÀUterrr" à 3 dimensions, une particule sans spin et de masse m soumise à l,action
d'une tbrce centrale qui dérive du potentiel central V(r).

1o) En utilisant I'expression du Laplacien en coordonnées sphériques, donner en représentation
{lr>}, I'hamiltonien et l'équation de Schrôdinger qui permet de déterminer les énergies et les
fonctions d'ondes y(r,qi) de la particule en fonction a*rz et v(r).

2o) Les fonctions d'ondes conlmunes àH,Lz, L2 sont de la forme ykh(r,qj): Rkl(r) ytm(qj)
sont les harmoniques sphériques, fonctions propres cofirmunes de L2 et Ly üRttG) sont les
fonc'tions radiales de telles sorte que {LL,LZ,L2} forme un E.C.O.C. de I'espace des états avec
:

Hlyklm>: EHlykh>, L2lykl*r: h2l(l+1) lyirtm> , Lzlyklm> : hmlyg6>.

a) Trouver l'équation différentielle satisfaite par lapartie radiale Rtt(r).
b) On pose U6(r) =R6(r); trouver l'équation diffërentielle satisfaite par cette fonction radiale
modifiée.

BÆn réalité cette particule est un qscillateur harmonique à trois dimensions , elle esJ donc
soumise à une force de rappel F=-kr . .

1o) Monker qu'il s'agit d'un problème à potentiel central .

2") a)Montrer que la fonction radiale modifiée satisfait à l'équation diftrentielle:
,d2 -4,Ifl+l)(of _Ê { _'i', +eo, ) ur1 G)=o

Avecbz: mWh, e1.1 : 2mE6llt? avecune con,Jition à I'origine U6(r)=0 .

cosÉ

sin0e'e

Jz

sin0e-'ç

Jz
sin0e-ta

l.
\IL

10



b) Etudier le comportement asymptotique des solutions de cette équation et montrer qu,ellessont dominées par exp(b24n) ou expû.2r2'2) (seule la première et physiquementacceptable).

Pour tenir compte de ces 2 solutions on pose UH(r) : expq-b2û/2)nt(r).
Quelle est l'équation différentielle satisfaite par ykl(r) et ia condition à l,origine.
3o) On pose

aYæ, A§fl
a) Quelle est la valeur de s.
b) Montrer en tenant compte de l'équation différentielle satisfaite par yg(r);que lescoefEcients aq de la série yg(r) sont reriés par la reration :

a*z-E2(zq+zl+l)'î,
âq (c+zxc +zt+3)

c) Montrer alors que lorsque a2çq+zl+z)-ep ;e0 le comportement asymptotique de ykl(r)
coïncide avec celui de exp(6212). Conclure.

$'Ji:::ffi." nT tit de ôelu une oondition de quantification et trouver les vateurs d,énergie

1t
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