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SERIE 1
Exercice 1 : Les opérateurs A;, avec (i =1,--+,6), sont définis comme suit
Avp(z) = [(x))?, Aw(z) = 2%0(2) (1)
N 1 (3 " ;
Aol = 22, Asg(a) = sin(v(x) @)
* 2.
Agpte) = [ v, Agbt) = T 3)
- ax

1- Lesquels sont linéaires?
2- Lesquels sont hermitiques (auto-adjoints)?
Exercice 2 : A, A, Ay étant des opérateurs lin¢aires, démontrer les relations suivantes :

= Al 4+ Al (4)
(5)

Aht =4,  (Ad) = ALAT, (4, + A4y
; n

Z

(=
Exercice 3 : A 'instant t = 0, on considére un paquet d’onde ¢(x,0) a une dimension, de
position moyenne zy et d'impulsion moyenne py, défini par

- poT

b(@,0) = F fw—20),  fla) = Ce iz (6)

La transformée de Fourier de f a pour expression :

/W) ) e ™)
’71 " / dr =C ¢ 22 7
Vh

\/QTh

N 2
1- Donner l'expression de ¢(p.0) et tracer allure de [¢(x, 0)]* et ‘ﬂ}(p,())‘
2- Le paquet d’onde évolue librement donc il est décrit par le Hamiltonien

w T)
H = 8
2m (8)

Déterminer U'expression de 4(p, £l
3- Faire 'approximation a U'ordre 1 en p de H
oH
o) = Hpw) + (=) (5 ) )
=Po



pour en déduire 'expression de ¢(z,t) et tracer la courbe de |(z, t)|2‘
4- Méme question que précédemment en poussant le développement jusqu’a I'ordre 2 en p.
5- Application a un électron (m =~ 107*kg) et & un grain de poussiére (m =~ 107%kg). On
prendra ¢ = 107%m.

Exercice 4 : Pour décrire une particule confinée sur un cercle Sy (par exemple, un électron
dans un petit fil conducteur circulaire appelé fil quantique), U'espace de Hilbert est 'espace des
fonctions de carré sommable périodiques L2(S;). Si le fil est de londueur L, c’est I'espace des

fonctions vérifiant:

(o + L) = () (10)
Montrer que les fonctions Vj définies par
1 2rx
Vilz) = —=exp | th— |, keZ 11
() \/zexp <z 7 > , (11)

forment une base orthonormée de cet espace.
Exercice 5 : Montrer que la distribution de Dirac 0 peut étre représentée comme la limite

d’une lorentzienne :

1 €
y(x,e) = —— , e>0 12
Y€)= ————. (12
1l existe d’autres représentations possibles :
o) = lim e, 6(x) = lim —=e (13)
1sin(% ¢ sin?(%
J() =lim — (5)7 dla) = lim — 2(5) (14)
=0 T x e—0 7T i

Exercice 6 : Soit A un opérateur hermitique dont la valeur moyenne est définie par
(A) = / o () A(z)dx (15)
R .

Puisque l'opérateur et la fonction d’onde peuvent dépendre du temps, la valeur moyenne (A)
sera généralement dépendante du temps.
1- Montrer que

dA)y  9A 1, . -
- = gy b il HD (16)

2 H2 al ~ . . g
ot H = 1=+ V(&) est le Hamiltonien du systeme.

2- Application aux observables & et p dans le cas d’une particule sans spin plonger dans un
potentiel scalaire et stationnaire. Comparer le résultat obtenu aux équations classique de

Hamilton-Jacobi l q e o
(;d B pa _dV(za) (17)
t n

dt dxy
Indication : utiliser la relation suivante

dV (z)
dr

[p,V(2)] = (—ih) (18)



que 'on démontrera lorsque V' est un polynome.
Exercice 7 : Le but de I'exercice est de démontrer le lemme suivante. Si le commutateur

de deux opérateurs A et 3 commute avec chacun d’eux
[A,[A,B]] = [B.[A.B]] =0 (19)

on trouve l'identité de Glauber

B _ A B ,~LAB) (20)
Pour cela, nous allons procéder par les étapes suivants :
1- Montrer que

[B, A" = nA"1[B, A. (21)

En déduire ) )
[B, 4% = —ze™ [, A] (22)

ol x est un paramétre.
2- Considérons l'opérateur dépendant du parameétre x

f(z) = AmeB® (23)

N, ] - . 1 (: . % B ook A& s . e .
Déterminer 'expression de # en fonction de A, B.[A, B] et f(z). On integre I'équation
différentielle ainsi obtenue, en déduire I'identité (20).

Exercice 8 : Soit deux quantités physiques décrites par les opérateurs hermitiques A et 5.

1- En écrivant le commutateur de A et 3 sous la forme

[A,B] =iC (24)

montrer que (' est un opérateur hermitique.
2- Démontrer la relation d’incertitude de Heisenberg sur ces deux observables

AA-AB > \<M, BM (25)

N | —
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SERIE 2

Exercice 1 : On considére un oscillateur harmonique & deux dimensions dont le Hamil-
tonien est donné par la forme suivante :

~9 =9
y_Dr Py Ry ko
H=-—""+4—"4 & —1 1
2m  2m J QT T 2y (1)
qui peut se séparer en deux parties
H=H+ 1], (2)

1- Montrer que /1, et []y sont deux opérateurs qui commutent.

2- Définir les opérateurs des annihilations et créations relativement a chaque Hamiltonien.
3- Calculer les relations de commutations entre les operateurs obtenus.

4- Déterminer le spectre d’energie pour chaque Hamiltonien.

5- En déduire le spectre d’énergie pour le Hamiltonien (1).

6- Etudier la dégénérescence du systeme.

Exercice 2 : Refaire la méme analyse que celle de I'exercice 1 mais cette fois c¢i pour un
oscillateur harmonique a trois dimensions décrit par le Hamiltonien :
g B Py Dy ko ko ko

v M sl e e T (3)

2m - 2m  2m 2 2 2

Exercice 3 : Le modéle d’Einstein pour la capacité calorifique des solides est basé sur la
notion de l'oscillateur harmonique a trois dimensions. Ce modéle traite donc un solide constitu¢
de N ions comme un ensemble de 3N oscillateurs unidimensionnels, identiques (méme masse
m et constante k), indépendants. Un état stationnaire de ce systéme est un produit tensoriel
(exercice 2) d’états stationnaires des oscillateurs élémentaires, identifié donc par leurs nombres
d’excitation respectifs ny, ny. - - - n3y. Le résultat du modele est presenté dans la Figure 1.

On veut retrouver le résultat présenté ci-dessus. Pour cela on utilise 'approche de Uoscillateur
harmonique dont le Hamiltonien est donné par I'équation (3), qui a pour énergies propres

3
Enﬁw<n+§>, 1= P e Mgy =ty =00, L, 2,501, (4)

Tout systéme en équilibre a la température T fluctue. A la température nulle, atome est dans
le niveau |0) d’énergie le plus bas. Mais & une température 7' plus élevée, il peut étre dans le
niveau |n), d’énergie I, avec la probabilité est donnée par la loi de Boltzmann

1 .
PTL = 4—61‘3]4”7 (L

=

ot
~—
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Figure 1: Les valeurs de la chaleur spécifique molaire, en calories par mole par degé K (1 calorie
~ 4,18 Joule) sont représentées en fonction de kpT'/hw = 1/3hw. Les ronds représentent les
valeurs expérimentales de la chaleur spécifique du diamant. En trait interrompu, les valeurs de
I'expression théorique obtenue & travers le modéle d’Einstein.

avec kp est la constante de Boltzmann. La constante de normalisation Z est la

c o3 1
ou 3 = T

fonction de partition
+0o0
& == Z o PEn (6)
n=0
1- Montrer que 'énergie moyenne du systéme est donnée par

(B) = Y P.E, (7)

n>0
T Bhw
= 3NTM coth < 5 > (8)
2- Déduire la capacité calorifique molaire
Ihw\ 1
O(T) =3Nkg | - - 9
" B(Q)sz(% Y

3- Etudier les limites 7" < Z’—[“; et T'>> Z’—[‘j de la capacité calorifique C(T).
4- Tracer C(T) en fonction de —

Exercice 4 : A faire chez vous
Comme deuxiéme application de 'oscillateur harmonique, on veut étudier le mouvement dans
le plan (x,y) d'une particule chargée dans un champ magnétique uniforme B. Pour cela on
suppose que ce champ est orienté selon 'axe z tel que B = Bé.. Le Hamiltonien d’une particule
de charge ¢ dans un champ magnétique est donné par le couplage minimal, en remplagant

I'impulsion p'par le terme p'— e¢A :

. 1 A2
B s (ﬁ— eA) (10)
2m

2



ol A est le potenticl vecteur associé & B. En choissant la jauge de Landau pour fixer A tel que

—

A = (0, Bz,0) (11)

1- Montrer que (10) peut s’écrire comme

H = Pe + L (b, + eBi)” (12)
2};’1, 2;71 ) ’ o
- Ea (o B) (19
2- Montrer que la fonction d’onde de H est séparable :
U(z,y) = pla)ein (14)

3- Introduisons la fréquence cyclotron et la longeur magnétique

el3 h
b, = —, g = 4 == 15
‘ m els (15)
; . . s ; . .
ainsque effectuons le changement @/ = & — £p,,, pour avoir le Hamiltonien (12) comme
52
~ e 1 5.
H =% 4 —mu’3"? (16)
2m 2
Définir les opérateurs d’annihilation et création pour écrire (16) sous la forme suivante :
~ " 1 _
H = hw, aa+§ (17)

4- Déduire son spectre d’énergie.
5- Supposons que le systéme est fini suivant la direction y, soit disant de longeur L,. En
utilisant des conditions aux limites périodiques dans cette direction :

U(x,y+ Ly) = Y(z,y) (18)

montrer que les valeurs de p, sont quantifiées

2mhn,

L bl

Yy

ny=0,1,2, - (19)

by =

6- Le flux correspondant a notre systéme de surface S = L,1, est & — [35. Montrer que la

dégénérescence du systéme est donnée par
N == (20)

avec Qg = - est le flux uniteé.
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SERIE 3

Exercice 1 : On considére une particule dans un état de moment cinétique j = 1 et soit @
un vecteur réel de composantes u,, Uy 61 Uy
1- On désigne par {

©m) } la base engendrée par les vecteurs propres de J, :

J.

997n> =1m l i,f‘m> (1)

en unité de /. Soit | ¥) le vecteur propre normé de V'oprérateur J i associé & la valeur propre
zero. On définit u.y per
Yo = Yy U0, (2)
On demande de
1) déterminer les composantes de | ) dans la base {] p,)}.
ii) montrer que | W) peut s’écrire sous la forme :

10 =S w ), k=zp,0 (3)

k

ol les kets @p) sont des

7

wg) sont des combinaisons linéaires des | ¢,,). Vérifier que les

%
vecteurs orthogonaux.
2- Maintenant, on considere la base {| vk} et on demande de :
i) donner les matrices représentant, les opérateurs Jy.
i) trouver les énergies de la particule sachant qu’elle est soumise & des forces qui se traduisent

H=Y A (4)

par un Hamiltonien de la forme :

on les Ay, sont des constantes réelles.
On rappelle les résultats suivants :

] - I VR ; 1; b /b
Ji | @jm) = [ Fm)(G £ m+ 112 | @pme). (3)
Exercice 2 : Une particule sans spin de moment cinétique orbital L se trouve dans un

électrique et dont le Hamiltonien est donné par

H="22(1% - 1) (6)

U v/ \



ol Ly, et L, sont les composantes de L sur les directions ou et cv du plan woz faisant

. 1;— avee

i~ Eerire H on terme des composantes 1, L, et douner la matrice représentant H dans la

|
i
2- Déterminer les énergles et les états stationnaires de la particule.
3- Supposons que a Uinstant ¢ = 0, la particule est dans I’¢tat :

| B(0)) = —= (1 1, 1)~ | 1,-1)) M

/

i) Quel est Pétat | (7)) & un instant ¢ donné.

i) Calculer (L,) dans Pétat | U(0)) et puis dans 'état | ¥(¢)).
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