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Chapitre 1

Rappel : Postulats de la Mécanique
Quantique

1.1 Introduction

En général, le mouvement d’un systeme matériel en mécanique classique
est décrit par les variables ¢; (i = 1,...., N) (dites coordonnées généralisées)
et ¢ = % (vitesses généralisées). La donnée de ces variables, a chaque
instant, permet de calculer la position et la vitesse d’un point quelconque

du systeme. On définit le moment conjugué par :

_oc
b= 94

ou L = L(g;, G, t) est appelé lagrangien du systeme. Les (g;, p;) sont ap-
pelés variables dynamiques fondamentales. A partir de ces variables,
on peut exprimer toutes les grandeurs physiques associées au systeme
(énergie, moment cinétique,...) comme fonctions de ces derniers. Ainsi
la description d’un systeme se résume dans les points suivant :

1. L’état du systeme a un instant ¢y fixé est défini par la donnée des
variables dynamiques (¢;,p;) i =1,...,N.

2. Une fois I'état du systeme est donné a un instant fixe, alors toutes les
grandeurs physiques associées sont parfaitement déterminées a cet
instant. (Le résultat de toute mesure est donc prédit avec certitude).

3
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T. Ouali Chapitre 1

3. L’évolution dans le temps de l'état du systeme est donnée par les
équations suivantes :

dg; oM dp;  OH
dt — Op; dt — 0g’

dites équations canoniques de Hamilton-Jacobi. H = H(q;, pi,t) est la

fonction d’Hamilton qui donne I’énergie totale du systeme. Ces équations
différentielles sont de premier ordre ce qui implique que la solution

(gi, pi) est unique si (g;(to), pi(to)) est fixé a un instant ¢ty donné. (Si on

connait l’état initial du systeme, alors son état a un instant quelconque

est déterminé avec certitude)

Cas particulier :
pour un point matériel en mécanique de Newton :

o (¢;) = 7 (position), (¢;) = W(Vitesse), (pi) = 7 =m¥ et 'Hamiltonien
s’écrit :

2
H==—+V(7,1),
5 TV (7.1
(si les forces agissant sur le point dérivent d’un potentiel scalaire V (7, t)).
e Les équations de Hamilton-Jacobi se réduisent a :
dv d7p d7 °
—_ = —=-VV
dt m dt
Dans le cas des systemes quantiques, on a ainsi besoin de répondre aux
questions suivantes :

1. Quelle description mathématique doit-on donner a un tel systeme a un
instant donné ?

2. Une fois cet état donné, comment prévoir les résultats de mesures des
diverses grandeurs physiques ?

3. Connaissant 1’état du systeme a un instant ¢y, comment déterminer son
état a un instant quelconque ¢ 7

L’objet de ce chapitre est de répondre a ces questions en étudiant I’ensemble
des postulats sur lesquels repose la mécanique quantique.

Mécanique Quantique 4/71 SMP/S5
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T. Ouali Chapitre 1

1.2 Enoncé des postulats

1.2.1 Notion d’état d’un systeme :

Dans le chapitre précédent on a associé un ket de l'espace des états
d’une particule £ a chaque fonction d’onde de l'espace des fonctions de
carré sommable F :

(V) €& — (7)) =(T|¢) € F

Cette fonction d’onde représente toute l'information possible sur I'état du
systeme concerné. Cette notion d’état se généralise a un systeme physique
quelconque :

Postulatl : La connaissance du systeme a un instant donné est complétement
contenue dans un ket | 1) appartenant a l'espace des états E.

1.2.2 Description de grandeur physique :

On a vu au Chapl/, qu'aux variables 7 et ? sont associés respective-
ment les opérateurs ﬁ et P qui sont des observables. Cette affirmation est
généralisée en postulat :

Postulat2 : Toute grandeur physique mesurable, qu’on note par A, est
représentée par une observable, A, agissant dans [’espace des états du systéme
E.

Remarque : En comparaison avec la mécanique classique, 1’état et les

grandeurs physiques sont représentés de fagon différentes :

Etat Grandeurs physiques
Mécanique classique | Variables dynamiques | Fonctions des variables
Mécanique quantique vecteur ket Opérateurs observables

1.2.3 Résultats possibles de la mesure d’une grandeur physique :

Les valeurs propres d’une observable jouent un role primordial, elles sont
au centre du troisieme postulat :

Mécanique Quantique 5/71 SMP/S5
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T. Ouali Chapitre 1

Postulat3 : La mesure d’une grandeur physique A représentée par [’obser-
vable A ne peut fournir comme résulats que ['une des wvaleurs propres de
lopérateur A.

Remarque : Rappelons que les valeurs propres de A sont réelles. Si le
spectre de A est discret, alors les grandeurs physiques sont quantifiées.

On vient de voir que les valeurs possibles d’une mesure appartiennent a
un certain ensemble prédéterminé (le spectre de A). Il faut donc, pour
la cohérence de la théorie, énoncer une regle qui permet la prédiction
effective des résultats d'une mesure. Cette régle concerne la probabilité
d’observer une parmi les valeurs possibles lors de la mesure d’une observable,
elle est énnoncée sous forme du postulat (appelé principe de décomposition
spectrale)

a- Cas d’un spectre non dégénéré (discret) :

Soit A | u,) = a, | uy), a; non dégénéré et {| u;)} base orthonormée de
E. Soit le systeme dans l'état : | ) = > ¢ | w;)

(3
Postulat4 : La mesure de la grandeur physique représentée par l’observable
A effectuée sur un état quelconque | 1) (normalisé : (¢ | ) = 1) donne le
résultat a,, avec la probabilité :

Plan) = leal* = [(unlv)|? (1.1)

b- Cas d’un spectre dégénéré (discret) :

Dans ce cas on a A|u!,) = a,|ul) et I'état du systéme se décompose sur
la base des états propres de A comme suit :

0 = 30D el (12)

Postulat4 (étendu) : La mesure de la grandeur physique représentée par
lobservable A effectuée sur un état quelconque normalisé | 1) donne le

Mécanique Quantique 6/71 SMP/S5
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résultat a,, avec la probabilité :

9n 9n
= 1P = (i) (1.3)
i=1 i=1

e L’affirmation (1.3) contient (1.1), pour le voir il suffit de prendre g, =1
dans (1.3).

e Pour que cette généralisation ait un sens physique, il faut que la probabilité
P(ay,) ne dépende pas de la base choisie dans &,. Pour le voir, prenons

9n
[y = D culun), c={up [ 9),

1=1

d’ou :
‘ ¢n> - Pn‘w>§

ot P, est I'opérateur de projection sur {|u’)}

= %Wn Z |Cn|2 (1.4)

Sous cette forme (1.4) il est clair que P(a,) n’est pas affectée par un chan-
gement de base dans &, (de fait que la norme d'un ket ne dépend pas du
choix de base). On peut encore développer cette expression (1.4) pour écrire
la probabilité sous forme :

Plan) = (VIPIP.|) = (V[ Pal), (1.5)

ou on a utilisé les propriétes d’un projecteur, a savoir PT P,, et P> =P,.

c- Cas d’un spectre continu (non dégénéré) :

On va se limiter ici au cas non dégénéré. On note les valeurs propres et
états propres d'une observable A comme suit : Alu,) = alu,), la décomposition
de I’état du systeme sur cette base des états propres de A est donnée par :

) = / dove() o) (1.6)

Mécanique Quantique 7/71 SMP/S5
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/////

de mesure la valeur propre sztuee entre a et o+ da est :
dP(a) = |c(a)*da. (1.7)

Si « = position z, alors c¢(a) = () et dP(z) est la densité de probabilité
d’observer la particule dans l'intervale [z, x + dx]
Remarques :

1. Dans tous les énnoncés précédents du postulat4d on a pris 1'état du
systeme normé ({1|1p) = 1), ce fait est essentiel pour avoir :

> Plan) = ZZ!H? (Wly) = 1.

Si ce n’est pas le cas, il suffit de modifier les définitions des probabilités
comme suit :
— Dans le cas discret :

1 &
Pa,) = —— E
— Dans le cas continu :
1
d = 2da.
Plo) = gy el da

2. Si on remplace |[¢) par [¢) =€), # € R on a
W) = @l), a0 = [(uy )P,
ce qui donne :
P(an)(a partir de [¢')) = P(a,)(a partir de |1))).

Cela signifie que deux vecteurs d’états égaux a une phase globale pres
représentent le méme état physique.
Attention ! |¢) = M[v1) + Aaftha) et |¢) = Mt [vhr) 4+ Aae®[ihy) me

décrivent pas le méme état! (sauf si 0y = 01 + 2nm)

Mécanique Quantique 8/71 SMP/S5
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1.2.4 Réduction du paquet d’ondes :

C’est un phénomene spécifique de la mécanique quantique.

a- Cas non dégénéré :

Si une mesure est efféctuée sur un état |¢)) et donne la valeur a,, a I'instant
t, alors une mesure a l'instant immédiatement postérieur ¢t + dt ne peut
donner que a,, et avec certitude. D’ou le postulat :
Postulath : Si la mesure A de ['observable A donne le résultat a, et si
la valeur propre a, est non dégénérée, alors immédiatement apres cette
mesure, le systeme est dans l’état propre |uy,) :

juste avant la mesure immédiatement apres
Mesure de A donnant le résultat a,
[¥) [thn).
Cette évolution est une sorte de projection et pas une évolution dans le
temps.

b- Cas dégénéré

Dans ce cas on a le postulat étendu suivant :
Postulat5 (étendu) : Sila mesure A de l’observable A donne le résultat a,,
et st la valeur propre a,, est dégénérée, alors l’état du systeme immédiatement
apres cette mesure est la projection du vecteur d’état juste avant la mesure
sur le sous espace propre &, associé a la valeur propre ay, :

juste avant la mesure immédiatement apres

+ 3

In mesure donnant a 1 In
[9) = 222 cnluy) — 2 Cplun)
n =1 AR 1=1
i=1
|

Puly)
(W] Polt)

Ce postulat nous permet de noter aussi que l'opération de mesure permet
de préparer un systeme dans un état bien particulier.

Mécanique Quantique 9/71 SMP/S5
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1.2.5 Evolution des systémes dans le temps :

A un instant ¢ donné, le systéme est dans I’état |()), I’évolution au cours
du temps de cet état est déterminée par une équation dite de Schrodinger.
Cette équation ne se démontre pas et a le statut d’un postulat :
Postulat6 : L’évolution d’un systeme, représenté par I'état |1 (t)), dans le
temps est gouvernée par l’équation :

i) = H (), (15)

ou H(t) est l'observable associée a l'énergie du systeme, appelée I’hamilto-
nien du systeme.

1.2.6 Regles de quantification :

Etant donnée une grandeur physique classique, quel est son analogue en
mécanique quantique ?
Considérons par exemple un systeme constitué d’une particule (sans spin),
on a vu qu’on a la correspondance suivante :

7 (vecteur position) 7 (observable position)
7 (vecteur impulsion) P (observable impulsion).

e Reégle générale : L’observable A qui décrit une grandeur physique A

définie classiquement, s’obtient en remplacant, dans ’expression convena-

blement symetrisée de A, 7 et ? respectivement par les observables R et

e Exemple :

grandeur classique symetrisation observable correspondante

77 YR P+PF) . NEP+BE

e Il existe des grandeurs physiques qui n’ont pas d’équivalent classique.

Mécanique Quantique 10/71 SMP/S5
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1.3 Interprétation physique des postulats :

1.3.1 Meécanisme de mesure et quantification :

e Lors d'une opération de mesure (Postulats 4 et 5) le systeme est per-
turbé de facon fondamental. L’origine de cette perturbation est du au fait
que 'appareil de mesure intéragit avec le systeme ce qui implique que la for-
mulation indéterministe des postulats 4 et 5 est liée a cette interaction, et
donc 'opération de mesure n’est pas définie en soi, mais par ses conséquences
(juste apres la mesure, le systeme est dans I’état propre etc.)

e Le postulat 3 permet d’expliquer la quantification de certaines grandeurs
physiques, par exemple 1’énergie des atomes,....Mais n’implique pas que
toutes les grandeurs sont quantifiées, par exemple X et P ont des spectres
continus.

e Dans les cas de la mesure de la position et d’impulsion d’un systeme dans
I’état |1) (on prend dimension 1 pour simplifier), on obtient des résultats
avec les probabiltés suivantes :

dP(x) = |(z|y)Pda = [i(2)Pda,
résultat compris entre x et x + dx.

dP(p) = |(p|l¥)|*dp = |4(p)|*dp,

résultat compris entre p et p + dp.
D’ou la cohérence entre les regles de quantification et 'interprétation pro-
babiliste de la fonction d’onde.

1.3.2 Valeur moyenne et écart quadratique moyen d’une obser-
vable

a- Valeur moyenne :

Soit un état quelconque |¢) (normé), préparable un nombre ”infini” de
fois. Soit A une observable dont le spectre est discret.
Supposons que sur N mesures de A on obtient N (a,) fois la valeur propre

a, avec :

- NE\?”) Nooo Pl(ay) : probabilité de trouver a,.

Mécanique Quantique 11/71 SMP/S5
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- > N(a,) =N,
n
La valeur moyenne de I'observable A dans I’état normé [¢), notée (A), est la
moyenne des résultats obtenus en effectuant un grand nombre de mesure de
A sur des systemes tous dans 1’état |1)) (théoriquement on prend N — 0o) :

. N(an
(A) = lim > a, g\,)

N—oo ™)
TR (1.9)
on montre aussi que
(4) = (V[A[¥) (1.10)

Remarque : Si |¢)) n’est pas normé, alors on modifie 'expression de la
valeur moyenne (1.10) en divisant par la norme de |¢)) :

Al
=)

b- Ecard quadratique moyen :

La valeur moyenne ne donne aucune idée sur la dispersion des résultats
que 'on peut s’attendre a obtenir dans une mesure de A. Pour rendre compte
de cette dispersion, on définit I’écard quadratique moyen, noté AA, par

(AA)* = (A - (4))%), (1.11)

et on montre facilement que :

AA = \/(A2) — (A)2, (1.12)
Dans le cas d'un spectre continu (Alv,) = alv,)), on a :

(AAY = [ (0~ (4))|(va]) Pdo (1.13)
= [ &?[(valv)*do — [ [ ol {valt)) [Pdar]? '
c- Relations d’incertitude de Heisenberg

Soient les observables position X et impulsion P satisfaisant les relations
de commutation données en (?7), et soit |p) = (X +iAP)[¢)), avec [¢) normé

Mécanique Quantique 12/71 SMP/S5
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et ol le parametre A € R. On a (p|y) > 0, or :

(ple) = (VI(X = iAP)(X +iAP)[y)
= (Y|X) +iIMP[(X P — PX)|) + N (Y| P?|y)
= (X?) = MY |y) + N*(P?)
= (X?) = M+ A2(P?),

on obtient ainsi un polynome de degré 2 en A, d’ou :
(ple) >0 ssi A =h*—4(X*)(P? <0,

Cest & dire (X2)(P?) > I,
Posons X' = X — (X), P' = P — (P), alors [X', P'| = ili et (X"?)(P"?) > ',
Or (X?) = (AX)? et (P?) = (AP)? ce qui donne finalement :

AXAP > g . (1.14)

Le méme raisonnement pour Y, P, Z et P, (si on est en 3 dimenions) donne
des relations analogues a (1.14).

Remarques :

e AXAP = (valeur minimal) n’est vrai que si ¢(z) est un paquet d’onde
gaussien.

e En général on montre que, pour deux observables A et B : AAAB >
3[4, B])|

1.3.3 Compatibilité des observables

Deux observables A et B sont compatibles si les grandeurs physiques
qu’elles repésentent peuvent étre simultanément parfaitement déterminées.
L’ordre dans lequel on effectue les mesures n’a pas d’importance. On a dans
ce cas [A,B] = 0; et donc (voir chapitre I]) il existe une base d’états
propres communs, qu’on note {|a,,b,,7)} (indice (i) indique que {A, B}
peut ne pas étre un £.C.0.C.) :

Alay, by, 1) = ap|an, by, i)
Blay, by, i) = bylay, by, )

Mécanique Quantique 13/71 SMP/S5
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a- Probabilités :

Soit I’état du systeme donné par ) = > cppi
n,p,1
probabilité P(a,,b,) d’obtenir lors de la premiere mesure a, et lors de la

deuxieme b,
1°"® mesure :
— la probabilité de trouver a,, est donnée par :

Plan) = Z ‘Cn,p,i|2
jX

an, by, 1) ; calculons la

— L’état immediatement apres cette mesure est donné par :

1
> |Cn,p,i|2 Py

Dyi

2i°me mesure :
L’état du systeme est maintenant |1)),) :
— La probabilité de trouver b, est donnée par :

1 2
P, (by) = e Z |Cnp.i]
pi

i

— L’état immédiatement apres cette deuxieme mesure est donné par :

7 1 .
9 ) = 2 > Cupilan, by, ). (1.15)
> lenpal® i

La probabilité de trouver a, lors de la premiere mesure et b, lors de la
deuxieme est :

2 (1.16)

Plan,by) = P(an).Pa,(by) = > _ lnpa

19" p) donné par (1.15) est un état propre commun a A et B, donc si on
mesure a nouveau A et B on trouve a coup sur (a,, by).

Mécanique Quantique 14/71 SMP/S5
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Si on inverse 'ordre de mesure (la premiere mesure porte sur B puis la
deuxieme sur A), alors on aura :

P(by, an) = Z [

1

Q7o) = m ; Crpyi| Oy b, 7).
7

On conclut ainsi que lorsqu’on mesure deux observables compatibles, les
prédictions physiques sont les mémes, quelque soit ’ordre dans lequel
on effectue les mesures :

P(Cln, bp) = P(bpa an) = Z ’<ana bpv 2|¢>|2

1

N T M
_ n,p,t 1

Dans le cas ou [A, B] # 0 A et B sont dits incompatibles. Si on mesure
A puis B on aura :

2

1" mesure donne a; 2¢M¢ mesure donne by

|4) |u1) |v2)

Si on mesure B d’abord puis on effectue une mesure de A on aura :

161’6 2eme

mesure donne by mesure donne a;

|¢> ‘Uz> |U1>

L’état final dépend de l'ordre dans lequel on a effectué les deux mesures.
Deux observables incompatibles ne peuvent pas étre mesurées simultanément ;

la seconde mesure fait perdre I'information fournie par la premiere.

b- Préparation d’état :

e Cas non dégénéré :
Soit A une observable dont le spectre {a,} est non dégénéré et soit 1'état
du systeme |¢) = > cplun) ({|un)} est la base des états propres de A). Si la
n

mesure de A sur cet état donne la valeur propre a,, alors I’état du systeme
immédiatement apres la mesure est ﬁ\u@ = |u,). L’état du systéme apres
la mesure est déterminé sans ambiguité.
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e Cas dégénéré :

Dans ce cas le spectre de A est dégénéré : Ajul) = a,|ul),i=1,..., g, I'état
du systéme se décompose sur la base des états propres de A comme : |[¢)) =
S ch|ul). Silamesure de A sur cet état donne la valeur propre a,, alors 'état
n,t

gn .
du systeme immédiatement apres la mesure est |¢) = le ; dochlul); les
el =
7

¢! sont fixés par la donnée de I'état avant la mesure |¢). Ainsi [’état |y’

apres la mesure dépend donc de |1).

Introduisons une deuxieme observable B tel que [A, B] =0 :

*x Si {A, B} forme un E.C.O.C, alors il existe une base des états propres

communs unique : {|a,,by)}.

Si la mesure de A et B sur I'état o) = > ¢pplan, b,) donne (a,,b,) alors
n.p

I’état du systeme immédiatement apres la mesure est : |17, ) = mlan, bp) =
|, bp)

La donnée du résultat de mesure fize de facon unique l’état final du
systeme ; indépendemment de [’état initial.

*xx Si {A, B} n’est pas un E.C.O.C, alors au couple (a,,b,) correspond
les états propres communs |a,, by, i), et 'état apres la mesure ne sera pas
déterminé de maniere unique. On recommence ainsi le méme raisonnement
en introduisant une troisieme observable C' compatible avec A et B :
Pour que l’état du systeme aprés une mesure soit déterminée,
dans tous les cas, uniquement par le résultat obtenu, il faut que
cette mesure porte sur un E.C.O.C.

Ce qui justifie physiquement I'introduction de la notion d’E.C.O.C'. La me-
sure d'un E.C.O.C permet de préparer le systeme dans un état quantique
déterminé.

1.3.4 L’évolution dans le temps du systeme physique

D’apres le 6°"¢ postulat, I’équation de Schrodinger (1.8) régit 1’évolution
du systeme physique dans le temps. Etudions les propriétés générales de
cette équation :
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a- Evolution de la valeur moyenne d’une observable :

Soit le systeme dans I’état [¢)(¢)) a Uinstant ¢, la valeur moyenne d’une
observable A dans cet état est donnée par (1.10). Cette valeur moyenne
peut dépendre du temps et on 1’écrit :

(A) () = (@) Ap(2)).

En utilisant ’équation de Scrodinger (1.8) on montre que I’évolution de la
moyenne de A est régit par I’équation suivante :

d 1 0A
1A O] = (A HW)]) + (7). (1.17)
Notons que (A) ne dépend que de temps t.

Exemple :
Considérons une particule plongée dans un potentiel scalaire V(?), I’ha-
miltonien de ce systeme s’écrit :

B2

H=-+V(R). (1.18)

2m

A partir de (1.17) et en utilisant (?77?) et (1.18), on peut calculer les valeurs
et B on obtient :

OR\  _ 1 ?2
LR, H) W> - LR

’2m

?H (2F) = LB, V(R)).

moyennes de ﬁ

f?

On voit ici que ﬁ et ? ne dépendent pas de temps contrairement au cas
classique (7 (), 7 (t)). Toute la dépendance ent est reportée dans le vecteur
d’état |(t)).

Finalement en utilisant le fait que ([A, F(B)] = [A, B]“ 53) voir TD), o
montre que :

Q.
eo.
:rlH mlH

Q.
u.

CHd LBy, LB - &V B, (1.19)

dt m dt

Ce résultat est appelé Théoreme d’Ehrenfest, a comparer avec les équations
calssique de Newton (voir introduction de ce chapitre).
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b- Systemes Conservatifs :

Ce sont les systemes dont I'hamiltonien ne dépend pas explicitement du
temps. En mécanique classique ceci a pour conséquence la conservation de
I’énergie du systeme et 1’énergie totale est dite dans ce cas constante de
mouvement. En mécanique quantique on a :

e Equation aux valeurs propres :

I’équation aux valeurs propres pour H est

H’¢n,7> — En|90n,7'>7 (120)
ou l'indice 7 repere les valeurs propres d’opérateurs formant avec H un
E.C.O.C.

Les valeurs et les états propres de H ne dépendent pas du temps
t.

Ecrivons I’état du systeme comme :

= chﬂ-(t)‘(pnﬂ'% (121>

toute la dépendance temporelle de |1)(t)) est contenue dans les composantes
Cnr(t) = (@nr|1(t)). Donc connaissant I'état initial [1(29)) = D cnr(t0)|n.r),

n,t

on aura a partir de (1.8) :

[(8)) = enrlto)e Fn0 Mg, ). (1.22)

n,t

Remarque : Dans le cas du spectre continu de H on a :

=>> / dEc, (B, tg)e Fim0/Mp, ).

efitat stationnaires :
Si [1(to)) est lui méme état propre de H de valeur propre E,,

[ (t0)) = Y cnr(to)lonr).

T

alors

(1) =D carlto)e BTN g, ) = e 0 Ry (1)) = [4(to)).

T
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Les propriétés physiques d’un systéme qui se trouve dans un état
propre de H ne varient pas au cours du temps. Pour cette raison
les états propres de H sont dits états stationnaires.

e Conservation de I’énergie en mécanique quantique :

Si at =ty le systeme est dans I'état |¢(t)), alors si la mesure de ’énergie
donne une valeur Ej, I'état apres cette mesure sera donc ¢y -). Si on répete
la mesure une deuxieme fois, on aura avec certitude E} et I’état du systeme
restera toujours |py ). Ainsi quelque soit le nombre de mesures qu’on effec-
tuera apres, on trouvera toujours la méme énergie Ej; et le méme état |py ).
L’état du systeme n’évoluera plus apres la premiere mesure. L’évolution
physique dans le temps ne se produit que si I’énergie de ’état ini-
tial n’est pas bien définie (non connue avec certitude).

e Constantes de mouvement :

Ce sont les observables qui ne dépendent pas explicitement du temps et qui
commutent avec I’hamiltonien H :

04 _
ot

Les constantes de mouvement A possedent les propriétés suivantes :

0 (A, H] = 0. (1.23)

1. La valeur moyenne de A dans 1'état [¢(t)) n’évolue pas au cours du

temps : £(A) = 0.

2. Puisque [A, H] = 0, alors il existe une base {|¢,p-)} des états propres
communs a A et H dans £ (les indices n et p pour repérer respective-
ment les valeurs propres de H et A, 'indice 7 pour indiquer que {A, H}
peut ne pas étre un E.C.0.C) :

Hpnpr) = Enlenpr), Alenpr) = aplpnpr)-

Donc si le systéme est dans un état stationnaire |p,,.), il y
restera indéfiniment. Les valeurs propres de A sont dits dans
ce cas des bons nombres quantiques.

3. Pour un état quelconque |1(t)), la probabilité de trouver la valeur
propre a, ne dépend pas du temps :
—at =ty |Y() = D capr(to)|pnpr), donc la probabilité de

n7p’7—
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trouver la valeur a, est

Play, to) = Z |Cn,p,7(t0)|2

— a t = t; les composantes de |¢(t1)) seront d’apres (1.21 et 1.22) :
Copr(t1) = Cppr(to)e Enti=t)/h e qui implique :

Plag,t1) = ) lenpr (0P = Y leapr(to)* = Play, to)-

n,t n,t

Remarque : Pour un systeme conservatif, H est une constante de mouve-
ment.

1.3.5 Problemes de potentiel de dimension 1 :

Il s’agit d’étudier des systeme quantiques soumis a des potentiels V' (z) de
formes simples : constants et ne variant que par discontinuité en un certains

nombres de points. L’hamiltonien est donné par :
P2
H=—+V(X
5 T V(X)

L’équation de Schrodinger (1.8) s’écrit en représentation {|x)} comme :

h? o2 d
— o, )+ V (@)b(, 1) = B (. 1 (1.24)

Si [1(0)) est un état stationnaire (H|y(0)) = E(0))), alors |i(t)) =
e M (0)) et

Y(x,t) = (alp(t)) = e M (2,0) = e p(x).
Dans ce cas (1.24) devient :
12 do(x)
2m  dx?

Pour résoudre cette équation différentielle il faut comparer E et V dans
chaque intervalle ou V (z) =V est constant :

+ (E = V(x))p(x) =0 (1.25)

Mécanique Quantique 20/71 SMP/S5

FSO. . UMPOUJDA.COM


https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/

T. Ouali Chapitre 1

1. Si E >V, on pose k* = 22(E — V) et I'équation (1.25) devient :

d*o(z)
dx?

+ k*p(x) =0 (1.26)

dont la solution est p(z) = Ae* 4+ Be ™** avec A et B des complexes.

2. Si E <V, on pose alors p? = 22V — E) et p(x) = Ce’” + De " avec
C et D des complexes.

3. Si E =V alors ¢(x) = ax + b, a et b des complexes.
Aux points de discontinuités (finie), les conditions de raccordements sont :

1. ¢(x) est continue.

2. d2<P(l‘>

dax?
Pour voir la continuité de ¢'(x) integrons I’équation de Schrédinger autour
d’un point de discontinuité g, c.a.d. sur 'intervalle [xg — €,z + €], e < 1 :

est continue.

h2 Tote€

@+~ =) = [ (E-V)pla)ds

2m To—€
Puisque V est fini alors 111’1(1) f;o_te(E — V)p(x)dxr = 0 d’ou la continuité de
e
¢'(x). Par contre ¢”(z) est discontinue.
Remarque : Si la discontinuité est infinie ¢’(x) n’est plus continue.

Exemples de potentiels importants :
e Marches de potentiel, Bariere de potentiel, Puit de potentiel,...
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Chapitre 2

L’oscillateur harmonique a une
dimension

2.1 Importance de l'oscillateur harmonique en phy-
sique :

L’exemple le plus simple est celui d’une particule de masse m dans un po-

tentiel V (z) = %kx? La force de rappel F,, = —% = —kx attire la particule
vers la position d’équilibre stable x = 0 (minimun de V' (z)). Le mouvement

de la particule est une oscillation sinusoidale autour de x = 0 de pulsation
o=k
Le comportement d’un systeme au voisinage de la position d’équilibre stable
est régit par les équations d’un oscillateur harmonique (du moins a la limite
des petites oscillations). On cite les phénomenes de vibration des atomes
d’une molécule, les oscillations des atomes ou ions d’un réseau cristallin
(phonons)...

Le champs électromagnétique (e.m.), en le dévoloppant suivant les modes
propres de la cavité ou il existe, est formellement équivalent a un ensemble
d’oscillateurs harmoniques. C’est 1’étude de ces oscillateurs a 1’équilibre
thérmique (corps noir) qui a conduit Planck a introduire la constante h
qui porte son nom.

L’oscillateur harmonique joue également un role important dans la descrip-
tion d’un ensemble de particules identiques se trouvant toutes dans le méme
état quantique (bosons) distantes les unes des autres d’'un niveau d’énergie

égale a hw.

23
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2.2 loscillateur harmonique en mécanique classique :

Le mouvement de la particule est régit par I’équation fondamentale de
la dynamique :

Lr AV 1,
k k
S i+ —r=0; w? ==
m m

= x = x)7 cos(wt — @)

xy et o sont des constantes qu’on détermine par les conditions initiales.
C’est un mouvement oscillatoire sinusoidale autour du point x = 0 d’ampli-
tude z,; et de pulsation w.

L’énergie totale £/ = %m(i—fﬁ + %mw%g = %mng?w; qui est constante par
rapport au temps.

En fixant F/, I’énergie potentiel est maximum et I’énergie cinétique est nulle
aux points *x s alors qu’en x = 0, F, = 0 et E,. est maximale.

2.3 Proprietés générales de ’hamiltonien quantique :

Le principe de correspondance en Mécanique quantique permet facile-
ment de déterminer 'opérateur hamiltonien qui correspondant a 1’énergie
totale du systeme.

a la position x on associe 'observable X

a I'impulsion p on associe 'observable P

a I’énergie E on associe 1'observable H = % + smw? X?

H étant indépendant du temps (systeme conservatif) donc I’étude quan-
tique de l'oscillateur harmonique se ramene a la résolution de 1’équation
aux valeurs propres : H|p) = E|p). En représentation {|z)}

(z|H|p) = (z|E|p) = Ep(z)

Pr 1 hd
(x|%—|—§mw2X2|g0> = Fo(z); P = S X =x en representation{|x)}
(=575t gmw () = Bp(z)
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2.4 Etude de ’équation aux valeurs propres :

2.4.1 Les opérateurs XetP:

Les observables telles que X et P et les quantités w et h ont les dimen-
sions suivantes [X] : longueur; [P] : impulsion; [w] : inverse du temps et
[A] :[action] : énergie fois le temps.

Par conséquent, pour plus de commodité, on introduit les observables sans
dimension suivantes :

A mow ~ 1
X =4/—X t P=4/——=P 2.1
h ¢ mwh (2.1)
Ainsi [X, P] = ih devient [X, P] = i et hamiltonien H = £ + 1mw?X?
devient |
H= 5()22 + P?) (2.2)

avec H = hwH. Ainsi au lieu de chercher les solutions de I’équation aux
valeurs propres H|p,) = E,|¢,) on cherche ceux de H|p,) = €,|¢,) avec
€y = ££.

Ainsi chercher les valeurs propres de H revient a chercher les valeurs propres
de H.

2.4.2 Les opérateurs a, al et N

Dans le cas ou x et p sont des nombres et non des opérateurs on peut
écrire 22 +p? = (z—+ip)(x—ip). Et puisque X et P sont des opérateurs qui ne
commutent pas on ne peut pas alors écrire X2+ P? comme (X +iP)(X —iP)
mais toutefois on peut s’aider avec ces opérateurs en posant :

a = %(X +iP) : appelé opérateur d’annihilation (2.3)
al = %(X’ — 215) : appelé opérateur de création '
On peut montrer facilement que
v — L (4t
X =gplal+a) (2.4)
P = ﬁ(oﬁ —a)
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X et P étant hermitique, ce qui n’est pas le cas pour a et a' mais a est
adjoint de a'. On peut verifier facilement que [a,a'] = 1.

Soit maintenant 'opérateur hermitique, N = a'a, appelé opérateur nombre.
On montre que d’apres (2.2)

H :aTa—i—%:N—F%

_ 1
H —aaT—§

Ainsi les vecteurs propres de H sont vecteurs propres de N et vise versa.
L’étude de I'équation aux valeurs propres de H est remplacée par N|p,) =
v|p,). Calculons [N, al

[N,a] = [a'a,a] = a'aa — aa’a = [a', ala = —a

donc [N, a] = —a de méme [N, a'] = al

2.4.3 Spectres de N

1. Lemmel : Propriétés des valeurs propres de N :
Les valeurs propres v de N sont positives ou nulles.
En effet : Soit |p,) un vecteur propre de N avec la valeur propre v :

Nlgy) = v]p,) on a

| algu) | = (pulalale,) >0
= (@u|Nlg,) >0
— V<901/|901/> Z 0

comme (p,|p,) >0=v>00

2. Lemme2 : Propriétés des vecteurs propres alp,) :
Soit |¢,) un vecteur propre non nul de N, de valeur propre v.

(a) siv =20, alors le ket a|py) =0

(b) siv >0, alors le ket a|p,) est un vecteur propre non nul de N, de
valeur propre (v — 1)
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En effet :

(a) D’apres le lemmel on a || a|y,) [[*= v{v,|ey) =0siv =0; or la
norme d’'un vecteur est nulle ssi ce vecteur est nul : alepg) = 0V |po)
(b) si v > 0 alors alg,) # 0 puisque le carré de sa norme est non nul.
Montrons maintenant que alg,) est vecteur propre de N :

On sait que [V, al|p,) = —alp,) c.a.d.

I

Na‘(p,) = CLN|Q0V> - a|§01/>
= aV‘@z) - a‘@l/>
N(algy)) = (v —1)aley)

ce qui montre que aly,) est vecteur propre de N avec la valeur propre
(v—1)0

3. Lemme3 : Propriétés des vecteurs propres a'|p,) :
Soit |¢,) un vecteur propre non nul de N, de valeur propre v.

(a) Le ket al|p,) est toujours non nul.

(b) Le ket a'|p,) est un vecteur propre non nul de N, de valeur propre
(v+1)

En effet :

(a)

1 = (py|aal|e,)
= (@u|(N + 1))

= (v+ 1)(wlpn)

{oy|0,) #0donc v+1>0V v = allp,) est toujours non nul
(b) On sait que [N, a']lp,) = af|p,)

I a'leon)

Na”ap,,) = aTN‘ap,,> + aT|%>
= a'v|g,) + alley)
N(allg,)) = (v + L)alley)

ce qui montre que a'|y,) est vecteur propre de N avec la valeur propre
(r+1)0O
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4. Théoreme :
Le spectre des valeurs propres de N est constitué des nombres entiers
non négatifs
En effet :
supposons v non entiere, c.a.d. qu’il existe un nombre n € N tel que :
n < v < n+1(*) et soit la suite de vecteurs aly,), a®lp,), a3|p,),...
a"|p,). D’apres le lemme2, cette suite est vecteurs propres de N avec
les valeurs propres (positives ou nulles d’apres le lemmel) respectives :
(v—1), (v=2), (v—=23),..(v —n) >0,
or d’apres (*)onal0<v—-n<lcadv—n—1<0(*
Considérons maintenant le vecteur a(a"|p,)) qui est vecteur propre de
N de valeur propre v —n — 1. Cette valeur propre est négative d’apres
(**), ce qui contredit le lemmel. Donc v est necessairement entiere.
Siv =n € N alors a”|g,) est vecteur propre de N avec la valeur propre
v—n=n—n=0et dapres le lemme2 a(a"|p,)) =0
Dans la suite on prendra v = n et on écrira :
alon), a?len), a®len),... a™es), 0,0, 0...
On remarque que cette suite est limitée car on ne peut jamais avoir
des vecteurs propres non nuls correspondant a des valeurs propres
négatives.

5. Valeurs propres de H :
rappelons que H = hwH = hw(N + %)

Hlpn) = hw(N + 3)|en)
= hw(n + 3)|en)

et les valeurs propres de H sont de la forme FE,, = hw(n + %), n € N.
L’énergie de l'oscillateur harmonique est quantifiée. Le niveau d’énergie
hw

fondamentale correspond a n =0, Fy = =%

2.4.4 Les états propres de H :

1. Dégénéréscence des valeurs propres de H :
Les états propres de H sont ceux de N et d’apres le lemme2 doivent
verifier alyg) = 0. Quelle est la dégénéréscence de Ey?

Mécanique Quantique 28/71 SMP/S5

FSO. . UMPOUJDA.COM


https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/

T. Ouali Chapitre 2

Pour cela cherchons le nombres de ket linéairement indépendant veri-
fiant a\<p0> =0.0On a

aleo) = (VX + 7==P)lgo) =0
et en representatlon {]x)} X|z) = z|z) et Plz) = 2L|z).
(zlalpo) = (Bz + £)po(r); ol (z]po) = wo()
dipo () _ _mw d
#0(@) e (2.5)

= po(r) =Ce n 7"

C' est une constante d’integration. ¢g(z) étant normé a l'unité, on
trouve C' = 2. Toutes les solutions de (2.5) verifiant a|pg) = 0
sont proportionnelles. De ce fait, il n’existe qu'un seul vecteur propre
|©0). Ainsi le niveau fondamentale n’est pas dégénéré et on montre par
récurence que tous les autres niveaux ne sont pas dégénérés.

2. Autres états propres de H en représentation {|¢;,)} :
On peut construire les autres vecteurs propres de H a partir de |¢g).
Pour cela on considere la suite des vecteurs propres de N de valeurs
propres respectives

a'lo), (a')*leo), (a')’l0), - (al)"[g0);

1 2 3 n

on a en plus les équations aux valeurs propres N, ) = n|p,) et d’apres
le lemme2 N(a|p,)) = (n — 1alp,). Or a la valeur propre (n — 1)
correspond un vecteur |p,_1) tel que N|p,—1) = (n — 1)|¢,—1) c.a.d.
alpn) et |@,_1) sont proportionnels; autrement dit alp,) = ¢,|¥n_1)-
Calculons la constante de proportionnalité c,. Pour cela calculons :

I I”

| alen) = |cal® || ln-1)
<90n|aTa‘90n> = Cnc;kz<90n—1‘()0n—1>
<¢N|N|90n> = Cncz<90n—1‘§0n—1>

n{onlpn) = cuci{On-1l@n-1) les {pn)} sont normé a l'unité
En prenant, par convention, ¢, réel positif on aura ¢, = /n d’ou
alen) = V/nlen-1).
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De la méme facon on a N|p,) = n|p,) et d’apres le lemme3 N (af|p,)) =
(n+1)a'|¢,). Or & la valeur propre (n-+1) correspond un vecteur |¢,, 1)
tel que N|gni1) = (n+ 1)|¢ns1) cela veut dire que a'lp,) et |@ni1)
sont proportionnels; autrement dit a'|¢,) = c,|@ns1). Calculons la
constante de proportionnalité c,. Pour cela calculons :

I I

| a®lpn) = leal® I lons1)
(¢onlaal]ion) = CaCy(Pn+1|Pns1)
(ul (N + Dpn) = cacr{@nrilpni)
(n+ 1){@nlen) = caCh{@nsi1|®ns1)

En prenant ¢, réel positif on aura c, = v/n + 1 d’oua’|p,) = vn + 1|@n1).

En résumé
alen) = /nlen-1)
a'len) = Vn+1|ent)

algo) =0
aT|@n—1> - \/Tﬁ|90n>
|n) = %|90n—1>
ot
[on-1) = Zglen—2)
_ [aT]?
|n) = U (n_l)!|90n—2> -----
et par récurence on montre que
f
1) = o)
= 7k o)
|90n> Vnl 0
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Chapitre 3

Le moment cinétique orbital

Si rest perpendiculairea p, le
mouvement est circulaire.

3.1 Introduction

Ce chapitre nécessite un minimum de connaissance sur le formalisme
mathématique et les postulats de la mécanique quantique.
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3.2 Moments cinétiques et rotations

On considere la rotation, ]%Z,a, d’angle o autour de 'axe Oz d’une fonc-
tion ¥ (x,y, z) qui au point (x,y, z) associe le point (2, 7/, 2’)

/

T =xcosa—+ysino
Yy = —xsina+ ycosa (3.1)
2 =z
N ‘
i e&
4 R0t
Ez,aw(fca Y, Z) = ,(p(x/’ y,7 Z/) (32)

= Y(xcosa+ ysina, —rsina + ycosa, z)
Pour une rotation infinitésimale (« > m) autour de 'axe (Oz)
fm’ww(x,y,z) Y(xcosa+ ysina, —rsina + ycosa, 2)

Y(x + ya, —ra +y,2) (3.3)
w(xa Y, Z) - Oé;—i(l'py - ypm)w(xa Y, Z)

(Xe}
(I - ELZ> U(x,y, 2)

Q

Q

Q

Q

= R.,~ (1 — %L) (3.4)

On dit que les moments cinétique L,, L, et L, sont les générateurs infi-
nitésimaux du groupe des rotations

3.3 Invariance par rotation et moment cinétique

Soit un systeme décrit par le ket ‘¢(t)> et soit U(t,ty) son opéarteur
d’évolution c.a.d.

G(8)) = ULt to)[t(to) ), to temps initial (3.5)
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et soit une rotation R, , c.a.d.

(3.6)

V(1) = Rea

v(t)).
o @ 1. Qg e

(tlytﬂ) l tlatO

)
0 £, c’ (1))

"(t

(1)) v 1

0
Onadt =t [1/(t) ) = Realulte) ) et [/(11)) = Ultr, ) |ulto))

Ainsi suivant le chemin évolution-rotation, on obtient

A

¢/(t1)> = R.a (t1)>
= ReoUt, 1) (t0)) (37)

et suivant le chemin rotation-évolution, on obtient

Vi(t)) = Ulhto)[¢/(t)

= Uty 1) Rea|(t)) (3.8)
[R.., Ulty,t9)] = 0 (3.9)
En plus on a, au voisinage de t,
D) = wlto) + ( — 1) (1) + . (3.10)
~ ) — diy H(to),
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pour t' =ty + dt et H étant I'hamiltonien du systeme.

Y(t') = Ut to)d(to)

dt
— Ut to)~1— %H
B R, H] =0 (3.11)
BY L H =0 (3.12)

Ce résultat est vrais quelque soit I'axe et I'angle de rotation.
L,,H]=0, [L,,H =0 et [L,,H]=0 (3.13)

On peut par conséquent trouver une base commune a H et I'une des com-
posantes de L.

3.4 Commutation des moments cinétiques

[Li, Lj] = ihLy
On ne peut pas connaitre simultanément les différentes composantes du
moment ciétique (ils n’ont pas de vecteurs propres commun, puisque le

r’esultat de mesure donne une valeur propre et le syseme se retrouve dans
I’état propre associé).

3.5 L’observable L2

La norme du moment cinétique s’écrit
L=L}+L;+L?
En utilisant la relation de commutation suivante
(A, B?] = [A, B]B + B|A, B]
On obtient

[L.,L%) = [L., L)L, + L.[L., L;] = ihL,L, + L,ihL,
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(L., L) = [L., L)Ly + Ly[L., L,) = —ihL,L, — LyihkL,
L., L] =0
donc
L., L] =0
De meéme
L., L?]=0 et [L,,L*]=0

L’opérateur L? commute avec chacune de composantes de I'opérateur L. 1
est donc possible de mesurer simultanément la norme du moment cinétique
et 'une de ses composantes (on prendra dans la suite celle dans la direction
de 'axe Oz, L,). Ainsi, on pourra leur trouver une base commune de vec-
teurs propres.

Et puisque [H, L?] =0 et [H,L;] = 0,(i = x,%,2), on peut par conséquent
trouver une base commune & H, L? et I'une des composantes de L. Tradi-
tionnellement, on choisit {H, L? L,}.

3.6 Moment cinétique intrinséque ou Spin S

—

3.7 Moment cinétique général J
Soient I'observable .J de composantes J;, J, et J, et 'observable J? =
J2+ Jy2 + J2 telles que
(S, Jy] =ihJ,, [y, S| =ik, [J., Ju] = ihJ, (3.14)
[J3 J.) =0, [J4J,)=0, [J*J]=0 (3.15)

On voit bien que les observales moment cinétique orbitale L et spin S des
électrons obeissent a ces relations.
3.7.1 Etats et valeurs propres communs de {J?, J.}

D’apreés (3.15), les observables J? et .J, commutent. On peut donc former
une base de ket propres commun a J? et J,. Soit ’w> un de ces vecteurs

propres de valeur propres respectives ah?® et mh telles que
J2‘¢> - ahZ‘w> et J. ¢> - mh)¢> (3.16)
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() = 5 (oltals) = (o) = 5|

1=2,Y,~ izmvyaz 1=2,Y,%

o) =

Les valeurs propres de J? sont positives ou nulles (a > 0). On pose a =
j(j+1) et pour simplifier on note le ket propre ‘¢> = ’j, m> On appelle &; ,,,

I’espace propre commun a J? et J, associé aux valeurs propres respectives
7(j + 1)h* et mh.

J2

j,m> et J,

j,m> =mh

jom) = j( + )k jm) (3.17)

3.7.2 Les opérateurs {J, J_}

Soient les opérateurs ' J; = J,+iJ, et J_ = J,—iJ, qui sont adjoints I'un
de I'autre c.a.d. Ji = J_ et vice versa. Par conséquent ces opérateurs ne sont
pas des observables. Ces opérateurs obeissent aux relations de commutations
suivantes

[J2,Ji] =0 et [J.,Ji] =%hJs (3.18)

On peut montrer aussi que
JoJ = (J, +iJ)(J, —iJ,) = J* — J2+ hJ, (3.19)

et
J Jy=J* = J*—hJ, (3.20)

Par conséquent
[J.,J_| =2hd, (3.21)

3.7.3 Quantification

Sachant que [J,, J,] = hJ,;, on a

thm>:(uk

j, m> ‘|‘ hJ_|_

$m> (3.22)

= mhJ, j,m> + hJ+’j,m> = (m+ 1)hJ+’j,m>

1. de facon semblable aux opérateurs d’annihilation a et de création a' pour 'oscillateur harmonique
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et comme [J?, J,] = 0, on obtient

J2J+’j,m> — J,J?

jom) = + DR |j,m) (3.23)

ce qui montre que si |7, m> est ket propre commun a J, et J? associé aux

valeurs propres mh et j(j + 1)h? respectivement, alors J+‘ j,m> est aussi
ket propre commun & J, et J? associé aux valeurs propres (m + 1)h et
§(j + 1)R? respectivement. On montre égalemnt que J_‘ 7, m> est aussi ket

propre commun 4 J, et J? associé aux valeurs propres (m—1)h et j(j+1)h?
respectivement.

La norme de ces nouveaux ket propres, qui représente la clef de la quantifi-
cation, est donnée par

o[ = (sfstafim) = Giml.

= (imloim) - il

= (j(G+1)—m(m+1))n

j,m> (3.24)
j,m> — h<j,m m>
jom)||

Ce qui montre que la quantitée (j(j + 1) — m(m + 1)) est positive ou nulle.
On peut regarder cette quantitée comme un polynome du second degré en
m : —m? — m + j(j + 1). L'une de ces racines est m = j, et puisque le
produit des racines est égale a —j(j + 1), 'autre racine est —(j + 1). En
se rappelant que j est positive, le signe du polynome est positive entre les
racine. D’ou la premiere contrainte

(1) <m < (3.25)
De méme pour 'autre ket
. 2 . 2
i)l = 66+ 1 = mtom [ |
et on obtient la contrainte
—j<m<(j+1) (3.26)
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La valeur de m doit vérifier les deux contraintes simultanément c.a.d.

—j<m<j (3.27)

Soit le ket propre |j, m> avec —7 < m < j. L’application successive de
I'opérateur J, nous donne a une constantes de normalisation pres, les ket

7, (m—|—2)>,... ete. Soit la p“ action JY |7, m> =

4, (m+p)). Pour m+p = j, Paction de J} donne un vecteur nul ce qui

propres suivants ‘ 7, (m—|—1)>,

cte

implique que j —m doit étre un entier p. L’action de J? donne ’ J, (m—+ 1)>,

7, (m + 2)>,... 7, (m +p)> = j;j> et les autres vecteurs sont nuls.

De la méme facon, Jg‘j,m = ctelj, (m — q)> et l'action de J? donne
J, (m — 1)>, ’j, (m — 2)>,... J, (m — q)> =17, —j> et les autres vecteurs
sont nuls.

On aura donc a la fois

{j—m =p peN

| — 2j = N et —j<m<j (3.28
itm =g qu} j=p+qEN et —j<m<j (3.28)

ou encore

i €{0,3,1,2,2,..}
° : 3.29
{ m E{_ja_j+17%7"'7]} ( )

Si p et ¢ sont de méme parités, alors jet m sont entiers. C’est le cas des
particules dans un potentiel central.

Si p et g sont de parités opposées, alors j et m sont demi entiers. C’est le
cas des particules de spin de I’électron ayant j = 1/2.
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L g m |vpde J? | vpdeJ. |
0 0 0 0

12 [1/2ct —1/2| 312/4 | /2 et —h/2
1 1,0et —1 2h? h,0et —h

TABLE 3.1 — Les valeurs propres de J? et J,

cette valeur n’est pas permise car

en applicantJ, deux fois
on obtient un vecteur dont 1a norme

cstnégative. ..

il faut donc pouvoir
1. s’arrétera m=j en appliquantJ,|
2. s’arréter 8 m= -j en appliquant J

R j

cette valeur n’est pas permise car

en applicant]_deux fois
on obtient un vecteur dont la normg

On peut montrer que 'action de J4 sur le ket ‘ 7, m> est (voir T.D.)

J+‘j,m> - h\/(j(j+1)—m(m+1)‘j,m+1> (3.30)

J+‘j,j> _ 0 (3.31)
et

J_’j,m> _ h\/(j(j+1)—m(m—1)’j,m—1> (3.32)

J_‘j,—j> — 0 (3.33)

3.8 Application au moment cinétique orbital

Pour traiter cette application il va falloir revenir au formalisme des fonc-
tions d’onde et laisser de coter un moment le beau formalisme des kets et
des bras.
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3.8.1 Coordonnées sphériques

Les coordonnées cartésiennes (x,y, z) et sphériques (r,6,¢) d'un point
M sont reliées par

xr =rsinfcosp
y =rsinfsingp (3.34)
z =rcosf

ou r est la distance du point M a l'origine, # I'angle entre 'axe Oz et OM
et © 'angle entre les plans xOy et M Oz. On a

0 _ Ox 0 dy O 0z 0

gr _8T6x+gr(?9g/+8raz
a9 _ 0z 0 oy 0z 0
90 — 00 0x + a0 Oy + 90 0z (3-35)
g __ 0z 0 dy 0 0z 0

dp — Opox + Oy Dy + O 0z

—sm@cosgpa —I—sm@smg&a —I—cosea
—7’0089(308cp8 —|—fr’cosesm<pa——rsmé’(9 (3.36)
:—rsmHsnupa Jrrsmﬁcosgo(9

0

9
a0
0
dp

En fait, on a besoin d’exprimer les dérivées partielles par rapport aux coor-
données cartésiennes en fonction de celle par rapport aux sphériques. Apres
élimination et additionnement et un peu de trigonométrie, on arrive aux
résultats suivant :

= sin f cos QD% + %cos@cosgo% r511n0 mgpa

= sin fsin -2 + L cos O sin -2 + —— cos gpa (3.37)

1

Oz
9
v 0 0
92 = COS@E — FSIHH%

3.8.2 Opérateurs en coordonnées sphériques

On a
L, =yp.—2py=> L, =Y (—ih)Z — Z(_m)aﬁg
Ly, =zp,—ap, = L, = Z(—z‘h)% - X(—z’h)%
L. =ap,—yp. — L. = X(=ih)& — Y (=ih)
Meécanique Quantique 40/71 SMP /S5

FSO. . UMPOUJDA.COM


https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/

T. Ouali Chapitre 3

En utilisant les relations ci-dessus (3.37), on obtient

L, =1h (sin go% + cot 0 cos go%)
L, = —ih (cos go% — cot 0 sin cp%) (3.38)
L. =—ihZ
v
ol cot f = sinf/ cos¥.
On obtient également
1 0 0 1 0?
L* = -1 —( sinf— — :
(sin 6 00 (sm 89) i sin? ¢ 8g02> (3:39)
w0 . 0
L. = he™® (% + i cot 9%> (3.40)
L_=he ™ (—% + ¢ cot 0%) (3.41)

3.8.3 Fonctions propres

Nous allons chercher les fonctions propres de L? et L, associées aux va-
leurs propres [(I + 1)h? et mh respectivement. Ces fonctions propres seront
écrites en cordoonnée sphérique sous la forme () = 1(r, 0, p).
Remarquons que 'expression des opérateurs L? et L, ne fait intervenir que
les variables 6 et ¢ (c.a.d. pas de variable r). les fonctions propres ¥ (r, 6, ¢)
de L? et L, permettent d’écrire cette fonction en produit de deux fonctions
I'une Y (0, ¢), ne dépendant que de 6 et ¢, appelée harmonique sphérique
et Pautre R(r), ne dépendant que de r. 'importance de cette derniére ap-
paraitra une fois nous préciserons le potentiel V' (r).

(0, 0) =Y(0,0)R(r) (3.42)

Lors de la recherche des fonctions propres de L? et L., la fonction R(r)
n’intervient pas et par conséquent on ne la considérera plus dans la suite
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Fonctions propres de L.

Si ¢(r) est fonction propre de L, = ?% avec la valeur )\, alors
Lap(r) = Mp(r) =AY (0, 9)R(r) = (3.43)
LY(0,0) = AY(0,0) = (3.44)
_ hoY(0,¢)

Y _ i)\(p/ﬁF
LD s ¥i0.5) = 0 0)

or en coordonnées sphérique, on a (r, 8, + 2mw) = (r, 0, p) ou encore

21\
Y0, 0+21) =Y (0,p) = % = 2mm, avec m entier  (3.45)

Les valeurs propres de L, sont de la forme mh (ce qui confirme le choix de
cette valeur déja prise auparavant) et les fonctions propres associées sont
de la forme Y;,(0, p) = "¢ F,,(0), 'indice m refére & la valeur propre mh

Fonctions propres de L?

Imposant maintenant que Y (0, p) = Y, (0, p) = ¢ F, () est fonction
propre de L? avec la valeur propre I(I + 1)h? c.A.d.

LY, (0, 0) = Ul + V)R*Y (0, ) = 1(1 + 1)R*e™ 7 F ,,,(0) (3.46)

Les indices [ et m sont relative aux valeurs propres [(I + 1)k? et mh. et
puisque qu’on a déja vue que — < m < [ avec un incrément de 1 et on sait
que m est un entier alors [ est aussi entier.

3.8.4 Détermination de la fonction Fj,,(¢)

Pour déterminer la fonction £7,,(0), il faut se rappeler qu’on a vue, dans
le chapitre moment cinétique général, que pour m = 7, on a J+’ 7,7 > = 0.

Dans notre cas
L.Y; ;=0 (3.47)

g . O\ iy B
— (% + i cot 0%> e"?F1(0) =0
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0
— (% — lcot@) Fr,0)=0

La solution de cette équation différentielle de premier ordre est unique
F14(0) = ¢; (sin6)’ (3.48)

ol ¢; est une constante d’integration qu’on détrminera par normalisation.
La fonction propres pour m = [ s’écrit alors comme

Y00, ¢) = ¢ (sin6)' &% (3.49)

Pour trouver les autres fonctions propres an applique L_ et on obtient
Y1, et ainsi de suite jusqu’a obtenir Y_;;. On peut monter, par analogie

. (3.30) et (3.32), que l'action de Ly sur les

harmoniques sphériques Y}, s’écrit

de 'action de Ji sur

LiYin( = h/(I(1 —m(m £ 1) 11(0, ) (3.50)

Pour calculer la constante de normalisation on procede comme suit :
En coordonnées sphériques, le volume élémentaire est 12 sin fdrdfde, en plus
les fonctions d’ondes sont normalisées c.a.d.

2, . o 2 )
/// ’¢‘ r? sin Odrdfdp :/0 ’R(T)‘ Tzdrx// ‘Yl,m(e,go)‘ sin 0dfdyp = 1

(3.51)

2
on convient a ce que la partie radiale est telle que fooo ‘R(r)’ r2dr = 1 et

par conséquent

1 — // Yin(©, ga)rsinededgp _ /OW Fl’m(ﬁ)rsin 6d6 /F eimwrdgo
— o /O ' E,m(e)‘2 sin 06 (3.52)
Dans le cas de I’harmonique sphérique [ = m
1= // ’Yzm sm 0dody = 277’01‘2 /O7T sin? 6 sin 6df (3.53)
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pour le cas [ = 0 on trouve, a une phase globale pres, ¢y = ﬁ et par

conséquent

1
Yoo = —— (3.54)

Var

De la méme facon, on peut calculer les autres harmoniques sphériques en
posant (pour [ # 0) Iy = [ sin® 6 sin 6df

Iy = / sin® @d(— cos 0) = [sin* O(— cos 0)]7
0
—l—/ cos 0d(sin® 0) = 0 4 20 sin® ! § cos® Odf = 21 sin® ' H(1 — sin® §)df
0

= 2 (Iy_o— I) (3.55)

d’ot par récurence et sachant que Yi;(6, ) = ¢ (sinf)' ¥ (Eq. (3.49))

et a une phase globale pres, ¢; = \/%I”

Iy(l=0) =2
Ll=1) =2lj=32=3
—
L(=2) =5h=332=1
etc.
( Yb,o(e,(,@) - %
J Y1100, ) = %sin fe'¥

| etc. = etc.

Sachant qu’on a pu calculer les Y;;(0, ¢), les Y;,,(6, p) peuvent aussi étre
construites?, & partir des Y1.:(0, ¢), en partant de l'expression différentielle
de L_ (Eq. (3.41))

, 0 0
L_=he"” | —— +1icot— 3.57

00 Op (3:57)

2. Ces fonctions propres doivent étre normalisées c.a.d ; ont la forme
eia

Yim_1(0,0) = L_ Y, (0, 3.56

1m—1(6, ) N (e (0.¢) (3.56)
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et de I’'Eq. (3.50)

Yi,m—l(ea(p) = ih\/(l(l n 1)‘_ m(m — 1)L—Y2,m(‘97(10) (358)

- 6_%0 aYi,m . a lm
a j:\/(l(l—i—l)—m(m—l)( oo 10y Oy (>59)

Exemple : Calculer Y7 g c.a.d. [ = 1 et m = 1. On sait que Yi1 = 4 /8% sin fe'?

Yig = +
1,0 NG

= — cos fe’¥ — cot 0 sin fe'? (3.61)
f\/ |

3
= \/47T><—COSG— \/47T><C089 (3.62)

On prend généralement le signe ” +7 : Y19 = \/% cos .

e~i¥ oY1 01,1
( 50 +icot 6 &p) (3.60)

De méme pour [ =1 et m = 0, on obtient

3 .
Yi1= ”E sin 0 cos ¢ (3.63)
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Chapitre 4

Particules de spin %

4.1 Introduction

Il s’agit dans ce chapitre d’illustrer les postulats de la mécanique quan-
tique sur des cas concrets simples, ou l'espace des états est de dimen-
sion 2 (fini). L’intérét de ce chapitre est aussi d’ordre physique, on mettra
en évidence des effets typiquement quantique qui sont susceptibles d’étre
vérifiés expérimentalement : le spin n’a pas d’analogue en mécanique clas-
sique.

L’électron était la premiere particule dont le spin a été détecté.

4.2 Expérience de Stern-Gerlach

Prediction
classique

Champ magnétique inhomogéane

47
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T. Ouali Chapitre 4

4.2.1 Expérience :

Cette experience a été réalisée en 1921, son principe consiste a envoyer
un jet d’atomes neutres paramagnétiques (dans l'expérience originale, on a
utilisé I’Argent) dans un champ magnétque fortement inhomogene.

dran poor
i i

apin—lm.!tt
';S-: -4

2!

Les caractéristiques
du champ magnétique § sont :
— B est le méme sur une méme parallele a Oy.
— B n’a pas de composante suivant Oy,
— Sa plus grande composante est suivant Oz et varie fortement avec z.
Puisque = 0, il y a aussi une composante suivant Oz qui varie
avec .

4.2.2 Prévision classique :

e les atomes d’Argent sont neutres, donc pas de force de Laplace.
e Les atomes sont paramagnétiques, donc ils possedent un moment magnétique
permanent M, et les forces qui en résultent dérivent de I’énergie potentielle :

%
W= _MB, (4.1)
— s
le moment cinétique L est relié a M par la relation :
— —
M=—+yL, (4.2)

ou v est appelé rapport gyromagnétique. Etant donné les caractéristiques
de 5 on montre que les moyennes des composantes M, et M, sont nulles
et ainsi la force agissant sur les atomes est donnée par :

F = M.VB.,
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OB, __ OB,
de plus 5= = Dy

est parallele a 'axe Oz (? = Mzaa%?). C’est cette force qui produit la
déviation HN de 'atome :

Mesurer HN revient en fait a mesurer M, ou L..

Puisque les moments des différents atomes sont orientés au hasard avant
la traversée de I'entrefer (toutes les valeurs de M, comprises entre |M| et

= 0 ce qui implique que la force subit par ’atome

—|]\_4> | sont réalisées), on s’attend a ce que le jet formera sur ’écran une
seule tache symetrique par rapport a H. Ces prévisions a partir de la théorie
classique sont en contradiction avec ce qu’on observe expérimentalement ;
on n’observe pas une seule tache mais deux taches centrées en N;
et N, symetriques par rapport a H.

Ainsi les résultats de I’expérience nous amenent a conclure que :
Puisque les atomes d’argent sont dans leur état fondamental ( Ils n’ont pas
de moment angulaire orbital di a la rotation des charges), alors 1'exsitance
de ]\_4> ne pﬁut étre dii qu’a I’électron externe auquel on associe un moment
cinétique L dit moment intrinseque ou de spin. Ainsi tous les électrons
ont un moment magnétique avec la méme valeur absolu (|HNy| = |HNy|)
et deux orientations possibles : parallele et antiparallele a la direction du
champ magnétique. L, est une grandeur quantifié et on admet ici que les
valeurs de la mesure sont +§ et —g. L’¢lectron est dit de spin %

1,

4.3 Description mathématique de spin 5 :

4.3.1 L’espace des états du spin et observable S, :

L, est une grandeur physique, donc on lui associé une observable, qu’on
note par S, dont les valeurs propres sont +g et —g. On admet que ces
deux valeurs propres sont nondégénérées et on note les états propres cor-
respondants respectivement par |+) et |—), c-a-d :

Sl =24, sl =-20, (4.3
avec

() = (1) =1, {+) =0
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L’espace des états de spin est de dimension deux, qu’on note par &. On a
ainsi :
— S, forme a elle seule un £.C.O.C
—{|+),|—)} est une base de & : (R.F) |[+)(+|+ |-)(—| =1
— Un état quelconque de & (normé) s’écrit de fagon générale sur cette
base comme :

) = al+) + B]-), |af*+]8] =1

— dans la base {|+)} la matrice associée a S, s’écrit :

s=3(y %) wm=(5) 2=(1) o

4.3.2 Observables S, et S, :

On associe aux composantes L, et L, respectivement les observables S,
et S, et on admet qu’elles ont les mémes valeurs propres que S, : +§ et —g.
Les états propres correspondants sont notés |+), et |—), pour S, et |[+), et
|—)y pour S :

h h
Sx’i>m = i§|i>x§ Sy|:|:>y = :I:§|:|:>y'

Sy et S, peuvent étre représentées dans la base {|£)} par des matrices 2 x 2
hermitiques. Ces matrices sont (admettons ce résultat) :

A0 1 hf0 —i
Sx_E(lo) Sy_E(z' 0)' (45)

En général dans une dlrectlon quelconque U = (sin(6) cos(y), sin(6) sin(y), cos(d)),

on peut associer a L, = L U lobservable: S, = S. 4 = Syt +Syuy+S.u,
qui s’écrit dans la base {|+)} sous forme :

Su = (s;(sé()ee)w Sfli?sz; ) (4.6)

les valeurs propres de S, sont toujour +2 5, et les états propres associés
sont notés |+),. On voit ainsi que toutes les observables S, S,, S, et .S,
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ont les mémes valeurs propres. Ceci n’a rien de surprenant physiquement,
puisque une rotation de ’appareil de Stern-Gerlach ne doit pas changer les

phénomenes observés. Pour les vecteurs propres de chaque observable on a
dans la base {|£)} :

(v.p) 1 5 1—%
Se | [H)e=ZF(H)+12) | [—)e=F(+)—1))
Sy | 1+)y =5+ +il=) | =)y = Z5(+) —i|-))
Su | = cos(em /214 +sin(1e /210y | [2u = —sin(§)e= /2 14) + cos(§)e#/2|)

4.4 Illustration des postulats :

Il s’agit d’effectuer des expériences, a ’aide d’appareils de Stern-Gerlach
afin d’appliquer les postulats de la mécanique quantique.

4.4.1 Préparation des états et mesure de spin :

Pour avoir des prédictions sur le résulat d’'une mesure, il faut connaitre
I'état du systeme (ici le spin) avant la mesure.

a- Préparation des états :

Prenons le champ magnétique B parallele a Oz, ceci permettra de préparer
les états |[+) ou |—) :
On perce un trou en Ny, certains atomes franchissent le plan (P) et conti-
nuent leurs chemins a droite de ce plan (P). Avec cette expérience on a
effectué une mesure sur S,, le résultat est +h/2, or d’apres le postulat 5,
’état de ces atomes apres la mesure est |[+) (S, est un £.C.0O.C).
Ce dispositif fournit un jet d’atomes tous dans I’état |+), il fonctionne ainsi
comme un polariseur atomique.

De méme si on perse en Ny on aura un jet d’atomes tous dans I'état |—).

Remarques :

— On peut de méme préparer des jets d’atomes tous dans des états |+),,

|£),, ou bien en général dans |+£),. Pour cela il suffit de tourner 'appa-

reil de Stern et Gerlach de sorte de mettre le champ § respectivement
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dans le méme sens que Ox, Oy ou bien en général W et ensuite faire
un trou en Ny ou Ns.

— Si I’état du systeme avant la mesure est le plus général de ’espace des
états de spin :

[¥) = al+) +8l=), o + 18] =1,

on montre qu'il existe toujours un vecteur unitaire U tel que 1) soit
collineaire & |+), :

) = €X/2(cos(8/2)e#2|4) + sin(8/2)e#/2|—)) = eV24), = |4,
(4.7)
ou (0, p) sont les angles caractérisant le vecteur U tels que :

cos(0/2) = |a|, sin(f/2) = |B| = tan(0/2) = \§| 0<60<m;
p = arg(f) —arg(a),
x = arg(f) + arg(a).

b- Mesures de spin :

On a vu que 'appareil de Stern et Gerlach permet de :
— Mesurer la composante de moment cinétique des atomes d’Argent le
long d’une direction donnée.

— De préparer un jet d’atomes tous dans un état de spin donné.
Ceci nous permet de vérifier expérimentalement les postulats de la mécanique
quantique, si on dispose deux élctro-aimants de Stern et Gerlach I'un a la
suite de l'autre. Le premier fonctionne comme un polariseur, le deuxieme
comme un analyseur (mesurer une composante déterminée de moment
cinétique). * gl parrallele a Oz, 32 parrallele a Oz :
On constate que tous les atomes qui franchissent (P;) frappent (FP) en Ny,
ce qui est en accord avec les prédictions de la mécanique quantique :
avant la mesure (avant de passer a travers Ay) I’état du systeme est dans
I'état |[+). Or |4) est état propre de S, associé a la valeur propre +h/2,
donc si on mesure une seconde fois S, on devrait obtenir a coup sir la
valeur propre +h/2.
x B et 52 orientés différemment :
On observe que certains atomes viennent se condenser en N; et d’autres en
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N, bien qu’ils aient tous été préparés de la méme maniere.
ient B B0 B
Exemple : Soient 5 dans le plan (xoz), (51,0z) =60 et By || Oz.
e Le polariseur prépare le systeme dans 1’état :
0 .0
[9) = cosg4) +sing]-)  (p=0)

e Analyseur mesure S,, on obtient deux taches en N; et Ny, c.a.d. on ob-
tient :
+h/2 avec la probabilité :

h 6
P(5) = [(+) = cos® 7, (4.8)
et —h/2 avec la probabilité :
h .90
P(—a) = ()P = sin® (4.9

Expérimentalement on observe sur (P,) que le nombre d’atomes qui arrivent
en N7 est proportionnel a COS2g et celui des atomes qui arrive en Ny est
proportionnel a st 0

c- Valeurs moyennes :

Dans I'exemple qu’on vient de voir, expérimentalement, on remarque que
sur un grand nombre N d’atomes on a :
N cos? ¢ qui arrivent en Ny ( mesure de S, donne 7/2)
N sin? § qui arrivent en Ny (mesure de S, donne —h/2).
Ainsi la valeur moyenne de ces résultats est donnée par :

(S.) = 0 0 h

—N cos? ~ + Nsm —) = —cosf
Théoriquement on retrouve le méme resultat .

N(Z 2 2 2

(Y[S:|) = —0089

De méme si on mesure S, ( cette fois-ci ﬁg | Oz), on trouve (S,) = 2sin 6
et théoriquement on a

(V]S:|v) = —Sm9
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Remarque : On peut ici établir un lien entre la mécanique classique et la
mécanique quantique a travers les valeurs moyennes. S’il s’agit d’'un moment
cinétique classique de module g dirigé suivant I’axe de " polariseur”, et dont
les composantes sont :

suivant Oz : Zsin @, suivant Oz : 2 cosé.

2 2
De fagon générale les valeurs moyennes de S,, S, et S, dans un état |+),

sont données par :

S| +F)w = gsinecosgo
WSy |+ = gSiDQSin(p (4.10)
W{FH]S: |y = gcose

Attention : Une mesure de composante de S, par exemple S,, ne donne

jamais 3 sin ¢ cos ¢ mais toujours +3.

4.4.2 Evolution d’un spin 1/2 dans un champ magnétique uni-
forme :

Considérons un atome d’argent plongé dans un champ magnétique uni-
forme B tel que By || Oz. Lénergie potentielle classique du moment
magnétique (4.2) est :

W= —MB = —M.By = —vByL.

ou By = |§\ Posons wy = —vBy, et sachant que la regle de quantifica-
tion fait correspondre a L, 1'observable S, alors ’hamiltonien qui décrit le
systeme est donné par :

On voit que H est indépendant du temps, donc la résolution de I’équation
de schrodinger se ramene a celle de I’équation au valeurs propres de H :

Hl+) =wpS.|+) =%L+) = E,|+)

w (4.12
H-) =wS-) =) = E|-) )
E+—E_ :hu}o OCBO E_|_ |‘|‘>
fréquence de Bohr unique : E_ |—)

V4 — %(E—F — E_) = ;)—7?_
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Remarque :

e Si §0 | & alors H = wyS, (S, = ?7)

e Pour 'atome d’argent, v < 0 = wy > 0 (£, > E_).
* Précession de Larmor :

Siat=0/1état du systeme est donné par :

[9(0)) = 1) = cos(G)e /24) +sin(5)e’*” ),

alorsat>0on a:

Je W 2e B /R 1) 4 gin(
Je~iPtwol)/2| 1) 4 gin(%)e

)eigo/Qe—z‘E_t/h| _>
(<P+wot)/2|_>_

N|D

(4.13)

~

Ainsi la présence de 30 implique un déphasage proportionnel au temps
entre les coefficients affectés aux kets |[+) et |—). D’apres (4.13) on a

[9() = [+)u,

ou la direction de ﬁ(t) suivant laquelle la composante de spin est —i—g avec
certitude est définie par les angles polaires :

ot) =0
o(t) = ¢+ wt,

%
on voit que ¥ (t) tourne autour de Oz (direction de Bp) & la vitesse angu-

laire wy (proportionnelle & By). On retrouve ici un phénomene concernant
le moment magnétique classique appelé précession de Larmor.

Mécanique Quantique 55/71 SMP/S5

FSO. . UMPOUJDA.COM


https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/
https://fso.umpoujda.com/

T. Ouali Chapitre 4

Axis of Spin

&
g Axts o Pracession

L’effet du champ ES est de faire tourner le moment magnétique au-
tour de By avec une witesse augulaire constante : précession de Larmor

H ne dépend pas du temps, ainsi que S, puisque H = wyS,. De plus
[H,S,] = 0 ce qui implique que S, est une constante de mouvement. On
vérifie bien sur de I'expression de |¢(t)) que dans une mesure de S, on a
P(L) et P(—2) sont indépendant du temps et

(W) (1)) = gcosﬁ.

Par contre [H, S;| # 0 et [H,S,] # 0, ce qui implique que :

(So) = (¥(1)]S:](t)) = 5sin6 cos(p + wot)
(Sy) = (OIS, (t)) = 3sinbsin(p + wt)

On remarque ainsi que (S5,), (S,) et (S.) se comportent comme les com-
» Ry

posantes d’'un moment cinétique classique de module g qui serait animé du

mouvement de précession de Larmor.
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Chapitre 5

Produit tensoriel

5.1 Définiton et Proprietés

Nous avons déja parlé d’espace des états d’un systeme a partir de la no-
tion de la fonction d’onde de la particule.
A une dimension, la fonction d’onde ¥ (x) qui appartient a ’espace des fonc-

tions d’onde s’écrit comme 1 (x) = <x‘w> c.a.d. qu’on lui associe l’état du

systeme ’¢> appartenant a ’espace des états &,.

A trois dimensions, la fonction d’onde est ¥ (7) = ¥(x,y, z) et elle sécrit
comme Y (7) = <F’¢> c.a.d. qu’on lui associe I’état du systeme |1/ ) appar-
tenant a l’espace des états £ qui est produit tensoriel des espaces des états
Er, Ey et £, quon note & =E, ®E, R E,.

Un autre type d’espace des états construit par produit tensoriel est celui
formé par I'espace des états des degré de liberté externe &z et celui des degré
de liberté interne tel que 'espace des états de spin &, des particules ayany
un spin. On note cet espace £ = EF ® ;.

La notion de produit tensoriel (PT) joue un role important lorsqu’on considere
deux systeme physique qui agissent dans deux espaces des états différents.
En regrouppant les deux systemes en un seul et unique systeme, ’espace
des états global de ce nouveau systeme est produit tensoriel d’espace des
états de chaque systeme.

o7
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5.2 Définiton et Proprietés

Soit & lespace des états engendré par ny vecteurs de base { ul(1)>}
Soit ‘¢(1)> €& — ]¢(1)> = 5, aifui(1)).

Et soit & l'espace des états engendré par ny vecteurs de base {
Soit ]X(2)> & — ]><<2)> — 3.0, vi(2)>.

On appel produit tensoriel de & et & l'espace des états £ qu’on note & =
51 & 82.

Si a tout couple de vecteurs
de £ noté

u(2)}

¢(1)> €& et ‘X(2)> € &, on associe le vecteur

(1))@ [\(2)) = |o(1)[x(2)) = [¢(1),x(2))

alors cette correspondance vérifie les conditions suivantes

1. La linéarité par rapport & la multiplication par un nombre complexe
(Aom)) @ [x@) = o) & (Ax@)) =2 (Jo)) @ |x@))
2. la distribitivité par rapport & addition vectorielle
(Jom) +]em)) & k@) =|om) & [x@) + |¢) @ [x@)

o) @ (@) + [X@)) = o) @ [\@) + o)) & [Y @)

3. Base dans £
Si { uz(1)>} est une base orthonormée de &£ de dimension n4

et {

02(2)>} est une base orthonormée de & de dimension ngy

ul(1)> ® vz(2)>} est une base orthonormée de & de
dimension égale a dim&; Xxdimé&y = ny X no.

alors I'ensemble {

Le produit tensoriel des vecteurs ’¢(1)> = .a ul(1)> et

X(2)) = X2 bi|ui(2)), noté [6(1)) @ [x(2)),
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est le vecteur
v) = o) @ [x@) = Y apu)u@) 61

et on peut écrire

[<ui(1)’®<vl(2)u Huj(1)>®‘vm(2)>} _ <u,-(1)‘uj(1)><m(2)‘vm(2)> = 6,i0m

4. Vecteur de &
Soit {‘uz(1)>‘vl(2)>} une base orthonormée complete dans £ et soit

. ¢> _ Zaibl‘ui(l)>‘vl(2)>

ee ;b sont les coordonnées de |1 ) dans la base {‘u2(1)>‘vl(2)>} avec

6(1)) = Yiaifui(1)) et [x(2)) = 3 bfui(2).

5. Produit scalaire dans £
L’existance du produit scalaire (PS) dans & et & permet de définir un

PS dans £ = & ® &s.
Le prosuit scalaire de ’¢(1)> lx(2)> par
quantitée

(d|(@]om) @) = (¢'0)o(0) (¥ (2)|x@)

Toutes les proprietées du produit scalaire sont toujours valables dans
I’espace &.

6. Produit tensoriel de deux opérateurs A(1) et B(2) : A(1) ® B(2)
Soient A(1) et B(2) deux opérateurs linéaires agissant respectivement
dans &7 et &s.

Le produit tensoriel A(1) ® B(2) est 'opérateur linéaire de £ définit
par

(o) sy ) - o
( 52) (Je) @) = (40)B@) (o) x2)))
(Am|em)) (B@)) = (BE@)|x@))(AMm[o)))
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On remarque d’apes ce qui précede que A(1)B(2) = B(2)A(1) ou en-
core [A(1), B(2)] = 0.

Dans la suite, la notation ® représentant le symbole du produit ten-
soriel sera souvent omise des formules sauf s’il y a une ambiguité. Ses

ui(1)>‘vl(2)> - ui(l),vl(2)>}sont
<ul~(1),UZ(Q)‘A(I)B(Q)‘uj(l),vm(2)> -
(w| A1) = (u@)BE@)[vn(®)
— A;B(2)  (5.3)
e Cas particuliers : A(1) =1(1) et B(2) = 1(2)

éléments de matrices dans la base {

ee Si A(1) = I(1) est 'opérateur identité de &;, alors

(10)B@) [6(1).x(2)) = |o(1) ) (B@)|x(2))

/N

5.4)

(1), u(2) [T B2) (1), v(2) ) = 35D Bun(2)  (5.5)
ee Si B(2) = I(2) est Popérateur identité de &, alors

(Am1@) (Jom). x@)) = (amem)))[x@)

~~

5.6)
et
(1), @) ADIR) w5 (1), 0n(2)) = Ay(Do(2) (5.7
7. Valeurs et vecteurs propres
e Si ‘¢(1)> est vecteur propre de A avec la valeur propre a (A‘gb(1)> =

a‘¢>(1)>), alors

propre a

(A 12))|6(1),x(2) = 4|6(1),x(2)) = o). x(2))  (5.8)

o(1), X(2)> est vecteur propre de A®1(2) avec la valeur

e Si ‘X(2)> est vecteur propre de B avec la valeur propre b (B’)g(2)> =
b‘x(2)>), alors ‘qb(l), X(2)> est vecteur propre de I(1)® B avec la valeur
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propre b

(1) @ B) |6(1).x(2)) = B|o(1).x(2)) = b|o(1).x(2))  (5.9)

Les opérateurs identité (1) et 1(2) sont souvent omises des expressions.

8. Remarques :
e S5i A (B) est une observable dans &; (&), alors il est aussi observable
dans &.
e Le spectre de A (B) est le méme dans & (&) que dans £.
e Toutefois si une valeur propre est dégénérée g, fois dans & (&), alors
elle est dégénérée g, x dimé&; (g, x dim&;) fois dans &.

5.3 systéme de deux spins 1/2

Les espaces des états, & et &, des deux spins 1/2 sont des espaces a
deux dimensions (2s4+1) =2 x 1/2+ 1 = 2. L’espaces des états du systeme
formé par les deux spins, £ = £ ® &, est a quatre dimensions (2 x 2). Les

états propres des opérateurs Si, et Sy,

61> et ’62> avec €; = 1, sont choisi
comme base orthonormée de &; et &.
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Chapitre 6

Composition de moments cinétiques

6.1 Problématique

Une fois qu’un systeme contient deux moments cinétiques (E et S par
exemple) ou un systéeme a deux particules (ou plus), des termes, qu’on
appelle couplage, de type L.S ) S.S ou de facon générale de type J.J ap-
paraissent dans I’Hamiltonien de ce systeme. On s’appércoit facilement que
ce type de couplage ne commute pas avec L, ou S, ou de de facon générale
avec J, et donc ne commute pas avec ’'Hamiltonien. La présence de ce type
de terme mis en cause la base de vecteurs propres communs entre H J? et
J, et nous ramene a chercher une nouvelle base de vecteurs propres.
Prenﬁnnﬁ le cas d'un terme de couplage de type W = K L.S. Calculons
|L.,L.S)=[L., LS| + [L., L,Sy| + [L., L.S.]

L., L;S;)=L,L,S; — L,S;L, = L.L,S; — L.L,S; = [L,L;|Sy =1ihL,S,
(6.1)
de maniere analogue

L.,L,S,) = L.L,S,— L.S,L, = L.L,S,— L.L,S, = [L., L,]S, = —ihL,S,

(6.2)
et, puisque L, commute avec lui méme et avec S,,
L.,,L.,S.]=0 (6.3)
enfin
L., W] =1ihK (L,S; — L;S,) # 0 en général (6.4)

63
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De la méme facon, on trouve

[S.,L,S,;| = ihL,S, (6.5)
[S.,L,S,] = —ihL,S, (6.6)
5., L.S.] =0 (6.7)

(6.8)

[S., W] = ihK (L,S, — L,S,)

qui n’est pas nul non plus en général.

Par contre, et en remarquant que [L,, W| = —[S,, W], le commutateur
L.+ S.,W] = 0. De fagon générale, I'observable J =L+ S commute avec
W donc avec H. On peut montrer que J? = J? + J; + J? commute aussi
avec W donc avec ’'Hamiltonien H.

Pour conclure, un systeme qui possede un terme de couplage comme celui du
type (W), le probléme revient a remplacer I’esemble des observables H, L?,
L., S% et S, qui ne commutent pas deux a deux par I’ensemble d’observables,
H+W, L? S? J? et J,, qui commutent deux a deux.

Pour chercher les vecteurs propres communs & H + W, L?, S? J? et
J,, on commence par traiter un cas simple afin de se familiariser avec la
méthodologies et la problématique puis traiter un cas général tel le cou-
plage spin-orbite.

6.2 Composition de deux spins 1/2

Dans cette section, on considere seulemdnt les degres de libérté interne
(H = 0) de deux électrons (ou de deux atomes d’argent). L'un de ces
électrons est représenté par les observables S7 et Si. ayant les nombres
quantiques [ = 1/2 et m; = +1/2 et d’espace des états £;. L’autre électron
est représenté par les observables S5 et Sy, ayant les nombres quantiques
lo = 1/2 et mg = £1/2 et d’espace des états &. Le systéme formé par les
deux électrons est représenté par les observables S%, Si., S7 et S, et les-
pace des états est prosuit tensoriel de & et &. Les espaces des états & et
&> sont des espaces a deux dimensions. L’espace des états du systeme formé
par les deux spins, produit tensoriel des deux autres c.a.d. £ = & ® &,
est a quatre dimensions. Si ces deux électrons n’interagissent pas, leurs
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observables commutent deux a deux et par conséquent ont quatre vec-
teurs propres communs ! {’ml,m2> : ‘ + 1/2,+1/2>,‘ + 1/2,—1/2>,‘ —

1/2,+1/2>, —1/2,—1/2>}.

Par contre en présence d’interaction du type W = K 51.52, les vecteurs

‘ml, m2> ne sont plus vecteurs propres de W, Sf, Si-. S% et Sy, puisque St

et Sy, ne commutent pas avec W. Par contre, en considérant la composition
de S7 et Sy et en prenant J =39 + 52, les observables W, S?, S35, J? et
J, commutent deux a deux et par conséquent nous allons nous intérésser a
leurs valeurs et vecteurs propres communs. Pour cela, remarquons que

L N2 T 2
o= (51+52) = S+ +25.5 =S+ G+ =W (6.9)

— W= %(,ﬂ — 87— 53) (6.10)

Ce qui montre que l'interaction W est combinaison linéaire des autres obse-
vables. Le probleme revient donc a chercher les valeurs et vecteurs propres

de S%, S3, J? et J, en terme de ceux de S%, S1., S5 et So..

6.2.1 Rappels et notations

On rappelle que Jaun comportement de moment cinétique (voit travaux
dirigé) c.a.d.

J. j,m> — mh j,m> (6.11)
e j,m> — th(j+1)’j,m> (6.12)
J. j,m> - ﬁ\/j(j+1)—m(mj:1)’j,m:|:1> (6.13)

1. Le nombre quantique [ ne sera plus mentionnné car sa valeur est fixe et les vecteurs propres seront

12,m2>

notés ‘ml,m2> au lieu de ‘ll,ml,lg,m2> = ‘ll,m1> ®
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Exemple :
7. 1,1> _ 1,1> (6.14)
J? 1,1> — 912 1,1> (6.15)
T 1,1> - 0><h1,2>:0 (6.16)
J 1,1> NG 1,o>. (6.17)

En plus par souci de simplification et pour alléger les écritures de la base
de S%, Si., S3 et Ss., on pose

F1/2,41/2) = |+,+) (6.18)
+1/2,-1/2) = |+,-) (6.19)
—1/2,41/2) = |- +) (6.20)
—1/2,—1/2> — —,—> (6.21)
et sachant que J, = S1, + 55, on a
(2 +) =Sl )+ Sou |+ =’§+,+>+§‘+,+>=h’+,+>
) L+, =) =Su|+,—) + Sa|+,— :§+,—>—§‘+,—>:Oxh‘—i—,—>
J|=+) =Su|—4) + Sa|—+) =4+ +7§‘—,+>:0xh‘—,+>
| L =) =S| m) |- —) = - —) — B ) = —h]-, =)
(6.22

6.2.2 Valeurs et vecteurs propres de S?, S3, J? et J.,

On voit d’apres ce qui precde que le ket ‘—l—, —|—> est ket propre de J,. Et

puisque J a un comportement de moment cinétique, son action sur le ket

1, 1> (de moment cinétique J = 1) montre que les deux kets propres de J,

sont équivalent puisqu’il ont la méme valeur propre h.
1 1> 20 w1, 1>
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et on vérifie bien que J,

, > (019 0. En effet,

I,

, > _ (SH + Sﬂ) ‘+,+> - Sl+’+,+> n SQ+’+,+> —04+0=0
(6.24)
1, 1> nous donne le ket ‘1,0> en terme de la

De plus l'action de J_ sur

base {’i,:t>}. En effet

1) = (s =sifer) i)
b= ) o

de l'autre coté d’apres 1’équation (6.17)
1, 0>

1) =
~) =) el
| > (6.11)

J_

J_

2

et on peut vérifier également que J,

1 O> = 0. En effet

J:[1,0) = %(Su + 52 (‘—,+> + ‘+, —)) =0 (6.27)
Enfin on a
J_|1, > = %(51_ + SQ_> (‘—,+> + ’—i-, —>) = hﬂ‘—, —> (6.28)

en plus, d’apres 'équation (6.13)

J 1,0> - h\/§‘1, —1>
) = ‘—, -) (6.29)
et
J:|1.-1) 0L 1,—1> et J|1,-1) g (6.30)
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1, 1>, 1, O>, 1, —1>} forme une
base de vecteurs propres communs d’'un moment angulaire J = 1 et peuvent
s’écrire en terme de la base de vecteurs propres communs a la composition
de deux spins sans interaction. Dans notres cas, les deux spins interagissent
et I’espace produit tensoriel résultant est a quatre dimension. Ainsi Il faut
chercher le quatrieme vecteur propre pour former la base produit tensoriel
&R Es.

On remarque que la valeur propre 0 de J, (voir Eqts. (6.22)) est dégénérée
deux fois c.a.d. lui correspond deux vecteurs propres. L'un de ces vecteurs

Ce qui montre que I’ensemble des vecteurs {

propres est ‘1, 0> (voir Eqts. (6.11) et (6.27)). L’autre ne peut étre que (voir

travaux dirigés)

0,0) = %(H, =)= |-+ (6.31)

et on peut vérifier que

J

0,0>=0 ot Js

0,0> —0 (6.32)

qui correspond a un moment angulaire zéro (J = 0). Ces quatre vecteurs
forment une base orthonormée de & ® &, et I’ensemble d’observables com-
patible {52, 52, J2, J.} est complet (E.C.0O.C.). On appel les états J = 1 les
états triplet et I’état J = 0 état singulet.

6.3 Cas général : Composition de deux moments an-
gulaires J; et Js

Pour généraliser la composition a deux moments angulaires quelconques,
on considere la composition
e d'un premier moment angulaire J; agissant sur l'espace des états &;, de
dimension (2j;+1) (car —j; < my < j;) et de base propre commune |ji, m1>

aux observables JZ et Jy..
e d’'un deuxieme moment angulaire Jy agissant sur l'espace des états &,
de dimension (272 + 1) (car —js < mgy < jo) et de base propre commune

‘ J2, Mo ) aux observables J22 et Jo..
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e leur moment angulaire composé J=Ji+Jo agissant sur l’espace des états
£ =&, ®Ej, de dimension (2j; + 1)(2j2 + 1) et de base propre commune

71, M1, J2, m2> = ‘jl, m1> & ‘jg, m2> aux observables le, J22, Ji. et Jo, telle

2 jl,ml,jg,m2> — jl(j1+1)h2‘j1,m1,j2,m2> (6.33)
J2 jl,ml,jg,m2> — jz(j2+1)h2‘j1,m1,j2,m2> (6.34)
Ji. j17m17j27m2> = mlh‘j17m17j2:m2> (6.35)
Jo. j17m1,j2,m2> = m2ﬁ‘j17m1,j2,m2> (6.36)

(6.37)

Cependant Jp et fg ne sont pas généralement des constantes du mouvement
c.a.d. [H, Jﬂ # 0 et [H, jg} +£ 0 alors que J? et J, le sont c.a.d. [H, JQ} =0

ot [H Jz] —0.

Le but est donc de construire une nouvelle base formée de vecteurs propres
communs & J? et J, & partir de celle de JZ, JZ, Ji. et Jo..

L’intérét de cette nouvelle base est important une fois on cherche & déterminer
les états propres du systeme (état propre de H) dans laquelle la diago-
nalisation de la matrice représentant H devient simple. En effet, comme
[H, J2} =0 et [H, JZ] = 0, cette se décompose en autant de blocs qu’il y
a de sous espaces propres associés aux divers ensembles de valeurs propres
de J? et J,. Sa structure (diagonale en blocs) est beaucoup plus simple que
celle de la matrice représentant H dans la base des vecteurs propres com-
muns & JZ, J3, Ji. et Jo, puisque ni Ji, ni Jo, ne commutent en général
avec H.

6.3.1 Les deux bases standards possibles

Base des vecteurs propres communs a Jf, J22, Ji, et Jo,

On la note
{‘jl,j2,m1,m2>} = {‘jl,m1>}®{‘j2,m2>} = {‘m1,m2>} a jiet jp fixés
(6.38)
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vérifiant les relation (6.33), (6.34), (6.35) et (6.36).

Base des vecteurs propres communs a J?, JZ, J? et J,

On la note
{‘jl,jz, J. M>} = { >} 5 jret jp fixés (6.39)

vérifiant (6.33), (6.34) ainsi que
J? > = J(J + 1) > (6.40)
7. > - Mh’J,M> (6.41)
(6.42)

avec ‘jl —jg‘ < J <51+ jet —J < M < J par saut d'une unité c.a.d. il y
a (2J + 1) valeurs.

6.3.2 Passage d’une base a ’autre

En insérant la relation de fermuture

+J1 +Jo

> Z Z ’ml,m2> \<m1,m2

m1=—71 Ma=—J2

> (6.43)

-
coef ficients de Clebsch—Gordon

inversement
JitJe
‘ml,m2> Z Z ’J M> <J,M ml,m2> (6.44)
J=j1—ja M=—J ~ ~~ -
coef ficients de Clebsch—Gordon
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