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Chapitre 1

RAPPELS ET COMPLEMENTS

1.1 INTRODUCTION

1.1.1 But et objets de la mécanique quantique

Le role de la mécanique quantique est de décrire le comportement et donner les lois d’évolution
des constituents microscopiques de la matiere. Plus précisément, les phénomenes quantiques se
manifestent pour des objets de petites tailles Az et/ou de petites impulsions Ap, tels que

h
AzAp > 3 (1.1)
avec h = 6.626103%Js est la constante de Plank.

1.1.2 Meécaniques classique et quantique

e En mécanique classique une particule est un objet ponctuel décrit par un point (Z, p) dans
lespace de phase (position, impulsion).

e En mécanique quantique une particule est un objet étendu, décrit par une fonction d’onde
P(Z).

e Le role de la mécanique quantique est de donner les lois qui gouverne ’évolution de ces
objets. Ce sont les équations de Hamilton (ou Newton) dans le cas classique et I’équation
de Schrodinger ou bien équation de Heisenberg dans le cas quantique.

Mécanique ‘ Classique ‘ Quantique ‘

Non relativiste Mécanique de Newton (1687) | Mécanique quantique(1925)

Relativiste Relativité restreinte (1905) Théorie quantique des champs (>1930)
Equations de Maxwell (1865)

Relativité Générale | Relativité générale (1916) ... 7 théorie des cordes ?...

1.1.3 Prérequis supposés

e En mathématiques : Notion d’espace vectoriel et de transformée de Fourier, théorie des
matrices.

e En physique : Mécanique analytique et Hamiltonienne.

e En mécanique quantique : Cours et TD de DEUG
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1.1.4 Conseils

e Travailler le cours avec des livres.

e Préparer TD a I’avance.

1.1.5 Références

e Claude Cohen-Tannoudji, Bernard Diu, Frank Laloé, Mécanique Quantique
e Richard Feynmann, Mécanique Quantique

e Albert Messiah, Mécanique Quantique

e Jean-Luis Basvedant, Mécanique Quantique

e Edgard Elbaz, Mécanique Quantique

1.2 PARTICULE QUANTIQUE A UNE DIMENSION

1.2.1 Introduction
Rappel concerant une particule en mouvement sur l'axe x :

e La particule quantique est isolée de son environnement, c’est a dire elle n’exerce aucune
force sur le reste de la nature.

e Son envirenement exerce sur elle une certaine force

dV (z)
 dx

F(z) = (1.2)

avec V() est énergie potentielle.

e Particule quantique est considérée comme une onde (un objet étendu et non ponctuel).
Exemples :
V' Atome vibrant au coeur d’un matériau ou dans une molécule soumis aux forces des
atomes voisins.

v Electron libre se déplagant dans un fil conducteur.

1.2.2 Espace des états
1.2.2.1 Espace vectoriel des fonctions d’onde

Définition :

Une fonction d’onde est un outil mathématique a valeur complexe qui permet de décrire
I’état spatial d’une particule. Pour un espace d’'une dimension paramétré par la position x € R,
une fonction d’onde est

v:x — Y(x) e C. (1.3)

L’ensemble des fonctions d’ondes noté H forme un espace vectoriel complexe. En effet, si
P1,09 € H et A € C, alors

o= (1 +12) eH: Somme (1.4)
o= € H: Produit (1.5)



NB : H est un espace vectoriel de dimension infnie car ¥ est détérminée par les valeurs de
() prises en une infinité de valeurs différentes de x.

Notation de Dirac :
Egs. (1.4) et (1.5) deviennent

| @) =l 1)+ | ¥2) (1.6)
| @) = Al ).
Rien est nouveau dans cette notation juste question de simplification.

Complément :

e Un groupe est un ensemble G munit d’une loi interne notée (-) : (G,G) — G, dont les
élements vérifiant

v Associative Va,b,c € G, a-(b-c)=(a-b)-c

v Identité I : Vg € G, I-g=g-I=yg

v Inverse : Vg € G 3g7! € G, g-gt=g1l.g=1I
e Group commutatif : Vg, h € G, g-h=h-g

e Espace vectoriel complexe F est un ensemble munit d’une loi interne notée + tel que
(E,+) est un group commutatif et munit d’une loi externe notée (-) : (C,E) — E qui
est distributive par rapport alalois +: A+ (v +w) =A-v+ A w.

e Espace vectoriel réel si la loi externe est : (R, E) — E.
e Espace vectoriel sur K est un ensemble non vide E munit d’une loi interne
ExFE—E, (x,y) — z+y (1.8)

et une loi externe
(K,E)=Kx E— E, (o, y) — ax (1.9)

tels que :

v' (E,+) est un groupe commutatif (abélien)
vV Vz,y €eE, Vo, g €K

alz+y) =ax+ay (1.10)
(a+ Bz =azx+ fz (1.11)
(af)z = a(Bz) (1.12)
Iz =2 (1.13)
Exemples :
Ondes planes :

_ 1 Dz
Yp(z) = Wore exp (lf) (1.14)
= | p) : notation de Dirac (1.15)

avec 'impulsion p € R.
Paquet d’onde Gaussien : Le paquet d’onde Gaussien de position moyenne zg € R,
d’impulsion moyenne py € R et de largeur o € R est

Yaopoo(®) = (m;)m exp (zp%x) exp (—(‘TQ_J;CO)> (1.16)

| Zo,po, o) : notation de Dirac. (1.17)
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1.2.2.2 Produit scalaire

Le produit scalaire de deux fonctions d’ondes [¢)1) et |12) est le nombre complexe noté (y1|v2) :

W L) = [ r(aata)da (115)
avec 1) () est le nombre complexe conjugué de 1 ().
Propriétés :
(W | ©)? < (W | )| ) : Inégalité de Schwartz (1.19)
[+l l+1el: Inégalité triangulaire (1.20)

avec || 1 || est la norme de la fonction .
Par définition, un produit scalaire (1)1 | 12) € C sur un espace vectoriel H doit vérifer les
propriétés suivantes :

1. (2 | 1) = (Y1 | ¢2) : Complexe conjugué.
2. (Y1 | M+ pp) = Mapa | ) + (i1 | ) : Linéarité a droite
3. (¢ | ) > 0 avec égalité si et seulement si | 1p) =0

11 et 1y sont orthogonales si (Y | 12) =
En géométrie Euclidienne: || 1 ||?= <w | 1) définit la norme au carré de la fonction 1 :

I 2= (6 | %) = /R 2 >0 (1.21)

Remarques :

e Il y a des fonctions dont la norme est infinie comme par exemple 1’onde plane :
1
(Wplthp) = ﬁdm =
R

e Le sous espace des fonctions pour lesquelles la norme est finie est appelé espace de HILBERT
des fonctions d’ondes (espace des fonctions de carré sommable) noté H = L%(R).

Propriétés :
Pour A € C, on a

(W1]t2) = (alth1) (1.22)
(Mr[tp2) = X (¥1]h2) (1.23)
(1 + h2|bs) = (Y1[s) + (Yalths) (1.24)

Exemples :

e 1 = L?([0,L]) : espace des fonctions de carré sommable 1) (z) décrivant une particule
confinnée dans le segmant x € [0, L].

o 1 = L?(S') : espace des fonctions de carré sommable périodiques ¥(6), ol 6 est la position
angulaire sur un fil circulaire ou la particule est confinée.



1.2.2.3 Espace dual

L’opération notée (¢| :

(p: H—=C, ) = (oY) (1.25)
alors (¢| est dite forme linéaire sur H car
(D[ Ahr + paba) = A(@|91) + p (Bl4)2) (1.26)

ou aussi appelé un vecteur dual. L’espace des vecteurs duaux noté H* est dit espace dual. Le
vecteur dual (¢| est aussi appelé bra selon la notation de Dirac.

Conclusion : & partir d’'un vecteur |¢) € H, on peut construire un vecteur dual (¢| € H*.
Par exemple, on peut avoir

|9) = A (1] + p [4)a) (1.27)
= (8] = X (¢1] + 7 (¢l - (1.28)
1.2.3 Opérateurs différentiels

1.2.3.1 Définitions

Un opérateur transforme une fonction d’onde (un vecteur) en une autre fonction d’onde (autre
vecteur). C’est donc une opération dans 'espace des fonctions d’ondes H.

e Opérateur de position Z :

|p) = & |¢) défni par o(x) = zp(x), VreR (1.29)

e Opérateur d’impulssion p :

d
6) = pl)  défmipar  é(x) = —ih ﬁf), Vzr € R (1.30)
e Opérateur Hamiltonien H:
)
6) = H |¢) défni par  H = ;Lm + V() (1.31)
h? d?
= ¢(z) = ~ 9 a2 + V(x)| ¥(x), Vz € R (1.32)
1.2.3.2 Opérateurs linéaires
Qéﬁnition :
T est un opérateur linéaire si V [1)1) , [1)2) € H et VA € C, on a
T |gn)) = A(T ) (1.33)
T([¢n) + |¥2)) =T [th1) + T [¢2) (1.34)

Exemples : z, p, H
Remarques :
e L’ensemble des opérateurs linéaires sur H forme un espace vectoriel, noté L(H).

e Si T et Ty sont deux opérateurs linéaires alors 7175 (la composition) est aussi linéaire.
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1.2.3.3 Opérateurs adjoints et autoadjoints

Dans la suite on note 7" |¢)) € H par |1 w>, qui signifie la méme chose.

Définition 1 :

T :H — H est un opérateur linéaire, l'opérateur adjoint de T est l'opérateur linéaire, noté

TT, vérifiant
(9] Ttw) = (Tolv), Vi), lv) eH

Propriétés :

Définition 2 :
T est autoadjoint ou hermitique si 7' =TT, c’est & dire

(off) = 1l

z, p, H sont des opérateurs autoadjoints. En effet V¢, € H on a :
Pour 7 :

Exemples :

<¢)xw> = (2¢]Y) :/Ra:qﬁwdxz/R¢xzpdx: (p|d)) — S

Pour p :

(0

ou on a utilisé la formule d’intégration par partie a savoir

¢

ih [oy] 0 = m/ %wdag + ih/(bf;f:dac =0

Pour H :

2 2

FIT:<p+V(x))T:<p>T—|—(V(m))T:ﬁ —  H =1

2m 2m

1.2.4 Evolution d’un état quantique

La particule évoluant au cours du temps t est décrite par 1’équation de Schrodinger.

équation donne la loi d’évolution du vecteur |1(t)) dans l'espace de Hilbert H :

d|i(t))
dt

ih = H[y(1))

d —d
510) = (olo) = [ —invde = —in [ 650 = (0w} — =5

(1.35)

(1.36)
(1.37)
(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

Cette

(1.45)



ou en terme de fonction d’onde

2 92

avec d(a, 1) = (2| (t)).

Remarques :

e On utiluse la dérivée droite % s’il s’agit d’une seule variable comme dans Eq. (1.45) et la
dérivée partielle % s’il y a plusieurs variable comme dans Eq. (1.46).

e Eq. (1.45) donne la modification instantanée de 'onde & un instant précis. Pour cela H
est dit générateur de I’évolution temporelle.

e Equivalence de Eq. (1.45) en mécanique classique sont les équations du mouvement de
Hamilton.

. |91(8)) = [91(2)) + [¢h2(t))
e Eq. (1.45) est linéaire car { \é;(t)) _ fliﬁ(t» 2

e La fonction d’onde conserve sa norme au cours du temps || ¥ ||2= (1(¢)[2(t)) = cte.
En effet, d’aprés Eq. (1.45) on a
dip H
G o= (%) + (4] %) - <—zhw‘w> - <w

il
_27 f—
)
car H est Hermitien (H' = H).
Exercice : montrer que le produit scalaire est conservé (¢ (t)|¢p(t)) = cte.
NB : En général, il est impossible de résoudre analytiquement 1’équation de Schrédinger
sauf pour quelques cas particuliers.

1.2.5 Bases
1.2.5.1 Base orthonormée

Définition :
L’ensemble des vecteurs {|V;) € H, i = 1,2,---} forme une base orthonormée (b.o.n.) de
I’espace H, si

s )L sit =7
<V;|VJ>_51J’ 51]_ { 0’ Si’i#j
et pour tout |¢) € H doit se décomposer sur cette base
> ¢ilVi),  ¢ieC (1.47)
i=1,2,
ou les composentes ¢; sont donneés par le produit scalaire
¢i = (Vil9) - (1.48)
En effet,
(Vilp) = quj VilVi) = 63615 = ¢i. (1.49)
J
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Remarques :

e Dimension H = oo (infinie) si 'ensemble {|V;),i =1,2,---} est infinie.

e Dimension H = N < oo si 'ensemble {|V;),i=1,2,--- N} est finie.

Exemples :

e 1 = L*(R) de dimension infinie co.

e Espace de Hilbert de spin 1/2 est de dimension finie N = 2 (voir plus loin).
D’apres Eqgs. (1.47) et (1.48), la norme de |¢) est

(plo) = Z | ¢i |2 (1.50)

car

(9l9) = (Z 2 w) D 0ilViy | =D by (VilVi) =) b= leil?.  (151)
j ij i i
On peut représenter le vecteur |¢) par le tableau de composantes complexes (ou vecteur
colonne) par rapport a la base |Vi) :

®1
b2
o) =1| -

Remarque : Si on choisit une autre basse, |¢) aura d’autres composantes.

Exemple :

Considérons une particule confinée sur un cercle S' dont I'espace de Hilbert (espace des
fonctions de carré sommable) est

H=1L*(S").
Si le fil est de circonférence L, et x est la position le long du fil, alors H est ’espace des fonctions
périodiques vérifiant la condition :
¢(z+ L) = ¢(x).

On montre que I’ensemble des fonctions

Vi(z) = —=e* T, kel (1.52)

8-

forme une b.o.n. de H = L2(51)_ En effet,
e L[’orthogonalité :
L ]- L . 2mx
<Vk‘w> = / Vk*(x)vl(q:)dgj = L/ el(l*k)le.
0 0

0, sik#1

avec (Vi|V)) = { . G E

e D’apres le théoréme des séries de Fourier, toute fonction périodique ¢(z) de carré sommable
peut se décomposer sous la forme :

oK ik2rz
= E —e"L = E ok Vi ()
L \/Z L Wk

Remarque : {|V})} est appelé base de Fourier de H = L?(S1).



1.2.5.2 Relation de fermeture

Suivant Eq. (1.47) et Eq. (1.48), on a

0) = > ((Vile)) Vi)

)

On peut également écrire

w=§]m«ww=<2ﬁam0w

ce qui implique

Z Vi) (Vi| = L. (1.53)

Cette relation laisse le vecteur |¢) inchangé et peut étre considérée comme l'opérateur identité,
elle est dite relation de fermeture.
Remarques :

e Eq. (1.53) peut se comprendre comme suit. Posons
P, = Vi) (Vil = Pilo) = [Vi) (Vil#) = ((Vilo)) [Vi)

on voit que P; est un opérateur qui transforme |p) en P, |¢), c’est-a~dire |¢) a une projetc-
tion orthogonale sur le vecteur de base |V}).

e Un projecteur orthogonal vérifiant les proprietés suiavantes :

°* > Pi=1
1.2.5.3 Expression d’un opérateur dans une base
En général, les éléments de matrice d'un opérateur O dans une {|V;)} sont :
Oij = (VilOIVj),  i.j=1,2

avec O;; sont les élements d'une matrice O. Si O [1)) = |¢), alors les composantes ¢; de |¢)
s’obtiennent a partir des composantes v; de |¢) par

i = Z Oijip;.
J

En effet,

J

6i = (Vile) = (VIO [v) = (|0 3 IVy) (Vi) = D (Vil OIV3) (Vilw) = D Ois;.
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1.2.5.4 Changement de base

Soient {|Vi)} et {|W;)} sont deux b.o.n. différentes de H. Si |¢) € H un vecteur tel que ses
composantes sur les deux bases sont

¢i = (Vilo)

¢i = (Wilo) (1.54)

alors ¢; et ggl sont reliées par

= (Vi|I|¢) = V!ZIW ) (Wyle) = (VilW)) §; = Zom
J

ou O;; sont les éléments de matrice de la "matrice de changement de base”, qui est une matrice
unitaire.

1.2.6 Spectre d’un opérateur
1.2.6.1 Définition et propriété

Définition :
Pour tout opérateur linéaire T, on dit que la fonction |¢) € H est un vecteur propre de
lopérateur T et A € C est sa valeur propre, si

T¢) = \o)

L’ensemble de ces vecteurs propres et valeurs propres forment le spectre de T.
Propriétés :

o SiTh= T, alors la valeur propre \ est reélle (A € R).
Démonstration :

Melo) = (olo) = (Te|o) = (8]TT0) = A(sl6) — X =\

o SITF =T, T|¢1) =\ |¢1) et T'|d2) = A2 |$2), avec Ay # Ao, alors

(¢1]p2) = 0.

Démonstration :
(62| T61) = A (Dl 1) = Aa (dld1) = (M1 — Aa) (Baln) = 0 = (o) =0
Remarques :

e SiT|¢) = \|¢) alors ‘¢’> = 11|®) (1 € C) est aussi un vecteur propre de 7. En effet,

Tlo") = T(ule)) = uT16) = Muls) = A |6 ).
e La somme de deux vecteurs propres n’est pas un vecteur propre :

T(|g1) + |p2)) = A1 |61) + A2 |¢2)

sauf si A1 = Ag.

10



1.2.6.2 Spectre de 'opérateur =
On a (z|¢) = ¢(z) et ip(x) = x¢(x) <= (2| |¢) = 2 (x]¢), donc
{ (7| & =z (z] (1.55)

tle) = alx)
avec |z) le est vecteur propre de 'opérateur Z associé a la valeur propre x.

Conclusion : Le spectre de I'opérateur & est formé par les valeurs propres z € R, et les
états |x) correspondants. On dit que & a un spectre continu (car toutes les valeurs de x sont
permises, formant un ensemble continu).

Relation de fermeture en position :

V1), |¢2), on a

(Wrlun) = / (@) n()da = / (1] (zlipn) de (1.56)

donc
/|33> (o] do =T (1.57)

c’est la relation de fermeture dans la base position.
Remarques :

e ¢(x) est la composante du vecteur |¢) dans la base {|z)}.

e On a
(x]|o) = / <:c l’l> <x/‘¢> dz’
—
= /6(3:/ — 2)¢(z )da
donc

(a

a:l> =§(z — )

1.2.6.3 Spectre de 'opérateur p

Pour déterminer les vecteurs propres et valeurs propres il faut résoudre :
plép) = pldp)

avec ¢p(z) = (x|¢p). Cela donne

d ipx
i) g a) = 6y(a) = ¥

soit ¢ = \/ﬁ Le spectre de p est constitué par les valeurs propres p € R associées aux vecteurs
e

propres noté |p) donnés par les fonctions

1 ipz

Chaque fonction est dite onde plane.
Remarques :

e Le spectre de p est continue

e La norme (p|p) = [p 5opdz = o0

e {|2)} et {|p)} sont des vecteurs de I’espace de Hilbert H = L%(R).

11
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1.2.6.4 Transformée de Fourier et relation de fermeture en impulsion

Les composantes du vecteur |¢) dans la base {|p)} sont
1 ipz ~
wo) = [ i) talo) do = —— [ F i@yt = 300

avec (p|¢) est la fonction transformée de Fourier qz~5(p) de la fonction d’onde ¢(p). On dit que
{Ip)} est la basse de Fourier et ¢(p) est la représentation en impulsion. La relation de Fourier
inverse :

1 ipe ~
mmzﬁm/ww@@

qui peut s’écrire en notation de Dirac comme

@@z/@m@@@

¢a implique la relation de fermeture dans la base d’impulsion

/ lp) (pldp =T (1.58)

On peut écrire la norme de |¢) soit comme

ww=/wmmwm=/W@wx

ou bien

ww:/wmw@@:/&m%a

ce qui conduit a la relation de Parceval

[ 6war= [ lot)ar

L’action de 'opérateur p :
(plplo) = p(pld)

on trouve
(60)(p) = po(p).

Donc on voit que p agit comme une dérivation dans la base de position et comme une multipli-
cation dans la base d’impulsion.

1.2.6.5 Spectre de 'opérateur H

En général, le Hamiltonien H décrivant une particule dans un espace a une dimension est donné
par
.p?
H=—+V(2). 1.59
v (1.59)

Supposons que |¢g) € H (non nulle) satisfait a I’équation de Schrédinger stationnaire (indépendante
du temps) : A
Hlpp) = E|¢p) (1.60)

ou E est I’énergie associée a I'état |¢p).

12



Onde stationnaire : Au cours du temps, 'onde |¢(t)) évolue comme suit

do(t)  H __.FE
—o = i [o(1) = —i [6(1).

Puisque F est une quantité constante, donc la solution est

16(1)) = e |$(0)) (1.61)

c’est-a-dire

d(z,t) = e % ¢(z,0) (1.62)

NB : |¢(z,t)| est constant au cours du temps, seule sa phase change. On dit alors que |¢(t))
est une onde stationnaire ou un état stationnaire.
Remarques :

e Les ondes sur une corde vibrante sont stationnaires (solutions de 02¢ — c?92¢ = 0).
e Les ondes stationnaires (vecteurs propres de H) sont des solutions particulieres.
e Les ondes stationnaires sont importantes pour les raisons suivantes :

1 Au niveau mathématique, les vecteurs propres de H forment une base de I’espace
total H.

2 A température (presque) nulle, un systéme non isolé se met dans son état de plus
basse énergie, qui est l'onde stationnaire de plus basse énergie (état fondamental). A
température plus élevée, on montre en physique statistique (loi de Boltzmann) que
le systeme est dans une répartition statistique d’ondes stationnaires de diffiérentes
énergies.

3 Dans les expériences de la spectroscopie (sonder la matiére par le rayonnement), on
impose une force stationnaire au systéme (par exemple une onde monochromatique
laser sur une molécule), pour la transister vers un état d’énergie spécifique.

e Pour lopérateur de Schrodinger Eq. (1.59), les vecteurs propres peuvent étre choisis
comme étant des fonctions réelles ¢(x), car 'équation différentielle est une équation réelle.

Exemple 1 : Particule libre sur I'axe x
52
P

A~

Si V(x) =0 alors H = £, on a les resultas suivants :
e Les fonctions propres sont les ondes planes |¢g) = |p) car H |¢p) = % |p) et donc E =
2
P >0
2m =

e Le spectre est continu, toutes les énergies sont permises, la particule peut partir & 'infini.

)
|=p) ’

e Pour une valeur donnée de F, il y a deux fonctions propres différentes associées {

avec p = v2mE. Donc E est 2 fois dégénérée.
e La relation de fermeture : [ |p) (p|dp = L.

e Physiquement |p) correspond a une onde d’énergie E se déplagant vers la droite, tandis
que |—p) vers la gauche.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Exemple 2 : Particule libre sur un cercle
L’espace des fonctions périodiques est H = L?(S!). Pour une particule libre décrite par le

Hamiltonien H = %, les fonctions d’onde sont Vi (x) = ﬁeikg%. On a
o dVi(w)  2hk Tk B
(@ p[Vi) = —ih—r = = —=Vi(2) = - Vi(2) = pr (2|Vi)

ce qui implique que les valeurs propres de I'impulsion sont discretes :

hk
Pr = f? keZ
et I'énergie est solution de H |V;) = Ey |V;), donc

2
E =2 pez
2m

qui est discrete et deux fois dégénérée (sauf si k = 0). La relation de fermeture pour la base
{|Vk)} est

D Vi) (Vil =L

keZ

Remarque : En général, le spectre de H peut avoir une partie discrete et une autre continue.

1.2.6.6 Valeurs moyennes et variance de ’observable

Notons le spectre de I'observable A par

A |1/}a> = Aa ’wa> (1'63)

ou a est un indice discret ou continu. Dans la base de A, un vecteur |¢)) quelconque se décompose
comme

6) = daltha),  Ga = (tal0). (1.64)

On pose la quantité

P, = ’<¢a|¢> |2 _ ‘¢a|2 (1.65)

(2]9) (2l9)

ou P, s’'interpréte comme la probabilité d’observer la valeur A, dans le cadre d’une mesure.
Définition :

La valeur moyenne de A:
(A) =) PaA, (1.66)

La variance :

(A4)* = ((A4-(4)) (1.67)
= > Pu(Ag—(4)° (1.68)

AA est ’écart type ou encore l'incertitude sur la valeur de A.
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Proposition :
Les relations en haut peuvent s’écrire comme suit

(4) = <Z‘1lj;> (1.69)

(AAP = (42) (4 (1.70)
(0420) ((04]9)

= T\ @ (L.71)

Démonstration :

(@l Alg) _ X4 (Wal bAX o ba [ar)
(010) (d10)
Daw Walta) Awbadar  Aydada
(010) (¢l
= ZA 19al*
“{0lo)

a

= > AuPa=(4A)

(AA)? = ((A—{4))) = (4%) — (4)?

1.2.6.7 Relation d’incertitude et relations de commutation

Soit ) un état quantique, supposons que A et B sont deux opérateurs hérmitiques.
Définition :
Le commutateur de deux opérateurs A et B est 'opérateur

[21, B} — AB - BA (1.72)

Exemple : ¢, p — [§,p] = AL
Plus généralement, l'incertitude de I’état |¢) de A, B est

AA-AB > %K[A,B])y, Vig) € H (1.73)

avec A|¢) = A|¢) et B|p) = B|¢). En particulier pour A = § et B = p, Eq. (1.73) devient
I'inégalité de Heisenberg ou bien relation d’incertitude.
1.3 THEORIE DE LA SYMETRIE

Dans cette section, on va étudier ’aspect algébrique de la particule quantique sans spin isolé,
évoluent sur un axe z. En particulier on montre 'utilité de la théorie des groupes a travers la
résolution du spectre de l'oscillateur Harmonique, voir chapitre 2.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

1.3.1 Générateur H du translation dans le temps
1.3.1.1 Opérateur d’évolution

Rappellons que I’ equatlon d’évolution de Schrédinger donne la modification instantanée WJ) de

I’état quantique. Etant donné un état initial |1(0)) & linstant ¢ = 0, nous allons voir qu 11 est
possible d’avoir 'expression de 1’état [¢(¢)) & un instant ¢ donné.
Proposition : supposons que H ne dépend pas du temps. L’évolution temporelle d’un état

[4(8)) est A
() = U (2) [:(0)) (1.74)

ou U(t) est appelé propagateur ou opérateur d’évolution ou encore opérateur de translation sur

la durée t, tel que
. Ht > 1 ( )"

n=0

L’équation (1.74) satisfait 1’équation de Schrédinger. En effet

d dU(1) . H
@ 1wy = T o) = ~% 00 1w ) (1.76)
ce qui donne
() = H (1) (1.77)

1.3.1.2 Opérateur unitaire

Un opérateur linéaire O est unitaire s’il conserve la norme de tous les vecteurs, c’est-a-dire

Vigy, ¢ =0) = (l¢) = () (1.78)

Propositions :

1. L’équivalent de (1.78) en géométrie euclidienne sont les transformations orthogonales (par
exemples les rotations) qui conservent le produit scalaire euclidien.

2. O est unitaire si le produit scalaire hermitien est conservée par ’action de O :

I 1e): (ole) = (06|0v) (L.79)

3. Un opérateur linéaire O est unitaire si est seulement si

A ~

ofo=1 < O'=0"". (1.80)

En effet, d’apres (1.79) on a

(@)
Il
=

(@lv) = (06|0v) = (4]0T0J) = O
4. D’apres Iéquation (1.75), U(t) est un opérateur unitaire :
U'(t)=U"t) = U(-t). (1.81)
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En effet,

R i - . .
UT(t) = [exp (—z?)] = exp (z?) = exp (zh;f) = exp (—z?) = U(—t)

donc on trouve
e R . Ht Ht .

1.3.1.3 Groupe d’évolution des états quantiques dans le temps

Les propagateurs U (t) dépendent du variable continu ¢ € R. Par conséquent ils constituent un
ensemble d’opérateurs unitaires vérifant les 3 propriétés suivantes :

Loi de composition : T(t)U (t2) = Uty + t2) (1.82)

Elément neutre : 7(0) =1 (1.83)
N T

Tnverse : (U(t)) = U (1) (1.84)

Donc ils forment un groupe dit groupe de Lie de dimension 1, car les opérateurs unitaires
dépendent seulement d’une variable continue ¢. Ce groupe est appelé aussi groupe d’évolution
dans le temps. On dit que U(t) est un élément du groupe et que H est son générateur. Ils sont
reliés par

— =—i—U(t) (1.85)
Remarques :

o H est interprété ici comme un générateur d’évolution et dans I'opérateur de mesure comme
une observable possible de la grandeur énergie. Ce double aspect est valable pour tout
opérateur auto-adjoint H.

e Développement limité : lorsque ¢ ~ 0, U (t) se comporte comme

Ut)=1- z%t +6(t) (1.86)

dans ce cas U (t) est dit une transformation infinitésimale.

1.3.1.4 Relation d’incertitude temps-énergie

La relation AzxzAp, > % se déduit directement des postulats et de la relation de commutation
des opérateurs & et p, c’est donc une propriété intrinséque de tout systeme. Il n’en est plus
de méme pour la relation AEAt > % car le temps n’est pas un opérateur mais un parameétre
qui a une valeur bien définie dans les équations : bien qu’on puisse le mesurer, ce n’est pas une
OBSERVABLE. Les interprétations de cette relations sont multiples. On se limite ici & quelques
remarques.

Etats stationnaires : Ce sont les états propres de 1’énergie dont ’évolution se ramene a

un simple facteur de phase global

$(8)) = exp (—fj) $(0)). (187)
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

Si le systeme est préparé dans un tel état, la valeur moyenne (A) de toute observable A ne change
pas au cours du temps. Un systéme isolé dont 1’énergie est bien définie (AE = 0) n’évolue pas.
Autrement dit, si [¢) est état propre de H, alors c’est un état stationnaire car il vérifie

[(¥(®)¥(0))] =1 (1.88)

et donc AE = 0.

Evolution d’un systéme : Le systéme n’a pas d’énergie bien définie (son état i) est par
exemple une superposition de plusieurs états propres de ’énergie. D’aprés la relation générale
pour toute observable A, on a

AA-AE > W[A, FI]¢>]- (1.89)

N

Soit V = % la vitesse d’évolution de (A). Le théoreme d’Ehrenfest implique

1 .
V= (lA, i), (1.90)
Considérons At = % comme étant le temps d’évolution de la grandeur A avec le module

V=1 ‘(MA, I—AI]M‘ On remplace dans (1.89) pour trouver

At-AE > (1.91)

NI S

1.3.2 Groupe des translations des états quantiques en espace

Soit 1 (x) une fonction d’onde et ¥y (z) = ¥ (x — A) est la méme fonction translatée de A € R en
espace, dans la direction z. L’opérateur de translation T \ qui effectue cette transformation est
défini par )

T(@) = v(a — ) = (),  AER, (1.92)

Exercice : Vérifier que les opérateur Ty forment un groupe a un parametre A € R d’opérateur
unitaire, appelé groupe des translation des états quantiques en .
Solution : Par anologie au cas temporel, on peut avoir la correspondance

H — (1.93)
Uty — Ty (1.94)
Donc le générateur de groupe de translation des états quantiques en x est 'opérateur auto-adjoint
impulsion
d
p = —ih— 1.95
p=—ih— (1.95)
Autrement dit a16) A
- A .p
[vA) = T |¢bo) — = —i—|{y). (1.96)
dA h
Par conséquent on obtient
. DA
Ty = exp (-iph> (1.97)
On a ¥y (z) = ¢(z — A\) donc
d dpa(w)  do(z—X)  dib(w—\)
il - = = _ 1.
(el g3 lon = =45 X dx (1.98)
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] ] )
IO ) D) = ol = P (1.99)
- dia(x) _, ip
AL) p
o= (z - |4x) (1.100)
=
d
O = ) (1.101)

qui est analogue a I’équation de Schrodinger. L’interprétation de I'impulsion comme générateur
des translations spatiales est assez fondamentale. Elle est aussi valable en mécanique classique
comme en mécanique quantique.

Exercice : Montrer les relations suivantes :

(2| Ty = (x — )| (1.102)
Ty |z) = |z + ). (1.103)

1.3.3 Groupe des translations en impulsion

Soit Bu I'opérateur qui translate la fonction d’onde en représentation d’impulsion

Bui(x) = tu(p) = d(p — p) (1.104)

Comme p = mv (en mécanique classique), 'opérateur Bu consiste a changer la vitesse par une
constante. Cela s’appelle aussi un BOOST. Ce changement intervient lors d’un changement de
référentiel Galiléen :

: de’ d
r =x+uvt == d—i = d—iqu, v = cte. (1.105)

Exercice : Montrer que Bu forment un groupe a un parametre p € R d’opérateurs unitaires
et que lopérateur position (—z) est leur générateur, tels que

B, = exp (—z’(_?“) = exp (z@“) (1.106)

i) _ (-

dp

(_rf)> ‘zﬁu> (1.107)

1.3.4 Générateurs en mécanique classique

En mécanique classique de Hamilton la situation est la méme. En effet, un état est un point
(z,p) dans l'espace de phase.

e Evolution temporelle : Si le point (z(t),p(t)) évolue en temps, alors il satisfait 1’équation
d’évolution de Hamilton :

. dz OH OH
T=" = d("f):( d> 1.108
LS = a0)- (% o

qui est I'analogue classique de 1’équation de Schrodinger. Elle permet de dire que la
fonction de Hamilton H est le générateur de ’évolution temporelle.
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CHAPITRE 1. RAPPELS ET COMPLEMENTS

e Les translations en position :

(zx,pr) = (zo + A, po) — b o (1.109)

% < ;fi ) - < _(Zl% ) (1.110)

ou le générateur est la fonction impulsion G(z,p) = p.

En général on peut écrire

e Les translations en impulsion : Le générateur est la fonction G(z,p) = —=x.

Résume :
e L’opérateur (—z) est le générateur des translations des fonctions d’ondes en impulsion.
e L’opérateur p est le générateur d’évolution des fonctions d’ondes en espace.

e L’opérateur H est le générateur d’évolution des fonctions d’ondes en temps.

temps t

A
o A généré par H
genere par —x

. . P Vd rd A
impulsion 9 génér¢ par p

p

Position x
Fig 1.1: Résumé de I'action des générateurs des translations dans I'espace (de phase).

NB : Il y a une différence entre les translations dans I’espace de phase en mécanique classique
et quantique. Ca est due a la non-commutativité [§,p] # 0 et par conséquent [T N Bu] # 0 en
général. Dans la suite, on verra que le groupe des translations quantiques dans I’espace de phase
(groupe de Weyl-Heisenberg) est un groupe de Lie de dimension 3. En mécanique classique le
groupe des translations dans I’espace de phase est un groupe de Lie commutatif de dimension 2.
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