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Probléme I (10 points) : Moment cinétique orbital et harmoniques sphériques

1. On considére une particule M de masse x qui évolue dans le potentiel central V' (r).

a, Ecrire, en coordonnées sphériques, 'équation de Schrddinger 1ndepenc3:m;e du temps

vérifiée par la fonction d’onde w(r,8,¢) des états stationnaires d’énergie E, « _-f:r“,r‘,(;a'
50
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b. Dire pourquoi la fonction d’onde peut s’écrire sous la forme. Nk L
af"%‘f!' W“":‘J OV

w(r,0,0)=ROY"(G,0) r&/ -

ou R(r) est la fonction d’onde radiale et Y,"'(H,(p)=<t9,ga|l,m> sont les harmoniques

sphériques, fonctons propres communes aux observables I* et L_ ;[ et m étant les nombres

quantiques associés au moment cinétique orbital. -

c. Pour une valeur de / fixée, donner Péquation différentielle satisfaite par la fonction

radiale R(7).
2. a. Montter que ¥"(6,¢) s’écrit sous la forme :
5"(6,¢) = i (0) G ()
Donnet Pexpression de la fonction G, (@) et les valeurs prises par le nombre quantique m.

b. On considére le cas m =1, montter que :

— 1 7[ .\‘-f}k
Fy1(6)= G, (sin) -
< VLY
o C; estla constante de normalisation. _x,,‘g)?"&._,'-b’v“"
t‘ A \‘.n "'. )

c. Indiquer, sans détailler les calculs, comment obtenir Y"’(@,(/)) v paxm de %Y (6,p).
'n’ ‘:,"Q\

D" [@i+1)! .
2n N 4rxr

d. Sachant que C;=
sphériques correspondantesa I=1: K(@,¢) . K(@.0) » (0.0,

Formulaire : ]

2

| a a
A(')‘——'—(I )— () ; L-:—ih.—é% ; Liziheﬂ‘”(%-iicotg&—)

Z aq)

déterminer les cxprcssions des harmoniques




Probleme II (10 points) : Moment cinéique /=1 daus un chainp magnéagae

On considére un systéme quanigue de momeat cinétique j =1. Le sous-espace ¢ 2 trols \\
: : ” 5 - S| ’ ‘ra sl
dimensions, associ¢ au systéme, est rapporté a la base {[j=1,1:)j que I'on notera simplement
{lm)} , Ou les vecteurs ‘m) sont classés par ordre déceoissant du nombre quanuque 7.
L’hamiltonien H, du systéme est:

1%=m4+§ﬁ
1

ou a et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d’une pulsation:
1. Quels sont les niveaux d’énergie du systéme ? >

2. On applique un champ magnétique statique B dans une direction de vecteur unitaire
u définie par les angles & et ¢ :

U =sindcosg.e, +sin@sin @.€,+cosb.e;
L’interaction du champ B avec le motnent magnétique du systéme M= yJ (7 est le rapport
gyromagneétique, supposé négatif ) est décrite par Ihamiltorien :
| W=-M.B
On notera @ = —y B la pulsation de Larmor. L’hanidlionien total du systéme est alors :
H=H,+W

a. Donner l'expression de 'hamiltonien d’interaction W en fonction .des opérateurs
J,,J_ et J, etdes données du probléme.

-b. Calculer la matrice représentant W dans la base {]m)} ;

3. On suppose que b=a et que la direction du champ magnétique B est paralléle 4 axe Ox :
i =¢,. On suppose aussi que @ <<a. ‘ /

a. Calculer, au premier ordre de perturbation, Pénergie propre du niveau fondamental
et, 2 Pordre zéro, le vecteur propre correspondant,

b. Calculer, au premier ordre puis au second ordre de perturbation, Pénergie propre du

niveau excité.
Résumer les tésultats sur un diagramme d’énergie.

4. On suppose que b=2a et que @<<a. La direction du vecteur # est maintenant

quelconque (son expression est donnée dans la question 2.).

Calculer, au premier ordre de pertutbation, le vecteur propte du niveau fondamental,



/,/ UNIVERSITE IBN ZOHR
/ FACULTE DES SCIENCES
/ AGADIR

/

Année univetsitaire 2016 - 2017
Session normale — 03 Janvier 2017
Pr. NASSIK

Epreuve de Mécanique Quantique 2 = SMP5

Corrigé o B

Probléme I (10 points) : Moment cinétique orbital e:_t{‘,ljgatﬁrfbniques sphériques

1. Soient une particule M de masse 4 qui évolue dans ;lé_;"iq_oié/jéél central V() et w(r,0,p) la

fonction d’onde des états stationnaires d’énergie £. 27 U/
. ‘G
a. L’opérateur hamiltonien du systéme en coordonnées sphériques est :
ﬁz hZ 62 L2
H=—-—A+V(r)=—7———r+ ~+V(r)
: 21 2ur or 2ur

L’équation de Schrodinger indépendante du temps satisfaite par les états stationnaires du systéeme
w(r,0,p) est:

ot L
@ { r+ 2+V(r)] w(r.6,p)=Ey(r.6,0) ()

—2,ul' ot 2ur

. &Y V
r r‘" ‘.r_ ’ "A’!_,—
b. Factorisation de la fonction d’onde : N Cai g
4 -F ’::?J_‘L,)‘,L, [“,.._, o
Ona: “ﬂ/,/
w8 i
= r+V ()t —Z—= H, +Hg
2ur or re 2u
® R
H, Ho
A 1 P
avec : L= —r+V(r) et Hp=—5.—
2ur or re 2u
; ; ; . Jie & f
L’opérateur I? wagit que sur les variables angulaires Q=(6,p), il commute alors avec I'opérateur
8 - ’ J
_5—2 et avec toute fonction ¥ (#) der, il s’ensuit que : ool
r 5 e .

GF e

-
“{

[H,,Hal=0 = [H,Hal=[H,H]=0; ;
Donc, 1, H, et r possédent des fonctions propres cominunes. ‘h,/
H, agit dans le sous-espace &y et a pout fonctions propres R(r) ;

I* (et donc H,,) agit dans le sous-espace éqn et a pour fonctions propres les harmoniques

sphériques 1,"(6,0) ;

Donc Phamiltonien H agit dans Pespace produit tensoricl & = &, ® &q, et a pour fonctions propres :

v (r,0,0) = R(r) ;" (6,¢)

3



c. Léquation diliécentielle satisfaiie par la foncdou wadiaie £(1):

L'¢quauon de Schrodinger (+) décrivant Pévolution de Uetat stationnaiie 8'¢cat alors

ST B |
e gtk ) Rl y=E£ R(r)Y" (0,
{ 2ur or? 2!”3 o (’/_J R(r) 1 (09) () 1" (6,9)

"Pour/ {ixé, on a:

£ o s R +1)
2#,‘2 R(’)}f (0,(/’)= 2/[ .2'-R(/'))/ (0:q))

Donc;

[_ia_’r RI(+1)

]
[/ Y-fiss 2] - Ym 9
2/_”_ a,.l 2#1 +I (’)J ‘h(’)}! (0,{0) ER(F) ! ( ,(/7)

En divisant par "(0,0) on obtient Péquation différentieile satis(aite par la fonction radiale R(r):

2 2 2
@ - aé‘ (rR(r)+ (hzi:l)ﬂf( )}1’(1) E R(r)

2;41‘

: ;o . N 2
3. Les harmoniques sphériques 1"(6,p) sont les fonctions propres communes a L° et L_ ; elles

sont définies par :
7 @.0)=(8,¢|lm)

a. Montrons que Y"(6,¢) s’écrit sous la forme :

Y0,0) = F, 5 (6) G, (9)
* Ona:

L 1"(0.0) - ?5‘2—)1’,”%9@) =m0, 0)

Donc: -

%17" (0.0)=im 1"(9,0)

Les solutions de cetle équation sont de la forme :

@ Y"0,0)=F, 0" = G,(p)=e"?

* Comme 0<¢ <27 etla fonction d’onde doit tre continue en tout point, on a aloys :

2rim e 1

¥ 0,0=0)=Y"(0,p=27) = e

Ce qui implique que m ne peut prendre que des valeurs enticres :

@ m=0,t1,£25%3,-




b. On considere [e €as m=1I, montrons que :

F,,(6)=C (singY

* Ona:
LiLly=0 = (gplL|Ll)=0 = LI@6.¢)=0
Or: _ P
a i a y
L =he'""| —+icotgd.— |~
P (69 red ﬂw]
DOIIC: L Z;,: w
th:"r —"‘:‘.' ) //
o . 5] " ~dF/(8)
— t —_ ilp - I Hep _ g _
( 5g Ticoted aqu F (0" =0 = —e l.cot gb.F; (8)e'? =0
dF,(0) d(sin® , ,
mi].cotgé’.a’@ = l—i'zb—) = LnF;J(Q) =/Ln(sind) = Ln(smﬁ)l
= F(0)=c (sing)
D’on
@ /(6.9 = C sin6) ¢*

ou C; estla constante de normalisation.
c. Pour obtenir ¥"(8,p) 4 partir de ¥} (6,0) :

Les expressions des fonctions };" (8, ¢) s’obtiennesut par applications succesLives de l'opérateurs L_ sur

les fonctions I’;l (8,¢) . En effet :

(D Lyemay'6e = ZHOnal"0.0 ; p=1,23,

Donc, pour obtenir ¥,"(8,¢) , il fautque [-p=m = p=Il-m.

Ainsi, les fonctions I”(6,p) s’obtiennent en appliquant (/—m) fois Popérateur L_ sur la

fonction Y,’ 8,p) .

e

d. Expressions des harmoniques sphétiques : 7(6,9),12(6,p) et 1! (9, qg)”l '

. =1 = C1=—-1[§3;,donc: ' ' "
1 (0,@) =- a sinf.e 'IVE“ -‘/

* Onad’une part:

L|11)=1+2]1,0) = I ¥ @.0)=12150,0)

D’autre part:



~ i i . . ip
L Y\8,0) =’78§,~_; he"’”’(%—icotg&;—] sin@.e'’ = /é:j; he™ (COSB+CO{30'SIHG)'G

Donc:

* Deméme:

. D’autre part :

Donc:

D'ou:

P

=, ’—J— 2hcos@
87

n2 120,9) = /-82- 2hcosd
Vg

@ I 1%(6,0) =\[4_i;c050

L|1,0)=n+2

L,=1) = L IXG,p)=h+2 ¥ (6,0)

- 3 V i
L Y%0,p)=— /i ﬁe‘“"gdg- (cosf)= \/% hising.e™"*

A2 176,0) = \/% hsin@.e™'®

@ K—](8:¢)=1J8_:ir‘ sin@.e™? l




Probléme II (10 points) : Moment cinétique j =1 dans un champ magnétique
Le systéme quantique est de moment cinétique j =1. Le sous-espace &) 4 trois dimensions est rapporté
a la base { |+1) , lO) , |— 1) } L’hamiltonien Hdu systéme est :
b
Hy=aJ,+=J*
h -
ou a et b sont deux constantes positives, ayant les dimensions d*une pulsation.

1. Les niveaux d’énergie du systéme :

Ona:
Hy Im) = [an +%J§),m> = (amh-i-bnzzh)fm)
Donc:

Hyl|+1)= (an+?J§j|+1) = (a+b)h|+1)
1

©, H0]0)=(an+%JfJ|O)

H0|-1)=[an+§J3)|_1>=<_a+b)h;_1>=_(a-b>n¢_1)

I

0

Les niveaux d’énergie de H (hamiltonien non perturbé) sont alots :

@ EQ =(a+b)n., EP=0 , EOQ=—(a-b)n

2. a. Expression de /¥ en fonction des opérateurs J_,J_ et J,:

L’hamiltonien d’interaction du champ B avec le moment magnétique du systéme M =y J est:

Y
W=-MB=-ByJi=wl,

@ =~y B la pulsation de Larmor.

Ona:
J=J 8 +J, 8, +J,E,
i =sin@cos@.€, +sinfsing.¢, +cosh ¢,
Donc:
J,,=.7.17=J,,sin&'cosq:+.]ysiné)sinq7+chosg
Ce qui implique :
W=w(.]xsinﬁcosgwJ),siné’singo+Jzcost9)
Or
Jo=J, +iJ, 1 1 l
= Jye=(+J) , J, s —J
{J_z.]x—i./x =30t ST
Donc:



W= [71;(-]+ 4-J_)sin 9(:()5@4—%(]+ ~J_)sinUsing+J, aosHJ
2 21
= wsind F)—(JJ, + V'_)(;Osgf)ﬁ-;(./_‘_ ~J_)sing+ L. cosé’]+w-/_- cosy
2 Zi

= wsinf [%J,r (cos¢»~isin(/))+2ij_ (cosg +isin @)JHUJ: cosd

D’ou:

@ W=w [%(JJr e+ J_e'%)sing+J, cosH]

b. Matrice représentant ¥ dans la Luse {l+1) g |O> ,

).

L’action de W sur les vecteurs l+l>, ]0) et l—l) est donnée pat :

W|+1)=hwcosd ]%i)+%sin@a"‘f’] 0)
w|o) =%’sina [e""f’f+1)+e’”|—l)]

W[—])=%—sin£?e””[ O)—hwcos@ l-—l)
D’ou:

—_

cosd ——=sinfe”? 0

>

1 ; 1 ;
@ W =hw|——sinfe"” 0 —=sinfe'*
V2 V2

1 .
0 —=sinfe'’ —cosd
V2

- i
3. On suppose que b=a etque #i=¢&,, donc 5=—2— et =0, dans cecas:

01 0
W=%IOI . w<<a
01 0

Puisquea = b, alots les niveaux d’énergie du systéme sont ;
- Niveau fondamental : )

Eéo) = Ef?) =0 : énergie propre 2 fois dégénérée =  dtats propres ; ]0) et ]— l)
- Niveau excité ;

Ei?) =2ah : énergie propre non dégénérée =  état propre : '+ 1>



a. Corrections 3 I'é : i
tions a Pénergie propre et au vecteur propre du niveau fondamental :

Ce niveau d’énergie est dégénété, il faut alors di
espace engendré par les vecteurs lO) et l— 1) :

50

Les valeurs propres et les vecteurs proptes correspondants sont :

agonaliser la restriction de la matrice de W au sous —

=gt =0+ 1) « nrlp )= 00)-1-1)

Les valeurs propres &, et ¢_ sontles corrections A Pordre 13 Pénergie: ¢, = Eg? yE.= Eg') .

Le niveau fondamental dégénéré se divise en deux sous — niveaux d’énergies respectives :
_EO ., I ' 0 ho
Ey, = E +€+—E et Eo_=E3)+€_=—ﬁ

Les vecteurs propres associés |+> et I—) sont les états propres 4 Pordre zéro :

D=0 [« | =lo-l)

D’ou la levée de la dégénérescence de ce niveau pat la perturbation.

Il

b. Corrections 4 Pénergie propte du nivean excité :

Le niveau excité d’énergie Ei?) = 2af est non dégénérée, le vecteur propre correspondant est |+ l) .

* Au premier ordte de perturbation :

QB, EQ =(+1w|+1)=0

Donc, au premier ordre de perturbation, ce niveau n’est pas modifié.

» Ausecond ordre de perturbation :

1 2 1 s Y] net
£ - g I o -5 oo e ] 222

ati |-

[

2 ¥ ". &) “’.“
LS
¥ 4a " |

Ainsi, au second ordre de perturbation, ’énergie du niveau excité est :

Donc:

ha?
(D, B, = ED + B + B =2an+ "2




Diagramme d’énergie :

ho®
E,,=2ah+ P
EO =241
2ah Ly, =&, |+)
EP=e=0—L (
hss |

4. On suppose que =24 et que @ <<« . Dans ce cas :

Hol’”) =[(:'.,T: +2;:—‘J_3J]m) =1+ 2m)am7‘z[m)
DDD.C:
Hy|+1) =3an|+1)

. Hy[0) = 0

Hy|-1) = ah|-1)

% ” ; i p. § 5 . P . 0
Les niveaux d’énergie ne sont pas dé senesces et le niveau fondamental a pour éneraie ropre E(% = 0 et
P g P g P 0

pour vecteur propre le ket ]O) .

APordre 1 de perturbation, le vecteur propre du niveau fondamental s’écrit alors :

m\Wi0
o) =19+ 3 oL
L o) )+ (-1]w|o) 1

=10)+>-L 1 7 =
e ey O

; ho . = hao . i
(+1]W|O>=Esm@e L (-1‘%1/[0):\—[2_&119(3“’
Donc:

w g 510
[t//o)zlo)—TL;SInH(%IH)Jria_ _])J

10
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Probléme : Couplage spin - orbite et effét Zeeman
On considére Iélectron 2p de I'atome d’hydrogene, carﬁétéﬁse’;rpar un moment cinétique
orbital L et un moment de spin S , de nombres quantiques‘fespectifs (=1 e (s=1/2).
-On désigne par {l I, m >®‘ s, my >} que l'on notera simplement {I my, g = t)} la base

" ; : 2
découplée formée par les vecteurs propres communs aux observables L?,S?, L. etS,.

Le moment cinétique total de l'électron J=L+S§ est caractérisé par les nombres
quantques J et M. On désignera par {’ l,s,J,M )} que l'on notera simplement {I J, M>} Ia

; . 2
base couplée formée par les vecteurs propres communs aux observables 7, S2, J? et J -
Partie I (9 points)

, 5 ’ o} \ T ~
1. Préciser les espaces des états & Z{Il, m )} et & ={|S, ms>} associés a chaque

moment cinétique : quels sont leurs vecteurs de base et leurs dimensions ?

2. Quelle est la dimension de I'espace des états € =& ® & ? Donner les vecteurs de la
base découplée {' my , Mg =i> }

3. Montrer que J vérifie les relations de commutation. caractéristiques des moments
cinétiques. y

4. Montrer que [J2,J,]=0. 0 g
5. Quelles sont les valeurs possibles prises par les nombres quantiques J et M ?
6. En udlisant la méthode du rectangle, reporter les différentes valeurs de m; et mg sur

un graphe et calculer le degré de dégénérescence des valeurs de M.

7. En appliquant les résultats de la théorie de I'addition des moments cinétiques,
donner les expressions des vecteurs | J, M > en fonction des vecteurs | m, mg= i}.

Partie IT (5 points)

L’interaction spin — orbite entre les moments cinétiques orbital et de spin de I'électron est
décrite par ’hamiltonien Wgy donné par:

WSO =y L S
ol @ est une constante positive (constante de couplage spin — orbite).

1



-ap .
s

L’hamiltonien total du systéme s%écrit alots :
H] = HO + VVSO

ou H; est Phamiltonien atomique en l'absence du couplage; il forme un ECOC avec
8L, es..

On suppose que les kets ] mp, mg = :t) sont tous vecteurs propres de fy avec la méme valeur
propre £ ; c’est Pénergie de I'état 2p : Ey=EQ2p).
1. Donner Pexpression de I’hamiltonien Wso en fonction des observables J2, L* et S2.
2. Montrer que les vecteurs { J, M )

sont des vecteurs propres de Wy, et donner les
valeurs propres correspondantes.

3. En déduire les énergies propres de 'hamiltonien A 1 =Hy+Wgp, les états propres
correspondants et la dégénérescence des niveaus.

4. Quelle est alors Peffet du couplage spin — otbite sur les niveaux d’énergie de H,.

Partie III (6 points)

On applique au systéme un champ magnétique statique B, dirigé selon I’

axe Oz, de sorte
que hamiltonien total du systéme devient :

H=(H0 +WSO)+WZ =H] +WZ

ou Wz est ’hamiltonien d'interaction avec le champ B (appelé aussi hamiltonien Zeeman).

1. Donner lespression de Popérateur moment magnétique total M de I'électron. En
déduire I'expression de I’hamiltonien Zeeman W- 7.

On posera @ = -y, B (pulsation de Larmot), ot yq est le rapport gyromagnétique orbital.

2. Quand le champ magnétique B est trés faible, Phamiltonien Zeeman w,

s’écrire, dans chaque sous — espace propre, sous la forme suivante -

W%=(§+s@+n-zu+njwjz
2 2J(J +1)

peut

a. Montrer que les vecteurs | J, M ) sont des vecteurs propres de ’hamiltonien Zeeman

Wz, et donner les valeurs propres correspondantes.

b. En déduire les énergies propres de Phamiltonien total H = Hy+W,.

¢. Quelle est alors effet du champ magnétique sur les niveaux d’énergie (effet Zeeman),

3. Rassembler les résultats dans un diagramme des énergies qui montre les effets du

couplage spin — orbite et du champ magnétique sur les niveaux d’¢ énergie.
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Probléme : Couplage spin - orbite et effet Zeeman

L’électron 2p est caractérisé par un moment cinétque orbital L de nombre quantique (/ =1) et un
moment cinétique de spin S (s =1/2).

On désigne par {,l, m,)®| S5 "%)} que l'on notera simplemen—t {| m; , m =i>} la base des

vecteurs propres communs aux observables *,5%,L. et S..

Partie I
1. Espaces des états :

/=1 =» m=1,0,-1,donc:

E=1{|1.1),]1,0),]1,=1)} et dim (&)=3.

" s=— = m=—,——,donc:
2

2 : 2
éb:_ 1 1>
2 2

2. L’espace des états & =&;® & est donc de dimension 6, et est rapporté a la base découplée :

{mmy == {[1,4), 11,10, 43, 10,7, 1), | -1,

3. J vérifie les relations de commutation caractéristiques des moments cinétiques :

2

1 _§>}E{\+),|—)} et dim (&) =2

[esdy )= (L, 4S8, L+ 8,1= Ly, L] 4SS, ] =ih(L.+S.)=ihJ.
Les deux autres relations [J,,,J.]=ihJ, et [J.,J,]=ihJ, s'obtennent de la méme fagon.
Ce qui montre que J est un moment cinétique.

4, Montrons que [J2,J.]=0. .
[J2, J.]=[J2, J )+ T2, S 1+ J2, U]

=Jx[']x= J:]+[Jx’ J:]Jx +J [‘]y’ J ] [JJHJ ]J
=—ihJ J,—ihJ,J +ihJ, J +ihJ . J,

=0
5. Le moment cinétique total J=L+S§ est caractérisé pat les nombres quantiques J et M.

Les valeurs possibles prises par les nombres Jet M :



Les regles de sélecton établies par la théorie d’addition des moments cinéuques sont :
I-s|sUs<i+s | -JsM<J

Ce qui implique les différentes valeurs prises par J et M :

J M |J,1W> Sous - espaces
@ uck ié,i_l_ 3 .{_.g éi_l_ & J=ij
2 2 2 2772/ 2772 2
1 ] 11\ . lj
= - = s elJ==
R 2 2 ‘2’ 2> ( 2

D’ot la base commune de vecteurs propres :

=33V 3 VL VIS
{|J’M>}_{ 2’2>’ 2’2>’|2’2>’ 2° 2>’

6. Degré de dégénérescence des différentes valeurs de M ;

23 [3-3))

On utlisera la méthode du rectangle : on reporte les différentes valeurs de m; et m sur un graphe ou

on représente les différents vecteurs ’ m, ms> par des points de coordonnées (m;, m). Le nombre

de points sur une méme droite paralléle 2 la deuxiéme bissectrice donne le degré de dégénérescence des
valeurs de M.

ms
(-1,1/2) (0,172) (1,1/2)
M=-1/2 [ M=3/2
-
® . — —
M=-3/2 Sl | =12
N 3 .
(-1,-1/2) (0,-1/2) 1,-1/2)

. 1 :
Ainsi. les valeurs M :i3 sont non dégénérées, alors que les valeurs M =i-5 sont deux fois
’ 2

dégénérées.
7. Expressions des vecteuts ‘ J. M > en fonction des vecteurs | my, mg = i) :

J

i. Lesous —espace & [ =§] !

3 3\,
529

= Je vecteur




. 2¢m méthode : Appliquons Popérateur J_ =L_+S5_ sur le ket

La valeur maximale M = 3
s

C 2 . . a
orrespond 4 la seule combinaison possible m; =1 et m, = —. Donc, la

| —

valeur M =

oW

n’est pas dégénérée impliquant que les vecteurs
3 3
33
3 _3\.
2° 2/

.. 3 ‘
La valeur minimale M =—-; correspond a la seule combinaison possible 77 =-let m=——.

P

3

| w

> et I 1,+> sont propordonnels :

| w

= Le vecteur

Donc: oy’

221
3 1
2’ §>:
3

Appliquons 'opérateur J_ = L_+S_ sur le ket
|l
z"

=  Te vecteur

| =

3 3

J'z 2> (L +8)|1,+)=(L.|1,1))

NRRCHE)

2
|
®l2
- hf}- D=nvz|1. 0|3, 3) 41,005, L)z lo, )1

@
34

Ce vecteur peut étre calculé de deux fagons :

J+§,_g> J'31
27 2 252

- 1** méthode : Appliquons Popérateur J, = L, +5, surle ket

3 _z>.
s ! 2’ 2 |
g’_i>=(L++S+)‘—1,—>=(L+'1,-1>)®i}2—:'—%>;—

1 1
; 1, 1)®[S+5,—5>J

= m/“— ——> nV2|1,0)® ]— ——>+h[1 H® ‘2 2> A2 |0, =)+ 7] =1, +)

D’ou:
3 1 2 1
LA P N WA YL
@ ’2, 2> 1}3‘ , >+J§| 1,+)
31\
23/

t\)|~—-

D’ou:

= Le vecteur

Iy




] > ffL+S)M)+> (L+S)Hvﬁ

%——12-> =\E [(L_l l, 0))®| % , %>+) 1, o)®(s_| ~, %>H+
(AT

%“%-(FIM—U'ZQW“W®
VF{TJ—U 0)® 15 -%>+o}

= z\%,_%>=%|—1,+)+\E|o,_>+gqo,->

D’ou le résultat.

= 2h

ii. Le sous ~ espace & (J= %J -

ll>.
2’2/

1
La valeur M = —2— peut étre réalisée de deux maniéres : (m, =0,m, = %] ou (m, =1,m, = —l) .

= e vecteur

Dong, le vecteur

= 5> est proportionnel aux vecteurs l 0, +>

’%%>_ 1,=)+b[0,+)

- La condition de normalisation s’écrit : \a ‘2 + | b |2 =1

it

I 1 2 3
- Le vecteur ’ 315 doit étre orthogonal avec le vecteur

z’-l> V2 a+b=0
272

Ces deux conditions impliquent :

En choisissant le réel 8 =0, on obtient :
11 1 JE
() —y = | S L g o= | ]
'2 2> ﬁ' ) 3‘ )

Puisque le vecteur est défini 4 un facteur de phase arbitraire, on accepte aussi 'expression :

pagioa-fre) |




* Le vecteur

1 _1\,
295.

Lavaleur M = —— peyt & e . 1
7 peut etre realisée de deux maniéres : m=0,m =-=]ou

51

7> est proportionnel aux vecteurs | 0, -) et |—1,+ )‘.

1 1
‘5,-2~>—a|0,~)+b]—1,+)r

“

Donc, le vecteur

.. . . 2 2
- La condidon de normalisaton §’écrit : lal + 'b =]

4

3 %]
—,—=):v2a+b=0
: 2} G

- Le vecteur

i ;> doit étre orthogonal avec le vecteur

Ces deux conditions impliquent :

P m . 12
(2=-—"€“9 , =— [ ie
3 3

En choisissant le réel § =0, on obtient :

Puisque le vecteur est défini 4 un facteur de phase arbitraire, on accepte aussi Pexpression :
2

—1~,—l>=—i|o,—)+\ﬁ|—1,+)
2" 2 3 3

L’hamiltonien d’interaction spin — orbite Wy, est:

3=l B

b | -

Mo =

Partie II

Weo=al.S
ou @ est une constante positive (constante de couplage spin — orbite).
L’hamiltonien total du systéme s’écrit alors : A
Hy=Hy+Wso

f
ou Hy=E,.] est ’hamiltonien atomique en 'absence du couplage ; 'énergie propre Ej étant Pénergie
delétat 2p.
1. Expression de ’hamiltonien Wy, en fonction des observables J 2,2 et S

Le moment cinétique de spin total est: J = L+S,donc:
P =@+ =P 452 42LS = L5=2(r-r-5)

Donc:

1
m=-1,mg= 5



\‘.
"\‘
T Fra a 2 \
@ T Weo=alL.§= (J L S) A
\‘\
2, Montrons que les vecteurs | J, M) sont des vecteurs propres de % \
L’action de Wso sur les vecteurs l gy M) est donnée par \

WsoiJ,M)=%[J2—%] h

.IJ]J,M) "f (J(J 1)——- I)[J M)

Donc:
W ah? 3 I I
2 2 2 g
D’ou:
Weo| 2,23} 0|3 3\
= 2> 2 |2°72
@ 31\ an’l3
Weo|Zot—)=" |2 42
12 2> 2 |2 2>
1,1 21 1
/ — +t =)= — —
e, 2,_2> ah 2,i2>

3. Les énergies propres et les états propres de Phamiltonien total H,:

Comme HO est proportionnel i la matrice identité

Hy =Hy+Wg, est diagonal dans la base {IS AJ)}

» on en conclut que lhamiltonien total

et que, par conséquent, les vecteurs ]J M> sont

vecteurs propres de H|. Les énergies propres et les états propres de H, sont résumés dans le tableau

suivant :
Energies propres de /| ] Vecteurs propres Dégénérescence
o | =% |[Eaka]
Ey—ah ' —;— ,E ~;—> 2

4. L’effet du couplagel spin — orbite sur les niveaux d’énergie de H, :

Le couplage spin — orbite W, divise Je niveau 2p d’énergie E; en deux sous — niveaux :

2
2

an
- un niveau multiplet, noté 2p1 , d’énergie (Eo v ——J ]

,
- un niveau doublet, noté 2p, , d’énergie (£, —ah”).

I | =



Partie IT1

On applique au Systeme un champ magnétque statique B, dirigé selon l'axe Oz,

- de sorte que
hamiltonien total du systeme devient :

ou W est Thamiltonien Zeeman,

1. Expression de Popérateur moment magnétique total de Pélectron :

b £ o ’
D’opérateur moment magneuque total de Iélectron est la som

me des moments magnétiques associés
aux moments cinétques orbital et de Spin : f

M=y, L+y,S=y,(L+g¥8)

> ;
Or, pour ’électron g, =2 ,donc:

(0,5 - M= -y,(L%28§)

ou ¥, est le rapport gyromagnétique orbital,
* Expression de Phamiltonien Zeeman W,

Dans un champ magnétique £ = B.¢., l'hamitonien d'interacdon entre ce dernier et le moment

magnétique total de 'électron est :

Wy=-~M.B=~y,B(L+28)=~y, B.(L. +28.)

W,=w (L. +25.)

ou @ =—yy B estla pulsaton de Larmor.

Donc:

2. On suppose que le champ magnétique B est trés faible de sorte que ’hamiltonien d’interaction W, P

puisse s’écrire sous la forme suivante :

o =(é+s(s+l)-l(l+l)]wj
2 2J(J+1)

a. Montrons que les vecteurs | J, M) sont des vecteurs propres de I :

L’action de W, sur les vecteurs I J, M) est donnée par: '

3 s(s+1)=I{+1) 3 s(s+D) -1 +1)
, {2 od,|J,M)Y=|2+ Mho|J,M
Ho |13 (f 2J(J +1) VM) =3 2J(J+1) @\l }
Donc:
3 4 3 1\ 2 1
D’ou:




i, i,§>=2hw
2’2
y (3 1\ _ 2, 13
@ "z|3 2) 3hw|2
1 1k 1
w, |~ 1\ L,
2|2 2> 3

Ainsi, les vecteurs | of s xM)

n 2 a

", i,l>=:rzw i.i>
2°2/ 3 272

W, E’_i>=_3fm) _3_'__3\
3' 3 3" 9/

sontvecteurs propres de 'hamiltonien 1/, .

b. Les énergies proptes de l’hanﬁlionien total H=H, +W, :

] o] }\-2
H é,%>=[Eo+aTz+2th
H—S-—l—E+ah2 27‘
2> T3] | Fo 5 —Ezw
1 1\ 1
H i =(Eo—ah2+§hcuj 5

33
2’2

c. Effet du champ magnétique sur les niveaux d’énergie :

@

3. Diagramme des énergies :

c’est effet Zeeman.

Comme le montrent les résultats tésumés ci-dessus, Papplication d
b

magnétique faible Iéve complétement la dégénérescence des niveaux d’é

7| -2)e -t L
2 2 3 2 2
, H R E0+a—h;+—hm -"—,l
22 2 .32
2
H 3,_3>=(E0+@—-2ha)J E,-~3—>
272 2 2" 2
, H L = Eo—ai“—-l—ﬁcoJ l,——l->
2, & 3 2" 2

un champ

nergie ;

Energie
ah?
E,
o 2ps
@ EO . ’ ’ :
-——\
2p
\\\ EO == ahz
?_pl
2
H, Hy+Wso

+2hw

-
@

Sand
-

Hy+ Wy + W,

\
10



