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AVANT-PROPOS

Ce recueil propose plus de 800 problèmes de divers niveaux se rapportant pour
l'essentiel A la mécanique quantique non relativiste. Il est destiné aux physiciens,
étudiants et thésards, expérimentateurs et théoriciens.

Les problèmes illustrent suivant les cas, les principes de la mécanique quantique, les
instruments mathématiques ou les exemples d'application concrètes, essentiellement
en physique atomique, en physique nucléaire et en physique des particules. Outres
les problèmes traditionnels de la mécanique quantique, le recueil comprend un grand
nombre de problèmes nouveaux inspirés par les derniers développements de la
mécanique quantique et par ses multiples applications physiques. Une tel ouvrage est
en fait un complément naturel des manuels de mécanique quantique tels que ceux de
L.D. Laundau et E.M. Lifchitz, de Cl. Cohen-Tan noudji, B. Diu et F. Lalôe ou de
A. Messiah.

Tous les problèmes proposés sont corrigés souvent de façon détaillée. Les solutions
permettent une acquisition pratique des connaissances théoriques.

Ce l ivre est une traduction améliorée du " Recueil de problèmes de mécanique quan-
t ique " de V.M. Gal i tsky, B.M. Kaniakov et V.I. Kogan (publié par Nauka en russe),
problèmes qui furent proposés aux étudiants de l'Institut des ingénieurs et des phy-
siciens de Moscou.

Le lecteur dispose pour optimiser son travail la liste des notations les plus courantes
et des valeurs numériques des constantes nécessaires à la. résolution de problèmes de
physique de l'atome et du noyau. Notons que, dans ce livre, on utilise le système
d'unités C'CS qui est mieux adapté à ce type de problèmes. Une annexe fournit les
résultats des problèmes de mécanique quantique de l'oscillateur linéaire, de l'atome
d'hydrogène et un complément sur certaines fonctions spéciales (les harmoniques
sphériques, les fonctions de Bessel, etc).

L'ouvrage sera particulièrement utile aux étudiants de physique de second et troisème
cycle (les exercices correspondant au niveau du troisème cycle sont marqués par une
étoile) mais également à tous ceux qui sont concernés par la mécanique quantique.



 



SYMBOLES ET CONSTANTES

SYMBOLES

La. signification des symboles utilisés est expliquée soit dans les énoncés soit dans la
solution de chaque problème. 11 existe, toutefois, un certain nombre de grandeurs
pour lesquelles on a utilisé des notations standards. Les notations de ces grandeurs
dans tous les cas où cela ne conduit pas a des ambiguïtés n'ont pas été expliquées
dans le texte.

^ symbole d'opérateur ou de matrice

/ l'opérateur transposé de l'opérateur f
f * l'opérateur complexe conjugué de l'opérateur /
f ^ l'opérateur conjugué hermitien de l'opérateur /
(m\f\n) = fmn = f'n' élément matriciel de l'opérateur /
^f^f^ndr
oc symbole de proportionnalité
^ symbole d'ordre de grandeur
^ f ( q ) dans la notation de la fonction d'onde, q désigne eu général

l'ensemble des variables de la représentation utilisée, tandis
que / représente les valeurs propres des grandeurs physiques
ou bien les nombres quantiques de l'état considéré

'9',,"' fonction propre de l'oscillateur harmonique
c charge de la particule
c vitesse de la lumière
H hamiltonien
E énergie
E, D intensité des champs électrique et magnétique
A potentiel vecteur
V énergie potentielle (potentiel)
V'' opérateur perturbation

1 Mais s'il s'agit ( l ' u n e particule réelle (électron, proton, noyau atomique, etc.) , e désigne la charge
êlémentaire e » 4.81) x lO"10 C ' ( iS (de sorte que la charge de l'électron vaut —e , celle du proton
+e, celle du noyau atomique Ze. ctr.).
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d moment dipolaire
nd rayon de Bohr
Si déphasage
o- matrices de Pauli
w, W probabilité de transition, probabilité de transition par uni té

de temps
Z , Ze charge du noyau
R rayon du potentiel
m, A4 masse, nombre quantique magnétique
1.1 masse, moment magnétique
A nombre atomique du noyau
p, P impulsion
k vecteur d'onde
LJ fréquence (pulsation)
/, L, j , J moment (orbital, total)
s, S spin
J v ( z ) fonction de Bessel
H n ( - f ' ) polynôme d'Hermite
Yi,n(G, y) harmonique sphérique

CONSTANTES

La résolution des nombreux problèmes de physique atomique, de physique molécu-
laire et de physique nucléaire nécessite des calcul numériques destinés à comparer les
solutions aux données expérimentales (figurant, dans les énoncés). Pour faciliter les
calculs, on donne ici les valeurs numériques des principales constantes physiques-.

Constante de Planck h - 1,054 x 10~27 erg x s
Charge élémentaire e = 4, 80 x lO"10 unités CCS
Masse de l'électron m, = 9, If x lO"28 g
Vitesse de la lumière c = 3,00 x fO"10 cm/s
Rayon de Bohr (un i té de longueur atomique) ay = 0,53 x lO"8 cm
Unité atomique d'énergie m^e4 / f r = 4, 36 x lO"11 erg = 27,2 eV
Unité atomique de fréquence in^e4/^3 = 4, 13 x lO10 s~ '
Unité atomique d'intensité du champ électrique e/ra^ = 5. 14 x 1011 V/cm
Constante de structure fine Q = f ' / h c =- 1/137
Masse du proton r H p = 1836»n, = 1,67 x lO"-'4 g
Différence de masses entre neutron et proton m,, — niy w 2,5)»^
Energie au repos de l'électron m,.r-' = 0,51 MeV
Rayon du noyau Rw 1, 2 x lO-^A1/3 nu
1 eV = 1,60 x fO-^ erg

2 Ces valeurs sont approchées ; pour plus dr précision voir les ouvrages spécialises.



CHAPITRE 9

APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE

9.1 QUANTIFICATION DES NIVEAUX D'ÉNERGIE.
FONCTIONS D'ONDE QUASI-CLASSIQUES

9.1. Donner, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, les niveaux d'énergie
d'un oscillateur harmonique linéaire. Indiquer la condition de validité du résultat
obtenu. Comparer à la solution exacte.

9.2. Obtenir la règle de quantification des niveaux d'énergie et chercher les fonctions
d'ondes dans le cadre de l'approximation quasi-classique pour un potentiel de la forme
donnée sur la fig. 1.

9.3. Obtenir, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, les niveaux d'énergie
d'une particule placée dans un champ de pesanteur homogène lorsque son mouve-
ment est limité par le bas par un miroir parfait. Indiquer la condition de validité du
résultat obtenu (bien que pour les niveaux d'énergie les plus bas du spectre n ~ 1,
l'approximation quasi-classique ne soit pas formellement valable, il est utile de com-
parer le résultat obtenu pour n = 0 à la valeur exacte de l'énergie de l'état fondamental
(voir 2.15 du Tome I)) .

9.4. Pour une particule se trouvant dans le potentiel

U(x) =Uo\x/a\'•/; Un > 0, v>Q,

chercher dans l'approximation quasi-classique comment varie la distance entre des
niveaux voisins en fonction de la valeur du paramètre v. Quelle est la densité des
états du spectre discret ?

9.5. Chercher, dans l'approximation quasi-classique, la densité d'états du spectre
discret pour une particule placée dans un puits de potentiel unidimensionnel.
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Figure 1

9.6. L'énergie potentielle d'une particule au voi-
sinage fin point J'o est de la forme (v > 0)

L'(.c) w ±n ,r — .1:0

Pour quelles valeurs du paramètre ;./ peut-on
utiliser l'approximation quasi-classique au voisi-
nage de ce point ? Qu'en est-i] pour v = 2 ?

9.7. Pour une particule se trouvant dans le poten-
tiel central ?/(r) = -ar^'-', n > 0, v > 0, établir
dans que) domaine de l'espace l'approximation
quasi-classique est applicable pour une part icule
dans l'étal, .s (l'énergie E = 0.

9.8. l'hi uti l isant l'approxima.lion quasi-classique, chercher les niveaux élevés du spec-
tre discret (c'est-a-dirc les niveaux d'énergie /?„ — 0) d'une pa r t i cu le dans un poten-
tiel / '(. '•) de la l'orme

n/.f2, .r > a (a > 0),
oc.. .(• < a.^(•'•) = ^

Indiquer les conditions de validi té du résultat obtenu

9.9. Obtenir dans l 'approximation quasi-classique les fonctions d'onde et les niveaux
d'énergie des étals .s d'une particule dans le potentiel coiilombien ^(r) = —o/r .
Comparer le résultat obtenu a la solution exacte du problème.

9.10. Généraliser le résultat, du problème précédent pour un potentiel central de la
fornie ?/(r) = -a/r" ; 0 < ;/ < 2.

9.11. Généraliser le résultat du problème 9.9 pour les états stationiiaires d'une par-
ticule ayant un moment cinétique non nu l dans un potentiel coulombien.

9.12. En ut i l i sant l'approximation quasi-classique, chercher les valeurs des paramètres
du potentiel

//"""1

(,,•• '+«2)2'

pour lesquels il y a apparition d ' un nouvel état lié. Indiquer les conditions de val idi té
du résultat ob tenu .

9.13. Même question que dans le problème précédent, mais pour le potentiel

.r'1 + a1



IX - APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE 11

9.14. Une particule se trouve dans 1111 puits de potentiel U(x) ayant pour x — -boc
la forme U(x) oc \a;\~v avec v ~> ï.

Obtenir clans le cadre de l'approximation quasi-classique la formule permettant de
déterminer les valeurs des paramètres du potentiel pour lesquelles apparaissent de
nouveaux états liés à mesure que le puits s'approfondit.

9.15. Pour une particule se trouvant dans le potentiel

U(x)=U,, x " (Uo > 0 , < / > 0 ) ,
a

établir pour quelles valeurs du paramètre v on peut utiliser les formules usuelles de
l'approche quasi-classique : règle de quantification de Jjohr-Sommerfeld et conditions
de raccordement des fonctions d'onde quasi-classiques au voisinage des points de
rebroussement.

9.16. Grâce à la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld, obtenir l'expression
donnant le déplacement des niveaux d'énergie d'une particule lors d'une variation du
potentiel 8U[x).

Montrer que le résultat obtenu est en accord avec celui obtenu au premier ordre du
calcul des perturbations stationnaires.

9.17. Démontrer le théorème du viriel dans le cadre de l'approximation quasi-
classique.

9.18. En supposant connu le spectre d'énergie E,, d'une particule, déterminer son
énergie cinétique moyenne dans le H'"" état stationnaire pour n ;$> 1.

9.19. Dans le cadre de l'approximation quasi-classique, chercher les éléments
matriciels Fmn de l'opérateur F ayant la forme F = F ( x ) pour ]m — n\ ~ 1, c'est-à-
dire pour des états voisins en énergie. Etablir la correspondance entre les éléments
matriciels Fm,i et les composantes de Fourier F,, de la fonction F ( x ( l ) ) en mécanique
classique

F(x(t)) = V F^', F, = 1 I FÇx^e-^dt,
,=-œ 7 JQ

où T = 27r/i^ est la période du mouvement au sein du potentiel dans lequel la particule
classique a une énergie En w Em.

Chercher, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, les éléments matriciels de
l'opérateur coordonnée de l'oscillateur et les comparer aux valeurs exactes.

9.20. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent pour un opérateur
F = F(p) où la fonction F ( z ) peut être développée en série F = ^Cfc^.
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9.21. Le potentiel U[x) est constitué de
deux puits identiques (I et II, fig. 2) sé-
parés par une barrière. Si la barrière est
infranchissable on a des niveaux d'énergie
correspondant au mouvement de la. particule
dans u n seul puits (I ou II), avec les mêmes
niveaux pour les deux puits. La possibilité
de franchir la barrière conduit a, une levée de
la dégénérescence et à la. séparation de ces
niveaux en deux niveaux voisins correspon-
dant à des états pour lesquels la particule se
déplace dans les deux puits.

Dans le cadre de l'approximation quasi-classique, déterminer la valeur de la séparation
des niveaux.

9.22. En util isant l'approche quasi-classique, établir la règle de quantification du
moment cinétique et. chercher la forme asymptotique des harmoniques sphériques V';,,,.

Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus.

9.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas / — |m| ~ 1
(H»l) .

9.24. Même question que clans les deux problèmes précédents, mais pour le cas
|»?? ~ 1.

9.25. A par t i r de la solution de l'équation de Schrödinger pour un oscillateur l inéaire
obtenue dans l'approximation quasi-classique, chercher la forme asymptotique des
polynômes d'ilermitc I I n { x ' ) pour n —> oc. (et pour x fixé).

9.2 FRANCHISSEMENT DES BARRIÈRES DE POTENTIEL

9.26. Calculer grâce à l'approximation quasi-classique le coefficient de transmission
d'une barrière parabolique de la forme

^(l-.f-'/a2), .r < n,

Ind ique r la condition de validité du résultat obtenu (on discutera, en part icul ier , le
cas des particules lentes E —• 0).

9.27. Déterminer grâce à l'approximation quasi-classique le coefficient de transmis-
sion d'une barrière de la forme

r o, x < o ,
U(•L'~ \ Uo(l -.(•/«), .00.
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Quelle est. la précision du résultat obtenu (comparer à 9.31 et 9.32) ?

9.28. Même question que clans le problème précédent, mais pour une barrière de la
forme

Ui \ - i °' x < 0 1

'r' - \ r'uexp(-,r/a), x > Q

(voir de même 9.31).

9.29. Calculer, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, le coefficient de
transmission de ici. barrière

rn .'i — ^(i
- ch^.r/a)'

Comparer le résultat obtenu à la valeur exacte (voir 2.52 du Tome 1).

9.30. Chercher, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, le coefficient de
transmission de la barrière

, - , ^ lvoa1
1 1 (x) = ————;x- + a-

pour une énergie suffisamment petite de la particule.

9.31. Le coefficient, de transmission d'une barrière est donné, dans le cadre de
l'approximation quasi-classique, par la formule

r 2 r2 i
D(E)=^p\—— \p\dx\.

L " J . r , J

Pour trouver cette expression, on doit pouvoir développer le potentiel au premier
ordre autour des points de rebroussement.

Dans le cas d'une barrière de la forme

^{^, :;:;:•
où (/(0) ~f- 0, montrer que le coefficient de transmission s'écrit

D[E)=Acxp\-^J ' lpl^-1.

et trouver l'expression du facteur .4.

9.32. Appliquer le résultat obtenu dans le problème précédent à la barrière de
potentiel étudiée dans le problème 9.27 et comparer à la solution exacte (voir problème
2.53 du Tome I ) .
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9.33. Discuter les conditions de validité de l'expression quasi-classique standard du
coefficient- de transmission de la barrière

pour un potentiel décroissant comme une puissance de x pour .r — ±00 : / ' ' ( .<•) oc \l•\-''
et pour des particules d'énergie E qui tend vers 0. Dans le cas ou ces conditions sont
remplies, donner la loi de décroissance D(E) pour E —> 0.

9.34. Chercher le coefficient de transmission des particules à travers une barrière,
dans le cadre de l'approximation quasi-classique, quand l'énergie de la particule E()
est égale à L/^,, = U(xo) ( l ig . 3).

Figure 3

On suppose que l ' " ( x o ) ~^- 0. Indiquer les conditions de validité du résultai obtenu
et, pour la barrière étudiée dans le problème 9.29, comparer à la valeur exacte (voir
2.52 du Tome I ) .



CHAPITRE 10

PARTICULES IDENTIQUES

10.1 SYMÉTRIE DES FONCTIONS D'ONDE

10.1. Soit un système de deux particules identiques de spin -s, chercher le nombre
d'états de spin qui sont symétriques ou antisymétriques par rapport à la permutation
des variables de spin des deux particules.

Quelle est la nature de la symétrie des états ayant une valeur déterminée du spin total
des deux particules ?

10.2. Soient y f ( r ) les fonctions représentant la partie spatiale dos fonctions d'onde
d'une particule dans un champ extérieur. Deux de ces particules identiques, de spin
.s, sans interaction entre elles, se trouvent dans ce champ dans des états orbitaux
correspondant aux nombres quantiques j\ et /y.

Chercher le. nombre total d'états, compte tenu des degrés de liberté de spin, en sup-
posant que les particules sont :
a) des bosons;
b ) des fermions.

Etudier les cas ou les nombres quantiques f \ et f - > sont identiques ou différents.

10.3. Montrer que si n particules identiques de spin .s se trouvent dans des états
ayant des fonctions d'onde spatiales différentes y^ (r), y^(r), . . . . y^ (r), le nombre
total d'états, compte tenu des degrés de liberté de spin, est alors égal à G = (2s-)-1)"
que ces particules soient des bosons ou des fermions.

10.4. Soient ^ ' f , (^) les fonctions d'onde d'états à une particule normées à l 'unité
( f i représente un ensemble complet de nombres quantiques ; ^ = (r, a) où o" est la
variable de spin). Ecrire les fonctions d'onde, normées à l'unité, des états du système
composé de trois bosons identiques se trouvant dans des états correspondant- aux
nombres quantiques /i, /2. f s -



16 PROBLÈMES UK MÉCANIQUE Q U A N T I Q U E

10.5. Trois bosoris identiques de spin .s == 1 se trouvent dans des états décrits par la
même fonction d'onde spatiale y(r). Trouver les fonctions d'onde normées incluant
les degrés de liberté de spin. Que] est le nombre de ces états ?

10.6. Trois bosons identiques de spiii s = 0 sans interaction se trouvent dans des
états stationnaires ayant les mêmes nombres quantiques n,. et / , avec / = ] dans un
champ central. Quel est le nombre d'états différents du système ?

10.7. Montrer que le moment total L du système de trois bosons décrit dans le
problème précédent ne peut [las prendre la valeur L .= 0.

10.8. Soit u n système de deux bosons identiques, de spin .s = 0, décrit par la, fonction
d'onde normée ri,!'^). Trouver la probabilité pour qu'une particule se trouve dans
le volume dV\, tandis que l'autre est dans le volume dVy. Discuter de la normalisation
de l'expression obtenue. Quelles sont les probabilités pour
a) que les deux particules se t rouvent à l'intérieur d'un volume l :
b) q u ' u n e des particules se trouve au sein du volume V, tandis que l'autre est a

l'extérieur de ce volume ?

10.9. Dans un système composé de deux bosons identiques sans spin l 'une des par-
ticules se trouve dans l'état décrit par la fonction d'onde ^i(r) et l 'autre par '(/^(r).
Ces fonctions sont normées à l'unité et possèdent des parités déterminées et opposées.
Chercher la probabilité qu'une des particules soit dans le volume dV quand la position
de l'antre est, arbitraire (non fixée).

Quelles sont les probabilités
a) qu'une particule ;
b) que les deux particules
se trouvent dans le domaine de l'espace z > 0 ? Comparer les valeurs obtenues dans
le cas où les particules sont discernables.

10.10. Résoudre le problème précédent pour un système composé de deux fermions
identiques se trouvant dans le même état de spin.

10.11. Pour un système de deux bosons identiques de spin .s = 0, chercher la fonction
de distribution en position relative entre les deux particules. Comment, se manifeste
l'identité des particules dans la distribution obtenue ? Quelle est la signification de
l'expression f [^(r, r)["'c(r ( \I l ' ( l•l ,r2) étant la fonction d'onde normée du système) ?

10.12. Comme on le sait, dans le problème à deux corps, le mouvement du centre
de masse et le mouvement relatif sont indépendants. Montrer que la symétrie de la
fonction d'onde de deux particules identiques, par rapport à leur permutation, permet
de retrouver cette indépendance.
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10.13. Déterminer les valeurs que peut prendre le spin total S de deux bosons
identiques de spin s ayant un moment orbital relatif L, ce qui revient à chercher les
états possibles d'un système de deux bosons identiques. Etudier, en particulier, le cas
des bosons de spin .s' = 0.

10.14. Même question que dans le problème précédent, mais pour des fermions
identiques. Etudier, en particulier, le cas de fermions de spin 1 /2.

10.15. Deux bosons identiques de spin -s = 0 sont, liés par un potentiel de la forme
U = k(i'i — r-_i)-'/2. Quel est le spectre d'énergie du système ?

10.16. Un système est composé de trois particules identiques : F) , r^ et l'a son1
les rayons vecteurs des particules dans le système du centre d'inertie. Comment se
comporte la grandeur ri • r:i dans la permutation des positions de la 1° et de la 3°
particule ? Symétriser cette grandeur par rapport aux permutations de n'importe
quelle particule du système.

10.17. Montrer que pour un système de trois particules (non forcément identiques),
les états, ayant un moment orbital total L = 0 dans le système du centre d'inertie,
possèdent une parité positive.

10.2 FONDEMENTS DU FORMALISME DE LA SECONDE
QUANTIFICATION

10.18. Donner la relation de commutation vérifiée par les composantes hermitienne
et anthermit ienne de l'opérateur d'annihilation a (ou de création a) pour des bosons.

10.19. Construire à partir des opérateurs coordonnée î et, impulsion p d'une particule
les opérateurs a et at ayant les propriétés des opérateurs d'annihilation et, de création
des bosons.

Chercher la fonction d'onde ^(a;) qui, en termes de "particules" fictives (dont a et,
î»t sont les opérateurs d'annihilation et de création), correspond au vide.

10.20. Chercher les fonctions propres et les valeurs propres des opérateurs de créa-
tion et d'annihilation pour des bosons et des fermions. Dans ces états, chercher la
distribution du nombre de particules.

10.21. A partir des relations d'anticommutativité associées aux opérateurs d'annihilation b et de création b' des fermions, montrer que les valeurs propres de l'opérateur

nombre de particules ri = b^b sont 0 et 1.
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10.22. Est-ce que le passage des opérateurs a, «t aux nouveaux opérateurs a' = f t + n ,
a't = at -)- Q* (o, étant 1111 nombre complexe) constitue une t ransformation un i t a i r e ?
Faire cette étude pour des bosons et des fermions.

Décrire l 'état vide de "nouvelles" particules |()') (particules dont les opérateurs d ' a n n i h i -
lation et de création sont a', ii't) a l'aide des particules initiales.

10.23. Même question que dans le problème précédent, mais pour la transformation

a'= aa + l-!^, «'1 =0(^+^0.

( n , \i étant, des nombres réels ; établir au préalable pour quelles valeurs de a, 6 cette
transformation est uni ta ire) .

10.24. Peut-on, pour la transformation
/-/ ^+ ^/t -"-(i = a ' , a ' = «,

assimiler a', a't à des opérateurs d ' ann ih i l a t ion et de création de nouvelles particules ?

Décrire l'état »/) (c'est-à-dire l'état à ;) nouvelles par t icules) à l 'aide des particules
initiales.

10.25. Soit «, l 'opérateur de création d ' u n e p a r t i c u l e dans l'état ']'^ (/, étant un
ensemble complet, de nombres quant iques) . Un état à une particule, I ) , peut se
représenter MOUS la forme

I^E0/.^,!0)-

Quel est, en mécanique quant ique, le sens des coefficients ( ' / • , ?

Etudier , en par t icul ier , l 'état à une pa r t i cu le de la forme

|1)= 1 v(r)^(r)(lr\()}

pour une particule sans spin.

10.26. Les opérateurs n', , «, et flt , f f» sont des opérateurs de création et d'annihi-
lation d 'une particule dans les états définis par des ensembles complets de nombres
quantiques /, et i / / , . .

Indiquer les relations liant, ces opérateurs.

10.27. Un état, à deux particules identiques (bosons ou fermions) est. décrit, par un
vecteur d'état |2) = «T a 1 |0), où a' est. l'opérateur de création de la particule dans
un état défini par un ensemble complet de nombres quantiques /,.

Normer le vecteur d'état à l 'uni té . Distinguer les cas où les nombres quantiques f \ et
j'i sont identiques et différents. Indiquer la forme des fonctions d'onde normées des
états étudiés en représentation r (pour les bosons et les fermions).
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10.28. Même question que dans le problème précédent, mais pour un étal a trois
parliriiles |3) = a' a ' ^ d ' |0). Les trois ensembles de nombres quantiques /i, /y, /:;
sont distincts.

10.29. Pour un système de particules identiques, indiquer , dans le cadre de la seconde
quantification, la forme des opérateurs suivants :
a) hamiltonien H pour des particules libres :
b) impulsion totale P ;
c) rayon vecteur dn centre d'inertie Rc.;..

10.30. Eu utilisant les résultats du problème précédent, donner l'expression de
l'opérateur vitesse du centre d'inertie V^, d'un système de ;V particules identiques
libres.

10.31. Pour un système composé de particules identiques, chercher la forme des
opérateurs densité du nombre de particules n(r) (au point d'espace r) et du nombre
de particules N(v) occupant un certain volume r.

10.32. Démontrer les relations

[P, $(!•)]_ = »/f$(r), [P.î^r)]. = thï^(r)

où P, ^(r) sont des opérateurs impulsion et champ (opérateurs ^) d 'un système de
bosons identiques sans spin.

Généraliser ces relations pour des bosons ayant u n spin non nul et pour des fermions.

10.33. Chercher, dans l'espace de Fock. la. forme de l'opérateur F2 carré d'une
grandeur additive (F = ̂ /u)-

a

On invite à résoudre le problème de deux manières :
a) en partant de l 'égalité F-' = FF et en utilisant la forme de l'opérateur à une

particule (voir 10.29) ;
b) en partant de l'égalité

"E ̂ a) = L ̂  (^ ) + 'E f^)fwv—^ '"1-1 ^—^E^(^)+E-
a a^-b

et en utilisant la forme standard des opérateurs à une et à deux particules dans
le cadre clé la seconde quantification.

Comparer les résultats obtenus.

10.34. Chercher la. forme de l'opérateur produit de densités du nombre de particules
r i i?»2 en deux points de l'espace ri et r^ (1-1 7^ 1-2).

Notons que la valeur moyenne n\n-i décrit la corrélation spatiale des fluctuations de
densité (voir 10.:«) et 10.38).



20 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E Q U A N T I Q U E

10.3 SYSTÈMES COMPOSÉS D'UN GRAND NOMBRE,
N > 1, DE PARTICULES

10.35. Dans l 'état, fondamental d ' u n gaz de bosons composé de N particules sans
interaction et sans spin, qui occupe un volume V, chercher la densité moyenne du
nombre de particules, le noi l i l i re moyen de particules occupant un certain volume c
et la f luctuat ion (écart quadratique moyen) de ce nombre de particules.

10.36. Dans les mêmes conditions que dans le problème précédent, étudier la corréla-
tion spatiale des fluctuations de la densité du nombre de particules. Pour un système
homogène, elle peut être caractérisée par la. fonction de corrélation i.'(r) :

n\n^ — n^i^.^ = ——^——^ (n, ^ «(i-i), etc.),

où r = 1-1 — i-2 et 77 est la densité moyenne du nombre de particules. Comparer à un
système de N particules classiques sans interaction occupant un volume V.

10.37. Dans l'état fondamental d 'un système de N fermions sans interaction se
trouvant dans 1111 volume V (ga% de Fermi parfait), cliercher la densité moyenne du
nombre de particules et le nombre moyen de particules dans un certain volume v.

10.38. Dans les mêmes conditions que dans le problème précédent, étudier la corréla-
tion entre les densités de particules ayant des valeurs déterminées de la projection du
spiu sur l'axe .: en différents points de l'espace : cliercher n ( r \ , .s;i)»((r2, «.-•_)) et com-
parer au produit » ï ( i ' i , . s ; i ) • »'f(i '2, s;:)). Etudier les cas où s^i et «;•_) sont identic(ues
ou différents. Chercher la fonction de corrélation de la densité (voir 10.36).

10.39. En assimilant l'interaction entre les particules à une perturbation, chercher,
au premier ordre du calcul des perturbations, l'énergie de l'état fondamental d un gaz
de bosons composé de N particules sans spin occupant un volume V ( l ' interaction
entre deux particules est décrite par un potentiel répulsif / ' ' ( l i 'a — 1';,) ^ 0, agissant à
courte distance).

10.40. Même question que dans le problème précédent, mais pour un gaz de fermions
de spin s = 1/2. On admet que l 'interaction de dépend pas du spin et satisfait a la
condition À'/^/ï.u <$; f , où 7?n est le rayon d'action du potentiel et tikf l'impulsion de
Eermi.

10.41. Un gax parfait de fermions composé de particules neutres de spin s = 1/2
possédant un moment magnétique /.<o (de sorte que p. = /((|(T) se trouve dans un champ
magnétique extérieur homogène. Dans l'état fondamental de ce système, chercher :
a) les nombres d'occupation des états à une particule ;
b) la susceptibilité magnétique du gaz (pour un champ suffisamment faible).
L'interaction entre les moments magnétiques est négligeable.



CHAPITRE 11

ATOMES ET MOLÉCULES

11.1 ETATS STATIONNAIRES D'ATOMES À UN ET DEUX
ÉLECTRONS1

11.1. Chercher, au premier ordre du calcul des perturbations, la correction à apporter
aux niveaux d'énergie de l'atonie hydrogenoïde du fait de la relation relativiste liant
la niasse de la particule (de l'électron) à la vitesse. Comparer la grandeur de la
correction aux valeurs des niveaux d'énergie de l'atome.

Pour une particule sans spin le résultat obtenu donne une structure fine des niveaux
de l'atome hydrogenoïde. Par contre, pour l'électron, d'après l'équation de Dirac,
outre la correction mentionnée, l ' hami l ton ien comporte encore un terme décrivant
l'interaction spin-orbite dont l'effet sur le déplacement des niveaux est du même ordre
de grandeur que la correction calculée dans le présent problème.

11.2. Calculer, an premier ordre du calcul des perturbations, le déplacement, du
niveau d'énergie de l'état fondamental de l'atome hydrogenoïde dû a la nature non
ponctuelle du noyau. Le noyau est assimilé à une sphère de rayon 7Î, dans laquelle
la, charge 'Ah a une distribution volumique uniforme. Estimer la valeur numérique de
la, correction et la comparer à l'effet relativiste (voir problème précédent). Quelle est
l 'importance du fait que le noyau du mésoatome a, une taille finie ?

11.3. K t u d i e r le mouvement d'un muon chargé négativement dans le champ d'un
noyau de charge '/.( (assimilé à une sphère de rayon R chargée uniformément en
volume ; R = 1, 2.41//310-i'j cm, A w '2Z, A étant le nombre de masse du noyau) ; la
nature de l ' interact ion du muon et du noyau est, purement électrostatique.

( ' l ierclicr les fonctions d'onde des états stationnaires et, les niveaux d'énergie du muon
dans les cas limites des valeurs petites et des valeurs très grandes de Z .

1 Dans les problèmes de ce chapitre on utilise, sans le mentionner spécial entent, les unités atomiques
(u. a.) : i —= f i = rrie = 1-

2 On appelle atome ou ion hydrogenoïde (et de façon analogue, héliogénoïde, un système composé
d 'un noyau de charge quelconque et de un ou deux électrons.
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Estimer l'énergie des pilotons 7 émis lors des transitions atomiques dans la partie
basse du spectre d'énergie du mésoatome.

11.4. Etudier 1a structure hyperfine des niveaux des états .s ( l 'un atome hydrogénoïde
liée à l ' interaction des moments magnétiques de l électron et du uoyan. Le noyau,
supposé ponctuel, a nn spin 1 et un moment magnétique / f . n , de sorte que ^ = ^I.
Déterminer la grandeur de la décomposition hyper l f ine et la comparer aux écarts
de la s t ructure fine (voir problème 11.1 ; les valeurs caractéristiques des moments
magnétiques du noyau sont eh/m^c, m,, étant la masse du proton, 1 ~ 1) .

Dans le cas de l'atome d'hydrogène, comparer le résultat obtenu à la valeur expéri-
mentale de la structure hyperfine (HFS) de l 'état fondamental Ay/n,..:, = ATï'HF.-/^7'"/' =
1420 MHz'8 ; le moment magnétique du proton vaut //p = 1, 39c/( /»»fpC.

11.5. Calculer, au premier ordre du calcul des perturbations, l'énergie de l'état
fondamental d ' u n atome (ou d 'un ion) à. deux électrons, en assimilant- l'interaction
des deux électrons a une perturbation. Obtenir la valeur du potentiel d'ionisation
du système et la comparer aux données expérimentales pour l'atome d'hélium et,
pour les ions lithium, béryllium, carbone : 7 ( T I e ) — 24,5 eV ; ^(Li"^) = 75,6 eV ;
/(He^) = 153, 6 eV ; ./(C4^ = 393 eV.

11.6. Au premier ordre du calcul des perturbations, calculer l'énergie de l 'état
fondamental et le potentiel d'ionisation d'un atome (ou d'un ion) à deux électrons
en choisissant, un hamiltonicn non perturbé de la, forme

//o=-J(A,+A.)-^(^)

(dans le système d 'uni tés atomiques), I c i , le paramètre Z^ do i t , être choisi de manière
à annuler la correction du premier ordre sur le niveau d'énergie du système. Comparer
au résultat, obtenu dans le problème précédent, (voir de même le problème suivant).

11.7. Chercher l'énergie et, le potentiel d'ionisation de l'état fondamental d 'un ion
à deux électrons en utilisant, le principe variationnel. En guise de fonction d'essai,
choisir le produit de fonctions d'onde de l'atome d'hydrogène avec une charge effective
Z^ jouant, le rôle de paramètre variationnel. Comparer au résultat, obtenu dans le
problème 11.5 et, aux données expérimentales qui sont incluses. Peut-on, sur la, base
du résultat obtenu, conclure à l'existence d'un ion hydrogène stable H~ ?

11.8. Chercher l'énergie moyenne d'un ion a deux électrons avec un noyau de charge
Z f - dans l'état décrit, par une fonction d'onde de la, forme

^( î ' i , »••_;) = C'[exp(—crri — f ï ' f ^ ) + exp(—,;lri — r>) ' -_))] .

En utilisant l'expression obtenue et une fois choisies les valeurs des paramètres a = 1,
/? = 0,25, démontrer l'existence de l'ion hydrogène stable II^.

3 L'énergie correspondant à la fréquence v = 1 MHz vaut s W 4, 14 • 10~9 eV.
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11.9. Chercher de façon approchée les niveaux d'énergie du spectre discret et les
fonctions d'onde correspondantes pour un système composé d'un noyau de charge Z f ,
d ' u n électron et d'un méson ^ s ~ .

11.10. Calculer la structure hyperfine de l'état triplet 23,'? de l'atome d'hél ium
avec le noyau ''He (le spin du noyau est, égale à / = f /2 , le moment magnétique
f i = —1, 064e/î/mpC). Uti l iser la forme approchée de la fonction d'onde d'état 235' en
négligeant l'interaction entre les électrons. Comparer le résultat à la valeur expéri-
mentale de la décomposition hyperfine Ai/Hp? = A/7,,Fp./27r/i w 6740 MITx.

11.11. Quelles valeurs peut, prendre le moment, du mouvement relatif de l'électron
dans les états ortho et para d'atomes héliogénoïdes ?

11.12. Chercher les niveaux d'énergie et les potentiels d'ionisation des états excités
d'atonies héliogénoïdes dans l'approximation selon laquelle l'interaction des électrons
est prise en compte en l'assimilant à un écrantage de la charge du noyau par l'électron
se trouvant dans l'état fondamental 1s. Comparer le résultat obtenu aux données
expérimentales fournies dans la solution du problème.

11.13. Calculer les niveaux d'énergie et les potentiels d'ionisation des états 2,S' sin-
gulet et triplet d ' u n atome (d'un ion) à deux électrons en assimilant, l 'interaction des
électrons à une perturbation.

Comparer les résultats obtenus aux données expérimentales pour l'atome d'hélium :
/H.^3,?) w 0, 175 u.a. w 4, 76 eV, /i,.^1.?) w 0,146 u.a. M ;î, 97 eV et pour l'ion de
l i th ium Li4' : /,,+(23,S') w 0,605 u.a. sa 16 ,5 eV.

11.14. Chercher l'énergie et le potentiel d'ionisation de l'état 23,5' d'un atome hélio-
génoïde par la méthode variationnelle. Comme fonction d'essai, choisir le produit
convenablement symétrisé des fonctions des étals 1 .s et 2s de l'hydrogène, avec une
charge effective du noyau Z^s Jouant le rôle de paramètre variationnel.

Pour l'atome d'hélium et, l'ion de l i t h i u m Li4', comparer le résultat obtenu aux données
expérimentales (voir 11.13).

11.15. Montrer que, pour les atomes liéliogénoïdes, tous les états excités stables
(c'est,-à-dire stables vis-à-vis d'une séparation en un atome hydrogénoïde et un élec-
tron libre) possèdent la configuration électronique 1sn/, c'est-à-dire q u ' u n des élec-
trons se trouve obligatoirement dans l'état fondamental l.s.

11.16. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent, au cas d'atomes
lithiogénoïdes (trois électrons dans le champ coulombien du noyau de charge Z e ,
Z > 3) : montrer que ne sont stables que les états du système dont la configuration
électroniclue est de la forme (Is)2^/ , c'est-à-dire que deux électrons sont, obligatoire-
ment dans l'état fondamental l.s.
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11.17. Estimer les valeurs (les potentiels cl'ionisation de l'état fondamental ",S' (confi-
guration électronique ( 1 .s)"2,s') et du premier état excite " /) (configuration électronique
(l-s)^?) d'un atonie litliiogénoïde eu supposant que 1 interaction des électrons dans
l'état fondamental avec un électron "excité" se réduit à 1111 écrantage de deux unités
de charge du noyau.

Dans le cas de l'atome de lithium, comparer les valeurs obtenues avec celles de
l'expérience : I ( ' - ' S ) = 5, 37 eV et /('-'P) = 3, 52 eV.

11.18. Calculer, par la méthode variationnelle, l'énergie de l'étal fondamental d'un
atome lithiogénoïdc. Les fonctions d onde des électrons sont choisies sous forme des
fonctions adéquates de l'atonie d'hydrogène, avec une charge effective du noyau ^.n,
qui joue le rôle de paramètre variationnel. Faire ce calcul par deux procédés :
a) en négligeant les effets d'échange ;
b) en choisissant comme fonction d'onde, le produit convenablement symétrisé de

fonctions d'onde uniparticulaires.

Dans le cas de l'atome de lithium, comparer les résultats obtenus à la valeur expéri-
mentale EQ w -'2();i, 1 eV w -7,'1S ii.a.

11.2 ATOMES À PLUSIEURS ÉLECTRONS

11.19. C h e r c h e r les termes possibles des états excités d'un atome avec une configu-
ration électronique (en plus des couches remplies ; n -^ 1 1 ' ) :
a) naît1? ;
I.)) 'np'n'p ',
c) npn'd.

11.20. Chercher les termes possibles d'un atome dont. la configuration électronique
est la suivante (en plus des couches remplies) :
a) ( f i p ) 2 :
b) (iri^ ;
c) (np)4 ;
d) (nd)2.
En appliquant la règle de Hund, indiquer le terme fondamental de l'atonie.

11.21. Déterminer les termes fondamentaux des atonies N, Cl, et des ions N4', Cl4'.

11.22. Quelle est la parité des ternies atomiques présentant une configuration élec-
tronique (en plus des couches remplies) :
a) (ns)" ;
b) (HP)" ;
c) (nd^ ;
d) (^-(W)' ?
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11.23. Indiquer les termes atomiques possibles pour la configuration électronique
(ni}2.

11.24. Quels sont la multiplicité 2S + 1 et le moment orbital total L de l'état
fondamental d'un atome avec une configuration électronique (»/)'•', en plus des couches
remplies?

11.25. Quel est le nombre d'états différents indépendants (mais pas de termes !)
d'un atome correspondant à la configuration électronique (ni)1', en plus des couches
remplies ?

11.26. Quel est. le nombre d'états différents indépendants d 'un atome avec une con-
figuration électronique (iil)3 correspondant à la valeur ,S' = 3/2 du spin total des
électrons ?

11.27. Aux états excités d'un atome avec la configuration électronique nsn'i (n ^ n')
correspondent deux termes : ^L et 3L (L étant le moment orbital total, L = I ) . En
assimilant l'interaction entre les électrons à une perturbation, montrer que l'énergie
du terme triplet est inférieure à celle du terme singulet. Ne pas expliciter la forme
des fonctions radiales des électrons us et n ' I .

11.28. Tin atome comporte, en plus des couches pleines, deux électrons np. En
assimilant l'interaction entre les électrons à une perturbation, chercher l'ordre des
niveaux d'énergie des termes possibles 1 >5', ^D, 3P de l'atome. Vérifier (lue les valeurs
des nombres quantiques ,'? et L du terme fondamental confirment la règle de Hund.

Conseil. Avec l'établissement des fonctions correctes non perturbées correspondant
à une valeur déterminée L du moment, il est commode de se servir du formalisme
tensoriel (voir problèmes du paragraphe 4, chapitre 3 du Tome I). Ne pas expliciter
la forme de la dépendance radiale des fonctions d'onde des électrons np.

11.29. En utilisant l'expression de la densité électronique d'un atome neutre, con-
formément au modèle de Thomas-Fermi, chercher la dépendance en Z de la dis-
tance moyenne de l'électron au noyau, ainsi que la valeur moyenne du carré de cette
grandeur. Quelle valeur prend »•" pour ») ^ 3 ?

11.30. Chercher la distribution des impulsions des électrons dans un atome neutre
de charge nucléaire Z, selon le modèle de Thomas-Fermi. Tenir compte de ce que la
fonction universelle \(x) de ce modèle, qui définit, la. densité volumique des électrons,
décroît de façon monotone avec r. Eu utilisant ce résultat, chercher la dépendance en
Z des grandeurs moyennes de l'impulsion et de l'énergie cinétique de l'électron.

11.31. Dans le cadre du modèle de Thomas-Fermi de l'atome neutre, chercher la
dépendance en fonction de la charge du noyau Z :
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a) de la grandeur caractéristique du momeni orbital de l'électron :
b) de l'énergie d'ionisation totale de l'atome.

11.32. Déterminer la dépendance en Z du nombre d'électrons se trouvant dans l'état
.s de la distr ibution de Thomas-Fermi.

11.33. exprimer dans le modèle de Thomas-Ecrmi de l'atome neutre, en se servant
de la densité électronique n[r}, l'énergie cinétique des électrons, l'énergie de lenr
interaction mutuelle et de leur interaction avec le noyau.

En utilisant les expressions ainsi obtenues, le théorème du vi r ie l et le comportement
aux petites distances, r — 0, du potentiel électrostatique du champ self-consistant
des électrons et du noyau

déterminer une valeur numérique de l'énergie cl ' ionisation totale de l'atome.

11.34. Dans l'approximation de Thomas-Fermi, obtenir l'expression de l'énergie
totale d 'un atome neutre au moyen de la densité électronique n(r).

En étudiant la fonctionnelle E'[»(»')], montrer que la fonction nonnée ( / n(r)(l.\' = Z )
minimisant cette fonctionnelle est la solution de l'équation de Thomas-Fermi.

En utilisant le résultat obtenu, chercher l'énergie d'ionisation totale de l'atonie par
la méthode variationnelle en choisissant comme fonction universelle \ ( , r ) du mo-
dèle la forme \.,ss^{-r) = Aexp(—Qa-) , « étant le paramètre variationnel. Comparer
l'expression obtenue de l'énergie d'ionisation et la fonction d'essai \^, ,„,(/ ') pour des
,r petits aux résultats connus de la solution numérique exacte.

11.35. F^n utilisant les propriétés extrêmes de la fonctionnelle E[n(r)], établies dans
le problème précédent, démontrer dans le cadre du modèle de Thomas-Fermi :
a) le théorème du viriel :
b) la relation /•',. ,,,,y = —71',.,. entre les énergies d'interaction mutuelle des électrons

l.'',.,. et d'interaction des électrons avec le noyau i/e .

11.3 PRINCIPALES REPRÉSENTATIONS DE LA THÉORIE
MOLÉCULAIRE

11.36. Classer les termes possibles d'un ion moléculaire d'hydrogène HT '1. Indiquer
les valeurs que peut prendre le moment orbital de l'électron L (par rapport au centre
de symétrie de l ' ion) pour les différents termes de l'ion.

4 Dans les problèmes liés à fa classification des termes des molécules, il s'agit de la description
de certaines propriétés formelles des systèmes atomic|iies pour une position fixer de noyaux, car.
dans ce cas. le problème de la stabilité d'un tel système par rapport à la "séparation" de ce dernier
eu atomes (ou ions) demeure irrésolu. Dans le cas de l'ion H^ , seul l'état ^(A = 0) est stable.
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11.37. L'état d'un système de deux électrons est décrit par une fonction d'onde
^ = Xcr/J^ri , i'2), où \a,a est la fonction de spin, tandis que ^(ri ,i 'a) est la fonction
des coordonnées qui prend la forme :
a) ^ -= /(ri.r:)) ;
b) ip = (ri • no + 1-2 • no)/(n , ra) ;
c) î f > = ((ri A r-î} • no).f(ri, r^} ;
d) ^ = (1-1 • no + r2 • iio)((ri A r^) • no)/(ri , ï-a) ;
(no étant un vecteur constant). Procéder à la classification adoptée dans la théorie
des molécules diatomiqnes des états mentionnés.

11.38. Indiquer les termes de l'ion moléculaire d'hydrogène H^ que l'on peut obtenir
en combinant un proton à un atome d'hydrogène se trouvant- dans l'état- de nombre
quantique principal n = 2.

11.39. Déterminer les termes des molécules diatomiques N3, L i l l , HC'l, N0 (nie
l'on peut obtenir en combinant les atomes correspondants se trouvant dans l'état
fondamental.

11.40. Peut-on obtenir par une séparation adiabatique des protons, à partir des
termes d'une molécule d'hydrogène H2, deux atomes d'hydrogène, se trouvant tous
les deux dans un état excité ?

11.41. Est-ce que les termes de la molécule Lilî peuvent donner un atome d'hydrogène
dans un état excité, par séparation adiaba.lique de noyaux, (rappelons que le potentiel
d'ionisation dans l'état fondamental de l'atome de lithium vaut 1 = 0, 20 u.a.) ?

11.42. Estimer, pour une molécule diatomique, l'ordre de grandeur des rapports
suivants :
a) des écarts entre les niveaux électroniques, vibra.tionnels et rotationnels ;
b) de la séparation entre les noyaux et de l'amplitude des vibrations de point zéro

des noyaux ;
c) des périodes caractéristiques et des vitesses des mouvements des électrons et des

noyaux.

11.43. En supposant- connues les caractéristiques suivantes de la, molécule d'hydro-
gène £[2 :
a) l'énergie de séparation de l'état fondamental de la molécule en deux atomes non

excités d'hydrogène, /n = 4 ,46 eV ;
b) la pulsation des vibrations n;e de la molécule, I I U J ^ = 0, 54 eV ;
c) la constante rotationnelle Be ^ 7,6 • 10~3 eV,

chercher les grandeurs correspondantes des molécules HD et Ua, c'est-à-dire des
molécules où un ou deux protons sont remplacés par le deutêron.

Comparer les effets de déplacement isotopique des niveaux de l'atome et de la molécule
d'hydrogène.
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11.44. Quels sont les états rotationnels possibles des molécules cl hydrogène H:>, de
deutérium ])•? et de HD se trouvant dans l'état fondamental v+ suivant la valeur du
spin nucléaire total des molécules i s ^ = 1) ?

11.45. Discuter la possibilité d'existence d ' u n moment dipolaire électrique moyen
difrérent de zéro dans un système à deux atomes dans un état stationnaire :
a) du terme électronique, c'est-à-dire du sous-système électronique pour une position

fixée des noyaux ;
I)) de la molécule.

Etudier les états relatifs à différentes valeurs de A (A = 0 ; A •/ 0) et les cas ou les
noyaux des atomes sont :
a) identiques ;
b) des isotopes d'un même élément ;
c) différents.

11.46. Obtenir l'expression de l'énergie Eo(R') d u terme fondamental de l ' ion molécu-
laire d'hydrogène Ht par la, méthode variat ionnelle , en approximant la fonction d'onde
du terme par une fonction de la forme

où c est la distance de l'électron an centre du segment reliant les protons, o étant le
paramètre variationnel.

Après avoir choisi dans l'expression obtenue de £ 'u(7i ' ,n) , le paramètre a =- 1 ,0 (avec
cette valeur de o, la fouet,ion de deux variables Eo(R, ( \ ) présente un minimum absolu
pour un certain Ro à calculer) , chercher la dimension de l ' ion 7?u (-/l'n étant la distance
qui sépare les noyaux des ions en position d'équilibre), l 'énergie m i n i m a l e du terme
/•.u et l'énergie des vibrations de point zéro des protons de l ' ion A'v,b ,u- (Comparer
les résultats obtenus a.ux données expérimentales : -/fi i w 2 ,0 u.a., /^i w — ( ) , ( ) ( ) u.a.,
/7v,b,o « 0,0044 u.a.

Peut-on, sur la base de la, solution du problème, conclure a l'existence de l'ion
stable 11^?

11.47. Pour u n système de deux particules, dont l ' une a un moment / i = 1 , chercher la
dépendance angulaire des fonctions d'onde ^ J J ^ A des étal,s du système correspondant
à des valeurs déterminées de sou moment total J = 0, 1 . de sa, projection ,7; sur 1 axe
;; et de la projection du moment A sur la direction du rayon vecteur de la seconde
particule (se limiter au cas A = 0). Général iser les résultats obtenus au cas de valeurs
arbit, rai l'es des grandeurs / i , .7, ./; (ma.is toujours avec A = 0).

Conseil. Dans la résolution du problème ou peut utiliser le formalisme lensoriel ( v o i r
3.6ÎS du Tome I). Cette situation se présente pour des molécules dialomiques où le
rôle de la "première" par t icu le est joué par le sons-système électronique et celui de
la "seconde'' par le sous-système nucléaire (il est, vrai que les moments orbitaux des
électrons et des noyaux n'ont pas séparément de valeur déterminée).
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11.48. Pour une particule de spin s = 1/2, rherclier la relation spiu-angulaire des
fonctions d'onde ^ J J . X des états de la particule avec des valeurs déterminées J = 1/2
dn moment total de la particule, J\ = ±1/2 de sa projection sur l'axe z et À = ±1/2
de la projection A du spin de la particule sur la direction de son rayon vecteur. Quels
sont le moment orbital de la particule et la parité de ces états ?

11.49. Chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes des
états stationnaires d'une toupie asymétrique de moment . 7=1 en représentation J z J ç .

11.50. Les moments d'inertie principaux d'une toupie asymétrique satisfont aux
conditions J \ ~ 1^ ^> I ^ . ( 'hercher les niveaux d'énergie de la toupie, au premier ordre
du calcul des perturbations. Quelle est la nature du spectre d'énergie et, en particulier.
quelle est la multiplicité des niveaux dans cette approximation ? A quel ordre du
calcul des perturbations se produit une levée supplémentaire de la dégénérescence des
niveaux ?

11.51. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas où les
moments d'inertie principaux satisfont à la condition |/i — 7-_;| ̂  /i ~ I y .

11.4 ATOMES ET MOLÉCULES
DANS DES CHAMPS EXTÉRIEURS.
INTERACTION ENTRE ATOMES ET MOLÉCULES

11.52. Gomme on le sait, la polarisabilité /^n de l'état fondamental d 'un atome se
définit par l'expression (ou suppose que ./ ^ 0)

.,^|(fc|d.no|0)|2

^^.L—loy—ïur- (1)
fc^ri ' - k "o

où d, = — f • y Xai est l 'opérateur moment dipolaire de l'atome (la somme est effec-
a

tuée sur tous les électrons); HQ - un vecteur unitaire quelconque ; dans l'expression
( 1 ) la somme est prise sur tous les états excités du système (mais si les états \k)
correspondent au spectre continu, il faut assimiler la somme à une in tégra le) .

Montrer que la polarisabilité /?n satisfait à l'inégalité (avec, évidemment, ,^u > 0)

/3o<|-^——^E<OII•°•r'-lo)l-
'̂  "J - ̂ 0 a, b

où E' est l'énergie du premier état excité de l'atome. Obtenir de même une borne
inférieure de la grandeur Po, en ne prenant dans la, somme ( 1 ) que le premier terme
non nul.

Pour l'atome d'hydrogène, établir les l im i t e s supérieure et inférieure de la grandeur
/Î(J et comparer à la valeur exarte /3ij = 9/2 u.a. = 9fl•|3/2. «o étant le rayon de T3ohr.
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11.53. Préciser les limites supérieure et i n f é r i eu re de la valeur de la polarisabil i té /^n
de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène, obtenues dans le problême précédent,
en incluant dans l'étude un terme supplémentaire (état excité) dans la somme (1)
(voir problème précédent).

11.54. Calculer la polarisabilité de l'état fondamental de l'atome d'hydrogêne par la
méthode variationnelle. En résolvant le problème, utiliser des fonctions d'essai de la
forme :
a) I'.,,.,, = r'1'n(r)[l + »(Eo • r)] = ( ' ^ u ( » - ) [ l + nr^icos^] ;
b) ^,,,,, ^ (• ' (M'o+a^ol ' i ) ,
où

sont les fonctions d'onde de l'état fondamental (n = 1, / = U, m = 0) et du premier état-
excité (2, f , 0) de l'atome d'hydrogène en l'absence de champ électrique extérieur ;
l 'axe z est dirigé suivant le champ, o esl, le paramètre variatiomiel. ( 'omparer les
résultats obtenus à la valeur exacte f ^ o = 9((;ï/2 (voir de même problème suivant) .

11.55. Préciser le résultat du problème précédent en utilisant des fonctions d'essai
de la forme

^_, = (-(^ + n,fi,M., ) = -^[e-'' + aSoV^rcwfh-'"'].
V^r

où Q, 7 sont- des paramètres variationnels. Pu obtenant la valeur numér ique de la
polarisabilité ,J ,̂. choisir la valeur 7 = 0, 8 de ce paramètre.

11.56. Etudier l'effet, Stark sur les états excités de 1 atome d'hydrogène de nombre
quantique pr incipal n = 2, au premier ordre du calcul des perturbations. En résolvant
le problème, ut i l i ser les fonctions propres de l ' i iamil tonien non perturbé en coordon-
nées sphériques 'i'nirn- I n d i q u e r les conditions de validité des résultats obtenus (en
tenant compte du fait. que, dans la solut ion du problème, on néglige les effets rela-
tivistes donnant l ieu à une structure fine du niveau : l'intervalle de structure fine du
niveau »? = 2 vaut AL\;, w • l , 5 • lO"5 eV).

11.57. En uti l isant la. valeur connue /3o = Q a f , / ' 2 = 9/2 u.a. de la polarisabil i té de
l 'atonie d 'hydrogène dans son état fondamenta l , obtenir une valeur approchée de la
polarisabilité de l'état fondamental de l'atome d'hélium :
a) en négligeant complètement l'interaction entre des électrons ;
b) en tenant, compte de l'interaction des électrons sous forme d ' u n écrantage par t ie ]

de la charge du noyau (la charge efléctive du noyau qu'il faut choisir est Z,.^ =
27/Ki, voir 1 1 . 7 ) .

Calculer la permitt.ivité d ié lect r ique de l 'hélium clans les conditions normales et com-
parer a- la- valeur expérimentale ;o w 1 , O U U U 7 U (à cette va leur de ey correspond u n e
polarisabil i té : ) — 1 , 4 0 u . a . ) .
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11.58. Estimer l'ordre de grandeur de la polarisabilité du modèle d'un atome ïhomas-
Formi, c'est-à-dire le rapport entre le moment dipolaire d des électrons Thomas- Fcrim,
créé sous l 'action du champ électrique appliqué, et l 'intensité de ce champ ^. Com-
parer avec la contribution à la polarisabilite de l'atome des électrons de valence.

11.59. Estimer, pour des molécules diatomiqucs, l'ordre de grandeur de la polarisa-
bilite /3 do l 'état fondamental dans les cas où :
a) le moment dipolaire moyen de la molécule d -= 0 ;
b) d ^ 0.
Le moment dipolaire est calculé dans le système de coordonnées lié de façon rigide à
l'axe de symétrie de la molécule. Par hypothèse le terme fondamental de la molécule
est lv;. Comparer ces valeurs entre elles ainsi qu'à la polarisabilite de l'atome.

11.60. Chercher la décomposition Stark des niveaux rotationnels du terme élec-
tronique iv; d'une molécule diatomique possédant- 1111 moment dipolaire constant (la
décomposition Stark est supposée petite par rapport à l'écartement entre les niveaux
rotationnels voisins). C'omparer an résultat obtenu dans le problème 8.12 (Tome I).

11.61. Etudier l'effet Zceman pour un mésoatome hydrogénoïde, le spin du méson
étant s = 0. L'interaction du méson avec le noyau (supposé ponctuel) est supposée
purement électrostatique. Quelle est la nature de la levée de dégénérescence des
niveaux de nombre quantique principal n ?

11.62. Même question que dans le problème précédent, mais pour l'atome d'hydrogène.
Le champ magnétique est supposé assez intense pour que la décomposition Zeeman
soit très supérieure à la structure fine des niveaux. Indiquer pour le niveau » = 2
les condit ions de validité des résultats obtenus (l ' intervalle de la s t ructure Une de ce
niveau est A£'ps « 4, 5 • 1CT5 eV).

11.63. Etudier l'effet Zeeman sur les composantes triplet et singulet de la structure
hy perdue de l 'état fondamental de l'atome d'hydrogène en supposant- la décomposition
Zeeman petite par rapport- à la grandeur de la structure hyperfine.

11.64. Etudier l'influence de la masse finie du noyau sur les effets Stark et Zeeman
dans un atome Ilydrogénoïde (ou dans un mésoatome).

11.65. Chercher la décomposition Zeeman des niveaux du positroimnn (état lié de
l'électron et. du positron) eu la supposant beaucoup plus grande que la structure fine.
Comparer au cas de l'atome d'hydrogène.

11.66. Chercher la susceptibilité magnétique "\,,i de l'atome d'hélium dans son état
fondamental eu utilisant la forme approchée de la fonction d'onde établie dans 11.7.
Calculer la susceptibilité magnétique de un cm3 de gaz d'atomes d'hélium \^ dans
les conditions normales et la comparer à la valeur expérimentale —8, 6 • 10~11.
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11.67. Pour rotât triplet 23.? de l'atome d'hélium, on a les termes suivants : ' 'PU'
3 P I , ^P-i qui, compte tenu d'effets rdativistes, ont des énergies différentes (structure
fine) . Estimer la susceptibilité magnétique de l'atome dans l'état 3 P(| et la comparer
à la susceptibilité magnétique et à la polarisabilité de l'état fondamental de l'atome.

11.68. Chercher la décomposition Zeeman des composantes rotationnelles du terme
électronique 'XI d ' une molécule diatomique (la décomposition Zeenian est supposée
petite par rapport à l 'écartei i ient entre les niveaux rotationnels voisins).

11.69. C'hercher l'énergie d'interaction d'une particule chargée (proton, muon, élec-
tron, etc.) avec u n atome d'hydrogène t iou excité à de grandes distances mutuelles.

11.70. Etudier le système composé de deux particules chargées et de l'atome d'hydro-
gène neutre dans son étal, fondamental, la distance entre l'atome et, les particules
chargées é t an t beaucoup plus grande que le rayon de Hohr. Chercher l'énergie d' inter-
action du système considéré. Est-elle douée de propriétés addit ives ?

11.71. Chercher l'énergie d'interaction d'une part icule chargée et d'une molécule
diatomique situées à une grande distance l ' une de l 'autre. On suppose que la molécule
a un moment dipolaire constant d (dans un système de coordonnées lié de façon
rigide à l'axe de la molécule) et se trouve dans l'état fondamental vis-à-vis de tous les
nombres quantiques. Le terme électronique de la molécule est lv;.

11.72. Chercher l 'énergie d'interaction de deux atomes d'hydrogène dans leur étal
fondamental à une grande distance R l'un de l 'autre , par la méthode variationnelle.
Dans les ca lculs , utiliser les fonctions d'essai de la forme :
a) 1̂ ,, =C < vr„ ( ' • l ) < r^ ( ' •2 ) [ l+^ l - ] ;
11) l!',..,,,„ = C^o( ) - i ) ^o (» -2 ) [ l + a(a-i.î;2 + yry, - 2;i^),
ou

^ = ———e -•/••"
X/TTffg

est la fonction d'onde de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène : n, i'2 sont
les rayons vecteurs des électrons du premier et du second atome par rapport, à leur
noyau, l'axe ; étant dirigé suivant l'axe passant par les noyaux : a est le paramètre
vanationnel.

Avec les notations adoptées, l 'opérateur interaction des atomes dans l'approximation
dipôle-dipôle est de la forme

(d, •d^^-^rHR-diKR-d:.,) _ r2^:^^ - x^ï-j - i/i^)
- f î 5 - - T P

11.73. Chercher l'énergie d' interaction aux grandes distances pour deux molécules
douées de moments dipolaires constants di et d^. On suppose que les molécules se
trouvent dans leur état fondamental vis-à-vis de tous les nombres quantiques : les
ternies électroniques des molécules soûl, lv.
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11.5 PHÉNOMÈNES NON STATIONNAIRES
DANS LES ATOMES ET LES MOLÉCULES

11.74. L'atome d'hydrogène se trouve dans son état fondamental. Le noyau de
l'atome est le triton, isotope superlourd de l'hydrogène. Par suite de la désintégration
p le tritium se transforme en hélium :

'^îl-^e+v+^îîe.

Chercher la probabilité pour que l'ion d'hélium formé du fait de la désintégration soit
dans son état fondamental.

En calculant le phénomène, tenir compte du fait que la variation de la charge du
noyau est l'effet dominant par rapport aux effets de recul du noyau (voir à ce propos
11.77 et 11.78) et de l'interaction de l'électron de désintégration ,/3 avec l'électron
atomique (la vitesse de l'électron de désintégration 6 est beaucoup plus grande que
celle de l'électron de l'atome : v ^ lO'y^)-

11.75. Dans les conditions du problème précédent, chercher les probabilités d'exci-
tation des différents états de l'ion d'hélium (atome hydrogénoïde avec Z = 2) avec le
nombre quantique principal n = 2.

11.76. Dans les conditions du problème 11.74, chercher la valeur moyenne de l'énergie
acquise par l'électron atomique à la suite de la désintégration 0 du noyau.

11.77. Le noyau d 'un at.omc, dans l'état stationnaire 'l'o. subit un choc brusque de
durée T et, par conséquent, acquiert une vitesse v (par exemple, du fait du recul dû
à l'émission d'un quantum 7 par le noyau excité).

En supposant réalisées les inégalités r -^ T et r <^. a / v , ou T et a sont les ordres
de grandeurs des périodes électroniques et des dimensions de l'enveloppe électronique
respectivement, exprimer sous forme générale la probabilité de transition de l'atome
dans l'état, ^ri après cette "secousse".

11.78. En utilisant le résultat obtenu dans le problème précédent, calculer la somme
des probabilités totales d'excitation et d'ionisation de l'atome d'hydrogène (se trou-
vant initialement dans l'état fondamental) engendrées par une "secousse" brusque au
cours de laquelle une impulsion P est communiquée au noyau (proton). Indiquer les
conditions de validité du résultat obtenu.

11.79. Généraliser le résultat du problème 11.77 au cas d'une molécule diatomique,
c'est-à-dire obtenir l'expression générale de la probabilité de transition de la molécule
de l'état stationnaire ^o à l'état î'n à la suite d'une " secousse " brusque au cours de
laquelle est communiquée une impulsion P à l ' un des noyaux de la molécule.
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11.80. Da.ns les conditions du problème précédent, chercher la pro babil) té pour que
la molécule demeure dans son état initial si la variation brusque V de la vitesse du
noyau est, très inférieure aux vitesses caractéristiques des électrons de la molécule. Le
terme électronique de la molécule est ] E et cette dernière se trouve dans sou état
fondamental pour tous les nombres quantiques (v = K = 0).

11.81. Un atome d'hydrogène se trouvant, pour / =- 0 dans son état fondamental est,
soumis à, un champ électrique homogène périodique dans le temps (cette dépendance
en temps est de la forme sin m f ) .

En utilisant le calcul des perturbations, calculer la probabilité, par unité de temps,
d'ionisation de 1 atome. On suppose, pour simplifier, que dans l'état final l'électron
est, libre.

11.82. Chercher la probabilité d'éjection d'un électron A de l'atome sous l'effet
d'une transition dipolaire du noyau par suite de l'interaction électrostatique directe
de l'électron avec les protons du noyau (conversion in te rne) .

Comme fonction d'onde ini t iale , utiliser la fonction 'I' de d'un électron K d'atome
hydrogénoïde. La vitesse de l'électron dans l'état f i n a l est, supposée beaucoup plus
grande que celle de l 'atome.

11.83. Même question que dans le problème précédent, mais pour le cas où les
états initial et, final du noyau ont un moment nul (ces phénomènes sont, dénommés
conversion de transition monopolaire ou £'0).

11.84. Chercher la probabilité d'éjection d'un électron K dans un état excité d 'un
mésoatome f i (l'atome contient un seul muon // - sur un niveau excité) du (ait de l'effet,
Auger (c'est-à-dire que le muon /( passe dans un état d'énergie inférieure, taudis que
l'énergie de la transition est transmise à l'électron de l'atome du fait de l'interaction
électrostatique du muon et de l'électron).

Se limiter à l 'étude de la transition dite dipolaire ou transition /' d'Auger pour laquelle
la variation du moment orbital du union vaut |A/| = 1.

Dans les calculs, supposer que les d imens ions de l ' o r b i t e du union sont, beaucoup plus
petites que celles des électrons, l'électron dans l'état final demeurant libre.

Indiquer les condi t ions d'application du résultat obtenu. Etudier, en pa r t i cu l i e r , la
transi t ion muonique '2p — 1s.

11.85. Même question que da.ns le problème précédent, mais pour le cas A/ = 0
(transit ions ,S' d 'Auger ) . Pour simplifier, se l imi ter au cas où le m o m e n t orb i ta l de
l'électron dans les états initial et f inal est, nul.

Etudier , en particulier, la transition muonique 2,s —> l.s.



CHAPITRE 12

LE NOYAU ATOMIQUE

12.1 NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES FORCES
NUCLÉAIRES. DEUTÉRON

12.1. Comme on le sait, les forces nucléaires se caractérisent par un petit rayon
d'action et une grande intensité. C'est ainsi que les manifestations qualitatives de
l'interaction nucléon-nucléon de basse énergie ne peuvent s'expliquer qu'en admet-
tant que le potentiel nucléaire a un rayon d'action 7?o w 2 • lO"13 cm (à de plus
grandes distances les forces nucléaires décroissent très rapidement) et une grandeur
caractéristique L'o w 40 MeV.

Clierclier les valeurs caractéristiques des potentiels d'interaction coulombienne de deux
protons et d'interaction magnétique des moments magnétiques de spin de deux nu-
cléons à la distance RQ indiquée et les comparer à la grandeur Uo.

12.2. Quel serait le moment magnétique du deutéron si ce dernier se trouvait dans
l'état' :

a) '.Su ;
b) 3^ :

'•) l̂ ;
cl) '̂ o ;
e) SP, :
f ) -^i ?

Rappelons que les moments magnétiques du proton et du neutron libres (en unités
de magnétons nucléaires) sont : ^(p = 2, 79 : /.<„ = —1, 91 ; la valeur expérimentale du
moment magnétique du deutéron est p., = 0, 85 et son spin vaut J^ = 1.

Com-seil. Utiliser le résultat obtenu dans le problème 3.54 du Tome I.

1 Puisque les nombres quantiques du deutéron sont rigoureusement établis, il peut sembler que les
problèmes du genre de ceux où sont étudiés les états hypothétiques du deutéron aient une nature
ar t i f i c i e l l e . Or. i l faut savoir, que c'est justement la comparaison avec les données expérimentales
des caractéristiques physiques du deutéron calculées à partir de différentes hypothèses sur ses
nombres quantiques, qui a permis d ' identif ier l'état réel du deutéron.
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12.3. Estimer la valeur moyenne r^ (r = i-p — r,,) du deutéron eu supposant que la
liaison entre le proton et le neutron est faible et en se rappelant que, dans la grande
majorité des cas, le deutéron se trouve dans l'état 3 S.

12.4. Quel serait le moment quadrupolaire du deutéron si ce dernier se trouvait dans
l'état:

a) ' ,S'u ;
b) ̂ i ;
c) \f\ ;
d) ^n ?

Exprimer le moment quadrupolaire du deutéron eu termes de la distance quadratique
moyenne r'2 ; comparer au résultat obtenu dans le problême suivant.

12.5. Même question que dans le problème précédent, mais dans l'hypothèse où l'état
du deutéron est ' ^ P I .

Donner une estimation numérique de Qo : comparer au résultat du problème précédent
et à la valeur expérimentale du moment quadrupolaire du deutéron Q^ = 2,82 •
10-27 cm2.

12.6. Quelles sont les fonctions propres et les valeurs propres de l'isospin (grandeur
7' et projection 7^) pour un système composé de deux nucléons ?

12.7. Quelle est- la valeur de l'isospin d'un système composé d'un proton et d'un
neutron dans un état avec des valeurs déterminées du spin total À' et du moment, du
mouvement relatif IJ des nucléons ?

Indiquer la partie isotopique de la fonction d'onde du deutéron.

12.8. Indiquer la forme la plus générale de l'opérateur interaction entre deux nucléons
qui soit invariante d'isospin.

Exprimer l'opérateur obtenu U au moyen des valeurs prises par cet opérateur dans
des états à valeur déterminée de l'isospin llT=o l -

12.9. Pour un système à deux nucléons, indiquer la structure isotopique de l'opérateur
interaction coulombicnne des nucléons.

12.10. En s'appuyant sur l'invariance d'isospin des forces nucléaires et le fait expéri-
mental qu'il existe un état lié unique dans le système "proton |- neutron" (deutéron).
montrer qu'il ne doit pas exister d'états liés pour un système de deux protons ou de
deux neutrons.

Tenir compte des valeurs des nombres quantiques du deutéron : spin J^ = 1, par i té
^=+1.
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12.11. De quelles propriétés d'invariance des forces nucléaires réelles aurait-il fallu se
priver, si l'état du deutéron avait été une superposition lPl +3?! (et non pas ^.S'i -l-^Ui
comme pour un deutéron réel) ?

Indiquer une forme possible d'interaction pouvant aboutir à l'état mentionné.

12.12. Supposons que l'interaction de deux nucléons possède la structure isotopique
suivante :

U=V^V^r^\

où Vi ,2 sont des opérateurs ne dépendant pas des variables d'isospin (ce sont, des
opérateurs dans l'espace des coordonnées et des spins, symétriques par rapport à la
permutation des nucléons) ; chercher, dans ce cas, la forme de l'interaction dans le
système composé :
a) de deux protous ;
11) de deux neutrons ;
c) du proton et du neutron.

Est-ce que l'interaction étudiée s'accorde avec :
1) l ' invariance isotopique ;
2) l'indépendance de charge des forces nucléaires réelles ?

12.13. Quelle propriété du deutéron montre que l'interaction proton-neutron dépend
des spins des nucléons ?

Après avoir é tud ié les potentiels dépendant du spin suivants :
a) U = V ( r ) c r , - a ^ = l- '(r)(2S2 - 3) ;
I)) / • ' = \ "('r)S • L (interaction spin-orbite) ;
c) (.' = l ' ( f ) (6 (S • n)2 - 2S2) (forces tensorielles)
(n = r/r, r = i-p — r, et S = -(o-p + <Tn) est l'opérateur spin total des nucléons),
établir lesquels permettent d'expliquer les propriétés du deutéron étudiées plus haut.
Indiquer les constantes du mouvement dans ces potentiels.

12.14. Montrer que le potentiel des forces tensorielles

^=V(r ) [6(S.n)2-2S 2 ]

(S = ^(0-1 4- 0-2 ) est l'opérateur spin total des nucléons), assimilé à une perturbation
du potentiel central Uo(r), n'engendre un déplacement du niveau S qu'au second ordre
du calcul des perturbations.

12.15. Montrer qu'avec la prise en compte des forces tensorielles, c'est-à-dire avec
Ù = Uo(r) + U f , ou Ht = V(r)S^ et 5'i2 = 6(S • n)2 - 2S2, la fonction d'onde du
deutéron, constituée par la superposition '̂ .S'i ^D^, peut être écrite sous la forme

*=[/u(r)+/i(r),5'i2]Y.
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S = s,, + s,, est, ici l'opérateur spin total des nucléons,

est la fonction générale de spin S = 1 en représentation S:., (l'opérateur S et la
fonction d'onde ^ correspondant au spin total S = 1 des nucléons sont aussi donnés
en représentation ,9;).

Pour quel choix de la fonction de spin \ la fonction d'onde considérée 'I' décrit-elle
un état du deutéron ayant une valeur déterminée ,/, ?

Chercher (J) dans l'état étudié.

12.16. Comme on le sait, le moment magnétique du deutéron, dont. l 'état est la
superposition ^S'i +:ÏD^, vaut

/^ = (1 - •«•)/((•'' A'i) + w^D^} w 0,cS5 magn. nucl.

où /((^,5i) et ^(^Di) sont les moments magnétiques du système "proton | neutron"
dans les états ''.S'i ^DI (voir 12.2), ir w 0, 04 est la probabilité de présence du deutérou
dans l'état ^Di.

Expliquer pourquoi, pour le moment quadrupolaire du deutéron, il n'y a lias î le
relation analogue à. celle donnée plus haut pour le moment magnétique. A ce propos,
signalons que le moment quadrupolaire de l'état ^.S'i est nu l , et que celui de l'éta-t
3D\ est négatif, Q^D}} < 0, tandis que la valeur expérimentale pour le dentéron est
Q, % 2 , 8 2 - 10-27 cm2 > 0.

12.17. Estimer les dimensions des deux noyaux "miroirs" tritium '^H et- hélium ^He
à partir du fait que dans la désintégration / 3 , 3îî —S-3 Ile 4- e + v, l'énergie cinétique
maximale de l'électron est ?o = 17 keV. 11 faut prendre eu compte l'invariance iso-
topique des forces nucléaires et, l'absence d'états excités pour ces noyaux. Rappelons
les valeurs numériques suivantes : (.-V,i — A7p)c2 w 1,29 MeV, l•n,,c~! w 0,51 MeV.

12.18. Comme on le sait, les dimensions des noyaux sont données par la relation
R = f-oA1 7 3 , où .'1 est le nombre de nucléons dans le noyau.

Estimer la valeur de ï'o à pa r t i r des données sur la désintégration ^+ d ' un noyau
comportant Z + 1 protons et- // neutrons (de sorte que -4 = ÏZ + 1) en l 'exprimant
on fonction de la valeur maximale de l'énergie £o (^s positrons de désintégration.
Supposer que le noyau qui se désintègre et que le noyau produit par la fission (consti-
tuant des noyaux "miroirs") se trouvent dans les mêmes états (c'est-à-dire possèdent
des nombres quant, iques identiques, exception faite pour les valeurs des composantes
7y de l'isospin). L'énergie d'interaction coulombienne des protons au sein du noyau
est supposée égale à l'énergie électrostatique d'une sphère régulièrement chargée dont
la charge et le rayon sont ceux du noyau.

Obtenir une estimation numérique de i-o à partir de la réaction de désintégration
Ï'.^Si -̂ ]; Al + e+ + ;/, où £o = 3, •'1<S MeV.
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12.19. Même question que dans le problèiiic; précédent., mais pour la désintégration
^Cl - l̂ S + e+ + v, où £o = 5, 52 MeV.

12.2 LE MODÈLE EN COUCHES

12.20. Dans le modèle en couches chaque nucléon du noyau est supposé se mouvoir
dans un certain champ moyen (self-consistant) engendré par les autres nucléons du
noyau et présentant une symétrie sphérique.

En supposant que le potentiel self-consistant puisse être approximé par le potentiel

U(r) = -(7n + ^kr'2,
^

chercher les niveaux d'énergie individuels des nucléons.

A quelles valeurs des nombres magiques aboutit un tel modèle de potentiel self-
consistant ?

Quelles variations qualitatives obscrvc-t-on dans la représentation des niveaux
individuels pour une petite perturbation S U ( r ) (de symétrie sphérique) du potentiel
considéré ?

Quelles prévisions peut-on déduire du modèle en ce qui concerne les moments et les
parités des états fondamentaux des noyaux ?

12.21. Comme on le sait, une interprétation des propriétés des états les plus bas
des noyaux, en s'appuyant sur le modèle en couches, ne peut être obtenue qu'avec
l'introduction, en plus du potentiel self-consistant central U(r), du potentiel d'inter-
action spin-orbite i'is-

Dans le cadre de ce modèle, où

U(r) = -Uo + ̂ kr2, Ùis = -cri • o- (o > 0)

(comparer au problème précédent), chercher le spectre d'énergie des nucléons indi-
viduels. Pour cr ?» /tc<;/10 (cJ = ^ / k / M ) représenter les niveaux individuels du bas
du spectre (ce modèle traduit exactement- l'ordre des niveaux individuels , ce qui est
essentiel pour la description des propriétés des noyaux pas trop lourds).

Dans le cadre de ce modèle, chercher les moments (les spins) et les parités des états
fondamentaux des noyaux: ^e, ^i, 'g'B, ^C, "G, ^N, ^C, ^0, 'g^O, ^Al, ^Ca.

12.22. C'hercher les niveaux individuels les plus bas du potentiel d'un oscillateur en
présence d'une interaction spin-orbite de la. forme

(};, = -OT2! • cr.

Discuter la nature de la décomposition des niveaux de l 'hamiltoiiien non perturbé.
Comparer au résultat obtenu dans le problème précédent.
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12.23. Dans le cadre du modèle en couches, chercher la partie spin-isospin des fonc-
tions d'ondes des états fondamentaux des noyaux du tritium 3!! et de l'hélium ^ïïe.

12.24. Indiquer les valeurs possibles du moment total J et du spin isotopique 7' des
noyaux comprenant, en plus des couches pleines, deux nucléons dans l 'état pi/2 (de
même ri). Les noyaux possédant cette configuration sont ^C, ^N, '^0 (deux nucléons
en plus des couches pleines (lsi/2)4 (Ips/i)").

12.25. Même question que pour le problème précédent, mais pour deux nucléons
dans l'état pa/2-

12.26. Dans le modèle en couches, chercher le moment magnétique et le facteur
gyromagnétique d'un noyau ne comportant en plus des couches pleines c^u'un seul
nucléon (ou possédant une vacance sur une couche pleine).

Appliquer le résultat obtenu aux états fondamentaux des noyaux suivants'1 :
3H (J = 1/2 ; / ( = 2,91) ; 3He (1/2 ; -2, 13) ; ^B (3/2 : 2,69) ; '^C (1/2 ; 0,70) :
^N (1/2 ; -0,28) ; ^0 (5/2 ; -1,89) ; 'f^Si (1/2 ; -0,55).

Pour résoudre le problème, utiliser le schéma des niveaux individuels établi dans 12.21.

12.27. Même question que dans le problème précédent, niais pour un noyau compor-
tant, en plus des couches pleines, un proton et un neutron (ou possédant une vacance
protonique et une vacance neutronique sur une couche pleine) dans les états identiques
(c'est-à-dire avec les mêmes valeurs de n , l , j ) .

Faire le calcul pour les différentes valeurs du spin du noyau possibles pour la con-
figuration nucléique donnée. Comparer aux données expérimentales des noyaux2

2R (J = 1 ;;u = 0,85) ; |Li (1 ; 0,82) ; ^B (3 ; 1,80) ; ^N ( 1: 0,40).

12.28. Calculer le moment magnétique d'un noyau comportant, en plus des couches
pleines, un proton et un neutron (ou possédant une vacance protonique et une
vacance neutronique sur une couche pleine) dans des états identiques avec le schéma
de couplage LS (les niveaux individuels sont caractérisés par les nombres quantiques
n, I , et non pas n, l , J comme dans le schéma de couplage j j ) .

Appliquer le résultat obtenu à l'état fondamental du noyau *'Li qui a un spm ./ = 1.
Chercher // pour les différentes valeurs possibles de IJ et de S et comparer à la valeur
expérimentale /^,p = 0,82 et au résultat du problème précédent. Les nucléons, en
plus de la couche pleine (I.1 ' ')4, se trouvent dans l'état [p (c'est-à-dire oui u n / = 1).

Quel est le spin isotopiquc des différents états concernés du noyau ^i ?

12.29. Chercher, dans le schéma du couplage J J , le moment magnétique d 'un noyau
possédant le même nombre de protons et de neutrons en dehors des couches pleines

2 On a indiqué entre parenthèses les valeurs expérimentales du spin J et du moment magnétique
(i du noyau.
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dans des états identiques n l j . Appliquer le résultat obtenu au noyau ^Na de spin
J = 3 et de moment magnétique /^xp = 1, 75.

12.30. Même question que dans le problème précédent mais dans les conditions du
couplage LS (voir 12.28).

12.31. Dans le cadre du modèle en couches, chercher le rapport entre les moments
magnétiques des états fondamentaux de noyaux "miroirs". Se limiter à l'étude des
noyaux dont tous les nucléons (des deux états de charge), en plus des couches pleines,
se trouvent dans les mêmes états n j l .

Appliquer le résultat obtenu aux noyaux 3îî et ^e et comparer aux données expéri-
mentales : ^^îi) = 2,91 ; /^^He) = -2,13.

12.32. Chercher le moment quadrupolaire d'un noyau ne possédant en plus des
couches pleines qu'un proton dans l'état :
a) si/a ;
b) p3/2 ;
c) rfs/2-

Exprimer Qo en fonction de r2. Quelle est la valeur du moment, quadrupolaire d'un
noyau ne possédant qu'une vacance protonique sur les couches indiquées ?

12.33. Généraliser le résultat obtenu dans le problème précédent au cas d'un proton
dans un état à valeur arbitraire de / et à j = l + 1/2.

12.34. Chercher le moment quadrupolaire d'un noyau ne possédant, en plus des
couches pleines, qu'un proton dans un état avec une valeur arbitraire de / et j = /—1/2.

Comparer aux résultats obtenus dans les deux problèmes précédents.

12.35. Chercher le moment quadrupolaire d'un noyau ne possédant, en plus des
couches pleines, qu'un neutron dans un état de moment orbital / et de moment total
J = l ± 1/2.

Conseil. Assimiler le noyau à un système composé de deux sous-systèmes : d'un
neutron en plus des couches pleines et des nucléons des couches pleines (pris dans leur
ensemble) se mouvant par rapport au centre de masse du noyau3.

12.36. Comme on le sait, le modèle en couches avec un potentiel self-consistant ayant
la forme d'un oscillateur harmonique

U(r) = -Uo + ̂ kr2,
^

3 L'étude des difficultés du modèle en couches liées au caractère fixe du centre de niasse du noyau,
assimilé à un système de particules indépendantes, est exposée dans la référence [1].
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permet de comprendre et d'expliquer (compte tenu du couplage spin-orbite) de nom-
breuses propriétés de noyaux pas trop lourds.

En admettant que la nature oscillatoire du potentiel self-consistant se conserve égale-
ment pour les noyaux lourds .4 ^> 1, déterminer, sur la base de considérations quasi
classiques, l'expression de la densité de nucléons au sein de ces noyaux. En résolvant
le problème, on peut négliger l'interaction coulombiennc des protons of considérer les
noyaux comme possédant, le même nombre de protons et de neutrons.

Est-ce que l'expression obtenue s'accorde avec les données expérimentales ?

12.37. Même question que dans le problème précédent, mais pour un potentiel self-
consistant de la forme

"^-{Ï ;;̂ :
Une fois choisi, en accord avec les données expérimentales, le paramètre I I du modèle
sons la forme R = f'oA1/3 (R est le rayon du noyau, ro = 1,2 • lO"13 cm), chercher
l'impulsion limite p p des nucléons au sein du noyau. Quelle est dans ce cas la vitesse
maximale des nucléons ?



CHAPITRE 13

THÉORIE DE LA DIFFUSION

13.1 L'APPROXIMATION DE BORN

13.1. Montrer que l'amplitude de diffusion d 'une particule dans un potentiel extérieur
quelconque ?7(r), peut s'écrire sous la forme de l'intégrale suivante étendue au domaine
d'action du potentiel :

où ko, k sont les vecteurs d'onde de la particule avant et après la diffusion et où ^^
est la fonction d'onde ayant, pour r — oo, le comportement asymptotique suivant :

rt/+) !„} ~ pîko-r , /(^•k) ,kr
"ko ^l ~ " ' ,. • - •

13.2. De quelle façon le potentiel d'interaction doit-il décroître à grande distance
pour que le comportement asymptotique de la fonction d'onde 'S' prenne, pour
r —>• oc', la forme indiquée dans le problème précédent ? Se limiter aux potentiels de
la forme U (r) oc r~", pour r —>• oo.

13.3. Etablir à quelles distances du centre de diffusion la fonction d'onde ^^ (r)
peut être représentée sous la forme asymptotique donnée dans 13.1. On suppose (nie,
pour r ^ R, le potentiel est négligeable (R est ici le "rayon d'action" du potentiel).

13.4. Chercher, dans l'approximation de Born, l'amplitude de diffusion et la section
totale de diffusion des particules dans les potentiels U(r} suivants :
a) U(r) = aS(r - R) :
b) U(r) = Uoc-''^1 :
c) U(r) = ̂ -rlR ;
d) U(r) = air1 ;

^={'0; ^R\
f) U ( r ) = U o e - r • ! / R 2 .
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Etudier les cas limites des particules de faible et de grande énergie. Indiquer les
conditions de validité de l'étude.

13.5. Pour les potentiels U(r) étudiés dans le problème précédent (13 .4 , a), b))
chercher la valeur ' ^ ( O ) au premier ordre du calcul des perturbations (^ (r) est
la fonction d'onde décrivant le processus de diffusion des particules d'impulsion /)k).

13.6. Montrer que, dans les conditions de validité de l'approximation de Born, la
section efficace totale de diffusion des particules o'(E), au sein d 'u i ) potentiel ccniral
quelconque U ( r ) , satisfait à l'inégalité

^(^0,

c'est-à-dire que Eo-(E) est une fonction croissante de l'énergie E.

13.7. Montrer que lors de la diffusion des particules par un potentiel attractif (c'est-
à-dire pour ^(r) < 0) ou par un potentiel répulsif [V (r) > 0) dans les conditions
de validité de l'approximation de Born. la valeur maximale de la section elhcace de
diffusion o'(-E') correspond aux particules d'énergie E = 0.

13.8. Obtenir l'expression de l'amplitude de diffusion des particules dans l'approxima-
tion de Born pour un potentiel d'échange, c'est-à-dire pour ?',•,chan\IJr(r) = l f ( r ) ^ ( — ï . ' ) .

Comment l'amplitude de diffusion est-elle liée dans ce cas à l 'ampli tude de diffusion
par le potentiel ordinaire {•'(»•) ? Quelle différence observe-t-on dans la diiï'usioli des
particules rapides entre les des potentiels "ordinaire" et "d'échange"?

13.9. Montrer que, pour des particules de grandes énergies kli ̂  1 ( I { étant le rayon
d'interaction), la section efficace totale de diffusion dans un potentiel U ( r ) = U ( p , z )
peut, dans l'approximation de Born, être représentée sous la forme

Avant la diffusion, l 'impulsion des particules est dirigée le long de l'axe ; : p est le
rayon vecteur situé dans le plan perpendiculaire à l'axe z .

Appliquer la formule donnée pour le potentiel {/(r) = ('De"' / / ' et comparer au
résultat obtenu dans le problème 13.4, f ) .

13.10. Dans l'approximation de Born, l'amplitude de diffusion vers l'avant des par-
ticules (d'angle 0 — 0) est réelle ( l n i f ( 0 ~= 0) = 0). Le théorème optique d'après
lequel a ( E ) = 47rlm/((? = 0 ) / k n'est donc pas vérifié.

Expliquer pourquoi ce résultat est naturel et pourquoi la violation du théorème
optique ne contredit pas la description correcte des sections efficaces différentielle
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et totale de diffusion dans le cadre de l'approximation de Born (naturellement dans
les conditions de sa validité ; voir de même le problème suivant).

13.11. Trouver l'expression de l'amplitude de diffusion au second ordre du calcul des
perturbations. Chercher Im/^(0 = 0) et expliquer le résultat obtenu.

13.12. Une caractéristique importante du processus dans l'étude des amplitudes de
diffusion des particules est la grandeur

, l [E ) = Ref(h\ 0 = 0 ) / î m f ( K , 0=0),

rapport de la partie réelle et de la partie imaginaire de l'amplitude de diffusion vers
l'avant.

Exprimer | »/(£') | au moyen de la section efficace totale de diffusion et de la section
efficace différentielle de diffusion frontale des particules. Comment se comporte »/(A7)
dans les conditions de validité de l'approximation de Born ?

13.13. Exprimer, dans le cadre de l'approximation de Born, l 'amplitude de diffusion
sur deux centres de forces identiques éloignés l ' u n de l'autre de a, c'est-à-dire que
^(r) = ?/o(r) + r''o(r — a), au moyen de l'amplitude de diffusion /(B sur un centre
unique U(}{v).

Chercher le rapport entre les sections efficaces de diffusion sur deux et sur un centre
pour les cas :
a) k<i <C i (avec une grandeur kR arbitraire, R étant le rayon d'action du potentiel

(W) ;
b) kR ~ 1 et a ^> R (la distance séparant les centres est beaucoup plus grande que

le rayon d'action du potentiel).

13.14. Obtenir, dans l'approximation de Born, l'expression de l'amplitude de diffu-
sion par un système de N centres identiques disposés aux points a,,, n = 1, 2, . . . , A',
c'est.-à-dire par un potentiel (/(r) = ̂  f/o(|r — a.,J)

u

Appliquer le résultat obtenu à l'analyse de la distribution angulaire des particules
diffusées pour des centres alignés sur une droite parallèle à la direction des particules
incidentes, l'écartement entre les centres voisins étant constant et. égal à b. Disculer,
en particulier, le cas de N 3> f .

Dans le cas où R ^ b {R étant le rayon d'action du potentiel ^(r)), bk <^, 1 mais
;V bk ~^> 1, chercher la section efficace de diffusion totale des particules.

13.15. ( 'hercher, au second ordre du calcul des perturbations, l 'amplitude de dif-
fusion des particules dans le potentiel U (r) = U Q C ~ r ~ I R ~ pour de grands transferts
d'impulsion qR ~S> t. Comparer à. l'amplitude obtenue dans l'approximation de Born.
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13.16. Comparer, pour des particules (.l'énergie E = 0. les valeurs de l 'amplitude
de diffusion exacte f ' " ' ( J ' J =^ 0) dans le potentiel / / ( r ) à l'amplitude de diffusion dans
l'approximation de Born /"(O), dans le même potentiel pour
a) un potentiel répulsif U (r) > 0 :
b) un potentiel attractif U(r) <^ 0, suffisamment peu profond pour qu ' i l admette pas

d'état lié.

Montrer que, dans a), la valeur de la section efficace de diffusion de Born est supérieure
à la, section efficace de diffusion exacte, tandis que, dans b) , c'est le contraire.

13.2 CALCUL DES DÉPHASAGES. DIFFUSION DE
PARTICULES LENTES. DIFFUSION RÉSONNANTE

13.17. Obtenir l'expression des déphasages S i ( k ) , dans le cadre de l'approximation
de Born, en utilisant directement la décomposition en ondes partiel les de l 'amplitude
de d i f fus ion dans un champ central.

Indication, miliser la relation de la théorie des fonctions de Bessel (.c,.;/ > 0) [12] :

sm \ / , v î 4- v2 — 2a"ucostf' TT v-^
v. ————- = ̂ -,^l+ ')^'/-(-'-)^l/2(î/)^(œs^).^.r- + y- - 2xyms y 2^/xy ̂

13.18. Obtenir l'expression des déphasages dans l'approximation de Born pour un
potentiel d'échange (voir 13.8).

13.19. Dans le cadre de l'approximation de Born, chercher le comportement des
déphasages avec l'énergie de la particule quand E —> 0. Se limiter aux potentiels
/ / ( » • ) décroissant, pour r — oo, plus v i te que toute puissance de r (par exemple,
^oce- ' - /^) .

13.20. Chercher le comportement des déphasages de Born S f ( k } pour une valeur
fixée de / et pour k —7- oc. Se l imi te r à des potentiels dont le comportement pour
r —> 0 satisfait à la condition »•[/((•) —> 0.

13.21. tCn se servant de l'expression quasi classique des déphasages, chercher leur
comportement pour une valeur fixée de / et /-.,' —s- oc. Comparer au résultat obtenu
dans le problème précédent.

13.22. Chercher dans l 'approximation de Born les déphasages des ondes .s (/ = 0)
dans les potentiels :
a) U[r) =UoR6(r- Iî) ;
b) </ ( r ) = f/ne-'-/^.
En utilisant les résultats obtenus, chercher, pour ces potentiels, la section efficace
de diffusion des particules lentes. Indiquer les conditions de validité des résultats et
comparer les aux résultats obtenus dans f3.4, a) et b).
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13.23. Donner l'expression dn potentiel d'interaction U(r) en fonction de déphasage
So(k) (l = 0), supposé connu pour toutes les énergies de la particule et avec l'hypothèse
que \6o(k)\ < 1.

Pour illustrer ce résultat, étudier les cas où So(k') est de la forme :
a) 6o(k) = cte ;

b) ̂ •) =TÏW
Pour le cas b) comparer au résultat do 13.22, b).

13.24. Chercher les valeurs exactes des déphasages des ondes ,s dans les potentiels :

""M^; ;'̂ ';
•"'"••'-{-"o: :̂ ';
c) U(r) = -(Voe-'-/-".
Eu utilisant les résultats obtenus, chercher, pour ces potentiels, les sections efficaces
de diffusion des particules lentes. Indiquer les conditions de validité des expressions
obtenues.

13.25. Chercher la longueur de diffusion et la section efficace de diffusion des par-
ticules lentes dans le potentiel (7(r) = cr/r4, rr > 0.

13.26. Chercher la longueur de diffusion et la section efficace de diffusion des par-
ticules d'énergie E = 0 dans le potentiel

.r2 + y2 ^
' -7< 1, c>^

^•)= ^ f2

l "- -^ÎL^>l•

Discuter, en particulier, les cas limites c w h et c ~^> b.

13.27. Chercher la dépendance en énergie de la section efficace de diffusion o"(^?),pour
des particules d'énergie E —^ 0, dans un potentiel décroissant à grande distance
suivant la loi

U ^ w a / r " ' , r-^co, 2 < n < 3,

13.28. Même question que dans le problême précédent, niais, pour un potentiel,
ayant à grande distance le comportement U(r) w o/r3.

13.29. Chercher les déphasages 6 f ( k ) dans le potentiel U(r) = a/r2, o > 0.

Effectuer la sommation de la série constituant le développement, de l'amplitude eu
ondes partielles pour :
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a) ma/h2 <^. 1 pour des angles de diffusion quelconques ;
b) ma/h2 ^ f pour des angles de diffusion suffisamment petits ;
c) ma //r' 3> f pour des particules diffusées vers l'arriére [6 = n).

Chercher, pour tous ces cas, la section efficace de diffusion différentielle des particules
et la comparer aux résultats des calculs dans l'approximation de Born, ainsi qu'aux
résultats de la mécanique classique.

13.30. Calculer la section efficace de diffusion totale de particules rapides kR ̂  f sur
une sphère dure (impénétrable) de rayon R. Se servir de l'expression quasi classique
des déphasages et du théorème optique.

13.31. Dans les mômes conditions que dans le problème précédent, chercher l'ampli-
tude et la section efficace différentielle de diffusion pour des petits angles de diffusion1

kR0< f .r^f

13.32. Même question que dans le problème précédent, mais pour des angles de
diffusion 0 ;§> (/.-/î)"1. Comparer au résultat de la mécanique classique.

13.33. Chercher la longueur de diffusion dans les potentiels attractifs :
\ T J t \ \ -^0' r < R'

a)u^=[ 0, r > R ; ;

b) U(r) = - l ' u R S ( r - R)
en fonction des paramètres du potentiel ?/o Gt H-

Quels sont les valeurs des paramètres du potentiel pour lesquelles la longueur de
diffusion tend vers l ' infini ?

13.34. Calculer la section efficace de diffusion des particules lentes dans le potentiel
U(r) = —aS(r — R) dans les conditions de résonance de l 'onde A'.

13.35. Même question que dans le problème précédent, mais pour un puits de
potentiel sphérique de profondeur f''u ci. de rayon R.

13.36. Chercher l'amplitude de diffusion partielle dans l'onde s (/ = 0) dans le
potentiel I J ( r ) = aS(r — R). Pour aR ^> h2 /'»;,, déterminer la position Ey et la,
largeur T des niveaux inférieurs quasidiscrets (£'0 ~ h^/mR2).

Comparer les sections efficaces de diffusion des particules d'énergie E ~ h2 /mR2 sur
ce potentiel à celles obtenues pour une sphère dure de ra.you identique R. Quelle est
la valeur de la différence entre ces sections efficaces pour des énergies des particules
proches de l'énergie du niveau s quasi discret. ?

1 La diffusion sous de petits angles dans les conditions de ce problème est, appelée diffractive, car
elle est analogue à la diffraction d'un faisceau de lumière parallèle sur un écran (réfléchissant ou
absorbant) (diffraction de Fraunhofer, voir [6] et également 13.56).
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13.3 DIFFUSION DES PARTICULES RAPIDES
(APPROXIMATION EIKONALE).
DIFFUSION DES PARTICULES DOUÉES DE SPIN

13.37. Obtenir l'expression de l'amplitude de diffusion de particules rapides dans
l'approximation eikonale (ÇJ_ w </ w k6)

y00 r r in-i /'œ i——— 11
f ( k , 0 ) = ik 1 - e x p - — — / U(^p^^)dz\l>Jo(kp0)pdp

Jo l L """' J-w J J
im

Wk
1 - cxp \-1—— F /7(v^T^)J } c-'^P^p

L ""'•• J-oo J J

directement à partir de son développement en ondes partielles.

Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu.

13.38. Montrer que, dans l'approximation eikonale, l 'amplitude de diffusion vérifie
le théorème optique (comparer avec 13.10 et 13.1 1) .

13.39. Montrer que la section efficace de diffusion totale de particules rapides kR 3> 1
(R étant le rayon de potentiel) dans le potentiel U(r) peut être calculée a l'aide de la
formule

a(E)=4n I { l - c o s f — — F U( Vp2 + z^dz} \ pdp
JQ L L ^ ^ J - œ J J

quelque soit la relation entre l'énergie des particules et l'énergie potentielle, ce qui
signifie que pour que cette formule soit applicable, il n'est pas nécessaire que les
conditions de validité de l'approximation eikonale soient, remplies.

Appliquer le résultat obtenu au calcul de la section efficace de diffusion de la barrière
de potentiel : U = 0 pour r > R et U = UQ pour r < R.

13.40. Chercher la section efficace de diffusion totale dans le potentiel U(r) = o/r4

((Y > 0) pour des particules d'énergie satisfaisant à la condition

ImE I r n a

13.41. Exprimer, dans l'approximation eikonale, l'amplitude de diffusion sur deux
centres de forces situés à une distance a l'un de l'autre, c'est-à-dire dans le potentiel
U(r) = Uo(r) + Uo[\r — a|), en fonction de l'amplitude de diffusion /o sur un centre
Uo(r).

13.42. L'opérateur décrivant l'interaction d'une particule de spin s = 1/2 avec une
particule sans spin est de la forme

U =Uo(r)+Ui(r)cr-Ï,
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où r = l'i —i'2 est, le rayon vecteur e n t r e les deux particules, et l = —?'rAV. l 'opérateur
moment cinétique du système par rapport, au centre de niasse.

Chercher, dans l'approximation de Born, l'amplitude de diffusion dans cette collision.

13.43. Chercher, dans l'approximation de Born, l'amplitude et. la. section efficace dif-
férentielle de diffusion de neutrons rapides par un champ électrostatique coulombien.

13.44. Obtenir l'expression de la section efficace de diffusion de particules de spin
s = f /2 sur des particules sans spin, dans l'approximation de Born. 1'opérateur
décrivant l'interaction des particules a la forme indiquée dans le problème f3.42.

Quelle est la dépendance eu énergie de la section efficace de diffusion totale pour des
grandes énergies ? Comparer à. la diffusion de part icules sans spin.

13.45. Quelles restrictions sont imposées par l'hermiticité de l 'hamiltonien sur la
forme de l'opérateur décrivant l ' interaction d'une par t icule de spin s = f / 2 avec une
particule sans spin (voir 13.42)

U =?, 'u(r)+tMr)f f . l ,

Quelle est. la polarisation des particules diffusées dans l'approximation de Born si.
initialement, (avant, la collision), elles n'étaient pas polarisées ?

13.46. Des particules de spin .s ^ 1/2 sont, avant , la diffusion sur des particules
sans spin, polarisées. Le vecteur polarisation est P = 2s ^ U. Montrer que, dans
l'approximation de Born, la diffusion n'implique qu'une rotation du vecteur polarisa-
tion, de sorte que |P'| = |P|, où P' est le vecteur polarisation des particules après la,
d i f fusion (comparer au problème précédent).

13.47. Chercher l 'amplitude de diffusion des neutrons lents sur des protons en sup-
posant que leur interaction a les propriétés suivantes :
a) il existe u n état lié (deutéron) dont l 'énergie de liaison est, faible (e^ <S. f t 2 /m/ï-',

R étant le rayon d'interaction) et, avec les nombres quantiques / = 0 et, ,S' = 1 ;
h) il existe un niveau virtuel de faible énergie avec les nombres quantiques / = 0 et,

,5' = 0 ;
c) pour une faible énergie du système "neutron — proton", le potent ici (l 'interaction

peut être supposé central, mais dépendant, du spin total S, c'est-à-dire qu'il a, la,
forme { ' = Uo(r) + U] ('•)o"n • o"p-

13.4 DIFFUSION DES PARTICULES COMPOSITES.
COLLISIONS INÉLASTIQUES

13.48. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élastique
d'électrons rapides par un atome d'hydrogène dans l'état fondamental.



X I I ! - THÉORIE DE LA DIFFUSION 51

13.49. Même question que dans le problème précédent, niais pour l'atome d'hélium.
Choisir la fonction d'onde de l'atome sur la base du calcul variationnd introduit dans
le problème 11.7 .

13.50. Chercher la section efficace totale d'excitation de l'état 2s de l'atome d'hydro-
gène lors de la collision d'électrons rapides avec des atomes d'hydrogène se trouvant
dans leur état fondamental.

13.51. Chercher les sections efficaces différentielle et totale d'excitation d'un noyau
par des électrons, lors d'une transition monopolaire (ou J=0), c'est-à-dire quand l'état
initial et l'état final du noyau possèdent le même moment , J = 0 et la même parité.
Les électrons dans l'état initial et l'état final sont considérés comme rapides.

13.52. Vu rotateur sphérique de moment d'inertie /, de charge e = 0 et de moment
dipolaire électrique d parallèle à l'axe du rotateur (un modèle très simple de ce rota-
teur est un système de deux particules, de charges de signes opposés, à. une distance
donnée l ' une de l'autre) se trouve dans l'état fondamental.

Calculer au premier ordre du calcul des perturbations les sections efficaces différen-
tielle et totale d'excitation du rotateur sur un niveaux l par diffusion inélastique de
particules chargées.

13.53. Chercher la section efficace de diffusion de particules chargées lourdes (par
exemple, de protons ou d'ions) par des atomes neutres dont le moment est nul. La
vitesse des particules diffusées est supposée très faible par rapport à celles des électrons
atomiques. Indiquer les conditions de validité du résultat obtenu.

Indication. Montrer au préalable qu'au cours de la diffusion ce sont les distances
grandes par rapport aux distances atomiques qui présentent de l'importance. Se
servir de l'expression quasi classique de la section efficace de diffusion (voir 13.39).

13.54. Déterminer les sections efficaces de diffusion élastique et inélastiquc de par-
ticules lentes par un puits de potentiel complexe

,-./ ^ f ^o-^i. r < R. f/i >0,
u(r) =[ 0, r > R

(pour le sens physique de la- partie imaginaire du potentiel voir le problème 7.9 du
Tome I). Supposer que les conditions \U(i^ <S. n2 /mR2 sont remplies.

13.55. Chercher la section efficace totale 0"^, les sections efficaces de diffusion élas-
t ique (T^i et inélastique o",n,;i de particules rapides, kR. ~^> 1, par une sphère absorbante
("noire") de rayon R. Comparer an résultat obtenu dans 13.30.

Indication. Utiliser les représentations quasi classiques du mouvement des particules.
Supposer que toutes les particules ayant atteint la. surface de la sphère sont absorbées
par cette dernière.
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13.56. Dans les conditions du problème précédent, chercher la section efficace dif-
férentielle de diffusion élastique des particules. Comparer au résultat obtenu dans le
problème 13.31.

13.57. Chercher les relations entre les amplitudes et, les sections efficaces différen-
tielles de diffusion élastique d'un neutron sur un proton et d'un neutron sur un atome
d'hydrogène se trouvant dans l'état fondamental. Négliger l'interaction du moment
magnétique du neutron avec l'électron. Indiquer les conditions de validité du résultat .

13.58. Comme on le sait, l'interaction d'un électron avec un positon peut se ter-
miner par leur annihilation, c'est-à-dire la transformation de la paire en photons. Les
niveaux d'énergie du positroniurn (atome hydrogénoide composé d 'un électron et, d'un
positon) ont une durée de vie f i n i .

Chercher la relation entre la durée de vie de l'état fondamental du positronium et la
section efficace d'annihilation positon lent électron. On supposera que l'interaction
responsable de l 'annihilation possède un rayon d'action petit par rapport aux dimen-
sions du p o s i t r o i i i i i i n et qu'elle peut être assimilée à une perturbation (la l'orme de
l'interaction a, peu d'import, ance).

13.59. En utilisant le principe du bilan détaillé (voir |1|), établir la relation en-
tre la, section efficace de capture radiative du neutron par le proton et la photo-
désintégration du deutéron.

Indication. Le bila.n détaillé et, la relation qui en découle entre les sections efficaces
des réactions inverses à deux particules, sont, habituellement, établis dans les cours
de mécanique quantique pour des particules non relativistes (voir [ f ] ) . Mais si l'on
assimile la grandeur de l ' impulsion du mouvement, relatif des deux particules à la
grandeur de l ' impulsion de ces particules dans le système du centre d'inertie, on
peut ut i l iser ces relations pour des particules relat ivistes. Rappelons, de plus, qu'en
mécanique non relativiste. p^, = / ( ( i , , , = |pi = |pi> , où pi = —p^ sont les impulsions
des particules dans le système du centre d inertie et // leur masse réduite, i\,^ =- V I — V - J .

13.60. Chercher la relation entre la .section efficace de l'erCet photoélectrique sur l'état
fondamental de l'atome d'hydrogène et, la, section efficace de recombinaison radiative
de l'électron avec le proton (processus inverse au processus photoélectrique) vers l'état
(b[idamcnta,l de l ' a t o m e d'hydrogène. Ou peut, négliger le spin clu proton et le moment
magnétique qui lui est, l ié .



CHAPITRE 14

THÉORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT

14.1 EMISSION DE PHOTONS

14.1. Déterminer la durée de vie et la largeur de l'état excité ïp de l'atonie d'hydrogène
(négliger le spin de l'électron).

Appliquer le résultat obtenu à l'atome muonique et comparer avec la- durée de vie du
muon libre (T,( = '2,2 x lO"6 s).

14.2. Déterminer la durée de vie du premier niveau excite d'un oscillateur sphérique
chargé.

14.3. Montrer que les 1 ra i is i t ions dipolaires (électriques) suivantes sont interdites :

a) entre des niveaux de l'atome de multiplicité différente (par exemple, entre les états
ortho et para de l 'hél ium),

b) entre les composantes de structure fine d'un même terme de l'atome (c'est-à-dire
entre les différents multiplets correspondants).

14.4. Estimer pour l'état 2s i /2 de l'atome d'hydrogène la probabilité de transition
électromagnétique (par unité de temps') vers l'état 2pi/2.

Rappelons que la différence entre les énergies des niveaux 2.S|/i et 2 p i / i (appelée
déplacement de Lamb) vaut A£',,s w 1,1 x l O ^ ' ' eV.

Comparer le résultat , obtenu à la probabilité de transition 2si/2 — Isi/^ avec émission
de deux pilotons, égale à iv-, = 8 s"1 et au résultat obtenu dans 14.8.

14.5. C h e r c h e r la probabili té de la transition électromagnétique d'un rotateur splié-
rique, du premier niveau excité vers l'état fondamental. Le rotateur a un moment
d'inertie / et un moment dipolaire électrique d dirigé suivant l'axe du rotateur.

1 Dans les problèmes suivants cette spécification est quelquefois omise pour abréger.
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Conseil. L'interaction du rotateur avec le champ radiatif a la forme l = —d • E^ad;
où Erad(T') est l'opérateur du champ électrique des photons.

14.6. Chercher la probabilité de transition électromagnétique entre les niveaux
rotationnels d'une molécule composée de deux atomes possédant un moment
dipolaire constant d. Le terme électronique de la molécule est 1E. Se limiter au
cas du premier niveau rotationnel excité.

Faire une estimation numérique de la probabilité de transition.

14.7. Une particule neutre libre de spin s = 1/2 possédant un moment magnétique
de spin f i (de sorte que /,(, = //o-) est placée dans un champ magnétique homogène Bo.
Elle est dans un état ayant une valeur définie de la projection du spin sur la d i rec t ion
du champ. Chercher la probabilité d'émission d'un photon par unité de temps, due
au retournement du spin.

14.8. Chercher la probabilité de transition à un photon de l'atome d'hydrogène
de l'état excité 2.S]/:i vers l'état, fondamental l .s ' i / -_) . Comparer la valeur obtenue a,u
résultat de l '14 .4 .

14.9. Chercher la probabilité de la transition électromagnétique entre les composantes
de la structure hyperfine de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène (voir 11.4).

14.10. Quelle est la multipolarité du rayonnement des transitions électromagnétiques
dominantes entre les composantes de structure fine d'un même terme de l'un atome ?

Estimer la valeur numérique de la probabilité des transitions électromagnétiques
correspondantes par unité de temps.

14.11. Montrer qu'un photon ne peut être dans un état de moment, cinétique total
nul.

Conseil. En recherchant les fonctions d'onde (en représentation p) des états du photon
avec une valeur déterminée de J , recourir au formalisme tensoriel développé dans les
problèmes de la section 4, chapitre 3 du Tome I.

14.12. Montrer que le système composé de deux pilotons ne peut être dans des
états de moment total égal a l ' u n i t é , J =- 1 (dans le système du centre d'inertie).
Voir l ' indicat ion donnée dans le problème précédent ; tenir compte de l'identité des
photons.
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14.2 DIFFUSION DES PHOTONS.
RAYONNEMENT DES PHOTONS EN COLLISION

14.13. Chercher les sections efficaces différentielle et totale clé la diffusion élas-
tique de pilotons par une particule chargée libre. Comparer au résultat, donné par
l'électrodynamique classique.

14.14. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élastique
de pilotons par un rotateur sphérique dans l'état fondamental.

Le rotateur a un moment d'inertie 1 et un moment dipolaire électrique d dirigé suivant
l'axe du rotateur.

14.15. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élastique
de photons par un oscillateur spliérique chargé se trouvant dans l'étal, fondamental.

14.16. Chercher les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion des pilotons
par une particule neutre de spin s = f/'2 possédant un moment magnétique // (de sorte
que /( = /to-).

Etudier les cas suivants :
a) avant la diffusion, la particule est dans un état à valeur déterminée de la projection

du spin sur l'axe ; (le long duquel est dirigée l'impulsion des photons incidents)
s; = -l-f/2, l'état de spin de la particule ne variant pas au cours de la diffusion ;

b) même situation que dans le point précédent, mais au cours de la diffusion il se
produit un retournement du spin de la particule, c'est-à-dire que dans l'état final
(après collision) s^ = — f / 2 ;

c) diffusion sur des particules non polarisées.

14.17. Chercher, au second ordre du calcul des perturbations, les sections efficaces
différentielle et totale de la diffusion inélastique de photons par un rotateur spliérique
dans l'état fondamental s'accompagnant de l'excitation du rotateur. Quels sont, dans
ce cas, les états excités du rotateur ?

Le rotateur a un moment d'inertie 1 et un moment dipolaire électrique d dirigé suivant
l'axe du rotateur''.

14.18. Pour une particule dans le potentiel U(r), démontrer les relations suivantes
(désignées "règle des sommes") :
a) ^ |(m|a; n)|2 = (n x2 n) ;

m

b) ^W,nn\{m X 7ï)|2 = —— ;
m "/'

2 La solution du problème analogue pour un oscillateur sphérique chargé montre que, dans ce cas,
au second ordre du calcul des perturbations et dans l'approximation dipolaire, les processus de
diffusion inélastique de photons n'ont pas lieu (comparera 14.15).
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\ V——^ f) \ 1 \ \') / 1 /\? \

c) E^mniv" x /))1- = —^mPx n) '-
m I-1

î '^ï 2 T T

d^^L.I^M")!^—^^"),
m ^~P utL

où ^ est la masse de la particule, la sommation s'effectuant sur tous les états station-
naires, \n) étant un état stationnaire du spectre discret.

14.19. Exprimer la section efficace de diffusion de photons de basse énergie f w —r 0
par un atome dans un état stationnaire de moment nul, en fonction de la polarisa bilité
de cet atome.

14.20. Chercher la section efficace de l'effet photoélectrique pour un atome
hydrogénoïde dans l'état fondamental. On suppose que l'énergie des pilotons satisfait
à la condition huJ ^> /, où J est le potentiel d'ionisation.

14.21. Chercher la section efficace de recombinaison radiative d 'un électron rapide
avec un proton au repos (processus inverse de l'effet photoélectrique) avec formation
d ' u n atome d'hydrogène dans l'état, fondamental.

14.22. Chercher les sections efficaces différentielle ci totale de la photodésintégration
du deutéron, c'est-à-dire du processus -) + d — p -|- n.

Conseil. Pour la fonction d'onde du deut.éron se servir de l'expression approchée
établie dans 12.?). Considérer le proton et le neutron dans l'état final comme libres.
Faire le calcul dans l'approximation dipolaire.

14.23. Chercher la section efficace différentielle du bremsstrahlung (rayonnement de
freinage) d'un électron dans le champ coulombien d'un noyau. Etudier la distribution
angulaire et spectrale des photons émis. L'interaction de l'électron et du noyau peut
être assimilée à une perturbation.



CHAPITRE 15

EQUATIONS D'ONDE RELATIVISTES

15.1 EQUATION DE KLEIN-GORDON

15.1. Montrer que si ^ W f r , ^ ) est lin paquet d'ondes composé de solutions parti-
culières de l'équation de Klein-Gordon correspondant à l'énergie (ou à la pulsation)
de signe déterminé (soit e ^ me2, soit e < —me-') ; alors, indépendamment, de la
forme concrète de cette superposition, la valeur de la grandeur

^--/^-•--^/{^•^-^w}dv

a un signe déterminé et est constante au cours du temps.

15.2. Montrer que l'équation de Klein-Gordon d'une particule libre est invariante par
rapport à la transformation ntitilinéaire suivante

1' -^'S>c(r,t) =(''"îi(r,t) = ̂ (r,t).

La transformation C est la conjugaison de charge. Elle permet, de passer à des
solutions ^^(r,/) de l'équation ne présentant pas de sens physique direct (^"^(r, ()
étant une superposition de solutions particulières correspondant formellement aux
énergies négatives) aux fonctions ^c = C ' S f ' 1 qui correspondent aux énergies posi-
tives et qu i s'interprètent comme des fonctions d'onde de l'antiparticule.

Montrer que si la fonction 'F est une fonction propre d'un quelconque des opérateurs
? = î^i- p, l ? , l2 , la fonction conjuguée de charge ^c l'est également. Comment sont
liées les valeurs propres des opérateurs associés à de telles fonctions ?

15.3.
a) Quelle forme prend l'équation de Klein-Gordon pour une par t icule chargée de spin

nul dans un champ électromagnétique extérieur avec la transformation suivante

^ -^^c(r,t) = C''î'(r,t) = ̂ *(r,t) ?
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b) Quelle t rans format ion du champ électromagnétique doit-on effectuer simultané-
ment à- la transformation mentionnée de la fonction ^(r^,) pour que l'équation
obtenue ait la même forme qu'init ialement ?

c) Sur la base des résultats obtenus, interpréter la transformation C comme une
transformation de conjugaison de charge réalisant la transition de la particule à
l'antiparticule (comparer avec 15.2).

15.4. Montrer qu ' un champ scalaire (par rapport à la t rans(ori) ia t , iou de Lorcnty.)
exerce la mémo action sur une particule sans spin et sur l'antiparticule cpi lui cor-
respond. Comparer avec le cas d'une particule dans un champ électromagnétique
extér ieur (voi r 15.?)).

Conseil. L'équation décrivant la particule sans spin dans un champ scalaire extérieur
U (r, / ) a la forme

{(•-'p- + m-'r-4 + ïmc-U}^ = -h2——^.

Il ne faut pas confondre le champ scalaire avec le champ électrostatique (ce dernier
représente la composante temporelle d'un quadrivecteur). Dans la limite non rela-
tiviste, U ( r , t ) prend le sens de l'énergie potentielle ordinaire.

15.5. Montrer que les parités intrinsèques d'une part icule sans spin et de 1 antiparti-
cule correspondante sont les mômes.

15.6. En se basant sur la constance de la grandeur Q (voir 15.1), discuter le problème
d'orthogonalité et de normalisation des fonctions ' I ' p^ ( r , ^ ) constituant des solutions
de l 'équat ion de Klein-Gordon qui correspondent à des va l eu r s déterminées de l'énergie
(des deux signes) et de l ' i m p u l s i o n .

15.7. Montrer que pour une particule sans spin on peut conserver, dans le cas
relativiste, l 'interprétation ordina i re de la fonction d'onde en représentation p comme
celle de l'amplitude de probabilité de l 'impulsion (à la différence de la représentation
en coordonnées, voir 15.1). Quelle est, la, relation des fonctions d'onde de la particule
et de l'antiparticule en représentation p avec les solutions ^^(r , / ) de l'équation de
Klein-Gordon ? Comparer au cas non relativiste.

15.8. Obtenir l'expression de la valeur moyenne de l'énergie d'une particule libre sans
spin dans un état décrit par la solution ^^'(r.t) de l 'équation de Klein-Gordon.

15.9. Même question que dans le problème précédent, mais pour la valeur moyenne
de l'impulsion de la particule.

15.10. Même question que dans les deux problèmes précédents, mais pour la valeur
moyenne du moment de la particule.
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15.11. Chercher, dans le cas relativiste, le spectre d'énergie d'une particule chargée
sans spin placée dans un champ magnétique homogène.

Comparer au cas non relativiste.

15.12. Chercher les niveaux d'énergie des états s d'une particule sans spin placée
dans le potentiel (voir 15.4)

T T I \ \ —Un, r < a,
u(r)=[ 0, r ^ a .

Quel est le spectre d'énergie de l'antiparticule dans un tel potentiel ?

Discuter les difficultés de l'interprétation du spectre d'énergie dans le cas d'un appro-
fondissement important du puits.

15.13. Chercher les niveaux d'énergie du spectre discret, d'une particule de charge
—r sans spin placée dans le champ coulombien d'un noyau de charge Zt (le noyau est
supposé ponctuel et de masse infinie) .

Dans le cas Zcc <^. 1 (cr = e ^ / h c w 1/137), comparer le résultat obtenu à l'expression
correspondante de la théorie non relativiste.

Souligner les difficultés surgissant dans l'interprétation du spectre d'énergie pour des
valeurs suffisamment grandes de la charge du noyau et eu exp l ique r la raison.

15.14. Obtenir directement à partir de l'équation de Klein-Gordon pour une parti-
cule libre
a) l 'équation de Schrôdinger pour la limite non relativiste ;
b) la première correction relativiste à l 'équation obtenue.

15.15. Obtenir directement à partir de l'équation stationnaire de Klein-Gordon pour
une particule chargée sans spin placée dans un champ électromagnétique constant :
a) l'équation de Schrôdinger pour la. limite non relativiste ;
I)) la première correction relativiste à l'équation obtenue.

15.16. Montrer que clans un champ électrostatique suffisamment intense la particule
chargée sans spin subit une at tract ion (au sens de la mécanique quantique) indépen-
damment du signe de sa charge.

15.17. Chercher, dans l'approximation de Horn, l ' a m p l i t u d e et. la sert.ion efficace
différentielle de diffusion d'une particule chargée (de charge ei) relativiste sans spin
placée dans le champ coulombien du noyau de charge Ze (le noyau est supposé infi-
niment lourd).

Comparer an cas d 'une particule non relativiste.

Indiquer les conditions de validité des résultats obtenus.
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15.18. Chercher, dans l'approximation de Born, la, dépendance en énergie de la
section efficace de diffusion crÇs) d'une particule chargée sans spin placée dans le champ
électrostatique extérieur y ( r ) quand s —>• x;i. Indiquer les conditions de validité du
résultat obtenu et, le comparer au résultat de la théorie non relativiste.

15.19. Chercher, dans l'approximation de Born, la dépendance en énergie de la
section efficace de diffusion cr(e) d'une particule sans spin placée dans un potentiel
U(r) (voir conseil dans 15.4) quand £ —>• oo. Indiquer les conditions de validité du
résultat obtenu : le comparer au résultat, de la théorie non relativiste et à celui du
problème précédent.

15.2 EQUATION DE DIRAC

Dans les problèmes de ce paragraphe, ou utilise la représentation suivante des matrices
d'ordre quatre de Dirac :

( ° (T \ v ( <T ° ^ < ( \ ° ^—(. o ) ' ^ (o J- ^"-(o -J1

. , / 0 i<T \ ( 0 1 "\
^="^={-^ Q ) ' ^=^W1=-^ 1 Q ) ,

où (T, 1, 0 sont des matrices d'ordre deux : celles de Pauli , la matrice uni té et, la
matrice xéro' .

15.20. Parmi les opérateurs mentionnés plus lias, établir lesquels commutent avec
l'hamiltonien d'une particule relativiste l ibre de spin s = 1/2 (et, constituent, donc des
constantes du mouvement) :
1) p = -JhV :

2 ) î = ^ [ r A p ] = - î [ r A V ] :

? > ) î 2 ;

4 ) s = ^ S :

5) s 2 :
6) j = 1 + s ;
7) J 2 ;
8) À = p • S ;
9) U où CT(r) = 'P(-r) ;
10) P = P R ;
11)7r,.

Comparer a,u cas d'une particule l ibre non relativiste.

1 Dans les problèmes e t les solutions de ce paragraphe, le symbole de l'opérateur sur les matrices
a, i3, 'y, S, 1. (J est omis.
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15.21. Chercher la solution de l'équation de Dirac décrivant une particule libre
d'impulsion et d'énergie déterminées.

Pour définir l'état de spin de la particule, utiliser la commutativité de l'opérateur
A = p • S avec les opérateurs p et H (voir de même 15.26).

15.22. Chercher les composantes du quadrivecteur densité de courant d'une particule
de Dirac libre dans l'état caractérisé par une valeur déterminée de son impulsion.

Comparer aux expressions correspondantes de la théorie non relativiste.

15.23. Chercher la valeur moyenne du vecteur de spin d'une particule de Dirac
d'impulsion déterminée (dans ce cas l'état de spin de la particule est arbitraire).
Supposer, pour simplif ier , que l ' impulsion est dirigée. le long de l'axe z .

Comparer au résultat de la théorie non relativiste.

15.24. Etudier la transformation unitaire des bispineurs définie par l'opérateur uni-
taire (la matrice)

V - ^ ( \ 1 ^
^\\ -\ ) '

Quelle forme prend, dans la nouvelle représentation, l 'opérateur spin de la particule
et l'équation de Dirac pour les spineurs à deux éléments

(^ =U^!=(^\\ •?

15.25. On suppose connu l'état de spin d'une particule dans le système du repos,
chercher le bispineur u(p) dans le système de coordonnées dans lequel la particule a
l'impulsion p.

En utilisant le résultat obtenu, chercher la relation entre les valeurs moyennes du
vecteur de spin de la particule dans les systèmes de coordonnées indiqués.

15.26. Comme on le sait (voir 15.21), pour une particule de spin s = 1/2, la fonction
d'onde de l'état ayant, une impulsion p et une énergie e = Vp2^ + m'^c4 a la. forme

/ v
»l/p = n{p)e~K{•p•r~£<l i((p) = rrr p

\ e+mc 2^

(.'et état est, doublement dégénéré, c'est-à-dire il y a deux façon de choisir le spineiir
y. Ce fait est lié à l'existence du spin. Etudier ces deux états indépendants ayant la
forme y\ où

(o- • n)y\ = \y\

(il est un vecteur unitaire arbitraire, A = ±1, voir 5.12 du Tome 1).
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Montrer l 'orthogonalité des états de spin do la particule relativiste correspondant aux
différentes valeurs de A.

Compte tenu du résultat obtenu dans le problème procèdent, établir le sens physique
du vecteur n et- des valeurs propres correspondantes de À.

Quelle est la signification du vecteur ^y*cr^ avec la norme y*\p = 1 ?

15.27. Chercher la forme explicite de la fonction d'onde de l'état d 'une antiparticule
correspondant à la solution de l 'équat ion de Dirac ayant une impulsion déterminée p
et une énergie négative e = —vP""^"' + ii^c4 de la particule. Comparer a la fonction
d'onde de l'état physique de la particule (d'énergie ? ^> )«c-' et d'impulsion déter-
minée).

De quels nombres quantiques (impulsion, énergie et hélicité) est douée l 'ant ipar t icule
dans l'état correspondant à la solution \ïlp^\ de l'équation de Dirac ayant une énergie
négative de la particule ?

15.28. Montrer que, pour une pa r t i cu le de Dirac de masse ni = 0, l 'opérateur
(matrice) •).r, commute avec l'hamiltonien de la par t icule l ib re .

Chercher les valeurs propres de 1 opérateur considéré et donner leur sens physique.

15.29. Montrer que les opérateurs (matrices) /'± = 1/2(1 dr 'ya) sont des projecteurs.
Pour une particule de Dirac de niasse ni =- 0, ces opérateurs commutent avec l'hamil-
tonien. Sur quels états de la particule et de l 'antiparticule, les opérateurs mentionnés
/•'^ projettent-ils ?

15.30. La description quan t ique du photon peut se réaliser a i l moyen de deux
vecteurs E(r, t ) et H(r, t ) satisfaisant- aux mêmes équations que l'équation de Maxwell
de l'électrodynamique classique d ' un champ électromagnétique libre E(r , / , ) , H ( r , / )
(c'est-à-dire d'ondes électromagnétiques dans le v ide) .

Montrer que ces équations peuvent être représentées sous une forme analogue aux
équations de Dirac de spineurs à deux éléments ( i l faut poser que la masse du photon
111 = 0 et son spm .s = f ) .

15.31. Chercher la l imite non relativiste (aux termes d'ordre "1/c" compris prés) des
expressions de la densité de charge et. de courant d'une particule de Dirac plongée
dans un champ électromagnétique extérieur.

15.32. L'hamiltonien d'une particule de spin .s = f /2 située dans un champ électro-
magnétique extérieur est de la forme

A /^ •) t K
I I = c(o: • p) + nie- f t + — F,,, //?-),,-,,.,,

où /,•, est u n certain paramètre caractér isant la particule et. /•^y le tenseur du champ
électromagnétique.
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Après l'étude de la limite non relativiste (aux termes d'ordre "1/c" compris près) de
l'équation d'onde2

ib0--^ = H^.m
établir le sens physique' du paramétre K, c'est-à-dire obtenir la relation qui le lie aux
caractéristiques électromagnétiques de la particule. Comparer an cas de particules
chargées de Dirac, de l'électron et du muon, dont l'hamiltonien est de la forme

H = ça. • (p — -A) + rnc1' i3 + eAo.
\ c /

15.33. Chercher le spectre d'énergie d une particule chargée de Dirac plongée dans
un champ magnétique homogène.

15.34. Chercher, au premier ordre du calcul des perturbations, la section eflicace
différentielle de diffusion d 'une particule de Dirac dans le champ coulombien d'un
noyau de charge 2'e, supposé infiniment lourd.

Conseil. IHil iser le calcul des perturbations pour les transitions au sein d'un spectre
continu sous l'effet d'une perturbation stationnaire ; voir de même 15.37.

15.35. Chercher, au premier ordre du calcul clés perturbations, la dépendance en
énergie de la section efficace de diffusion o-(?) d'une particule chargée de Dirac dans
un champ électrostatique extérieur Ao(r) quand ; — oo.

Comparer au résultat obtenu dans f5.f8.

15.36. Chercher les fonctions de Creen Cr' . g(i',r') de l'équation stationnaire de
Dirac pour une particule libre d'énergie £ ^ me2, satisfaisant à l'équation

( f l - 5)C/, E: (-i.hctï • V + n i ^ j î - s)G', = 6(r - r'}

et qui prend, pour ;• —>• oo, la. forme asymptolique

1 / ^ ^ ^ T
/ , (±) .„ l̂ i/,.,. /.-,/i__2"^
<-7 lx/ ' ^ - V /,2,2 •

Chercher également la fonction de Creen /} de l'équation de Dirac écrite sous la
forme symétrique :

(icp + mc')^^ =0, p = ih~f • V + —^4.
c

2 Cet te ("•quation peut être écrite sous une forme explicitement relativiste et, invariante:

/ -. "> ^ / ^ ::! \
[ f p + —r'i^-^^n- + '"'" l 1' •= 0. \ P = P p - i p = P • -Y - -'-..I — l •
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15.37. Chercher, clans l'approximation de Born, l'amplitude de diffusion d'une par-
ticule de Dirac dans un champ électromagnétique extérieur constant,

Appl iquer le résultat obtenu au cas d 'un champ électrostatique A[) = Z c / r et le
comparer avec 15.34.



CHAPITRE 16

LOIS DE CONSERVATION

16.1 CINÉMATIQUE DES DÉSINTÉGRATIONS
ET DES COLLISIONS

16.1. Une particule au repos A se désintègre en trois particules a. : A —^ 3a. Soit Çn
l'énergie de désintégration1.

Quelles sont les énergies cinétiques minimale et maximale des particules produites
lors de cette désintégration ?

16.2. Une particule au repos A se désintègre en trois particules a : A — 3a. L'énergie
de désintégration vaut Qo. Comme ̂  en == QI) où £„ est l'énergie cinétique de la n"""'

n
particule, on peut faire correspondre à la désintégration un point, situé à l'intérieur
d 'un triangle équilatéral de hauteur h == Qn tel que les distances entre ce point et
les côtés du triangle équilatéral soient égales aux énergies cinétiques des particules.
Toutefois, en vertu de la loi de conservation de l'impulsion dans la, désintégration, on
ne peut à tout point de l'intérieur du triangle faire correspondre une désintégration
de la particule A permise par la cinématique.

Montrer que les points du triangle auxquels on peut faire correspondre une désinté-
gration A — 3a sont, à l'intérieur du cercle inscrit dans le triangle.

16.3. Soient p.,, £', et pi,, E^ les impulsions et les énergies cinétiques des particules
a et, b dans un système de coordonnées donné.

Montrer que la combinaison suivante de ces grandeurs :

s = -(p, + Pb)2 + 2(m, + mJ(^, + ̂ >),

a la même valeur dans tous les référentiels d'inertie, c'est-à-dire que e'ctte grandeur
est invariante par rapport aux transformations galilécnues.

1 On appelle énergie cîe désintégration la différence entre l'énergie de la particule avant désintégra-
tion et l'énergie des particules produites après la désintégrai ion.
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En supposant que les particules a et b sont des particules produites lors de la désin-
tégration d 'une particule A : A — a + b, chercher la relation entre s et l'énergie de
désintégration Qo.

16.4. Même question que dans le problème précédent, mais pour la grandeur

t = -(P. - Pb)2 + 2(m, - m,.)(E, - /L'J.

16.5. Lors du choc entre la particule a et la particule au repos b, dans la réaction
a, +b —)• a+ b, la particule b est, excitée. L'énergie d'excitation vaut Qo.

Chercher la valeur minimale (dite de seuil) de l'énergie cinétique de la particule a
pour exciter la particule b. Etudier les cas limites m, ̂  m^. et 111,, S> m^.

16.6. A la suite de la collision des particules a et b, la particule b est excitée. L'énergie
d'excitation vaut Qo.

Construire le diagramme permettant de déterminer graphiquement les relations entre
les impulsions des particules avant et après le choc dans le système du centre de masse,
ainsi que dans le système du laboratoire. Quelle est la différence entre le diagramme
d'un tel processus et celui obtenu pour une diffusion élastique (voir [5]) ?

16.7. F^tudier les grandeurs suivantes caractérisant la cinématique d'une collision
élastique entre les particules a et h :

* = -(P, + PJ" + 2(»«, + m,,)(A', + Z7J, l = -(p, - p'f,

u = -(p, - p'J2 + 2(m, - •,»„)(£, - /^,),

où p.,, /?„ et p^, £^ sont l 'impulsion et l'énergie cinétique de la particule a avant et
après le choc (notations analogues pour la particule I ) ) .

Montrer que les valeurs de ces grandeurs sont indépendantes du système de référence,
c'est-à-dire qu'elles sont invariantes par rapport aux transformations galiléennes.

Exprimer .s, / , 11. en fonction de l'énergie c iné t ique des particules et de l'angle de
diffusion dans le système du centre de masse.

Est-ce que ces (.rois grandeurs sont indépendantes ?

16.8. Soit la collision entre les particules A el, B : A + B — a + b + c, on i l y a
formation de trois particules.

Deux mécanismes pour ce processus peuvent être envisagés :

1) les particules a et b sont les produits de désintégration d'une particule instable
R, c'est-à-dire que le processus A -I- 1S —r a -|- b -4- c s'ellectue en deux étapes

A + B -t R + c
c— a+ b

où l'énergie de désintégration de R —i> a + b est Qo.
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2) toutes les particules dans l'état f inal se forment indépenda.mment, c'est-à-dire (n i ' i l
n'y a pas de rorrélation entre leurs impulsions (excepté la corrélation cinématique
régie par les lois de conservation de l'énergie et de l'impulsion).

Comment, a partir de la distribution des particules en impulsions dans l'état, final,
peut-on distinguer ces deux mécanismes ?

Conseil. Ktudier la. distribution suivant la grandeur

s = -(P. + Pb)2 + 2(m, + m^(E, + /;,,),

16.2 CONSTANTES DU MOUVEMENT2

16.9. Montrer que si une transformation de coordonnées du système conserve l'hamil-
tonien, l'opérateur de cette transformation commute avec l'iiamiltonien. En parti-
culier, en étudiant pour un système de N particules les transformations de coordon-
nées suivantes :
a) 1 ranslation r,, —• v',, = r,, + a ;
b) rotation d'angle yig = ç'oiii) (no étant un vecteur unitaire le long de l'axe de

rotation du système de coordonnées, ^o la grandeur de l'angle de rotation) ;
c) réflexion i-n — !•„ = —r,, : n = 1, 2, . . . , 7V,

montrer que l ' invariance de l'hamiltonien par rapport à ces transformations entraîne
l'existence dans le système concerné des constantes du mouvement : l'impulsion, le
inoinent orbital et la parité.

16.10. Indiquer quelles grandeurs mécaniques ou quelles combinaisons de ces gran-
deurs (énergie, composantes ou norme du moment, composantes ou norme de l'im-
pulsion, parité) sont conservées pour un système de N particules sans spin dans les
potentiels suivants :
puis

1) mouvement libre ;
2) la source du potentiel est un cylindre homogène de longueur i n f i n i e :
'•'>) la source du potentiel est un plan homogène infini ;
4) la source du potentiel est une sphère homogène ;4)
5) la source du potentiel est un demi-plan homogène i n f i n i ;
6) la source du potentiel est constituée de deux points ;
7) le potentiel est homogène et variable :

la source du potentiel est un fil rectiligne chargé uniformément, avec une charge
variable :

la source du potentiel est. un ellipsoïde homogène ;

2 Les constantes du mouvement ont servi à la résolution de nombreux problèmes d'autres chapitres
(voir, par exemple, l'utilisation systématique du moment dans les problèmes à symétrie centrale).

Dans les problèmes de ce paragraphe on attaclie une attention particulière à la question de la
recherche des constantes du mouvement en rapport avec des propriétés particulières de symétrie
des systèmes quantiques étudiés (sans avoir à préciser le type d'interaction).

Certains problèmes d'autres chapitres, y compris du Tome 1 (tels CILIC 1.29. 1.26. 4.27. 6.19 et
autres) pourraient être traités dans ce paragraphe.
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10) la source du potentiel est. une ligne hélicoïdale cylindrique homogène infinie ;
11) la, source du potentiel est un cône homogène :

a) à une nappe,
b) à deux nappes :

12) la source du potentiel est un tore circulaire.

16.11. Montrer que si /i et /2 sont, des constantes du mouvement d'un système,
yi = (/i/2 -|- /2.fi) e^ Ïï = ~ i ( f i f ' i — ./2.fi) sont aussi des constantes du mouvement.

16.12. Montrer que si, pour un système, P,. et J , sont, des constantes du mouvement,
Py est, alors également une constante du mouvement.

Interpréter le résultat obtenu sur la base des propriétés de symétrie du système.

16.13. Montrer que si, pour un système, J^ et ./„ sont des constantes du mouvement,,
J z et, donc J2 sont, aussi des constantes du mouvement.

Interpréter le résultat, obtenu sur la base des propriétés de symétrie du système.

16.14. L'hamiltonien d 'une particule de spin s = 1/2 est de la Corme :

a) f^=1^+lW+U,(r)(a•l) ;
f ) / ^~ ^~\p" \(T • r)

b) H=——+U,(r)+U,(r)\———'-.
2m r

Trouver les constantes du mouvement,.

Chercher la dépendance spin-angulaire des fonctions d'onde des éta.ts stationnaires
du spectre discret.

16.15. Une particule neutre de spiu s = 1/2 possède un moment, magnétique de spin
/ / u (un neutron, par exemple) ; elle est, plongée dans un champ magnétique ayant une
symétrie axiale de la forme (en coordonnées cylindriques) :
a) Bç, =- By = 0, R, = B ( p ) ;
b) Bp =B, =0 , R, = B ( p ) .

Trouver les constantes du mouvement.

16.16. Montrer que, pour une particule plongée dans un champ homogène, l'opérateur

Ô = p - Fot

(FQ est, la force agissant sur la particule) est, une constante du mouvement.

Quelle est la, signification physique de la valeur moyenne (G) ? Comparer a,u résultat
de la mécanique classique.
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16.3 CONSERVATION DU MOMENT ET DE LA PARITÉ
DANS LES DÉSINTÉGRATIONS ET LES COLLISIONS.
ISOSPIN3

16.17. Etablir quelles sont les restrictions que l'on peut mettre sur les nombres
quantiques (spin J^g et parité intrinsèque PA,]) d'une particule neutre Ao sachant
que cette particule peut se désintégrer en deux pions (J^ = O")4. Etudier les deux
cas suivants :
a) Ao — Tr'^Tr" ;
b) Ao -^ 271-°.

En supposant que la. particule Ao est au repos et se trouve dans un état, ayant une
projection du spin J^ = M sur l'axe z , chercher la distribution angulaire des produits
de désintégration.

16.18. Soit une particule vectorielle V (./p = 1~) se désintégrant en deux pions :
V —r Tr'^Tr" , chercher la forme la plus générale de la distribution angulaire des produits
do désintégration dans le système où la particule V est au repos.

L'état de la particule V est décrit par une matrice de densité de polarisation pmm' i
où m est la projection du spin de la particule sur l'axe z.

16.19. Dans la réaction n~ + d — n + n, la capture du pion lent TT~ ( J^ = 0)
s'effectue avec le deutérium dans l'état fondamental et avec conservation de la parité.

En prenant en compte que les parités intrinsèques du proton et du neutron sont les
mêmes et, que les nombres quantiques du deutéron sont J^ = 1'^, chercher la parité
intrinsèque du pion n~ .

16.20. Quelle est la parité intrinsèque de la particule T de spin JT •— 0 si cette dernière
se désintègre en trois pions : r —>• STT (la parité intrinsèque du pion est, négative) ?
Est-ce que cette particule peut se désintégrer avec conservation de la parité en deux
pions ?

16.21. Chercher la, distribution angulaire des particules produites lors de la désinté-
gration d'une particule B de spin ./g = 1/2 : B —> TrN dans les cas suivants :
a) la parité est conservée lors de la désintégration et la particule B a une parité

négative ;
b) la parité est conservée lors de la désintégration et, la particule B a une parité

positive ;
c) la parité n'est pas conservée lors de la désintégration.

3 Dans tous les problèmes de ce paragraphe, sauf précision contraire, on suppose que dans les
processus étudiés, on a conservation de Pisospin et de la parité.

1 Toutes les particules appartenant à un même multiplet d'isospin (par' exemple, le proton et, le
neutron, TT+, 7r°, TT", etc.) possèdent le même spin J et la même parité intrinsèque P.
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On suppose que l'état de spin du nucléon produit n'est pas fixé.

16.22. Soit A et B des particules ayant les modes de désintégration suivants : A —>• 27l",
B —> rrN oii il n'y a pas conservation de la parité.

Peut-on établir directement à partir de l'analyse des distributions angulaires des pro-
duits de désintégration la non-conservation de la parité dans ces désintégrations ? On
peut utiliser le fait que les particules produites lors de la désintégration peuvent être
polarisées, c'est-à-dire que la valeur moyenne de leur spin est différente de zéro.

16.23. Montrer que les polarisations des pilotons produits lors de la désintégration
d'une particule psendo-scalaire (./p = 0 " ) en deux pilotons (par exemple, TT —> 27)
sont orthogonales alors que les polarisations des pilotons produits lors de la désinté-
gration d'une particule scalaire { J 1 1 = O'*") sont parallèles.

16.24. Lors de la collision d'un pion avec un nucléon au repos, la réaction TT + N —^
ÎT + B produit une particule B instable dont le spin est Jy ^> 1.

Chercher la distribution angulaire des produits de désintégration de cette particule
B —h TrN (dans son système propre) dans le cas où l'on sélectionne les réactions
TrN —)• TrB pour lesquels l'impulsion de la particule B a la même direction ou la
direction opposée que le pion incident.

Conseil. Comme Jg ^> 1 on peut- dans ce problème négliger le spin du nucléon.

16.25. La charge (en unité de charge du proton e) des particules d ' u n même multiplet
d'isospin peut- s'exprimer en fonction de la valeur de la composante de l'isospin 7s de
la façon suivante :

'1= -^+T3,

où Y est appelée hypercharge (pour un nucléon Y = 1, pour un pion V" = 0, etc.).

Montrer (nie la conservation de l'isospin enl,raine automatiquement la conservation de
l'hypercharge.

16.26. Chercher la forme la plus générale de l 'opérateur d'interaction pion-nucléon
U. C'omment les opérateurs pour les états avec une valeur déterminée de l'isospin
(7' = 1/2, 3/2), U(T = 1/2) et 0(T = 3/2), sont-ils liés à l'opérateur U ?

Exprimer l 'opérateur U en termes de (•''(7' = 1/2) et de [7(7' ^ 3/2).

16.27. Même question que dans le problème précédent, mais pour un système com-
posé de deux pions.

Exprimer l'opérateur ?•' en fonction des valeurs prises par cet opérateur pour les états
ayant une valeur déterminée de l'isospin (7' = 0, 1 , 2).
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16.28. Pour un système de deux pions indiquer la forme dans l'espace d'isospin de
l'opérateur interaction coulombienne des pions.

16.29. Même question que dans le problème précédent,, mais pour l'interaction
coulombienne dans le système TrN.

16.30. L'invariance isotopique suppose que les particules appartenant à un même
multiplet d'isospiu peuvent être vues commodes particules identiques se trouvant dans
des états qui se différencient par la valeur de la composante Ts do l'isospin (et donc de
la charge). Dans ce cas, le principe d'indiscernabilité de particules identiques, exigeant
une symétrie de la fonction d'onde relativement à la permutation des variables de deux
de ces particules, doit être étendu aux particules d'un même multiplet d'isospin.

Etablir quelles restrictions doivent être imposées aux valeurs possibles de l'isospin
total d'un système de deux pions avec une valeur déterminée L du moment orbital
du mouvement relatif.

16.31. Soit un système composé de deux mésons 7r°. Chercher les probabilités u'(ï')
des différentes valeurs T de l'isospin total du système et la, valeur moyenne T2.

Conseil. Utiliser les résultats obtenus dans les problèmes 3.37 et 3.39 du Tome I.

16.32. Chercher la probabilité w(T) des différentes valeurs de l'isospin total T du
système pion-nucléon et la valeur moyenne T2 pour les états suivants:

TT^'p, TT4'!!, 7I-°p, 7I-°n, TT'P, 7T~Tl.

('onKeil. Utiliser le résultat obtenu dans le problème 3.37 du Tome I.

16.33. Une particule neutre /° d'isospin T = 0 se désintègre en deux pions : /" — '2-n-'.
Les canaux de désintégration sont : f ° —> TT^ 'TT~ et /° —)• 271-°. Chercher la relation
entre les probabilités de désintégration de la particule /u suivant ces deux cana.ux.

16.34. Montrer ((lie la partie isospin d'une fonction d'oncle d'un système de trois
pions dans un état, avec un isospin total T(37r) = 0 présente une symétrie par rapport
à la permutation des variables d'isospins des pions pris deux à deux et établir la nature
de cette symétrie.

Sur la base de ce résultat, montrer que la particule neutre ^!0 d'isospin T = 0 ne
peut pas se désintégrer en trois pions, c'est-à-dire que la désintégration uJ0 —^ 37r est
interdite.

16.35. La particule A d'isospin T = 3/2 ayant les états de charge A++, A+, A", A",
correspondant aux valeurs +3/2, +1/2, —1/2, —3/2 de la projection Ty, de l'isospin,
se désintègre en un pion et, un nucléon: A —> TrN.
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Indiquer les différents canaux de désintégration autorises pour les états de charge A
et chercher la relation entre les probabilités de désintégration suivant ces canaux.

16.36. Même question que dans le problème précédent mais pour la particule N*
d'isospin T = 1/2 dont les états de charge sont N*+(r3 = 1/2), N*°(Î3 = -1/2) et se
désintégrant en un pion et un nucléon: N* — TrN.

16.37. Montrer qiie

da(p+ p -)• d+ TT+) _
do-(n + p —^ d + TT") '

où der est la section efficace différentielle des réactions prises pour les mêmes énergies,
les mêmes directions de l'impulsion et les mêmes spins.

16.38. Montrer que

do-(p + d -— d + n + TT+ ) _ ^
do-(p + d — d + p + Ti-") - '

ou dir a le même sens que dans le problème précédent.

16.39. En supposant que la. diffusion des pions par des nucléons s'effectue essen-
tiellement en passant par l'état intermédiaire TrN d'isospin total 7' = 3/2 (délits ce cas
l'interaction dans l'état avec T = 1 /2 est négligeable), chercher les relations entre les
sections différentielles des réactions suivantes :
(I) 7T+ + p -^ 7T+ + p,

(II) 71-- + p -^ 7T" + n,

(III) 7T- + p —> 7T- + p.

16.40. En s'appuyant, sur la symétrie des couplages nucléon-nucléon et pion-nucléon,
comparer les sections efficaces différentielles des processus

n + p — p + p + TT~ , n + p —r n + n + Tr4".
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CHAPITRE 9

APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE

9.1. Les niveaux E,, se trouvent, grâce à la règle de quantification de Bolir-Sommerfeld

l [ b

, / p(x)dx = 7 r ( n + 1/2), n = 0, 1,2, . . . , (1)
" J a

où p ( x ) = v/2m(.Ë,i — 1.1 (.?•)) et, a et h sont les points de rebrousscincnt définis par la,
condition p[(i) = p(l>) == 0. Pour un oscillateur (U — kï"'/'2, b = —a = ^/2I?n/A'), le
premier membre de (1) s'écrit (t = x \ / k / ' 2 E n , ^ = \ / k / m )

1 ( b , ÏEn [ \ /———^,, ^En- / pdx = —— / VI - t-dt = -——h J a ni^ 7_i fi^
de sorte que

En = ̂ (n+1/2), (2)

ce qui coïncide avec la valeur exacte, bien que la validité du résultat (2) soit formelle-
ment l imitée par la condition n ^> 1.

9.2. A droite du point de rebroussement b, la fonction d'onde prend la forme quasi-
classique habituelle

^(.r) - ——————exp f-1 F \p(x)\d.r}, x > b. (1)
Wl^2')! \ n • ' b /

A cette fonction d'onde correspond, dans le domaine x < b, une fonction d'onde de la
forme

^ ( r ) = — — — — s m ^ l f b p ( x ) d . x + 7 - ) , x < b. (2)VPW ^Jr 4y
Rappelons que la valeur de la phase Tr/4 dans l'expression (2) de la fonction d'onde
s'obtient par raccordement des solutions quasi-classiques (1) et (2) de l'équation de
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Schrôdinger au voisinage du point x = b (où ces solutions ne sont plus valables),
à l'aide de la solution exacte de l'équation de Schrôdinger dans ce domaine, avec
l'hypothèse que le potentiel peut être remplace par un potentiel linéaire [1].

Pour le potentiel considéré, la solution quasi-classique (2) est valable jusqu'au point de
rebroussement gauche x = 0 et la condition ^(O) = 0 définit la règle de quant i f ica t ion
cherchée

1 I'1'
. p(x)dx+ - = 7 r ( r î + l ) , 11 = 0, 1, 2, . . . ,
" Jo 4

soit

1 /•fe

- / v/2"î[£n - U{x)]dx = 7r(n + 3/4), n = 0, 1, 2, . . . , (3)
" Jo

(notons que la condition de quantification (3) peut être également obtenue à partir
de la règle de Bohr-Sommerfeld appliquée au potentiel symétrique î''(.r) = ?7(|a;|), si
l'on utilise le résultat du problème 2.12 du Tome I).

9.3. En utilisant la formule (3) du problème précédent- avec i' (.r) = ni(/.c, on obtient

/Q 2 \ 1 / 3
En=(-^) (rr^fWn+Ï/^. (1)

L'expression (1), obtenue dans le cadre de l'approximation quasi-classique, est- valable
pour n ̂  1. Cependant, en général, les résultats quasi-classiques pour les niveaux
d'énergie ne différent pas trop des valeurs exactes, même pour 11 ~ 1. Par exemple,
dans ce problème, la. formule (1) pour n. = 0 donne EQ = 1, 84(n^(/- !/i2) l / '3 , alors que
la valeur exacte de l'énergie de l'état fondamental vaut 1, Se^m/-'/)'-')1/3.

9.4. En uti l isant- la règle de quantification dans le cas quasi-classique

.- / ^^m[En-VQ[\x.laY'}dx = 7r(n, + 1/2),
" J-.va

et après des transformations simples, on obtient

_ (^n+\l-2\\^1^ 2/(.+2)

" - l 2^2ma« ) "
(1)

ou

En utilisant l'expression (1), on obtient (n ^s> 1)

-\ /,' - F F ~ 9En ~ F 'lvl\r^ri. — .C-n-1-1 — -^n w ~^—— W É,^n — ^n+1 — ^n 9n n(,/+2)'
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et comme En oc »72 tV( i /+2), pour ïv /' (v + 2) > 1, c'est-à-dire pour ;/ > 2, la distance
entre les niveaux voisins croît avec n alors que pour v < 2 cet écartement diminue ;
pour v = 2 (c'est-à-dire pour un oscillateur) les niveaux sont équidistants.

La densité d'états du spectre discret est égale à

n(v + 2)

'IvEn
oc E^-^l'^.g (E

AE,

9.5. Dans la règle quasi-classique de quantification des niveaux

V2m l-^
\/En - U(.v)dî

! a { E }

on peut assimiler de façon formelle n à une fonction de la variable E. Cette fonction
n{E) est égale au nombre d'états du spectre discret avec une énergie inférieure à E
et sa dérivée par rapport à l'énergie E donne la densité d'états du spectre discret :

dn V2TO
(ÂE) =dE=^h

r b ( E )

•la ( E )

dx 1
'TTh /, v ( x ) r^(E)

où i-^(E) a une significal.ion simple : T = ï v f w est la période du mouvement d'une
particule classique d'énergie E dans le potentiel considéré. Vu que la densité d'états
du spectre discret vaut g ( E ) = 1/A.L', où A£' est l'écartement entre les niveaux
voisins, selon (1), AE = îw[E}.

9.6. La condition de validité de l'approche quasi-classique pour ;c —> a'u s'écrit

(K
dx

d_
'ds:

hvh
Ïma ( i )

Llle est satisfaite si v > 2 et ne l'est pas si v < 2. Four v = 2, la solution de
l'équation de Schrôdinger aux voisinage du point .»'o n'a une forme quasi-classique
que si ^/m<\ 3> h.

9.7. L'équation de Schrôdingor avec E = 0 pour des états s (I.
( ^ = , x ( r ) / r )

-^-^O.
2m dr" r^

La condition de validité de l'approche quasi-classique s'écrit

0) a la forme

d 1
dr p(r)

hv
<1. (1)

Pour v > 2 la condition (1) est, satisfaite pour r <g: (^/mQ:/^//^)2/(l/--!\ autrement
dit l'approche quasi-classique n'est valable qu'à de faibles distances ; pour v < 2, au
contraire, elle est valable à de grandes distances r ̂  (•^/mo'/^/i)-'^"''^1. Pour v = 2,
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si ^/ma ;§> h l 'approximation quasi-cla.ssique est valable dans tout l'espace ; pour
^/mo. < /i l'approche quasi-classique n'est, eu général, pas applicable.

9.8. Ici, l'approche quasi classique ne peut être utilisée que si \/rii(ï ^> h (comparer
à 9.7). Si cette condition est satisfaite, on peut appliquer l 'approximation quasi-
classique pour tout a; > a (pour x < a, ^ = 0) , à l'exception c l ' i i n e bande étroite an
voisinage du point de rebrousseineii t droit x = b = ^ / a / \ E \ . Les niveaux d'énergie
peuvent être déterminés à l'aide de la. règle de quantification établie dans le problème
9.2, c'est-à-dire

2»» -i +-^ r fa-=7r(n+3/4),
J---I

[E, <() ) .

Après le changement de variable ,: == \./\ — \I7„\.l•'•î/a, l'intégrale de cette expression
se calcule sans peine, et elle prend la forme

•imn f 1 l+zo\
-ZQ + - In -——— = 7i-(n + j/4),

1 I - ZQ )
(2)

ou

--„ ^ ^/V-a2\En\/o. (3)

On ne peut obtenir, à partir des relations (2) et (3 ) , l'expression explicite de | A',, | que
pour \Rn\ ̂  t ï / a 2 et |-En w a / a 2 . Dans le premier cas (n iveaux élevés du spectre)
on obtient après un développement limité (|£'n a'/Q <S 1 ) :

1 + In 2 + ;- In -
2 ^\E,,

4a f '27rh ,
En w ——— exp -————(n + 3/4) - 2

a- L vîma
(4)

11 s'ensuit de l'expression (4) que la distance entre les niveaux élevés du spectre (dont
le nombre est infiniment grand) diminue de façon exponentielle avec n, et la densité
d'états du spectre discret- (comparer à. 9.5) pour \E\ — 0 croît comme l/'. 'l"1.

On obtient la forme explicite de la fonction d'onde ^ „ ( x ) en u t i l i san t les expressions
générales des fonctions d'onde à droite et à gauche du point de rebroussemeut droit,
établies dans 9.2, et eu procédant au changement de variable indiqué plus haut pour
le calcul de l ' intégrale f p(.f)d;t;.

9.9. Cherchons dans l'approximation quasi-classique la forme de la fonction \(r) liée
à la fonction d'onde ^rirl.m par la relation \ = r ' S n . ^ K f - Cette fonction satisfait à
l'équation de Schrôdinger unidimensionnelle avec le potentiel U = —o/ r et la condi-
tion limiic \(0) ^ 0. Les points de rebroussement sont r = a = 0 et. r = b = a/\K\.
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La solution quasi-classique à droite du point de rel)roussenient droit s'écrit

-\,,: - —7=——exp (-, / \p(r)\dr) , r > b (p = .2m (- E\ + "'
WK'')! \ hJ'' ) \ V \ ' - /

A cette solution correspond, pour r < h, la fonction d'onde

X,c= ——=sl^ ^ / P(r)dr+7- , r < b . (1)
VP(r} \"./r 4 y

De plus, pour que cette expression soit valable, il faut que la condition de validité
de l'approche quasi-classique soit satisfaite ; niais dans un champ coulombien, à des
petites distances (r — 0), cette condition n'est pas remplie (voir, par exemple, 9.6 et
9.7). Pour utiliser la condition limite \(0) == 0 (qui détermine le spectre d'énergie)
il faut raccorder la solution quasi-classique (1) à la solution exacte de l'équation de
Schrôdingcr pour r proche de 0 (si l'on utilise simplement ^ q , (0) = 0, le résultat
obtenu pour les niveaux d'énergie est moins précis).

Pour r <Si f , \ / \ E \ l'équation de Sclirôdinger prend la forme

—— + —\ = 0 , a = '2ma/h".
dr- r

La solution de cette équation satisfaisant à la condition \(0) = 0 s'exprime au moyen
de la fonction de Uessel (voir, par exemple, [12])

^(r) = A\/rJ\ (2v(ir) ,

qui, pour \/5r S> f , prend la forme asymptotique

La solution quasi-classique de l'équation de Schrôdinger pour r < h peut manifeste-
ment être aussi représentée (de même ciue (1)) sous la forme

Xv = r—— sin ( , / p(r)dr + 7 ) . (3)
VPO') \ " "'o 7

Pour les valeurs de r dans l'intervalle défini par les conditions

r<o/|Ê|, 1/^5 <v/r, (4)

il vient \d^ /' dr\ ~ (or)"1/2 ̂  1, c'est-à-dire que l'approche quasi-classique est valable
et la fonction d'onde (3), compte tenu de la relation p(r) w ^/ïma/r = h ^ / a / r vérifiée
dans l'intervalle (4), prend la forme

X(r)^ = C (^y^sin (2^+7) . (5)
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Dans l'intervalle (-1), la, solution exacte clé l'équation de Schrôdinger a la forme (2)
et, la comparaison des expressions (2) et (5) des fonctions d'onde permet d'obtenir la
valeur du paramètre 7 = —7T/4. Quant à la. condition de coïncidence des expressions
quasi-classiques (1) et (3) des fonctions d'onde, elle donne la relation

\- / p(r)dr + 7 + J / p(r)dr + - 1 f ,/2m (" - \E,,,.\\lr = 7r(n,. + 1), (())
" Ju " Jr • " J t ) V ' ) '

qui constitue la condition de quantification des niveaux d'énergie des états .s des
particules dans un champ coulombien en approximation quasi-classique (»(,. = 0, 1, . . .
étant le nombre quantiqu;' radial).

A partir de la relation (6 , on obtient

„ ma2 i^
"•f —— t-iï-^/ 1 1 \ r) ' \ )2?r(n,. + l)2

ce qui coïncide avec la valeur exacte obtenue pour »),. quelconque, bien que la condition
formelle de val idi té de I '• -xpression (7) (existence de l ' intervalle (4), utilisé pour le
raccordement des solutions exacte et quasi-classique) exige comme d'habitude que
n,- > l .

9.10. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La solution quasi-
classique de l 'équation de Schrôdinger, dans un domaine de mouvement fini d'une
particule classique, est de la forme (comparer a l'expression (3) du problème précé-
dent)

u = ̂ r111 GF7'̂ 7) ' p(r) = \/2;"^l^y• (1)
L'équation de Schrôdinger aux faiNes distances, r" ^C. (\j\E\, prend la forme

—,- + —\ = 0 . o = '2ma/h2.
dr2 r1

Sa solution, satisfaisant à la condition limite \ (0) = 0,

Â^A^^^V^)

prend, pour •^ar'1^1' ^> 1, la forme asymptotique

L'intervalle de valeurs de la variable r

^«a/1^1, 1 « v/ar2-17



IX - APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE. SOLUTIONS 81

constitue l'intervalle de "recouvrement," (autrement- dit, la région où sont tolérées
les valeurs exactes et quasi classiques de la fonction d'onde). La comparaison de la
fonction d'onde (1) dans ce domaine

/ ,.'•' \ 1/4 / 9 ,____ \
X.^(^) sm(^V^-^)

TT 7T
à la fonction d'onde exacte (2) permet de trouver 7 = — — ————— et d'obtenir ainsi

T: ^ i ̂  — V i

la condition de quantification des niveaux d'énergie (comparer à la formule (6) du
problème précédent):

^m(-\E^^y. =.(..+ J + ̂ ) . (4)

J] s'ensuit de la relation (4) que

J yW;>1/'- 12-
) ^[n ,+1/2+1/2(2-^)] f ' \')'

ou

r1 ,___
Ci, = 1 Va-""' - Idx.

Jo

La condition de validité de l'expression (5) est rir ^ 1.

9.11. Le problème se résout, de façon analogue au problème 9.9. Le problème principal
est le raccordement des solutions exacte et quasi-classique à des petites distances.
Partons de l'équation pour la fonction \ (liée à la fonction d'onde ^ par : ^n,,;»; =
YlmXn,.l/r) :

h2 d'\ ^1(1 +1) a
-o—-,-,- + ——,——2—X - --V = ^X-2m dr- Imr- r

Pour des r petits, on peut négliger le terme E\ dans cette équation, qui prend alors
la forme

d'X , 5 ;(;+1) „ 2
„- + -\- ————X = 0, Q=2mQ/h•s.

La solution de cette équation satisfaisant à la condition y(0) = 0 (voir [12]),

X [ r ) = AVrJ^+i(2V5r)

pour V5r ~S> ïl + 1 a un comportement asymptotique

^r)WA(^s)l/4sw(2^•-7Tl-7I^)• (1)
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Dans l'intervalle de la var iable r déf ini par

r < ^ < y / \ n ci 2 /+ 1 <^ï7, (2)

à la fois la solution exacte ( I ) et la représentation quasi-classique de la fonction d 'onde

( ' /l /"' \
\.,. -^===sin - / />(r')(/r '+7 , (:S)

\/W \ . l i J a )

sont valables (a ('MI le point de rebronsseineiil à gauche). Dans l'expression de p{'r)
on peut négliger la dépendance en I''. et ou trouve alors

1 /'" ̂ ' . ] F ./2», (^ - ̂ n) ̂  . 2v^ - .^(TTT). (.1)
h J, II J,, y \r' 2mr'- y

L'expression (4) permet de trouver, d'après ( I ) el, (3), ja valeur du paramétre
7 = —Tri— 2-+ TT \//(T+Ty et d 'obtenir la- condition de q u a n t i f i c a t i o n des n iveaux ayant,
u n moinent / dans le cadre de l 'approximation quasi-classique (comparer à 9.9) :

^/;^,[-i.,,,,i^-q^]*^(,..i)-,-^ (.,
Compte tenu de la, valeur de l'intégrale

- \ / {b - r ) ( r - a)dr = ̂ (u+b- ïVab},

l'expression (5) conduit, à,

)tl0~

^1••;=-2/,-(»,- +/+ir ((i)

( j i i i coïncide avec la valeur exacte pour des »,. el, / quelconques, bien que l'approxima-
tion quasi-classique utilisée pour obtenir la formule (6) ne soil, formel lement valable
que pour »,. ~^> 1.

A propos de la règle de quantification (5) obtenue ic i , il faut remarquer que cette règle
d i f fè re de la formule classique de 13olir-Sommerfcld (selon cette dernière on devra i t
avoir n ( ' f t , . -{- f /2) à droite du signe = dans (5)). Cela est dû au fait que pour r
petit (0 < r < a), l'énergie potentielle efficace est dominée par le potentiel centrifuge
/(-'/(/+ 1 )/f2mr''i ; or, commeon l 'a vu dans 9.6, l'approche quasi-classique n'est valable
clans ce cas que pour y//(/ + f ) ̂  1. Pour / ~ I , l'approche quasi-classique n'est phiM
valable, et c'est justement pour cette raison qu'i l a fallu rechercher la solution exacte
de l'équation de Schrôdinger pour r petit.

Cependant, dans le cas où / ^> 1, l'approche quasi-classique est valable et on a.urait
pu recourir à la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld. En effet, dans ce cas, on
a v//(/ + 1 ) w / + 1/2 dans l'expression de 7, et, (5) prend la forme de la formule de
Bohr-Sommerfeld.
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9.12. A une remarque près (voir plus bas), pour résoudre ce problème, on peut utiliser
la règle de quantification de Bohr-Sommerfeld

— — / ^ E n - U ( x ) d x = 7 r ( n + } . / - 2 ) , (1)
" • ' a

où n = N—l (N est le numéro d'ordre du niveau, le niveau fondamental correspondant
a il = 0) et faire tendre /ïjv-i vers zéro. Compte tenu de la forme explicite de ?7(.r),
on obtient alors les valeurs cherchées des paramétres du potentiel :

^(^)2.

l 'our obtenir ( I ) ou a supposé que l'on peut utiliser l 'approximation quasi-classique
partout sauf au voisinage des points de rebroiissement. Or, dans ce problème, les
points de rebroussement pour En, — 0 s'éloignent à l'infini (a — —oo, b — +00),
tandis la condition de validité de l'approximation quasi-classique n'est satisfaite que
pour des valeurs f i n i e s de .r. Ici, cette condition, \d~X / dx\ < 1, prend pour A' = 0 la
forme

x / u \ < ̂ mUo^/h2 = ̂ . (3)

Les changements dans les conditions de raccordement des solutions exacte et quasi-
classique, comparées à celles utilisées dans (1), reviennent à substituer dans (1)
(n + 1/2) par (?) +7) où 7 est un paramétre de l'ordre de 1 qui dépend de la forme
du potentiel (voir les problèmes 9.2, 9.9, 9.10, 9.11).

Ayant à l'esprit ce qui vient d'être di t , précisons le résultat (2) (vu que l'approche
quasi-classique suppose que n ^> 1 , cette précision peut sembler inutile ; cependant le
résultat quasi-classique est d'une grande précision même pour n ~ 1 ). Souvenons-nous
qu 'a l 'appar i t ion d'un nouvel état lié avec l'approfondissement du puits de potentiel
correspond l'existence d'une solution de l 'équation de Schrôdinger pour E = 0 qui ne
croît pas quand ,r —>• ±00 (voir 2.18 du Tome I) . Pour obtenir la solution de l'équation
de Schrôdinger procédons ainsi : pour les |,r| grands, on obtient la solution exacte,
pour les |,c| finis, la solution quasi-classique, et on raccorde les solutions.

A de grandes distances, \x\ ^> a, l'équation de Schrôdinger prend la forme

^" + ^-^ =0, a = 2mf.'rn».4//r' = ̂ V.
a'4 '

et sa solution décroissante pour x —>• ±00 (voir, par exemple, [1 I j ) est

^A^^A/.^^o/l.,-!),
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Pour ^ '^> 1 (c'est justement, dans ce cas ()i]c l 'on peut u t i l i s e r l'approche c[uasi-
classique) clans l'intervalle a <^. x <^. a^ on peut, utiliser aussi bien la solution exacte
(1) que la solution quasi-classique que l'on écrit sous la forme

,̂, - ————sinf f p(,,.)^.+7,)
\ / p ( x ) \ll J.r /

= r—— su1 ( -.>- - ̂ 'ataii- + 71 ) « ,^ ,, ,- sin^a/a; + 71 ) (5)
VPW \ z a

\/,i (•oii i | )araison clé (4) et (5) donne 71 = 0.

La solution quasi-classique peut également être écrite sous la forme

C' ( 1 F \
'l'.,, = —== sin . / p ( , f ) d . f + 7, (6)

V W) \ "^-œ /

que l'on raccorde à la solution exacte dans l'intervalle a ̂  (—•'•) <? "^ : i l est clair
que l 'on trouve 7_) = 0.

La condition pour que les solutions (5) et (6) représentent une même fonction est,
évidemment l'égalité

i y00
- / n(x) dr, = TI-..Y ou (, = N, (7)
/) J-,x,

qui est la condition cherchée pour l'apparition d'un A'""1'" niveau du spectre discret.

De l 'expression (7 ) i l s 'ensuit que

2"^"2 = ̂ . (8)
/)-'

[ I est nécessaire d'indiquer que ce problême admet, une solution exacte :

2)»('()H-1

= - V - - f . (9)

La comparaison de (2 ) , (8), (9) montre que la condition (8) s'accorde mieux avec la
concision exact,e que la condition (2 ) . C'est a ins i que pour N = 10, la différence
entre les seconds membres dans (8) et (9) est de f%, tandis que la différence entre
(2) et (9) est de 10%. Notons également que même pour N = 2, quand l'approche
quasi-classique est formellement interdite, la différence entre (8) et (9) n'est que de
25% (pour ;V = 1, rappelons que, d'après le problème 2.f3 (Tomel), dans ce potentiel
il existe toujours au ino ins u n étal. l i é quelque soit la valeur des para.mètres).

9.13. Le problème se résout de la même façon que le précédent. La condition
d'apparition d'un A7"'"" niveau du spectre discret a la forme

= TrA",
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c'est-à-dire

85

U^a2 =
•1m C'1

où (J = = 3,72.

9.14. Le problème se résout de façon analogue au problème 9.12. A de grandes
distances, l'approche quasi-classique n'est pas valable. La solution quasi-classique
( E = 0 )

\Ir —
-*- nr —— ,——————: sin { - / \/-'2mU(x)dx + 71

^-2mU(x) [h J, (1)

doit être raccordée aux grandes distances à la solution exacte lorsque x —>• ±00.
L'équation de Schrôdinger à de grandes distances (U(x) w —o'.r"^)

^" + -^ = () (5 = ïma/h2)

possède une solution décroissante pour x —^ oo (voir, par exemple, [12])

^ = A^/xJ. (2)

Pour

^-2)/2 « VS/(v - 2)

la fonction (2) prend la forme

7T
+-T2(^-2) 4 (4)

et, pour .(; satisfaisant à l'inégalité (3), le potentiel a déjà son comportement asymp-
totique U ( x ) w —ccx'1' ; dans cet intervalle, on peut écrire également la solution
quasi-classique (1) qui dans ce cas prend la forme

C , ,74 . / v2ma 2 /, , , , . ,
I'.,, - ———^.r^sin ——————-.t•(-")/-+7l

\72mcr \ h v - 2 (5)

La comparaison de (4) et (5) donne

7Ti _7i = -o2 ( ^ - 2 ) ' 4

En écrivant la solution quasi-classique sous la forme

(- {\ [ x ______ 1
" sin {- \ \/-'2mU(x)dx + 7-, 'f ,

'2mU(x) 1^7-œ J
^c=
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on obtient- 71 = -)2 et l'on aboutit à la condition cherchée (comparer à la so lu t ion du
problème 9.12):

1 /••'X;'

- / \/-'2mU(x)dx =TTN + —n— - 7r, (())
ri J-M v - 2 2

qui définit les valeurs des paramètres du potentiel U ( x ) correspondant, a l'apparition
du ;V''"" état du spectre discret.

9.15. Développons le potentiel au voisinage du point de rebroiisseiiicnt droit a'o en
nous limitant au premier ordre

U(.r) w ^(a'o) + ̂ /(a'o)^""^, ^(a'o) = E. (1)
a'o

( 'c développement est valable dans le domaine : a- — a'o <§; a'o. Pour qu on puisse
utiliser les formules standard de raccordement des solutions quasi-classiques à droite
et à gauche du point de rebroussement, de même que la règle de Bohr-Sommerfeld, i l
est nécessaire qu'à la frontière de l ' interval le |a- — a'o| <$; a'o où le développement ( f )
est encore valable, la condition de validité de l'approche quasi-classique, \d~X /' dx\ <^ 1,
soit déjà satisfaite. En posant (:r — a 'n) ^ .(/, \y\ -^ L , on obtient sans peine

h'^o i i_3/-., /•a-u^-'V-'Twr^ ^) • (2)

Etant donné que pour des niveaux fortement excités (£'„ — 50), on a a'o —S- oo, on
voit à par t i r de (2) que dans le cas considéré, v > 0, les conditions de raccordement
des fonctions d'onde quasi-classiques sont remplies.

9.16. Désignons par E',, et A',, = I'.;, -\-SI'],, les n iveaux d énergie en approximation
quasi-classique dans les potentiels ^(a;) et ( • (a') = Ur^.ï} + S ( ! ( . v ) respectivement.
TIs se déterminent , à par t i r de la règle de quant i f ica t ion de Bohr-Sommerfeld. En
particulier,

,./>+(»> ;——————————————————————
/ V2"1^" + SEn ~ ''o^') - Sl.'(x)}dx = 7Tli(n + 1/2). ( f )

• I n + S a

En développant la fonction sous 1 intégrale dans ( f ) , on obtient le déplacement cherché
du niveau1 :

^l/'&(^., ^0=A^-^)L r ^ f " ^ - . (2)r ./„ v(x) V m J^ 'y(a-)

l^e résultat obtenu est en accord avec la formule du premier ordre du (.'aïeul des
perturbations, SEn w En = }''„,, = (SU}nn, si, pour le calcul de l'élément matriciel,

1 La variation de (1) due à la modification des positions des points de rebroussement est égale à
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on uti l ise la fonction d'onde obtenue dans l'approximation quasi-classique. De plus, il
faut savoir que la contribution dominante à l'élément matriciel (Si')n,-i et à l'intégrale
de normalisation f ^n (x)^^^' = 1, est duc à l'intervalle se trouvant entre les points
de rebroussement2 ( in terval le f i n i du mouvement d'une particule classique), et on peut
se limiter a la fonction d'onde approchée :

<° )̂ ^ { V^"" [T r twx + ï] ' " < •'•' < 6'
1 0, x < a, x > b,

(à cause de l'oscillation rapide de la fonction siu[. . .] , la grandeur siu'"'[. . .], dans les
expressions sous le signe d'intégration de l'intégrale de normalisation et de l'élément
matriciel ( S l 7 ) ^ ^ , peut être remplacée par sa valeur moyenne égale à 1 /2) .

9.17. Etudions une particule dans le potentiel U ( x ] = o|.r|^ (pour v > 0 on a o > 0,
pour v < 0, au contraire, o < 0 ; s'il n'en est pas ainsi, les états du spectre discret sont
toujours absents dans ce potentiel). Pour démontrer le théorème du viriel (voir 7.6
du Tome I) directement, dans le cadre de l'approximation quasi-classique, cherchons
Unn e^ Tnn et comparons-les.

En calculant la valeur moyenne de Unn pour le M'"1" état dans le cas quasi-classique
(?) 3> 1), il faut tenir compte du fait que la contribution dominante dans l'élément
matriciel Unn, comme dans l'intégrale de normalisation, est due à. l'intervalle des
valeurs de x situées entre les points de rebroussement ; aussi, peut-on se limiter à la
forme approchée de la fonction d'onde ']',,(a.-), donnée dans le problème précédent, et
dans l 'intégrale qu'on obtient ainsi, il faut remplacer le facteur à oscillations rapides
sin-'[. . .] par sa valeur moyenne égale à 1/2 (comparer à 9.16). Ainsi,

(1)

(r et v[x} sont donnés dans 9.16)
b b

Compte tenu de la symétrie du potentiel (de sorte que a. = —b et f . . . = 2 f . . . ) et
-b 0

de sa forme concrète, faisons dans (1) les transformations suivantes :

rb u î / " c i r t"> "l 3'=b
r Q x d x [ 2X ' f—————^- =\-î-x- ̂ -^\ +
F ai^dx f ïx i—————— r 2.c ,———
/ ^ , = - / —d^En - ax- =\—— ̂ ~

JQ VEn - a.̂  ./ ;/ L '/o V^n-ax- J v L '/ J..=o
9 r1' ______ 9 /•t>

+— / \/En — ax^dx = —-,—— I p(x)dx (2)
v Jo v\jïm Jo

(le terme intégré vaut %éro, car x = b est le point de rebroussement, et pour x = 0,
on suppose que (/ > —2, car autrement il y aurait chute de particules en x = 0 ; de
plus, une étude spéciale s'impose pour v < —1, de sorte que le potentiel considéré
n'est "bon" que pour v > —1) .

2 Mais si 5U(x) n'est différent de zéro qu'en dehors du domaine du mouvement classique de la
particule d'énergie E^ ' , alors, selon (2), SE,-, = 0. Evidemment, il y a également déplacement
du niveau dans ce cas ; toutefois son calcul exige une étude spéciale.
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Compte tenu de (2) et de la règle de Bohr-Sommerield, on obtient

U,,,,= ^ ( v + l / 2 ) . (3)

ne façon analogue, en utilisant l ' iden t i t é T,,,, = (R'n ~ ^''(•''.Omii on obtient sans peine

^m /'fe E n U W , 1 { b . ,, ^. , ,„ , , ,
7"" = ~~7=> / ~^T==m==^i•l' = r / p(•r)d•t'= 97(" + 1 /2 )- (''1)

7-\/2 J_(, \/^n - t f ( , f - ) T J-b zr

La- com]3araison de (3) et (4) donne ~2T,,,, = i-'^,,1,,, <'e qui est le llicoreiiic du vir iel .

Notons, en conclusion, que pour le potentiel considère la règle de 13o])r-Sominerfeld
permet d'obtenir aisément le spectre d'énergie de la part icule (voir 9.1).

9.18. Comme n ~^> 1, alors, en général, l 'approximation quasi-clayyiquc est applicable,
et la. va leur moyenne de l'énergie cinétique de la particule peut être écrite sous la, forme
(voir formule (4) du problème précédent)

„ „, Trfi , r1' dx /•l> dx
T=ï , „ = — » » + 7 , r=m —— = m 1 , 1

•̂  / Ja PW J a ^•2m(E,, - U(.r}}

(le racl.eur ( » ) + 1/2) est- ici remplacé par (n + 7), ce qui permet de généraliser ce
résultat aux cas où les conditions de raccordement standard ne sont pas entièrement
remplies ; voir, par exemple, 9.2, 9.9 et autres).

T = —— / \/2m(En - U(x))d,r = TI-/»——-.
^'^n J a ( ^ ^•) î

avec ( 1 ) on obtient la moyenne cliercliée :

'/' = ̂ n» = ;)(»+7)^-^-2 un

9.19. La contribution dominante à l'élément matriciel est due à l'intervalle entre les
points de rebroiiMsement, et l'on peut utiliser la forme approchée des fonctions d'onde
donnée dans 9.16. De plus, vu le voisinage des états m et n, les valeurs des points
de rebroussement et des grandeurs r peuvent être considérées comme identiques. On
peut alors écrire

/'"- = I^J'^ndx w i / ^cos [ ] J (p^ - pn)dx'] dx -
J T Ja VW [ h J a J

_1 [ ' W ^ ^ /•'( )^^L^ (i)
f J a v ( x ) [ ^ J a ï\

La fonction sous l'intégrale dans le second terme de (1) oscille rapidement, et sa valeur
'st donc beaucoup plus petite que celle du premier terme et on peut la négliger. En
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nous servant du fait, que, dans l'approche quasi-classique, la différence entre les éner-
gies des niveaux voisins vaut tw (voir, par exemple, 9.5), avec UJ = TT/T, représentons
E,,, sous la forme E,,i w En + hw(rn — n) . Eu développant en série

Pm = \/ïin[En + hui(rii -n) - U(x)] w pn + ——
v(x)

et compte tenu de ce qui a été dit plus haut, on peut écrire l'expression (1) sous la
forme

Fmn = - ——cos L'(m - n) \ ———\ dx. (-2)
T .la v(x) L J a V ( X ' ) \

Effectuons le changement de variable x = x ( t ) , où x(t) est la fonction donnant la
coordonnée d'une particule classique, d'énergie £'„,. w En, en fonction du temps avec
a"(0) = a. Alors, ,r(ï'/2) = 6, où T = Ïr est la période du mouvement fini de la
particule classique. L'expression (2) prend la forme

F^.n = 2 f F(x(t.)}cos[^(rn - n)t}dt - / FÇx^e-^-^dt
i Jo -' .'n

La variation de ( de 0 a T correspond à celle de a: de n à b. On a donc l'égalité
F,nn = Fs-^-in-n- Pour un oscillateur x = ArosuJt, et les seules composantes de
Fourier non nulles sont î\ =î_\ = A/2. Vu que l'énergie de l'oscillateur classique
est E,,| = fcA2/^, les éléments matriciels non nuls de la coordonnée de l'oscillateur

llt.uJ(n+ 1)
valent dans 1 approximation quasi-classique ( .c)n-) - i^n = (.c),in-n — \ /—————v z/i\'
(comparer à 8.3 du Tome I).

9.20. Le problème se résout de façon analogue au précédent. 11 faut tenir compte du
fait que sous l'action de l'opérateur Jvsur la fonction quasi-classique, il ne faut dériver
par rapport à la variable a; que dans l'argument du sinus. Un calcul simple donne

. _ -2_ /-T/2 . f cos[^(m - n)t], pour k pair,
(P ) r , , n - ^ j^ <ltP (t) ^ -ism[^(ni-n)t], pour k impair. ( ' '

Vu que les signes de l'impulsion pour 0 < / < T/2 et T/2 < t < T sont opposés, les
deux expressions ( 1 ) peuvent être ramenées à, une seule :

1 (T

C,/"! — — ; rlklî'\p~'w("^~'l'>trH\P Imvi — m l I' V " / " "";
1 JO

et, l'on a,

/ \ I fT
(F)^ = ^CV = - / FipWe-'^—'^dt.

\ k / •'"\ '" / mn

3 On a pris dans ce cas Ec.\ = {T^n + ^m)/2, en Lenant comi>t,e de ce que 77,, == h^(n + 1/2).
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9.21. En raison de la symétrie du potentiel (.'' (.r), les états stat ionnaires de la particule
possèdent une parité déterminée, de sorte que, sous la barrière séparant les puits, les
fonctions d 'onde dans l'approximation quasi-classique ont la Corme

vl^' - ————— {exp f1 /'' \p(x)\d.r} ±exp f 1 F \p(x)\d^\ .
\/\p(x)\ L \f> Jo / \ " Jn ) J

Ces fonctions peuvent être récrites sous la forme

vfW = ___ Iff,exp ( l 1" [p(x}\dx} ± /r^xp f-1 /" |;.(.r)|A-)l . (1 )
VLPÎ l V^J - f c ) \ h J-b ) \

= exp {- ' / J~-2m{EW-U(x-)-)\d.x \f f =exp { - ' / ./-2m{FW-U(x)
l " J - h )

(—h étant le point de rebronssement droit du premier pnits ; strictement par lant- , les
indices "±" se rapportant aux solutions paires et impaires devraient aussi être affectés
à } / ( - i ' ) et aux points de rebroussement, niais on ne le fait pas pour ne pas surcharger
les formules).

A la fonction d'onde ( 1 ) , entre les points de rebroussement —a et —6, correspondent
les fonctions d'onde quasi classiques de la forme

^(±) = ———= sin -- / pd.i- + 7T + 7± )
VPW \ hL• 4 1±W} \ t1^ 4

C { . (\ [ - b , A . (\ [->••
——— < cos7± sin y / pdx + - + sin 7± c(^ - ' ' • / / • • -L -
p(x) [ \h J:,. 4 ) \li(1 /'-l) 7T\ l 1 /'-(' \ 1

cos7± sin . J pdx + , + sin 7± ces - J pdx + ^- L (2)

(.''est la forme la plus générale de la solution quasi-classique : de plus, les constantes ( '.
7^ et E' ' (/•. ' ^ entrant da-i is l'expression de p(s;)) se déterminent à par t i r des con-
di t ions de raccordement de cette solut ion à la so lu t ion de ( f ) sous la barrière séparant,
les pui ts et a la solution décroissante pour r —> —'se dans l'intervalle classiquement
interdit à gauclie du point de rebroussement, gauche (comme la fonction d'onde est
soit, paire soit impaire, les conditions de raccordement des solutions dans le puits droit
seront alors automatiquement remplies). La dernière conditions de raccordement au
point, de rebroussement gauche donne, comme on le sait, la, solution quasi-cla.ssique
de la forme

(" / f /••'' 7i-\
^ = -7= ̂  J, \ P^ + 7 - W

^/p(.f) <"../-„ 'V

tandis qu 'a pa r t i r de l'égalité des solutions (2) et (3) on trouve la condition de quan-
tification

f /••'' TT f r'-' TT
^ / pd.r + -^ + ̂  / pdx + -^ + 7± = TI-( n + 1 ),
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i /'-h / n
, Y pdx= n "+- -"i±- (-1)
" J-a \ " /

Pour déterminer -)'± il faut raccorder les solutions (1) et (2). Pour cela, étudions deux
solutions particulières au sein d'un puits (—a < x < —b) de la forme

V''1 ' = ——sin ( , / p d x + 7 ^

VP \h J,- 4

(5)

,.„ 1 \ {-b 7T
•(/'"•''• = —— cos - / pdx + —

VP \^./,. 4

A la première de ces deux solutions correspond, comme on le sait. sous la barrière
(a- > —b) la solution quasi-classique décroissante

^(1) = —— 1 ——exp f-1 / |p|da^ . (6)
^/\p[x)\ l \ hj,,^ }

La solution croissante au sein de la barrière correspond à la solution particulière i/'^ :

^(2) = ————— exp f /" \p\dx} , x > -h, (7)
v/ipO»-)! W-t> /

(une analyse plus détaillée de la forme de la fonction d'onde t;^"'* sous la barrière est
laissée an soin d'un lecteur préparé).

Compte tenu du fait que i;'^1'-') sont les solutions de la même équation de Sclirôdinger

-^—^+U(x)^^f^,
Zm dx"

ou obtient sans peine que pour ces dernières

W^^y^W-^^W' =cte. (8)

En calculant (8) pour x < —h (c'est-à-dire en utilisant la fonction (5)), on obtient
W = — } / h ; pour x > —h (compte tenu de (6) et (7)) IT' ^ — ( ' - ^ / h , de sorte que

C; - 1 (9)

(en calculant W, il ne faut dériver par rapport à la variable r que dans les arguments
du sinus, du cosinus et de l 'exponentielle, dont les variations sont plus rapides que
celles de \p -1 /2) .

Etant donné que les fonctions d'onde (1) et (2 ) décrivent la même solution de l 'équation
de Schrôdinger (pour différents intervalles de x ) , elles constituent une même combi-
naison linéaire des fonctions d'onde i/^1 '-^, et, compte tenu des formules de "raccorde-
ment" (5) (7) , (9) obtenues plus l i a n t , on trouve sans peine les relations

(~' cos -/± = ±ÎCR~1, C sin -,± ^ ( ' J i ,
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tail-)± = ±_7?'-'. (10)

Pour une barrière complètement impénétrable R = 0 et selon (10) ";± = 0. De (-1),
il s'ensuit que E^ = h,i = I;, c'est-à-dire que les énergies des niveaux pairs
et impairs sont les mêmes et valent En au sein d'un puits. Pour une perméabilité
f i n i e Iî <S^ 1 , les déplacements des niveaux pairs et impairs AE,,. = /'-'„ — En
s'obtiennent facilement a partir des relations (1 ) et (10) si. dans le premier membre
de (4) , on procède à un développement limité du terme sous l ' intégrale :

/ pdx = / y^m^ - U(x) + AE^dx w 1 ^m[E^~^\d.r +

est la période du mouvement dans u n puits d 'une particule classique d'énergie E';, ,
et si dans 1 expression 7^ w tan'y^ on prend la valeur non déplacée /7,, du niveau.
Ainsi , on obtient

AEW = T^2 = T^exp f-| ̂  \pW,\ ( 1 1 )

où o;o = Ï T T / T et. |p(.r)| = \/'2iii[E't — i' (.;•)] ; comme il rallait s'y attendre, le niveau
pair est en dessous du niveau impair correspondant. La séparation cliercliée du niveau
vaut, SE.,, = A',' — A7 ' . Notons que le facteur exponentiel dans (11) peut être l i é
au coefficient de transmission de la barrière séparant les pui ts pour les particules
d'énergie En (voir problèmes du paragraphe 2 de ce chapitre).

9.22. Les harmoniques sphéricnies sont des fonctions propres des opérateurs / . et l"'
et peuvent s'écrire sous la, forme'1

p""¥'
YL,n=fL,nW-^-= ( J )

V'ZTT

(on a teiiu compte dans ( I ) de la solution du problème aux fonctions propres et
aux valeurs propres de l 'opérateur /; ne présentant aucune d i f f i c u l t é ) . Dans ce cas

1 On oblicndra d'aboril, cil approximation quasi^classique, la solution du problème aux l o ] i c l i i > i i &
propres et aux valeurs propres, eu su i l e. ou liera } '^,,, à i expression asviiiptotiquedes harmoniques
splieriques V/,,, obtenues de façon standard.
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l'équation ^Y^rii = I^Vi^n. prend la forme

ê—^F-a/-
En passant à- la nouvelle fonction ^ = •\/sin O f , on obtient à partir de (2)

,"4^-!îi_/lL.o, m
L 4 sin 0 J

On trouve alors la forme de l'équation de Schrôdinger unidimensionnelle avec une
particule de masse ^ = 1/2, avec h = 1 ; dans ce cas L2 + 1/4 joue le rôle de l'énergie
E, tandis que U(0) = (m" — 1 /-'1)/ sin" 0 remplit celui de l'énergie potentielle : la
coordonnée de la- particule est, 0 avec 0 ^ 6 <^ TT. Aux points 6 = 0, TT, la fonction
d'onde \ satisfait aux conditions aux limites \(Q) = x{v) = 0.

On remarque aisément qu'avec w 3> 1 (et 1^ pas trop proche de m~), pour résoudre
(3) on peut recourir à l'approximation quasi-classique (la condition m ^> 1 est néces-
saire, voir le problème 9.6), ce qui permet, pour la définition de L2 , de se servir de la
règle de Bohr-Sommerfeld qui dans ce cas prend la forme

/ \ L2 + 1 - '"".~l/4^ = n(n + 1/2). n ,=0 , l , . . . ; (1)
J a V 4 sin- 0

a, b étant les points clé rebroussement pour lesquels l'expression sous le radical s'annule.
Comme L" 3> 1 et rn2 ^> 1, on voit aussitôt que les deux termes "1/4" dans l'expression
sous le radical de (4) peuvent être négligés (leur contribution à l'intégrale est de l'ordre
de \ / L , car \/ L'1 + 1/4 w L + 1/8/,, etc.) et eu utilisant la valeur de la primitive

L , m 2 ^(L'——m^tan^-m2

\ L2 — ——^—do = L atan————————————————
V sin2 0 L

\/(L2 - m2) tan'-' 6 - m2 , .
-m atan-——————-———————— 5

m

(l'intégrale s'obtient sans peine en effectuant le changement ; = t an 2 ^ ) , on obtient

(L - m|) - (n + 1/2) (6)

(notons que les points de rebrousseinent pour lesquels sin2 0 = m'2 / L2 sont symétriques
par rapport au point 0 = Tr/2).

Le résultat (6) obtenu peut être récrit sous la forme

L2 _(»»+|m|+l /2) ' - '= (;+1/2)2, / = 0 , 1 , . . . ; ;^H. (7)

Bien que l'étude menée suppose L-' 3> 1 (et- donc / 3> 1), on indique également dans
l'expression (7) les valeurs de / = 0, 1, . . . . car l'entier / sert à la numération des
valeurs propres L2 dans l'ordre croissant5. C'est pourquoi on peut, comparer la valeur
quasi-classique L'2 = (/ + 1/2)-' directement a. la valeur exacte / ( / + I ) .

Le sens de l peut être justifia en comparant le nombre de zéros de la fonction f ^ r m ég^ à ^ — /?; 1
pour la solution exacte et à n pour la solution quasi-classique.
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VA\ u t i l i s an t les foriiiules générales de l'approximation quasi classique, ou peut égale-
ment obtenir la forme explicite de la fonction \ et avec cette dernière celle de

(la valeur de l'intégrale dans (8) est donnée par (5) : l ' in tégrale est calculée sur
l'intervalle le plus important, celui entre les points de rebroiissement).

( 'omme, pour la n o r m a l i s a i ion de la, fonction d'onde dans l'approximation quasi-
classique, on peut se limiter à la contribution de l ' i n t e r v a l l e entre les points de
rebroussement, on peut trouver la valeur de ( ' dans (8) à partir de la condition
de no rma l i s a t i on ( ( \Yi,,n ^d^î = I ) :

/•7T /'b

\ \fi.,,,.\'2 smOdO w |f'|2 / ( A 2 sur' 0 - m-')-11'-' siu2 {. . . } sm 0(10 =

^____ _ ̂
2 .1 v//;-' - î«2 - l 2 ^ 27.

c'est-à-dire

(on a remplacé dans (9) le (acteur oscillant rapidement sin"'{. . . } par sa valeur moyenne
1/2 et effectué le changement de variable ; = cosO).

On invite le l ec teur a reclierclier par lui -même le facteur de phase de ( ' = e'"|(" =
e"1^/ + l ) / 7 r ) 1 / - ' , i )our i)ouvoir identifier les expressions obtenues à l'expression
asymptotique des harmoniques sphériques définies de façon standard, et à étudier
les ca-s l i m i t e s / — m <;; |n?| et / ^> m", pour lesquels on peut t rouver des expressions
beaucoup plus simples.

9.23. Le début de la résolution de ce problème est iden t ique a celui du problème
précédent ( j u s q u ' à la fo rmu le (:S) comprise). Toutefois, dans le cas présent, pour
résoudre l 'équat ion (;{), il n 'est- manifestement plus possible de recourir à l 'approche
qiKisi-classique (11 ^ 1 ) .

Pour résoudre cette équation da-ns le ca-s considéré (»»;- ' ;5> J . /. — |m| ~ I ) , notions
(lue l'énergie potentielle U (0) possède un minimum profond pour 6 = v j ' l et que les
fonctions d'onde des "niveaux" profonds se localisent près de ce po in t . Ki i développant
1 ' (0) en série

2 1 / i r> r •)~im — 1 / 4 in ; \ f 7r\ -
U(0)=———;—- % — . r - w n i - \ l + [ 0 - - }

• ' s in2^ siu-f l L \ 2/' J

et eu e f lec tuant le changement de variable ,c = 0 — 7I-/2, on transforme l 'équation
et udiée en

/2
( \, + [/-'•' - »"'"' - iir..v'^]^ = 0,
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qui est l'équation de Schrôclinger d'un oscillateur. Compte tenu de la forme connue des
fonctions propres et des valeurs propres de l'hamiltonien de l'oscillateur, on obtient

,.(H/^)1/4 f H(o-n/-2)'^ ( ^( ^\" ^ ( —,===— f'xl) -——7,—— \H,-,.[v i n [ e - - , i
V2"n! L 2 J \ \ 1 / 1

L'1 - m1 = 2|m|(n + 1/2). ou L1 w (|m| + n + 1/2)2

(«.^l»»!), » ^ 0 . 1 . . . .

et on retrouve la règle de quantification du moment obtenue dans le problème précé-
dent.

Pour l'identification de la fonction (L = l + f /2 = \m\ + n + f /2)

y Xn e8"^
\/siii 6 v^27T

avec le co i i ipor te i i i c i i t asyniptotique de l'harmonique sphérique Yim, le facteur de
phase C dans ( f ) doit être choisi égal à

YLm =

Notons, en conclusion, que pour 1 <^, n2 ^. m2 , l 'étude menée dans ce problème et
celle du problème précédent sont toutes deux valables (voir également le problème
9.24).

9.24. La début de la résolution du problème est identique à celle de 9.22 (jusqu'à
la formule (3) comprise). Toutefois, dans le cas présent (pour »r ~ I ) , même avec
L '^> f , l'approche quasi-classique n'est pas valable pour 6L <^ f et (TT — 6}L <^ f .
Pour résoudre ce problême, procédons de la façon suivante : cherchons à trouver la
solution approchée en dehors des intervalles indiqués, et ensuite, raccordons-la à la
solution exacte dans l'intervalle des valeurs de 0 proches de 0 ^ 0 et 0 = TT.

Dans l'équation

^"+^+\-"L-^}^U
I 1 sur 9 J

pour L S> 1 et m1 ~ 1 , dans tout 1 intervalle de la variable 0. excepté les domaines
ét ro i t s de OL ^ 1 et, ( 7 T - ( ) ) L ^ 1. on peut négliger le terme [J/-1- («r' - l / ' l l / s i i i - ' 0]\
et ou obtient la solution sous la forme

y = ^sin 0 f w A sin( LO + -/ ) . (2)

Les valeurs L et "; se trouvent grâce à la condition de raccordrnieiil de (2) avec la
solution exacte de l'équation ( 1 ) au voisinage des points 0 = 0 et 0 = TT, remplissant
les condi t ions aux l i m i t e s ( \ ( 0 ) == \(TI") = 0).

Pour 0 <^ f l'équation ( f ) prend, pour la fonction / = v/V'sin^, la forme (voir 9.22)

r^k-a/-",
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et. la solution qui ne croît, pas pour 0 — 0 est

(•-A)i(.c) est une fonction de Bessel) avec, pour LO ^> 1, le comporteinciil asymptoticlue
suivant :

. ^ I 2 • I r n ^w! , n\

îwc\l^-esw[LO--^+-^ (4)

Dans l ' in terval le l /L <€ 0 <$; 1, les deux solutions ((2) et (4)) sont valables, donc,

2 TT TT rn
4 2

Au lieu de raccorder la solution (2) à la solution exacte aux alentours du point 0 = TT,
il est plus simple dp procéder autrement : la symétrie de l'équation (1), par rapport
au changement de variable 0 — 0' = TT — 0, donne la relation

\(n-0}=±^(0).

Selon (2) , (5), (6) on établit la règle de quan t i f i ca t ion du moii ici

/;-' = ( / + 1/2)'-', / = 0 , 1 , . . . ; / ^ |»»|

(les signes "4" et "-" dans (6) correspondent respectivement aux valeurs paires et
impaires de la- g randeur (/ — » ; [ ) ) .

L'étude ell'ectuée suppose que L ^> 1 (et, par conséquent, / ^ 1). Cependant.,
comme dans les problèmes précédents, nous inclic{uons dans (7) également les valeurs
/ = 0. l , . . . , car l ' en t ie r / sert à la n imléfota l . ion des valeurs propres de /,-' dans l'ordre
croissant.

Pour déterminer ./l (ou (") a par t i r de la condit ion de normalisation

/ \j•\2sm0dG = / ,Y ''de^- 1,
lo Jo

(8)

notons que la contribution dominante dans l'intégrale (8) vient de l ' in terval le pour
lequel la représentation (2) est valable, et l 'on obtient

A | 2 = 2 / ^ , | C ' 2 = L = ( 2 / + 1 ) / 2 . (9)

Pour identifier les expressions obtenues aux harmoniques sphériques il faut choisir

9.25. La solution exacte de l 'équat ion de Sclirôdinger de l 'oscillatel

1 /'J 2

-T————^n+'——^n = En^n2 «,f- 2
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(on ut i l ise le système d'unités h = m = k = 1 ; k étant l'élasticité de l'oscillateur
avec c<; = 1) donne En = (« + 1/2) et les fonctions d'onde normées

(2)

La solution de l'équation (1) dans le cadre de l'approximation quasi-classique (dans
le domaine où U = x~ / ' î < £'„) a la forme

C ( [ x ^
—== cos i p ( x ) d x + a
/ p ( x ) \Jo /'

'2 E,, - = \/2n + 1 -

(3)

(on a tenu compte du fait que le résultat obtenu dans le cadre de l'approximation
quasi-classique pour £'„. est identique au résultat exact, voir 9.1).

Vu que les fonctions propres possèdent une parité déterminée valant (—1)" , la grandeur
a dans (3) peut être choisie : a = — T T H / Ï .

Pour normer la fonction d'onde, la valeur de C dans (3) doit être prise égale à
C = v/'^/71" (dans ce calcul, il faut, voir que la contribution dominante à l'intégrale
de normalisation f ^n ^dx = 1 vient, de l'intervalle correspondant au mouvement
fini d'une particule classique et que compte tenu de la rapide oscillation du facteur
cos"(. . . ) , on peut lui substituer sa valeur moyenne 1/2 ; comparer à 9.16).

Compte tenu de ce qui vient d'être dit, écrivons (3) sons la forme

\/7T\/'2ll + 1 - X2
COS ( /"•'

/ V/2,
•IQ

1 — x'^dx — (4)

La comparaison de (2) et (-I) donne

/yTT^l
Hn x ) w C / v/2. + 1 - ,̂ ..- - -

7o z (5)

où (.' = ±1 est encore à définir .

L'expression (5), valable pour n ^> 1 (et pour x < \/în + 1, :r ne devant pas se
rapprocher trop près des points de rebroussement ±-\/2rî + 1), constitue l'expression
asymptotique des polynômes d'Hermite. Si x est fixé et n —)• oo, alors (5) peut être
simplifié en négligeant x dans les expressions sous la racine et on obtient

7m'
T.

pour n
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Ruf in , compte tenu de la formule de Stirling (?) —> oc

»!% v/27^'"+l/2e-"l,

on obt ien t , l'expression asymptotique cherchée :

•K1I '

On a posé ( ' =• +1, par comparaison de (6) . pour .(• —>• (J, avec les valeurs conimes de
T I , , ( ( ) ) et 77,',(0).

9.26. Une intégration élémentaire dans l'expression bien connue du coeff icient de
transmission dans l 'approximation quasi-classique donne

D w cxi

(.(••_) = —.t ' i = J'n étant les coordonnées des points de rebroussement). Ponr que le
résultat ( I ) obtenu soit valable il faut respecter les conditions :
1 ) \ ( l ' X ( x ) / d r <§; I dans tout l'intervalle de la variable x , à l'exception des intervalles

étroits autour des points de rebroussement :
2) prés des points de rebroussement, il existe un intervalle dans lequel l'approximation

quasi-classique est valable et où l'on peut faire un développement au premier ordre
du potentiel

(2)

où A.;-i ^ = (.y — .ri a)

Le recouvrement des intervalles décrits en 1) et 2) est non nul de part et d 'autre des
points de rebroiissement.

Dans ce problème, pour .»• > « on a d~X ( ,»•)/ d.r\ = 0 •€ 1. Pour ,f| < «

fl\X\(l.

dx

cl, dans le cas où

/2m»'-'|77 - i/(.T-)|3/2 v7^"^7" •E2 - .i-2!3/2

^niU^/h2 » I ,

l'expression (3) est beaucoup plus petite que l'unité pour toutes les valeurs de .r sauf
au voisinage des points de rebroussement : la largeur de l ' in terval le où l'approche
quasi-classique n'est plus valable est, donnée par

A.f = .f - .(.•1.2



IX - APPROXIMATION QUASI-CLASSIQUE. SOLUTIONS 99

(pour obtenir cette estimation de Aa; dans l'expression (3) il faut poser |.r| w ,ro et
.r2 — .r2! = l.r-' — J'f 2! = |(a; — x^^)[x + r.\^}\ w 2a;oA.c). La validité de l'approche

quasi-classique exige

A.«.o ou (^__^W-»i (6)
^V^o

(dans le cas contraire, dans l'intervalle entre les points de rebroussement, x < X Q , les
conditions de validité de l'approche quasi-classique ne sont pas remplies, quelles que
soient les valeurs de .;•). La condition (6) donne, selon ( I ) , I ) ̂  1, ce qui, comme on
le sait, est la condition nécessaire (mais non pas suffisante) de validité de l'approche
quasi-classique.

La condition (6) constitue la première des conditions de validité de l'approche quasi-
classique. Ou se convainc sans peine que dans ce problème elle est presque équivalente
(voir plus bas) à la seconde condition relative au comportement du potentiel au voisi-
nage des points de rebroussement. Les deux conditions peuvent ne pas être équiva-
lentes pour des particules lentes, quand les points de rebroussement se rapprochent
des valeurs ±a. Le développement (2) du potentiel n'est immédiat que pour |a;| ^ u
(pour |a;| ^ a, U ( x ) S 0), de sorte que Aa;i 2 ] < a— xo. Comme la grandeur (a — a;o)
doit être beaucoup plus grande que l'intervalle où l'approche quasi classique n'est pas
valable (5) (troisième condition), on a

^2/3^2/3

A.r<a-.î;o ou E > ° . (7)
TO^-cr/"

Les conditions (1) , (6) , (7) définissent les domaines de validité de l'expression (1).

Notons que la non-validité du résultat quasi-classique (1) pour L)(E) se manifeste
dans ce problème pour E —r 0 car, selon ( 1 ) , 0(E = 0) prend une valeur non nul le ,
bien que petite, alors que pour une barrière de forme arbitraire on a l'égalité exacte
D(E = 0 ) = 0 .

9.27. La formule standard pour le coefficient de transmission de la barrière dans
l'approximation quasi-classique

D w exp [ 2 J \p\dx\ = exp \-2 / v/2m(î/o - E - I^x/a)dx\ (1)
\. h J x , J L h ./n J

n'est pas applicable directement dans ce problème, car au voisinage du point de
rebroussement gauche ,r = 0 les conditions de raccordement des solutions quasi-
classiques utilisées pour établir (1) ne sont pas remplies (ces conditions sont données
dans le problème précédent). Néanmoins la formule (1) peut être utilisée pour estimer
le coefficient de transmission. Due intégration élémentaire donne

(2)

L'expression (2) ne donne que l'ordre de grandeur du coefficient de transmission (à un
facteur près qui, pour E ~ f\ i , est une grandeur de l'ordre de l 'uni té et qui s'annule
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pour E —> 0, voir 9.32). Mais lorsque le facteur dans l'exponentielle est grand et
négatif, l'expression donne le bon comportement du coefficient de transmission.

9.28. A partir de la formule du coefficient de transmission de la barrière et après des
intégrations élémentaires, il vient

1 J 4a /.r^-f / ^ ^ , /^
'•J = ex? \ - -h v2r"j'J V ~E - 1 - c\[aa\ ~E

9.29. Dans l'expression

f 2 p 1 f 2/2m£ F0

D ^exp -^ / |î^/.r =exp
/î ./-.„:, V ^ch2^/»)

après le changement de variable

sli(A'/a) = KSW / ,

l 'intégrale s'écrit sous la forme

, r1'1 cos2/^ , , ,
'lan~ I ——————7— = 7i"f((v 1 + K~ — 1 ) =- na

./n f+K'-'sin-/

et le coefficient de transmission s'avère égal à

D(E) fôexTf-^X/iMv^-x/^)

l^a condition de validité de l'expression (2 ) suppose que D ̂  1 (plus précisément, il
faut que le module de l 'argument de l 'exponentielle soit grand), c'esl-à-dire

^v/^vA/H-v^)»!. (3)h
De plus, i l y a aussi une restriction sur l'énergie de la particule I L , car pour E —^ 0,
au voisinage des points de rebroiisscment, les conditions de raccordement des solu-
tions quasi-classiques ne sont plus remplies, en particulier, l'approximation linéaire
du potentiel (comparer à 9.26). l 'n lecteur consciencieux obtiendra sans peine que la
condition est de la forme

On remarque que lorsque les conditions (3) et ( 1 ) sont remplies, l'expression quasi-
claKsique (2) du coefficient de transmission coïncide avec la. valeur exacte trouvée dans
2.52.

9.30. L'intégrale dans l'argument de l'exponentielle de l'expression de 0(1'',} donne
après le changement de variable .c = a sh t (sh /o = \ / U o / E — 1 = ^ - 1)

l-to

f ' |p|(û- = 2aV2m(L'n - K) / \/1 - ,-1——.s
./.„ ./n V L 'O - l:
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L'intégrale dans l'expression (1) est, nne intégrale elliptique du second ordre. Pour
E ^ {''o, cette intégrale se calcule sans peine de façon approchée si l'on tient compte
que dans ce cas l'expression sous la racine est proche de l'unité eu dehors de la limite
supérieure d'intégration, pour laquelle sh 1. 3> 1, et l'on peut poser sh"( w e.^/A (et
ceci dans tout l'intervalle d'intégration !), de sorte que l'intégrale prend la forme

r1-» —————— i-to l p
/ Vl-b^s^tdtw \ , / l -—e2*^ (2)

./o Jo V 4

Apres le. changement de variable (h/'ï)^ = s inz, l'intégrale (2) donne (b «^ 1)

-l+ïn[^Uo/E]. (3)

Donc,

/ E V0^"10" /4D^w (1 )̂ exp h" (4)

Les conditions de validité du résultat obtenu sont

"-^/ÏiiiVa » 1, £ '<•
h

La première garantit l'application de l'approche quasi classique et la seconde remplace
la condition E ^ /.''o utilisée pour le calcul de l'intégrale de l'expression (1). Cette
substitution vient du fait que dans le calcul approché d'une grandeur / de la forme
/ = eA, quand A est calculé de façon approximative, pour satisfaire à la condition
f ^ / f - ^ p p w 1. il faut que |Aex — A,pp <§; 1 (et non simplement Aex/A^p ?» f , et cette
particularité doit être prise en compte lorsque |A| ̂  1). Un lecteur attentif peut, se
convaincre sans peine que c'est, la seconde des conditions (5) (et non pas la condition
E <$; ^o) qui est, nécessaire pour appliquer (4).

9.31. Le problême peut être résolu de façon analogue à celle qui a permis d'obtenir
la formule du coefficient de transmission dans l'approximation quasi-classique

D = exp -, J \p\dx^.
L •î J

En supposant que les particules arrivent sur la barrière de la gauche vers la droite,
représentons la fonction d'onde à droite du point de rebroussement b sous la forme
( U ( x ) < E)

f(.r)= c exp (- I" p d x - ^ } . (1)
VP \ f t J b ^ )

La fonction d'onde correspondant à (1) au sein de la barrière 0 < s < b (/./(.r) > E)
est de la forme

,(" f ] [•b

^i(x) = - — — — e x p , / \p\dx
V\p\ V'J-r

(2)
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(dans l'expression (2) on a négligé, comme d'habitude, le ternie qui diminue expo-
nentiellement avec la profondeur clans le domaine x < b). Soulignons que la fonction
d'onde au sein de la barrière dans les conditions du problème concerné est de la forme
(2) jusqu'à, J" = 0 compris (point de rebroussement gauche).

Pour -r < 0 la fonction d'onde est de la forme (A- = ^/'2inE/h'2)

>],(,.)=———(€•"••••• +Ae- î fc• r) (3)
V'tK

(de sorte que le coefficient de transmission vaut D = IC' I") .

En raccordant les fonctions d'onde (2) et (3) au point .c = 0 (en ut i l isant la continuité
de la fonction d'onde et de sa dérivée), ou obtient

——0+ -4) = ——T———^172. 4r(l - -4) - ̂ ^\PW\^'\ (4)/^ •\/lp(0)î ' v^ r

I——^————— ,_______ / 2 ( b \
b(0)| = ^•2m(U(0) - E} = ^-2m(Uo -TQ, Do = exp -- / \p\d.<- .

\ " •'" /

Selon ( 1 ) , on obtient, sans peine la valeur de C :

2/|g0)^ 1/2
0 b(o)|-^ 0 '

et. celle du coefficient de transmission de la barrière :

n A^MUlJUn . ̂ (^ - E} l '2 t'\ u\D = 4———-————Do = 1———-———— exp -, / \p\d.r .
Uo i7!) \ h Jo J

Le facteur devant l'exponentielle dans cette expression est de l'ordre de l 'unité (pour
E ~ ?7o), mais pour E — 0 il devient nul.

9.32. l ' ; i i s'appuyant, sur les résultats des problèmes 9.27 et 9.31 (Tome 1 ) , on peut
considérer que le coefficient de transmission de la barrière dans l 'approximation quasi-
ci assique est égal à,

^^E^exp -W2m^-^)^ . (1)
Uo l •ihl.'o

La condit ion de validit.é de l'expression ( I ) est donnée par

^"(.o-^/-»!. (.)

On remarque (nie la valeur exacte du coefficient de transmission de la barrière consi-
dérée, trouvée dans le problème 2.53 (Tome I) , coïncide, lorsque la condition (2) est
remplie, avec l'expression quasi-classique (1) .
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9.33. On se convainc aisément (de la même façon que pour la résolution du pro-
blème 9.15) que pour v < 2 et E —^ 0, à de grandes distances x , où le potentiel a,
un comportement asymptotique (/ ~ [a'I"'^ les conditions de validité de l'approche
quasi-classique sont remplies ; de plus, pour le raccordement des fonctions d'onde au
voisinage des points de rebroussemeut on peut se limiter à l'approximation linéaire du
potentiel. D'autre part, si les conditions de validité de l'approche quasi-classique sont
également, remplies pour les valeurs finies de a-, alors pour v < 2 et E —>• 0 le coefficient
de transmission de la barrière est défini au moyen de l'expression quasi-classique

2 r2
D = exp -- / ^îm[U(x') - E}dx\

L •/ J' -[ J

L'intégrale dans cette expression diverge pour E —> 0 à de grandes distances |.T|. La
partie divergente de cette intégrale se calcule aisément. C'est ainsi qu'à la limite
supérieure d'intégration (au voisinage du point de rebroussemcnt droit), on a

/••^(B) ,_____________ , /•!
/ ^2m[ai/.^ - E}dx = Vïm^11'E-^-^l'11' \ ^-"/2.

JO J a—i-O
_ / T , 1 / v T^-(ï—v\lïv r'= v2mnY L \ " Lv

(a étant la distance à partir de laquelle le potentiel a déjà une forme asymptotique
pour \x\ —)> oo ; en calculant, l'intégrale, on a procédé au changement de variable
t = r . / x i ( E } = x • ( E / a ^ ) 1 ^ 1 ' ) . La partie divergente à la limite inférieure d'intégration
f . a \p\dx se calcule de la même façon.

La contribution de l'intervalle d'intégration —a < x < a pour E —>• 0 est finie. Donc,

J F \p\dx » J^mC^-t2-^/2'^;7- + a^)

et, respectivement, (pour E —?• 0)

D(E) ex exp \-î^fî^^',R-^-^lïv[a\lv + o-^")1 -> 0
|_ h J

(voir la remarque concernant la précision d'une expression de la forme e'4, dans le
calcul approché de la grandeur A, faite lors de la résolution du problème 9.30).

Pour v > 2 l'expression quasi-classique de D ( J ' ^ ) avec E —)• 0 n'est plus applicable,
car lors du raccordement, des solutions quasi-classiques au voisinage des points de
rebroussement on ne peut plus se limiter au développement linéaire du potentiel.
L'approche quasi-classique donne une valeur du coefficient de transmission D(E = 0)
non nulle, tandis que sa valeur exacte est égale à zéro.

Dans le cas de v = 2 l'expression quasi-classique de D(E) pour E —r 0 ne s'applique
que si ma.\ y / h ' 2 ^> 1. La dépendance en énergie du coefficient de transmission est
alors fixée par le résultat du problème 9.30.

9.34. Le problème peut être résolu de la façon suivante : les fonctions d'onde quasi-
classiques à droite et à gauche du point de rebroussement a-o sont, raccordées à l 'aide
de la solution exacte de l'équation de Schrôdinger au voisinage de ce point.
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En supposant, que les particules arrivent, sur la barrière de la gauche vers la droite,
on a dans l'approche quasi-classique la fonction d'onde pour ,r > ;fo de la forme

^ (a - )=————exp f - /''pria-'). (I)
^ / p ( x ) \nJ,•„ /

Pour x < a-n, cette fonction est de la forme

^ ( x ) = —— fexp ( ' [ pdx'} + Bexp (—— { pd.A \ (2)
VP [ V'-A-o ) \ h . l r „ ) J

(de sorte que le coefficient de transmission vaut, D = \C 2 ; R = \R\'1).

La solution de l'équation de Schrôdinger au voisinage du point a;o

vr" + a(x - X o f ' S = 0, a = -mU" (.r.o)/rr > 0, (3)

est, donnée par (voir [11])

^(.,) = ̂ -^^If^ (^(x - a-o)2) 4- C^ ̂ (x - ,.„)•-') } , (. f ( l ) /^(.- . .•o)2+G^ \^(.- , .•„)- , (4)

où V^1'2'1 est, la fonction de IIankel. Compte tenu du comportement asymptotique de
ces fonctions

on note que dans l'intervalle où z = •-^(x—.ru)'' ;$> 1, les solutions exacte (4) cl, quasi-
classique (1 ) sont toutes les deux valables (on admet, dans ce cas qu'il existe des valeurs
de z ^> 1 pour lesquelles le potentiel est. encore de la forme U w ^o + ——^.r — •l 'n) ' ' ,
et, cette condition définit, la validité du résultat obtenu plus bas pour D). ( 'onune
on a clans ce cas p = b\/a\x — XQ , la comparaison de ( 1 ) , ( 4 ) , (5) donne € -2 = 0,
Ci = \-, './l'e3"/8^.', et la solution exacte (4) de l'équation de Schrcidinger (3) prend
la Corme

^(x) = (;,^^H^. (^(.v - ;ro)2)
\ z 7

En utilisant, la solution de l'équation (3) sous la, forme (6) (ou (4 ) ) , i l Caut être a t tent i f
au passage des valeurs (a; — a-n) > 0 aux valeurs (.(• — a;o) < 0, car pour la fonction de
Hankel Î I \ i ^ le point z = 0 est, un point singulier, le point, de branchement. Dans le

problème considéré pour (:c — a;o) < 0 la phase de l'argument z = '—(a- — a'o) de la
fonction de Hankel clans l'expression (6) vaut, 27r (la, phase de ( a ' — a ' n ) < 0 vaut. 7r) et,
sous cette forme, l'analyse de la solution (6) est, incommode. On doit l'exprimer sous
forme des fonctions cylindriques correspondantes de la variable a phase nul le . On y
aboutit sans peine en écrivant (6) avec les fonctions de Bessel :

f = C'iV.E- .î-0 •iVÏ^I^l + »)./1/4(-~) - \/27'./_l/4^)} .
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Comme les fonctions de Bessel J v ( z ) sont de la forme (8)

J ^ z ) = z l ' f ( z • ^ ) ,

où f ( z 2 ) n'est pas singulière en z = 0, alors, selon (8), on obtient

1/4(

(8)

(\z\ a par dé f in i t ion une phase nulle).

Ainsi la solution (6) de l'équation de Schrôdinger pour (x — a-o) < 0 doit être écrite
sous la forme (dans ce cas ^ / x — XQ = i\/\x — XQ\)

^ = c\^/\x-xo\[-(} + i )J , /4 ( \ z \ ) - \/2îJ_i/4(|^|)} . (9)

Grâce au comportement asymptotique de la fonction de Bessel (|arg z\ < TI")

VV 7T\

T + 4 ) 'w
écrivons (9) pour z\ ̂ > 1 sous la forme

^ ^ ̂ ^1^-olf^^i ̂  _ ,.^-T-^I i , (10)

D'autre part, pour (.r.—xo) < 0 et z = ̂ (x—xo)2 ̂  1, la solution quasi-classique (2)
est de la forme (on suppose que dans ce cas il est possible de se limiter au développe-
ment U(x) w U(.ï~o) + -—^^-(•r ~ XQ}2 de sorte que p = h^/a(x — a-o))

,exp -
/——/ \ r) •

t^a(x - xo}-
B cxp

\i^/~n{x - Xp)2

(11)

L'intervalle considéré ici correspond au domaine de recouvrement des solutions exacte
(10) et quasi-classique (11) , ce qui permet, d'obtenir la valeur B = —i/\^2 et celle du
coefficient de réflexion R = \B\ = 1/2. Donc, dans les conditions du problème étudié,

D ( f ^ = l ! ( x » ) ) =R(Eo)= 1/2.



 



CHAPITRE 10

PARTICULES IDENTIQUES

10.1. Soient \s^ les fonctions de spin normécs ayant une valeur donnée s, ;
s; = — s , — s + 1 , . . . , s. Les fonctions de spin du système (non symétrisées) sont
de la forme X = A'L V . ' • Les combinaisons suivantes de ces fonctions :

a)Xl^=^,v^, 2 (1)

^^-^{^ïir+X^^}, ^< (2)

r\ y(-) - 1 J'^U2) .('V^l , ^ <,.' '̂ic) ^s,^ - "T^l^8 2 Y."', - -\^ x82 J ' s ' ; \ '
normèes à l'unité, ont une symétrie déterminée par rapport à la permutation des vari-
ables de spin ( X ^ ^ - fonctions symétriques, X ( ~ ' 1 - fonctions antisymétriques). Le
nombre de fonctions indépendantes du type a) est égal à (2s +1) et il est égal à

, ( 2 s + l ) 2 s
<^-2,+i = -——y—— = «(2s + 1)

pour les fonctions de type b) et c). Le nombre total d'états symétriques est
(s + l)(2s + 1) et le nombre total d'états antisymétriques est «(2s + 1) (le nombre
total de tous les états vaut bien (2s + 1) ).

Les fonctions (1)-(3) ne correspondent pas, en général, à une valeur déterminée S
du spin total des particules. Toutefois, en se basant sur le résultat obtenu dans le
problème 3.39 du Tome I, on peut affirmer que les états avec ,S' = 2s, 2s — 2, 2s — 1, . . .
sont symétriques et que les états avec S = 2s — 1, 2s — 3 , . . . sont antisymétriques par
rapport à la permutation des spins.

10.2. Pour /i = /a = /, la partie spatiale de la fonction d'onde du système
<î> = i p f ( r ^ ) y f ( r ^ ) est symétrique par rapport à la permutation des coordonnées 1-1
et. i"2 des particules. Compte tenu de la, nature de la symétrie de la fonction d'onde
par rapport à la permutation des variables (d'espace et de spin) de deux particules
identiques, la partie correspondant au spin de la fonction d'onde doit être symétrique
pour les bosons et antisymétrique pour les fermions. Ces fonctions de spin ont, été
définies dans le problème précédent. Les fonctions d'onde d'états (indépendants) sont
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donc de la forme

1>,,_ = <S>(r^, r^X^, 1'2fe,.,n = ̂ (ri, r2)A'H ,

quant à leur nombre, il est égal à (.s + l)(2.s + 1) pour les bosons (.s étant 1111 ent ier)
et s(2.s + 1) pour les fermions (s étant un demi entier) ; voir 10.1.

Pour /i 7^ /2, les fonctions d'onde spatiales de la formo

^ = ——{^,(ri)yA,(^)±^(ri)y/,(r2)},

présentent une symétrie par rapport à la permutation des coordonnées des par t icu les
(la fonction d'onde avec l 'indice " + " est symétrique et, celle avec l'indice " —
est antisymétrique) et, leur combinaison avec les fonctions de spin X1^'1 donne les
fonctions d'onde d'états cherchés :

v]/^,, = <î>(+)^,, ^2^,2 = ̂ -'^^

^2fe^,l = ^^Â-H, ^^,2 = ^'-Y^,' ,

dont le nombre est (2,s + \)2 (aussi bien pour les bosons que pour les fermions).

Notons que les fonctions d'onde d'états d'un système de deux particules identiques
peuvent être trouvées autrement (et de manière plus générale), ce qui sera fait, dans
le problème suivant.

10.3. Les fonctions d'onde d'états à une particule ont la, forme i / ' f , , s , , = V ' / 1 , {r)\^.- ,.
ou \ . ,_ est, la fonction de spin de la par t icu le correspondant, à une projection déterminée
du spin s; (l'indice / de s^ , souligne que pour chaque état la projection du spin
présente une valeur déterminée). Le choix des ri valeurs s; ;, dé f in i l , de façon univoque
n états à une particule différents

'/'A,.-»,!; ^/2,»,,2, • • • , V'A,..-.,,, ( ' )

(ces états sont différents, car les /, le sont).

Pour un nouvel ensemble de valeurs -s'. ^ , on obtient un nouvel ensemble d'états a, une
particule

et, donc u n nouvel état, du système ( i l est importa.nt de noter qu'ici tous les /; sont
différents ; si, par exemple, f \ = f - _ i , alors, en changeant, les valeurs de .s; ; pour
effectuer la permutation de .s; i et, s\- i on n'aboutirait pas à un nouvel ensemble
d'états à une particule). Etant donné que chaque s; ,' prend 2.s+ 1 valeurs, le nombre
total d'ensemble d'états à une particule (du type (1), ( 2 ) ) et, donc le nombre d'éta.ts
à n particules vaut (2.s + 1)".

La forme des fonctions d'onde d'états du système s'obtient d'une façon standard : par
symétrisation du produit, des fonctions d'onde à une particule (1) pour les bosoiis et
par autisymétrisation pour les fermions.



X - PARTICULES IDENTIQUES. SOLUTIONS 109

10.4. La forme des fonctions d'onde est déterminée par le fait que les différent états
à une particule sont les mêmes ou pas. Il faut donc distinguer trois cas.

a) Les trois particules se trouvent dans un même état : /i = /2 = f s = /• La
fonction ^ du système, normée à l'unité, est de la. forme

^ = ^1)^2)^3).

b) Deux des trois états occupés sont les mêmes (par exemple, /i ^ /a = /3)- Alors,

\ïf= —{^1)^(6)^3) + ^i)^(W^(6)

+ ^(6) ̂ 2) ̂ 3)}. (1)

La forme de l'expression entre accolades s'obtient en symétrisant la fonction
d'onde par rapport aux variables des particules. Le coefficient numérique —
est choisi pour normer '!' à l'unité : ^1^ 2d^d^d^3 = 1. Lors du calcul de
l'intégrale de normalisation, des neuf termes de l'I'l'', seuls trois termes sont non
nuls, à cause de la condition d'orthogonalité des fonctions d'onde à une particule :

/ ̂ WnW=s,k.
•J

c) Les trois états occupés sont différents : f i ~^- f ^ -f- f y , -^ f i . Dans ce cas

^=—{^fA^'fA^h^)+^fA^)^f^2)VfA^)+
Vb

+^(^)^(6)^3^3)+^^l)'/V3(6)^(^)+^3(^)^(Ç2)'/'A(6)

+^,(^h'A(6h'7.(ô)}. (2)

La forme de la fonction d'onde (2) se trouve de la même façon que dans le cas
précédent.

10.5. Les états à une particule sont donnés par les fonctions d'onde de la forme
y, = ^(r )Y, , , où \s^ est une fonction de spin correspondant à une valeur déterminée
Sa = 0,±1 de la projection du spin. Si les bosons n'étaient pas identiques, les états
indépendants du système seraient décrits par les fonctions d'onde

^ = ̂ riMi-sMî ^2 .̂, (1)

dont le nombre est 3 x 3 x 3 = 27.

Les fonctions d'onde d'un système de bosons identiques sont des combinaisons des
fonctions d'onde ( f ) , symétriques par rapport à la permutation des variables de deux
particules quelconques (dans ce problème il s'agit en fait de la permutât ion des vari-
ables de spin, vu (lue la partie spatiale des fonctions d'onde est symétrique). Kn
fixant les valeurs s^ dans (1) et en effectuant la symétrisation de la fonction d'onde,
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on obtient la forme des fonctions ( l 'onde indépendantes du système considère. A ins i
ponr l'ensemble de valeurs é\, i = .s; 3 = .s; 3 = 1 on obtient

^1,1,1 =y(r,)y{r.^(r,)^\\2\(3} ;

et pour l'ensemble .s; i •= .s; •_> = I , .s; 3 = 0

^,,,0 = ̂ (r,Mr,Mr3)^{,^2^ + ̂ ^^ + VÎ/'^V,31}.

Ecrivons de même tous les autres ensembles de valeurs (.s.^ , .s'; 2 , .s; 3) engendrant les
états indépendants du système : (1,!,-!), ( 1 . 0 , 0 ) , ( 1 , 0 , - 1 ) , ( l . - l , - l ) ( 0 , 0 , 0 ) ,
( 0 , 0 , — 1 ) , ( 0 , — 1 , — 1 ) , ( — 1 , — 1 , — 1 ) (les ensembles de valeurs (.s:, [..'':;_), .s-.-:j) que ne
différent que par une permutation des nombres .s'; o,, n'engendrent pas de nouveaux
états du système). Le nombre total d'états indépendants du système vaut 10. Notons
que parmi ces 10 états du système 7 états correspondent a la valeur ,S' = 3 du spiu
total du système, ta-ndis que les 3 autres correspondent à ,5' = 1 (voir 10.7).

10.6. Ce problème est analogue au précédent. Les états a une particule sont décrits
par les fonctions d'onde y' = / ( r ) î ' in , (n) (Y],,; sont des harmoniques sphériques). Si
les bosons n'étaient pas identiques, les états indépendants du système auraient été
décrits par les fonctions d'onde (m,., = 0,±1)

^ = ./'('•l)/(r2).f(r3)Ylr^(lll)^l,,,,(llL.)V|,,,,,(n3) ( I )

dont le nombre est 3 x 3 X 3 = 27.

Pour obtenir les fonctions d'onde d'un système de bosons identiques, i l faut procéder
à la symétrisation de cette expression. Le nombre d'éta-ts différents du système est
égal dans ce cas au nombre d'ensembles différents (î7î| ,»;•_), 111:1,) q u i ne se ramènent
pas l ' u n a l 'autre par une permutation.

Ces ensembles sont- de la forme : ( 1 , 1 , 1 ) , ( 1 , 1 , 0 ) , (1,1,-1), ( 1 , 0 . 0 ) . ( 1 , 0 , - I ) ,
( 1 . - 1 . - 1 ) , ( 0 , 0 , 0 ) , (0 ,0 , -1 ) , ( 0 , -1 , -1 ) . (-1,-1,-1) ; le nombre d'états indépen-
dants du système vaut 10.

10.7. Donnons deux démonstrations.

a) Etudions les valeurs possibles J . du moment total (L < 3). L'état avec mi =
ni^ = niy == 1 correspond à L^ = 3, et. donc, la valeur A = 3 est nue valeur
possible du moment du système. D'après le problème précédent, il n'y a q u ' u n
seul état du système avec /,; = 2 c[ui correspond à l'ensemble (1 ,1 ,0 ) . ( 'et état
correspond à la valeur L = 3 (pour L = 3 on a un état avec /.- = 2). Donc i l n'y
a pas dans le système d'états à L = 2. Les états ayant L^ = 1 sont au nombre
de deux : ( 1 , 1 , — 1 ) , ( 1 , 0 , 0 ) . L'un des états avec /.; ^ 1 correspond à /- = 3.
L'apparition d 'un second état indépendant avec L, = 1 ne peut s'expliquer c(ue
par l'existence d états ayant ^ = 1. Sept états indépendants avec L = 3 et trois
avec L = 1 épuisent les dix états du système, de sorte que les états avec L = 0
n'existent pas.
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b) TTne démonstration plus élégante qui s'appuie sur le formalisme tensoriel a été
formulée dans les problèmes de la section 4 du chapitre 3 du Tome I.

Les fonctions d'onde des trois états indépendants d'une particule avec / = 1
peuvent être choisies sous la forme (a-, étant les composantes de r)

^ i=x , f [ r ) .

Pour un système de trois particules avec / = 1 on peut écrire les fonctions d'onde
des états indépendants sous la forme

^iki = .ci,'ï2fc.r3(/(n)/(?'2)/(r3) (!)

La fonction d'onde d'état avec L = 0 est un scalaire (qui ne varie pas dans une
rotation). A partir de la fonction d'onde (1) on ne peut former qu'une seule
fonction scalaire (pour être plus précis, une fonction pseudo-scalaire)

^L=n = (ri • [1-2 A r^)f(r,)f(r,)f(r-,) (2)

Cet te fonction change de signe au cours de la permutation des coordonnées de deux
particules et, donc, ne peut décrire l'état d'un système de trois bosons identiques
sans spin.

10.8. Si les particules étaient discernables, l'expression

dw= \^(vi,•s•^}\•id\•\d:V^

déterminerait la probabilité de présence de la première particule dans le volume dVi
et de la seconde dans le volume dV^. Mais compte tenu de l'indiscernabilité des
particules, on ne peut parler que de la probabilité de présence d'une particule (de la
première ou de la seconde) au sein de dVi et de l 'autre dans le volume dV-> , de sorte
que la probabilité cherchée est

dw = ̂ {r^r^dV^dV-î + ̂ (v^r^d.V^lV-î = 2|^(n , v^ d\'\d\^ (1)

Pour une fonction d'onde normée

fw.ri, r^^dV^dV^ = (2)

(l'intégration par rapport aux coordonnées ri et r^ s'effectue dans tout, l'espace) la
distribution des probabilités (1) est également normée à l'unité. En effet, l'expression
(1) doit être intégrée par rapport aux coordonnées ri et 1-2 dans tout l'espace et le
résultat obtenu doit être multiplié par 1/2, ce qui coïncide avec (2). En calculant
la probabilité totale, la sommation (l'intégration) doit s'effectuer suivant tous les
événements indépendants. Le facteur 1/2, mentionné plus haut, tient compte du fait
que la permutation de position des volumes dV\ et dVy n'engendre pas de nouvel
événement.



12 PROBLÈMES DE M E C A N I Q U E Q U A N T I Q U E

On obtient, donc les expressions définissant les probabilités de présence des deux par-
ticules au sein d'un même volume:

u-i = - f l ^(ri^pdVWl'ï,
Jv Jv

et d 'une particule dans le volume V et de l'autre en dehors de ce volume :

W 2 = 2 / f \^[r^,r^dV,d\^.
JV J.-a d-hurs .1- V

10.9. La fonction d'onde iiormée est donnée par

f(r^r^ = ——{vi(r i ) i / '3(r3)+V2(r i) 'Vi(r ,)} ( I )
V2

(on a tenu compte de l'oithogonalité des fonctions ^'i et i/'a).

La distribution en coordonnées de la première particule, lorsque la position de l 'autre
est quelconque, est de la forme

dw =U |M'(n - r.r,)!2^^ dV = ̂  {|V.,(r)|2 + \^(r)\'2} dV (2)

En vertu de la symétrie de la fonction d'onde, la distribution en coordonnées de la
seconde particule est identique ; quant- à la distribution en coordonnées d'une des
deux particules identiques, elle est égale à la demi-somme.

En se servant des relations

/ \^,2(r)^dV=1 [\^,,(r)^dV=1 (3)
Jz^n z J -

on voit sans peine, à l'aide de (2 ) , que la probabilité de présence d ' u n e particule dans
le demi-espace z > 0 est W\[z > 0) = 1/2 (dans ce cas la position de la seconde
particule n'est pas fixée), tandis que la probabilité de présence dans le domaine z > 0
des deux particules est

n-2(~~i,2 ^ 0) = 1 1 |^i,2(ri, r^d^dV^ = ' { I + .1|,?|2}, (•1)
J z i ^ o J z ^ x ) i

S= I ^(r)r.,(r)riV, (û)
Jz>o

qui difTére de la valeur 1/4 pour des particules discernables (dans ce dernier cas i l
n'y a pas lieu de procéder à la symétrisation de la fonction d'onde sous la forme (1)).
Le résultat (/!) montre l'existence d'interférences entre les particules différentes (mais
identiques !). De façon qualitative cette interférence peut être caractérisée, pour des
bosons, par une attraction réciproque (W^ > W^sc. = 1/4)-

10.10. Le problème se résout de façon analogue à (10.9). La fonction d'onde est de
la forme (a et ,/î sont les variables de spin de la f " et de la- 2e particule) :

vr(ri,r2) = ——{^(ri)^^) - ̂ (ri)^ (r2)}.Va.V. (1)
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La distribution en coordonnées d 'une particule, la position de l'autre étant quelconque,
est d'une forme absolument analogue à celle du problème précédent (voir formule
(2) ; ici la sommation doit aussi s'effectuer par rapport aux variables de spin). La
probabilité de présence d'une particule, dans le domaine z > 0, vaut également 1/2,
et la probabilité de présence, dans le domaine z > 0, des deux particules est donnée
par l'expression

^{l-.-ll.S-l2} (2)W2( - - i , 2^0)= .{ l -4 | ,S - | 2 }
4

(comparer aux formules (4), (5) du problême 10.9).

Le résultat (2), comme dans le problème précédent, est une illustration de l'existence
d'interférences entre les particules identiques. Toutefois, dans le cas des fermions la,
nature de l'interférence est opposée à celle obtenue avec les bosons, et peut être décrite
par une répulsion réciproque.

10.11. Passons des variables ri et r^ aux variables R = (ri + r2)/2 et r = l'i — i'2.
Alors

dW = |'r (1-1,1-2) ^Vi ril/, = 1'(R + r, R - r) rfRrfr. (1)

L'expression (1) décrit la distribution en coordonnées du centre de masse et de la
position relative entre les particules. Après avoir effectué l'intégration par rapport à
R on aboutit à la distribution de la position relative des particules :

dw = f(r}d^r, f ( r ) = f \Ï (R + r R - r) 2 riR. (2)
J 1 V Z 2 /

Les distributions ( f ) et (2), lors du changement de r par —r qui correspond à une
permutation des coordonnées des particules, ne se modifient pas.

Compte tenu de (2), on remarque que l'expression donnée dans l'énoncé correspond
à /(r = 0), c'est-à-dire à la. densité de probabilité de présence des particules en un
même point de l'espace.

10.12. Dans le problème à deux corps, les variables du centre de masse R = (mii-i +
mîv'l}|^m•\ + m2) et du mouvement relatif r = ri — i'2 sont séparables et la fonction
d'onde du système peut s'écrire sous la forme

^ =V.(R,^,a(r,<) (1)

(ou, dans le cas général, sous la forme d'une superposition de ces fonctions), o, 3
étant les variables de spin des particules.

Pour des particules identiques R = (i-i + i'2)/2. Avec la permutation des particules
R ne varie pas et la symétrie (ou l'antisymétrie) de la fonction d'onde ( f ) n'impose
aucune restriction à la fonction d'onde i^(ît,t) décrivant le. mouvement libre du centre
de masse. La symétrie de la fonction d'onde du système est complètement portée par
la fonction d'onde ^a^(r , / ) décrivant le mouvement relatif.
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10.13. Lors de la permutation des coordonnées spatiales des deux part icules, le
rayon vecteur r = i'] r-i du mou vement roi atif change de signe, (.'ettc transformation
équivaut à l ' inversion des coordonnées (par rapport an centre de masse). Compte tenu
de ]a parité connue ( — l ) 7 " des harmoniques sphériques Y],M , on voi t - que, dans l'état
de moment relatif .L, la permutation des coordonnées F] •J conduit à la multiplication
de la fonction d'onde du système par (—1)^ . Dans ce cas, la, condition de symétrie
des fonctions d'onde d'un système de bosons identiques exige que la permutation des
variables de spin ne modifie pas les fonctions d'onde dans les étals orbitaux pairs et
qu'elle en change le signe dans les états orbitaux impairs. Eu utilisant le résultat du
problème 3.39, on trouve que :
a,) pour L = 0, 2, 4, . . . les valeurs possibles de S sont 2s, 2.s — 2, . . . , 0 ;
I)) pour /. = 1 . 3, 5, . . . les valeurs possibles de ,5' sont 2.s — 1, 2s — 3 , . . . . 1 .

Eu particulier, pour .s" ^ 0, seules les valeurs paires de L sont possibles. Un corol-
la i re de ce résultat est,, par exemple, l ' interdict ion des désintégrations d'une particule
neutre de spin S = f (méson vectoriel) en deux mésons TT", car s^ = 0.

10.14. Pour les valeurs paires de L, les valeurs possibles de S sont également, paires :
2.s — 1 . 2,s — 3, . . . , 0. Pour les L impairs, S ne peut prendre que des valeurs impaires :
2s, 2 . s -2 , . . . , 1 .

10.15. L'équation de Schrôdinger d u mouvement relat i f ( le mouvement , l ibre du
centre de masse n'est d'aucun intérêt) est, celle de l 'oscillateur sphérique qui a été
résolue dans le problème •1.23. Selon ce problème (/ / = m/2 étant, la masse r édu i t e ) ,
on trouve

EN = hm ( N + 3/2), .V = n i + n; + M 3 (^ = \AZ") • ( 1 )

^n,n,ns = ̂  (a^F, ('/) V';;̂ ) , I-^ 1-1 1-2. (2)

Cette solution ne t ient pas compte de la condition d ' identi té des particules qui
exige la symétrie de la fonction d'onde de deux bosons identiques sans spin par
rapport , a la permutation des coordonnées des particules. Dans cette permuta t ion ,
r = F) — r^ change de signe, tandis que les fonctions d'onde (2) sont, multipliées par
^_^"i+". '+"i ^ ( — 1 ) ^ , comme on le voit facilement,, en u t i l i s an t la parité connue
des (onctions propres de l 'hamiltonien de l'oscillateur. Ainsi, les seules solutions ( I ) .
(2) de l 'équation de Schrôdinger pour un système de bosons identiques correspondent
aux valeurs pairs de N , tandis que les valeurs impairs de A7 sont interdites. Le spectre
d'énergie da.ns le système du centre d'inertie se détermine par l'expression ( I ) avec
A' = U , 2 , 4 . . .

10.16. Notons Pi3 l'opérateur permutation (les coordonnées de la I ' et, de la
3' particule. Etant donné que dans le système du centre d'inertie 1-3 = —(l ' i + l'i),
ou a, -Pi3i'] — —(l'i + I'L'), Pi3i''2 = i'2 Pt, donc, Pisfi 'i • l's) = —(l'i + l's) • I 'L'- De façon
analogue, /^(l'i •n'y] = —l'i • (l'i +r2) . La symétrisation de la grandeur (l'i • r -_ ) ) donne
l'expression

- ^ ( r Ï+ r |+ r i . r , ) .
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10.17. La fonction d'onde avec L = 0 ne varie pas dans 11110 rotation du système
de coordonnées : c'est une fonction scalaire (ou pseudo-scalaire, suivant la, parité de
l'état). Dans le système du centre d'inertie de trois particules, les rayons vecteurs
de deux des particules l'i et ry sont indépendants (alors r;; = —(l ' i + l 'a ) ) - Avec les
vecteurs F] et l'i on peut former les grandeurs scalaires suivantes : l'j', r.], ri • F-J qui
sont des vrais scalaires (et non pas des pseudo-scalaires !). La fonction d'onde ^1^=0
est donc une fonction de la forme

^=0 =/(r ï , r | , r i - r z ) .

Dans l'inversion ri •_, —^ —i ' i , a , cette fonction ne varie pas : R^L^ = ̂ L=o- L'état
L = 0 a donc une parité positive (pour éviter tout malentendu, soulignons qu'il s'agit
de la parité orbitale).

10.18. Représentons l'opérateur a sous la forme

a + (i^ .« — «^
a - —-— + -t

2 2/

On obtient la relation de commutation des parties hermitiemie A = ^(a + a^) et
antihermitieune iB = ^(u — a^) : [A, B] = î/2 (on a uti l isé [« , f ( t ] ^ 1 ) .

10.19. ( 'omme les commutateurs [p, x] = h / i et [n, «t] = ) ^Q,)) d^ grandeurs
constantes, on peut prendre des combinaisons linéaires a = ax + j 3 p , a = Q*î + ^* p
et choisir de façon appropriée les paramétres a et f 3

[a,a^ =iti(aft* - a* 13} = 1.

Le choix de cr et j3 n'est pas univoque. On peut , par exemple, prendre a = 1/\/2L
et f i = iL/\/2h (L est un paramètre réel ayant la dimension d'une longueur ; les
opérateurs o, o^ à la différence de x et p, sont sans dimension). Dans ce cas l'état
vide de particules fictives se trouve à partir de l'équation

â|0)=0, on ( r + L - à - } ' S ! o ( . E ) = 0 ,
\ L ox i

(̂.,.) := ———e-2-2/21-2 ((0|0)=1).
VvL-

10.20. Les opérateurs à et u^ agissent sur des éta-ts l^) de la. forme

'"•̂
| ^ ) = c o | 0 ) + c i | l ) + . . . = ^ c , , n ) . (1)

n=0

où le symbole \n) signifie état à 11 particules. Dans ce cas a\ri) = \/iï\'ft — 1), C t t | n ) =
\/ii + f | ? ( + 1). Pour les fermions, les états n >_ 2 n existent pas (de sorte que dans
l'expression (1) seuls les états vide |0) et à une particule |1) doivent être gardés).
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Pour les bosons, les fonctions propres et. les valeurs propres de l 'opérateur à se trouvent
à partir de la solution de 1 équation a^} = ol^}. Commc

«|^r) = u^Cn\n) = ̂ CnVrt\n- 1) = ̂  c,,+i V/MÏTI"),
n=0 11^0 it=U

les coefficients c,; doivent vérifier la relation
r-û

^(c,,4W"+ 1 -OCn)|?i) = 0,

i!=0

d'où il vient

o _ a a _ o"+1

On+l — / , , ̂ n — / , , ' / = C 1 ^ - \ — • • • — /, , . , ''0;
V H + 1 v"+ 1 V" \/(" 4- i)!

(on a u t i l i sé le t'ait que les états |'n) sont. indépendants). La condit ion de normalisation

(W=^ c^=1

00 l^ 2n
I |2 V^ 1° • ' l a i - ' i i |'_'K'n / ——— = i"n "e1 ' =1 , c'u = e

i——1 ni

Les résultats obtenus plus haut signifient que la valeur propre de l'opérateur a est
un nombre complexe quelconque o, la fonction propre correspondante pouvant être
i iorn iée a I . La distribution du nombre de particules est

??!

(""est une distribution de Poisson. Ces états sont appelés états cohérents.

L'équation aux fonctions propres et. aux valeurs propres de l 'opérateur a1 n'a pas de
solution.

Pour les fermions, les opérateurs n, «^ ont chacun une fonction propre : |0) pour
la fonction propre de a et |1) pour la fonction propre de «t ; |<^ valeurs propres
correspondantes sont toutes les deux égales à 0.

10.21. Compte tenu des rela.tions b1 = 0, lili^ + li^li = I, on obtient

n2 ^ (î+fc)'-' = /^(l - îl^) = l^b = n.

Comme n1 = n, les valeurs propres vé r i f i en t aussi la relation «"' = n, d'où n = 0 ou
il = 1.

10.22. Les relations algébriques vérifiées par les opérateurs (y compris la commuta-
tivité et l'anticommutativité) conservent leur forme dans une transformation unitaire
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(voir 1.61 du Tome l) . Pour les fermions a1 -= 0, or à'1 = (à. + a)2 = 2aa + a2 -^ 0,
et donc cette transformation n'est pas unitaire (les opérateurs a', n't ne sont pas des
opérateurs d'annihilation et de création).

Pour les hosoiis [((',a't] = [a,àt] = 1, et cette transformation est unitaire (on pourra
rechercher la forme explicite de l'opérateur unitaire U opérant cette transformation
à' = UàU^).

L'état vide de "nouvelles" particules |0') peut s'écrire à l'aide des états initiaux sous
la forme

00

10')=^^")'
n=0

où |n) décrit l'état à n particules initiales.

L'équation qui détermine l'état vide â 'IO') = 0 peut être écrite comme ct|0') = —olO ' ) .
Sous cette forme elle peut être assimilée de façon formelle à une équation aux fonctions
propres et aux valeurs propres de l'opérateur à (—a étant les valeurs propres, |0') les
fonctions propres). C'ette équation a été résolue dans le problême 10.20 auquel nous
renvoyons le lecteur. |0') est donc un état, cohérent et sa distribution en nombre de
particules initiales est

I 1-2 a -H
U'n = \Cn\ = ——j—C • '»!

10.23. Pour les fermions, la transformation est unitaire à condition que a'1 = (rcà +
/.:tct^)2 = cc/3 = 0 et [a', n'^]^ = a2 + / J 2 = 1, soit seulement, dans le cas trivial o = ±1,
3 = 0 (ou a = 0 , :3 = ±1 ; voir problème suivant).

Pour les bosons, cette transformation est, unitaire si l'on satisfait la condition suivante :
Q-' — l î 2 = 1 (alors, /^/o2 < 1 et, cf2 ^ 1) et on peut écrire l'état |0') sous la forme

10' ^ '•„ n}
n=0

Compte tenu des relations a\n) = ̂ /n\n—l}, o,t n) = \/n + l|rî+l), écrivons l'équation
définissant l'état |0') (â'|0') = 0) sous la forme

c-^

a'|0') = ̂ (crCnV"!»- 1)+ /3cnVn+Ï n+1)) ^
n=()

= ^(oVrî+lCn+i + /^Cn.Jln) = 0 (c_i = 0).

D'où

>j ^n /nCn+i = -- ————Cn-i . (1
n' , / i i -4-

Selon (1) , pour les n impairs (•„ = 0 ; pour les n pairs n ~= 2fc, on obtient

C2A- = --———7=——C-3A---2 = . . . = -- V——-7-,-j——CCI-
o ^ik \ o . ) V i'-k'.

( 13^ / (2 fc - l ) ! !
[ - ^ ) ^——^^l
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En définissant (•o à partir de la condition de normalisation

03 00 00 ,„, 1 M l / ,3\ '
, , , ,. T-̂  n v-^ , ,1 , ,1 Y-^ ( Z K — 1) I P \m = E c " 2 = E i^-i2 = N'E —w- I-)

ii=Û A-=U k=0 ' ' ' '

on obtient, la distribution du nombre de particules initiales dans l'état vide de ''nou-
velles" particules sous la forme

(» - ! ) ! ! { f t \ ,————— 1 — 1 1 pour i l pair
U'n = t'n ~ = \ n\\ \a

' /

(^ 0, pour n impair

10.24. Pour les fermions, cette transformation est uni ta i re car leurs propriétés
essentielles se conservent : (a')2 = (â't)2 = 0, [â'.â^]-)- = f . L'état vide de "nou-
velles" particules |()') est 1111 état à une particule initiale |1) et, inversement, à l'état
à une particule "nouvelle" f ') , correspond l'état vide |0) des particules initiales. Ces
"nouvelles" particules peuvent être assimilées à des trous.

Pour les bosons, cette transformation n'est pas uni ta i re , car [«',«'t] ^ — J (a la dif-
férence de [n, r / t ] = 1) et les opérateurs à', a/t ne peuvent être considérés comme des
opéral.eurs cl annihilation et de création.

10.25. La relation |1) = ^ C ' / ' M f I O ) est équivalente à la représentation de la fonction
/

d'onde ^ sous forme d'une superposition de fonctions d'onde ^ ; d'états à valeurs
déterminées des nombres quantiques / : \^ = ^ C ' f ' 9 f . Ainsi ('/• est une fonction

f ' '
d'onde de cet. état en représentation /'.

Etant donné que l'opérateur ^ ^ ( r ) produit une particule au point r, y ( r ) est une
fonction d'onde en représentation r f f = r).

10.26. Les opérateurs ( i , et a] (et, respectivement, a^ et a.g^ ) sont liés par les
relations linéaires

4 ='EC(f^(lk)â],^ a;, -Y^C^f;^^. ( f)
A- k

Pour définir €.'(/,, g k ) , appliquons l'égalité ( f ) à l'état vide

«ki^E^'.^Li0)-
k

Cette égalité est équivalente à la relation entre les fonctions d'onde (voir problème
précédent)

^^E61^'^)^' (2)
A-
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où ^/'.(ot.) sont. les fonctions propres des opérateurs dont les valeurs propres cons-
tituent les ensembles complets de / et g . Selon (2) , on obtient

W.,.^)= f ^ J d r .

Notons que C ( f i , g ^ ) sont les fonctions propres ^ J ^ en représentation g . De façon
analogue, on obtient les relations

"L = E^-'̂ ,' "^ = E^'^')"/.- (3)
A- A-

10.27. Si f i ^- f - 2 le vecteur d'état |2) = à' a' |0), indiqué dans l'énoncé, est norme
à l 'uni té . En effet

(2|2) = {0\àyâ^a\aî,\0) = (0\a-,(l ± à\â^ci^\{}} =

= <0|f ± a\a^ ± a^(±a\a^}\Q} = (0|0) = 1

(pour abréger, on a écrit ai au lieu de « / • , , etc. ; les signes " + " et " — " se rapportent
respectivement aux bosons et, aux fermions).

Dans le cas où f \ = /2 = /i l'état norme de deux bosons peut être écrit sous la forme
|2) = -^((i')^\0) ; pour les fermions, l'état correspondant n'existe pas.

En notant i/'/,(^) (^ = r, a ; a étant la. variable de spin) les fonctions d'onde normées
à l'unité des états à une particule, on est en mesure d'écrire les fonctions d'onde
normées des états à deux particules sous la forme ^(^i ,(,•2) = (^ i ,^2 |2) , avec

1^)—][>;, (^(^)4«}JO)
•'.)

et donc

^ (^i, ̂  ) = — ̂  0/, (^ ) V./, (6 ) (01 a/, ̂  a^ (̂  10).
•'•:i

Pour /i ^ /2i cn utilisant les relations de commutation ou d'anticommutation vérifiées
par les opérateurs de création et d'annihilation, on obtient

^''^) = ~^S^V^±^S^li'!^^•

De même pour les bosons avec j\ = f y = f , on trouve

^(^,6)=^(^i)^(^) .

On voit que la forme des fonctions d'onde vient directement de la représentation en
nombre d'occupation, qui tient compte de l'indiscernabilité des particules.

10.28. Pour les ensembles de nombres quantiques /i, f ^ , f y , différents, l'éta.t à trois
particules est, norme : (3|3) = 1 (aussi bien pour les bosons que pour les fermions ;
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comparer à 10.27). La fonction d'onde du système en représentation r s'exprime au
moyen d'un produit symétrisé (ou antisyrnétrisé) des fonctions d'onde t ! ' f ( ( . ) d'états
à une particule. Pour les bosons, la forme explicite de cette fonction est donnée dans
la so lu t ion du problème 10. '\ (Connule (2)) .

Pour les fermions, la fonction d'onde s'obtient à partir de sa représentation sous forme
de déterminant (déterminant de Slatter)

, t.fA^) v'h(^) v/i (^3)
^ = — _ v^i) .̂,(6) ^s)

V3 ! ^3 Ki) v'f^2) V'/,,(^)

10.29. Pour un système de N particules, les opérateurs considérés sont de la forme

^=Eê- ^EP- ^—E^—E- œVa p _ V n R - 1 Vî; - 1
^, P-^Pa, R......-^^1"-^

où les sommes sont effectuées sur toutes les particules du système. Ces opérateurs
agissent dans l'espace des fonctions d'onde ^(^i, $2; • • • .^.v) (f = r' a : ° étant la
variable de spin).

Les opérateurs (1) s'expriment au moyen de la somme d'opérateurs à une par t icu le ,
c'est-à-dire qu'ils sont de la forme ^.f(^n)- Suivant la règle générale (voir, par

a

exemple, [ l j ) la forme de ces opérateurs en seconde quantilication, /'', est donnée
par l'expression

F= J ^ (0/^(0^ (2)

où ^( i ) est l 'opérateur de champ (ou opérateur '!') qui est l'opérateur d'annihilation
de la particule au point r et dans l'état de spin correspondant (l 'opérateur 'l'^^) crée
la- particule).

L'opérateur (2) peut également être exprimé au moyen des opérateurs de création et
d'annihilation a! et a, d'une particule dans des états i/\y,(^) définis par les nombres
quantiques //; d'un ensemble complet (arbitraire)

^E./^!^ (3)
i.k

où les éléments matriciels

sont ceux de l'opérateur à une particule (la ma t r i ce ) / en représentat ion //. Pn ce sens,
l'expression (2) est un cas particulier de (3) correspondant à l'utilisation dans (3) de
la représentation r (dans ce cas le rôle de ffg, est joué par les opérateurs ai.,, = 'î'(<î).
Ma.is si, dans l'expression (3), on utilise la représentation p l 'opérateur F prend alors
la forme (o- caractérise l'état de spin ; par exemple, <r = s ^ )

F= E œ^'^'^p,.- (4)
p.a.p'.n'
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En utilisant la forme explicite de l'opérateur impulsion p, on obtient d'après les
formules (1) , (2) , (4) les opérateurs cherchés :

a) H = —^(^W = S ̂ "p^p. ;• ) ^ J v ^l^-^^i^ - ^ 2 ™ P ^ " P C T >
" l n p,(7

b) p = -mf ^(OVÎ^K = Ep«p."
ptT

c)^.,,.-;^)^)^.
/ V

10.30. L'étude de l'évolution temporelle d 'un système physique dans le cadre de la
seconde quantification peut être menée en utilisant diverses représentations : celle
de Sclirôdinger, de Heisenberg ou la représentation interaction. En représentation de
Schrôdinger, les opérateurs ne dépendent pas du temps, alors que la fonction d'onde
d'état du système1 (ses arguments sont les nombres d'occupation des différents états
et le temps) satisfait à l'équation de Schrôdinger ih—^ = H ^ , où H est l'hamiltonien

du système. La forme explicite de l'opérateur F (dans le cas où F ne dépend pas

explicitement du temps) est donnée par le commutateur F = -[H, F].

Dans ce problème

H = -h- J $t(^A^)^, R,.,. = 1 /'$t^/)i.'$(^)^
2m J N J

de sorte que
/"••̂  " fc C f

V,,. = R,,. - ———— / $t^)AÏ(^)$+(^)i.'î(^)^<
ImN \ I

- / ^V$(ç')^)A^)^riO. (1)
J )

En utilisant les relations

^)$t (^') = (^ - 0 ± ̂ të'TO

("+" pour les bosons et "—" pour les fermions), écrivons (1) sous la forme

V..,. = -^ [ 1 ^të)A<^ - Qr'î^)^'

- / ^(Or'ô-($ -OA$(^<1 T —/- U^(^^)^r^(^^)d^'J ) Zmi\ ( J

- 1^(Q^ar'A^O^R^'l. (2)
•J )

Comme ̂ (Q^^) = ±$t(ç)$t (^ ' )^ $(^)^(^) = ±^^)$(^) pt Ar' = r'A, on voit
que les deux derniers termes dans (2) s'annulent et. l'expression (2) s'écrit

V..,. = ——h f Î^KAr - rA)$(^. (3)
2mA. ./
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En utilisant l 'égalité
A r - r A = [A , r ]=2V,

DU peut réécrire (3) sous la forme

mA'V,,, = -ih / 'Î^^VÎ^X = P (4)

(P étant l'opérateur impuls ion du système en seconde quantif ication).

10.31. En physique classique, la densité du nombre de particules au point r de
l'espace vaut

n(r}=^S(r -r,,), (1)
a

c'est donc une grandeur physique ne dépendant que des coordonnées Va des particules
(mais non de leurs impulsions !) et de r.

La généralisation quantique de l'expression ( I ) est l 'opérateur densité du nombre de
part icnIcH, dont la l'orme en représentation r est

«(r) = ̂  S{r -v J, (2)
a

(comparer a l'opérateur énergie potentielle U(r) =- / ' ( r ) ) .

L'opérateur (2) est une somme d'opérateurs à une par t icule f y = 6(r — l 'n), e( sa
forme est donnée par (voi r la, solution du problème 10.29) :

,,(r) = J $+(^)ô-(r - r'WO^' = ̂  ̂ (r, .s,)î(r, .s,) (3)

(rappelons que f (/^ représente l'intégration par rapport aux coordonnées d'espace cl,
de sp in) . Les termes dans la somme (3) : »ï(r , . s . , ) = ^t^ .s-)v]/(r^s'; ) sont des opéra-
teurs den.sit.é du nombre de particules ayant une projection déterminée du spin .s;.

Les opérateurs ;V(î ' ) et A ' ( î ' . . s - ) sont respectivement les opérateurs du nombre de
particules et du nombre de particules avec une projection déterminée du spin s;,
dans le volume ;'. Ils ont la forme

.V(c) =^/V(;',s,), N(v,s,) = /'^(r,^)^!-^-)^)-. (4)
„ J a

En intégrant dans (• l ) sur tout- l'espace, on obtient les opéraleurs du nombre total de
particules du système.

10.32. L'opérateur P a la Corme (voir, par exemple, 10.20)

P= - / / , / ^ t ( ^ )^^ (^ )^ /
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En utilisant, les relations de commutation pour les bosons,

[$(^,î(0]_=o, [$t(^),$t^)]_^o, [$(^î+(a-=^-^'),
on obtient sans peine

[P,Ï(0]- = P$(a-î(OP

= -ih /'^(^^(W^) + ihï(^ /'^(^^(W

- -ih 1 {^'WO - î^^')} ̂ (m'

= ^/"^-O^^m'^^l^). (1)

De façon analogue ou obtient

[P,$t(^)]_ = _i,, [^^)^S(H-^)d!i'

= ih 1 ^(f,')-^S(a-W=ih^(l:). (2)

Compte tenu des relations d'auticommutativité des opérateurs de champ des fermions

[$(^), $(Q]+= [$f(a ̂ (0]+= o,
[ÎK),']'^')^^-^),

on se convainc aisément, que les relations (1) et (2) sont aussi valables pour les
fermions.

10.33. ^
a) La résolution entreprise par ce procédé se base sur l'égalité F'2 = F2 = F F .

Comme F = ^J"(Ça)i on appliquant la règle générale donnée dans la solution du

problème 10.29, on a

Fî= l^WWi}^
^ " /

b) L'opérateur A = ^/^(îa) est l'opérateur d'une grandeur additivc (ne pas le
a

confondre avec F2) ; en seconde quantification, il a la forme

A = f^^mm^w.
On peut l'écrire également sous la forme

A = [ ^(H}mS(H - ̂ fW^'WH'. (2)
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L'opérateur B = ̂  f ^ a ) / ^ ! ) ) wt un opérateur symétrique à deux particules, et
a,^b

selon les règles générales (voir, par exemple, 1 1 ] ) il a la forme

B= [^(!i)^^')f(^fW^')^(!:)d!id^. (3)
J

Vu que l'^')^) = ±$(^)'î(^') (" + " pour les bosons, " - " pour les fermions),
on peut, écrire (3) sous ]a forme

B = ±/^t(a^t(om7(o^(ww<'. (4)
Compte tenu de la commiitativité des opérateurs : 7(^')$($) = ^(^/(O (. f (Ç ' )
est un opérateur qui agit sur les variables ^', mais pas sur (), récrivons ( i ) de la
façon suivante :

B = ± 1 ^Wm^W(^f^')^((,')d^'.
•J

l ' h i f i n , en utilisant la relation i^î^')^) = ^(^l'^^') - S(^ -^'), on obtient

/} = l'^(!i)f(^(^^')f^')^(!i')d!id^-

- I ^WmS^ - ̂ )/(^)î(^')^<. (5)

Vu que F2 = A + H , alors, en utilisant (2) et (5) , ou aboutit à l'expression (1) de
J''-' ol •tenue plus liant par une autre méthode.

10.34. Vu que les opérateurs densité du nombre de particules

»?(r)=^$t(r,.sJ$(l•,.',,)
s,,

(voir 10.31) commutent entre eux en différents points de l'espace : [ » f ( i ' i ) , f i(r-_))] = 0
(on laisse au lecteur le soin de s'en convaincre par lui-même) l 'opérateur clierché est
donné par le produit

»i( i- i)n(r , / ) = ̂  î t(I•l,s /J$(l•l,.s /)>I• t(l•2,.s';)$(r.,,.s"). (1)

L'opérateur ( 1 ) est, comme il se doit , , l i e r in i t i en .

10.35. Dans 1 expression de l 'opérateur densité du nombre de particuley "(r) =
v]/t^.)\[y^ (voir 10.31), exprimons les opérateurs \!' au moyen des opérateurs d ' ann ih i -
lation o,k et de création c(' (p = /fk est l ' impulsion de la part icule) :

^(^ = E 7 '̂" "^ ^M = E -^e~tkr^
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de sorte que

n(r}=- ^e-^-^-^o^. (1),,-i(ki-k2 .r;
'^"k,-

k i , k 2

La densité moyenne du nombre de particules, ?ï(r), s'obtient par le calcul de la
valeur moyenne do l'opérateur (1) dans l'état fondamental du gaz de Bose ^o) ^
Mc=o;Ok^n) (dans l'état fondamental, toutes les particules possèdent une impulsion

nulle, de sorte que les nombres d'occupation des états excités sont nu l s , «k^o = 0).
On a. manifestement

(^«k^o)^ ̂  îîans ferres cas,

et pour n on a un résultat- naturel : n = N / V .

Le nombre moyen de particules dans le volume v s'obtient par le calcul de la valeur
moyenne de l'opérateur correspondant

N(v)= l'n^d3,'
J v

qui donne :

A^V= (^o|A^)|^u) = l^o h^^r^ ^-. (2)
Jv v

Pour le calcul de la fluctuation du nombre de particules, il faut calculer la valeur
moyenne de l'opérateur "' '(f) dans l'état *I'o}. On a

N\v} = N(v)N(v)

= V ï l I E ^-^^-^•-^^^r1. (3)
•'v J v kikak^

Pour calculer (^'o|• /V2(î ;)| \lJ ro)• clierclions d'abord

< \ I '"" lk, f l lk^k3âk„l \ïy")• (4)
En utilisant la, forme explicite de l'I'o) ou se convainc sans peine que les grandeurs (4)
ne sont différentes de zéro que si ki = k4 = 0 et k:.; = k3 ; de plus, elles sont égales à
N'2 pour k'_> = k3 = 0 et à A' pour kz = k:; -f- 0. La valeur de N ' ' ( v ) a la forme

A^ = —— /' f \ N2 + N ̂  e'̂  t1-1-') l d^r. (5)
J v J v y ^Q J

Vu que

l^k.(.-.-) , 1 I^k.(.-.') _ , } s ( r - r ) -- (6)
k^O l k J
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(on a tenu compte dans (6) du fait que le système de fonctions ^iç ^ ——c'^r est
complet), l ' i n t égra le de l'expression (5) se calcule fac i lement

———— N\-2 Nv Nr'2
A'^'f) = ——— + —— - ——, (7)'- 1 i,-2 T y Y-Î ^ 1

et donc

(AA^r))2 = A^V- A '̂-' = ̂  (l - ̂ ) . (8)

l 'oiir r =- V on a (A,V(l ' ' ))2 = 0, résultat évident , car le nombre total de particules
dans le système vaut N et ne fluctue pas. Si r <$; l, on a, selon (8) , (A.\'(r))'-' w
Nv/V=1^).

Notons que, pour un système de N particules classiques sans interaction se trouvant
dans un volume V, la distribution du nombre de particules N^, dans le volume »' est
donnée par la d i s t r ibu t ion binomiale

A'' / r \^^,. / ;; \N-A',.

"'l^'-ÏW^VJïd-) ('-,-) 1 1!J)

be calcul des valeurs moyeliiies YY,;, N 2 , (AA\;)2 aboutit dans ce caa aux mêmes
résultais (•|ue ceux obtenus plus haut (2 ) , ( 7 ) , (8) (voir le problème su ivant ) .

10.36. La solution de ce problème s'obtient de la inenie façon que clans le problème
10.35 pour le ca l cu l de N^Çi'). L'opérateur de la grandeur 1 1 1 1 1 ^ a la forme (voir 1 U.3'1)

»i»,, = ^(riWri^^rsWr,) = ^ —e^(k:>-kl) '^l+i i (k•' -k•1)r-'" lk," lk/' lk,ok4.
kik_>k: ik4

et sa valeur moyenne

«TTÏ, = (l'd "i ".l^o) - — < A'2 + N ̂  e'1"'1-1-1--'' 1 ( 1 )

l k^' J
vien t directement de la valeur trouvée dans le problème précèdent pour 1 élément
matriciel (-'!).

La sommation dans ( f ) se fait aisément à l 'a ide de la formule (0) du problème précé-
dent (dans ce cas le terme avec rf s'annule, car F] ^ ?•_)) et on a

"i»2 = -^ - -^ ; (2)

q u a n t à la fonction de corrélat ion, elle est égale à

,/- N - l - n r ' )^- -^- -V-- -^ - (•> )

Pour mieux comprendre les résultats (2) et. (3), on peut étudier le cas de par t i cu les
classiques n'interagissant pas entre elles. Prenons a cette f i n la, grandeur i i ] f l \ ' [ i i - _ ; ( l \ ' ' _ s
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où dV\ et (7V:) sont des volumes infiniment, petits an voisinage des points ri et 1-2. Vu
que f tc / l ' est le nombre de particules dans le volume <7V, la grandeur considérée est
la valeur moyenne du produit des nombres de particules dans les volumes dVi et d\'i.
Comme d\\ et d\^ sont petits, on peut négliger les probabilités de présence de plus
d 'une particule dans ces volumes (dans la grande majorité des cas il est peu probable
que les particules soient présentes dans de si petits volumes), de sorte que

nid\\nid,Vi = ̂  A'i Ni l V( Ni, Ni} w W( 1,1 ), (4)
NI , N^

où W ( N i , Ni) est, la probabilité de présence de TVi particules dans le volume d\\ et de
N-î particules dans le volume d.V^. Pour calculer W(l, 1), notons que la probabilité de
présence d une particule dans le volume d\\ est égale à N d\'\/V ', en multipliant cette
grandeur par la probabilité qu'une des (A' — 1) autres particules occupe le volume d}'i
donnée par ( N — \)d\'^/V, on obtient

ll-(l, 1) = ',.7 ' dV\dVi. (5)

___ N2 N
11 s'ensuit de (4) et (5) que ny'ii^ = —,— —,, expression coïncidant avec (2).

Pour des particules classiques, on trouve donc une valeur de n\n^ différente de n~ '.
lors du calcul de la densité du nombre de particules eu deux points différents, en
chacun de ces points, la densité est eu moyenne inférieure à n, car une partie des
particules est près de l 'autre point. Pour des systèmes macroscopiques, la valeur de
A' est énorme, de sorte que le second terme dans le deuxième membre de (2) est
négligeable et la fonction de corrélation v est nulle.

Les caractéristiques du gaz de bosons dans 1 état fondamental, étudiées dans ce pro-
blème et les problèmes précédents, se sont avérées identiques à celles d'un gaz de
particules classiques. Le fait n'est pas fortuit. En effet, la fonction d'onde de l'état
fondamental est clé la forme

•^ = (/^(ri)^^)...^^), (; 'o(r)=-y=, (6)
\/l

c'est-à-dire égale au produit des fonctions d'onde des différentes particules comme
pour des particules discernables. Ces particules n'interfèrent pas l'une avec l ' au t re et
pour chacune d'entre elles i/)u|2 = Ï / V .

10.37. Le problème se résout de façon analogue à 10.35. L'opérateur »((r) a la forme

n(r)=\^^(r,a)Ï{r^)=-^ ^ e'^-^^A.. (1)
o ki ,k.3 .a

(o- s .s;). L'état fondamental du gaz de fermions est défini par les nombres d'occupa-
tion "kaff = t pour |ku < kp et n-k^y = 0 pour |ka > k p , donc

1^°)= n «LI")'
|k»|</.-F,^
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où ki.' s'obtient à partir de la condition

E i^.,+i)/ ^^-Ul-S^, („Vd^k _ (2.S-+ \)V^,
-—• /ii- 1^1. Z7T )3T-

r p 2 . , i 1 /^ , . . .
oi'i /.'/,• = ,.,'^^.v • L'élément matriciel {'l'n ai; ^Oka^l ' l 'o) es*1 non H11! (1^ vallt 1)
dans le cas où ki = k2 = k, |k| < k p - Compte tenu de cette circonstance et des
relations (1) et (2), on obtient sans peine

n(r)= <vro|H(r) |^o)=A7'- '

Le nombre moyen de particules da-ns le volume (; vaut N ( v ) = N r / V .

10.38. T/opérateur densité de particules ayant une projection déterminée du spiu sur
l'axe ; au point r a la forme ((T = s ^ }

n(r,a) = ̂ {r,a)Ï(r,a) = - E ̂ li2~lilyrc^u^•
ki,k.,

[/o|)erat-eur ?î(ri, o - i )» ) ( ry . (Ty) prend donc la forme (voir 10.31)

» ( r i ^ ) » ( r ^ ) — E e^(k-k^•r^î(k<-k-'-«^,«^^^^. ( I )
k , k ^ k n k 4

( 'onsidérons l'élément matr iciel

^o|<,/'k^,4,,,,«k,.,l\l'n). (2)

où ^l'u) esli la fonction d'onde de l'état fondamental du gaz de l'V'rmi décrite dans le
problème précédent. On comprend aussitôt que dans le cas où o"i ^- a^ la grandeur
(2) n'est différente de zéro (et vaut alors 1) que si ki -= k-_i, |k] | < L'p : ks = k.i.
|k3| ^ k p . On a alors pour o-i -f- (T-)

(vl>o »-f(ri, (TI )n(i-2, ̂ )|1'n) = -^ E 1
Ikil^-F
|k,|^A-,.

1 /' V^'Â-i /• l'rf3^ ^:'
^:-' ./|kJ^ (2^)3 7|k,|<^ (2^)3 - (2.s+ l)^'2 - (2.s+ J ) - '

(comparer au problême précédent.) ; comme •ii(v, a) =- ïî/(2.s+l), le résultat (:'i) signifie
que n ( i - i , (T\ )'n(v^, cr^) = n ( r i , 0 - 1 ) - );(i'2, 0-2), c'est-à-dire que dans le cas où (T| ^ (TÏ i l
n'existe pas de corrélation entre les densités de particules en différents points.

Dans le cas où o"i = o"2, la s i tuat ion est différente. L'élément matriciel (2) n'est, non
nul ( i l est alors égal a 1 ) que dans les cas .suivants :
a) ki = k2, |k2| ^ ki.' ; k:s ^ k..i, |k4| <, ky ;
b) ki = k-i, k^| <^ L-F : k^ = ky, kg| > h p -
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Ainsi on obtient.
1 v-^ 1n(r,,a)n^,a)=^ ^ 1 + ̂  ^ ^ ^.(.^)+,k..^-^^ ^

En utilisant la relation

1 V^ .î'k.r _ l ! V^ _tk r Y^ .ik r [ _ r / \ 1

7 E e îkr = 7 E^ - E eikr = 'W - -y E eikr (5)
|k|>fc,,. (̂  k \k\<kF ) W<kp

(on a utilisé dans (5) le fait que le système de fonctions ^k = ~^7e'''kr es^ complet)
et après avoir calculé l'intégrale

V^ ;kr y [ i k i - , 3 , y 47r fsinA-J,-?- , , 1
E e = 7^3 / e d k = 7o-\3 ~ï \ ———— - kF cos kFr (f-1- (2^)3 Jw<k. W r2 [ r J

(qui se calcule de façon élémentaire en coordonnées spliériques avec l'axe polaire dirigé
suivant r), l'expression (4) s'écrit (r = r^ — F] , n(o-) = n/('2s, + 1))

n,(r i ,o-i)r î (r2,o-2) = "(o-) - ^ ^ S—— 'F— - kp cos kp r '> . (6)

A l'aide de (6), on obtient la fonction de corrélation correspondante:

1 ————————- ———2 [smkFr-kprcoskFr}'2
v(r,(r) = =={n(ri,cr)n{ry,a} - n(o-) } = -————, , „———————. ( ' )

rî(o-) 47^•r':>ra(o-)

Notons que pour r = r^ — ri| —)• oo, cette fonction s'annule, c'est-à-dire que la
corrélation disparaît.

Les particules identiques ayant des projections du spin différentes se comportent
comme des particules discernables, et l'absence de corrélations constatée plus haut
est dans ce cas tout à fait naturelle (comparer au cas de particules classiques discuté
dans 10.36). Si les projections du spin sont identiques, la fonction de corrélation
(/(/', o") < 0 est également un résultat naturel qui reflète la nature "répulsive" de
l'interaction d'échange entre les fermions (comparer au résultat du problème 10.10).

On remarc|ue sans peine que la fonction de corrélation v[r) de la densité du nombre
de particules est identique, en général, (quelle que soit la projection du spin) à v(r, a).

10.39. L'opérateur interaction entre les particules eu seconde quantification a la
forme

0 = l 1 $t(rl)$t(r2)^(rl - ̂ (^(r^r^3^. (1)

En utilisant le développement de l'opérateur ^(r) en ondes planes (voir, par exemple,
10.35), on peut écrire (1) sous la forme

H — \ ^ TY1'131'14/-!^ ^ ri ri (^" - 2 2^ ( y klk2 a k3 a k4 a k2 a kl • (- /)
kikak.ik.,
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U^ = -L ( 1 U(r, -l•2)eî(kl-k3)•r•+^(k-•-k4^r2rf3rl(/: irï. (3)

En assimilant l'interaction entre les particules à une perturbation < ' t , compte tenu clé
la valeur £'0 = 0 clé l'énergie de l'état fondamental en l'absence de perturbation, on
aboutit, suivant une formule connue du calcul des perturbations, à

A^^+^^oMl'o), (4)

où |'Ïo) Pst. la fonction d'onde de l'état fondamental du système de particules sans
interaction. Comme dans l'état ^o). toutes les particules possèdent l'impulsion
p = hîs. = 0, l'élément matriciel

{^"kakÂ^kJ'I'o),

n'est manifestement non nu l que si tous les ka = 0, et est égal dans ce ca.s a N ( N — 1) w
N2 (A? » 1). On obtient alors, selon (2) et (4),

h' ~ f i -OO .v'-i-^o » y i ' no " ' •

Coiiniie le rayon R du potentiel (7(r) est supposé de dimension microscopique, de
sorte que f i <€ L ~ V1/3, en calculant l 'intégrale

on peut intégrer sur tout l'espace, et cette intégrale devient indépendante de l'i. On
déduit donc de (3)

{/^ =— f 1 ( ' ( r , -^r^r, = 1 /'?,•(,•) ̂ r,
v " Jv .!v '• •i

et, finalement, l'expression de E(} est.

^^ (.(0)=/ , ' ( , l<ft . ) .

Indiquons ((il 'une étude plus détaillée de ce problème se trouve dans l 'ouvrage |8|.

10.40. Le problème se résout de façon analogue au précédent. L'opérateur interaction
a pour l'expression (cr = .s;)

/ ' — V^ /^^^t ,,t ,, / i \
' - 2 2^ ' k l k 2 a k , ( T / ' k 4 C T 2 a k , ^ , r ' k l C T l • \ l l

kik:;k3k4
a\a^

OÙ

//^ =— f I' ^(I-J -l•,)eî(kl-k:-)•^•+ i(k2-k••)•r-•^^:tn(/3r:,. (2)
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La correction au premier ordre de l'énergie E } ' de l'état fondamental du gaz de Fernii
a la forme

/^(^ol^o), (3)

où l'I'u) est la fonction d'onde de l'état fondamental du système de fermions n'inter-
agissant pas entre eux.

Compte tenu des valeurs des nombres d'occupation de l'état fondamental du gaz
de Fermi parfait : n^y = f pour |k| < kp et n^rr = 0 pour [k| > k p , on note qu'en
remplaçant dans (3) l'opérateur L' par son expression (1) tous les termes pour lesquels
au moins un des |kJ est plus grand que kp sont nuls. Dans l'expression (3) entrent
les grandeurs U^\* pour lesquels ka| ^ ki.'. En introduisant les nouvelles variables
R = (l'i + r^)/2, r = 1-1 — l's dans la. formule (2), celle-ci s'écrit sous la forme

U^4 = -L / ^(,.^(k,-k2-k3+k4).r^. f gî(ki+k,-k,-k4) R^3^ ^
1 2 ^ 2 J Y JV

Compte tenu de la dimension microscopique de Ro, le rayon d'action du potentiel
U(r), de sorte que /?n ^ L ~ V''1/3, l'intégration par rapport à r peut s'effectuer
sur tout l'espace (comparer a 10.39) ; or, comme kpRo ̂  1, on peut remplacer dans
l'intégrale en r l'exponentielle par l'unité, et l'expression (4) s'écrit alors

(le facteur <îki+k2.k3+k., correspond à la conservation de l'impulsion lors des collisions
des particules du gaz).

Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, l'expression (3) devient

E^ = ̂ t—^ol ^ Jkl+k2,k3+k4(4^ak4^«k^A,(J \ l /o)'')\'' ' I / ^ " K l - t - K 2,K3- t - l I .4"k3<Tlk40•2"k2C72" l kl (7 l l

k i k a k 3 k 4

(5)

('•'(0) = / U(r)d3r.

En se basant sur la forme explicite de la fonction d'onde ^o), on voit, que les seuls
termes non nuls, dans (5), sont ceux pour lesquels soit k.3 = ki et k/i = kz, soit
k.i — ki et k3 = ka, de sorte que (5) peut être écrit sous la forme

^'^^{^ E (^^^^«k^^^+âL^k^^^.^.JI'ro). (6)E
kik.i,»Ti,7;

Oe plus, on reiiiarque que, pour (T\ = o"2

«k^k^k^k^ + "k^k^k.^k^ = [ak^âkJ+ak„«k^ = °
de sorte qu'en fait , dans (6), o-i ^ (7-2-
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Eu utilisant les propriétés des opérateurs de Fermi a, à^, la première partie de la
somme dans (6) peut être écrite sous la forme

V^ • t ' t ' _ \~^ -
/ ^ ak2(72ak2<7;, ( 'klCTlakl<7^ - / ^ "k;,CT2"kl(7l'

kika k ikj
CTl^CT; (Ti^CTa

ou »k»T sont des opérateurs nombre d'occupation. Etant donné que 'n(o') = ̂  Mk(r est
k

l'opérateur nombre de particules dans l'état de spin (T et que, dans l'état fondamental
l ^ u ) , ce nombre a une valeur déterminée N{a = 1/2) = N (cr = —1/2) = N / ' î , et on a

(^o ^ n^n^^Q}= Y^(^o\n(a,)n(a^o}=•2(N} = A . (7)
kika cri^CTa \ /

o'iT'CTa

Pour (T[ ~f- o"2, les termes dans la seconde partie de la somme (6) ne sont non nuls que
pour ki = k-J, et leur contribution est égale à

<^n| ^ n^.n^^o) = 2y = A^
k,CTi7'(7-;,

n i ^•(0)A^2

et- est négligeable (N ^> 1 ) comparée à (7). Donc, .E'g ^ ———-,— (••{. l'énergie de
l'état fondamental, compte tenu de l'interaction entre les particules, a la foriiie

^^4n^(^)2/3^-(r
(E^ étant l'énergie de l'état fondamental du gaz de Fermi parfait).

Une étude plus détaillée de ce problème est menée dans le livre [8].

10.41. L'énergie d'une particule, d'impulsion p et de projection .s; du spin sur l'axe
z dirigé le long du champ magnétique, vaut

2

^--^n-^01^-

Notons 7V± les nombres de particules dans l'état fondamental du gaz de Fermi avec
s,, = ±1/2. Comme dans l'état fondamental l'énergie possède une valeur minimale,
il lu i correspond les nombres d'occupation suivants : î;p± = 1 pour |p| < ji<y. ' ,±, et
iip^ = 0 pour |p| > ] I F ± , où les pp.±, sont liés par la relation

t i
Dp , p,..
^±- /k)5=——+/<„B, (1)
2m 2m

qui garantit une énergie minimale à tout le système (comparer au cas du gax parfait
de Fermi "libre"),
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En exprimant de façon habituelle p p ± au moyen de ./V± :

y- [ Vd3? Vp%^ /ÔTr2/»3^173

A± = V np,± = / ———^ = ———, PF,± = —————
P J\Ï>\<PF,± (2nh) 67r h \ v )

on obtient à l'aide de (1) les équations permettant de déterminer 7V± :

(A+)2/3 - ( N _ f / 3 = 4m^B (—y , N + + N _ = N , (2)

à partir desquelles on peut, exprimer le moment magnétique du gaz :

M, =^N+-^oN_ =^u(/V+ -N_), M,=My=0, (3)

Pour -8=0 , on voit, d'après (2), que TV-)- = A'_ = N / 2 . Pour un champ suffisamment
faible (voir plus bas), les valeurs de 7V± diffèrent peu de N / î . En les représentant
sous la forme A'± = N / 2 ± n et en effectuant, après cette substitution dans (2), un
développement en ( n / N ) , ( N / 2 ± n)2/3 w ( N / 2 ) ' 2 / 3 ( 1 ± 'in/SN)), on obtient

,.- ̂  ̂ r,,^ (^)^/^, W

(dans ce cas n ̂  N impose la condition de champ B faible).

Selon (3) et (4) , pour un champ faible on a

^•^K^)27313' (5)

et la susceptibilité magnétique est égale à

3m/.2 /WV/3

(37r2^3)2/3 \V

(rappelons que \ est le coefficient de proportionnalité entre B et le moment magné-
tique M par unité de volume de la matière, c'est-à-dire que m = M/V = \îî).

Comme \ > 0, le gaz de Fermi étudié est paramagnétique (à l'opposé du diamagnc-
tique pour lequel y < 0).

Avec l'accroissement du champ, comme on le voit à, partir de (2), la valeur N+ — N_
s'accroît de façon monotone et pour B ^ B^, où

____/6^^3

4m|^o| Y V )

devient égale A N : les spins de toutes les particules s'alignent suivant la même
direction (suivant la direction de B ou suivant la direction opposée en fonction du
signe de / ( n . Dans ce cas, les moments magnétiques de toutes les particules s'orientent
le long du champ (c'est le phénomène de saturation).



 



CHAPITRE 11

ATOMES ET MOLÉCULES

11.1. La fonction de Hamilton d'une particule chargée dans un champ électrostatique
est donnée en théorie classique relativiste par la formule (—e étant la charge de la
particule, p <§; me)

2 4

'H = Vp^2 + m'^c4 — ew(r) — rnc2 w -— — -——— — eyfr)
Zm 8m"c-

et conduit à une correction relativiste qui vaut —p4/8•m''ic2. La généralisation quan-
tique de cette correction se présente sous forme d'un terme complémentaire1

//' = —p'^/Sm^i"', assimilé à un opérateur perturbateur de l'iiamiltonien. Vu que
l'opérateur H ' , commute avec les opérateurs î2 et L , les fonctions propres ^r^ \^ de
l'hamiltonien non perturbé constituent des fonctions correctes adaptées à la pertur-
bation, de sorte que la correction au premier ordre sur les niveaux d'énergie se définit
par l'élément matriciel (—ey = — Z e ^ / r ) :

E - = ^ ' . H ' ^ . ' d V

{r/rim}-—-|»(,./m) = --——-(•n,.lm\ ( Ho + —— \ \nrlm}
^m- Zmc \ r )•)\"r""" . 9""' ""•/ — o n\"r1"" ^^u î2m(" 4m^ 2mcz \ ;

1 7e'1 Ze1 / ^e 2 ^ 2

-^(n,.lm}H^ + Ho—— + ——Ho+ ( ^ ) riririi)-. •-) \' '- 1 • ' ' • 1 -- \1 î -- U 1 —- U 1 1Zmc" r r \ r

(Ho est l'iiamiltonien non perturbé de l'atome hydrogénoïde). Compte tenu des rela-
tions (n = Hr + l + f )

Ho\n,.lm) = F^\n,.lm), (n,.lm\Ho = ^"><r^m|, ^0> = -m^f-,

7 2 1 A J7^

{n,.lrn\^-]n,.lm) = -2E}°\ (n,/m|^|^/m) = ——————^ (2)
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(la preniiôre des relations (2) résulte du théorème du virici, la seconde s'obtient sur
la hase de 1.28 du Tome 1 par dérivation par rapport, au paramétre / de l'opérateur

«^i^^q^i),^, w
Zm r- dr dr 2mrz r

/ r7 ^ \ ̂m(ze")-'
dont les valeurs propres E,,, ; = — „,———,———, pour des valeurs entières de / ,

2h-(nr + I. + 1)-
déterminent le spectre d'énergie de l'atome hydrogénoïde ; notons également que par
dérivation par rapport au paramètre Ze2 on est en mesure d'obtenir une démonstra-
tion simple du théorème du viriel dans le cas d'un champ coulombien), l'expression
(1) se transforme aisément sous la forme

^i)-^Y<rJL+_JL_^(o) (4)
" - \hc J { 4 n 2 ' ( 2 / + l ) n J " • \ '

D'après l'expression obtenue, la prise en compte de la correction relativiste lève com-
plètement la dégénérescence accidentelle des niveaux du champ coulombien (rappelons
que l'étude menée ne se rapporte qu'aux particules sans spin) : le niveau de »». donné
se sépare en n sous-niveaux (/ = 0, 1,. . . , n — 1).

La largeur de l'intervalle de structure fine (la différence entre les énergies des com-
posantes extrêmes correspondant aux valeurs / = 0 et /„,.,„ = n — 1) pour les niveaux
avec cette valeur de n est, selon (4), égale à

^-^y^-iyi^i- <5'
Ainsi, pour n = 2, on obtient,"' AIï'ps w 1, 21 • ÎO~4Z4 eV.

Selon (4) on a pour les niveaux les plus bas (n ~ 1) l'estimation suivante :

^e-y z2

~~hc~) w C137)2lO Î- —— -7-^"-4^ W

de sorte que pour le cas de Z ~ 100, l'électron dans l'atome ne peut plus être consi-
déré comme non relativiste (c'est un résultat naturel vu que la vitesse caractéristique
de l'électron dans un atome hydrogénoïde vaut, v ~ Ze2 / f ï = ZJ^C w -j-lyc).

11.2. L'énergie potentielle U(r) =- —ey(r) dans l'équation de Schrôdiiiger, compte
tenu de l'expression bien connue du potentiel y ( r ) d'une sphère uniformément chargée,

2 Notons qu'avec la prise eu compte du spin de l'électron, la structure fine de l'atome hydrogenc'tde
avec un noyau ponctuel présente, selon l'équation de Dirac, la singularité caractéristique suivante.
Un niveau avec un nombre quantique principal donné it . dont la multiplicité selon la théorie non
relativiste est 2n2 (vu le spin de l'électron), avec la prise en compte des correci ions relativistes,
se scinde (connne au cas de particule sans spin) eu 'fï composantes dont chacune correspond à
une valeur déterminée J du moment total de l'électron (./ = 1/2, 3/2. . . . , /; — 1/2). Dans ce cas,
la dégénérescence accidentelle n'est pas levée complètement, car il reste des niveaux dégénérés
avec la même valeur de ./ mais avec différents l = J =h 3/2. Ainsi pour 'n == 2, le niveau se sépare
en deux composantes dont l'une représente les états '2p^, /^ et l'autre, les états (dégénérés) 2pi /^
et 2.s^ / j ; de plus, l'intervalle de structure fine vaut AÊps W '1. ^ • \0~^Z2 cV.
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la charge de la. sphère est, Ze, le rayon R) vaut

r ze2
r> R,

Ze2 (o r 2 } „ , p
~2R {° - R^) ' r < H •

U(r) = (1)

En représentant l'hamiltonien sous la forme H = 7/o + V, où

f fo=-^A-^2

2m, r

(l'hamiltonien d'un atome hydrogénoïde), on assimile V à une perturbation. Il est
clair que

^(r) ^ { Z^ Ze2 < o ^ '
~T~ ~~ 2R [ " - R2

r > R,

r < R. (2)

Les fonctions propres de l'hamiltonien Hy sont bien connues. En particulier, la fonc-
tion d'onde de l'état fondamental est de la forme (OQ = h2 /m,.f;2 w 0, 53 • 10~8 cm)

y3 \ 1/2
l'o(r) = z m,(Ze

Le déplacement du niveau d'énergie de l'état fondamental du fait de la taille finie du
noyau (autrement dit, sous l'action de la perturbation V(r)) vaut

AI?o = RW=|'VW,(r)\2d3r=Ze^,(0)\2[R(l--——+——\^r
J Jo v z-f^ z-lt' /

= •^R^m^^W^5 5 \ao7 no

(lors du calcul de l'intégrale, on a tenu compte du fait que la fonction d'onde 'l'oM
demeure, au sein du noyau r <^ R :10 -12 - 10-13\ cm, presque constante, et.
c'est pour cette raison que l'on a sorti la grandeur 'l'oMI2

l'intégrale).
|<I'o(0)|2 en dehors de

La valeur numérique du rapport

E,(i)

E
= 4 z • 2 ( R - } «s-io-^z^3

5 \ao/

(R w 1,5Z^3 • lO"13 cm, voir problème suivant) avec Z = 1 est une grandeur de
l'ordre de lO"9, ce qui est, sensiblement plus petit que le rapport analogue pour la.
correction relativiste : ~ lO"4 (voir problème précédent).

Dans le cas d'un atome mésique (mésoatome), l'effet de la taille finie du noyau se
manifeste plus fortement. Une estimation du type (2), avec la valeur m, 207m,

3 • lO-5^8/3 w 0, 2 (pour Z = 27), c'est-à-dire
que pour de grandes valeurs de Z , la taille finie du noyau agit de façon sensible sur
le spectre du mésoatome (voir problème suivant).

aboutit manifestement à \Ey / EQ '
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11.3. Les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes se déterminent
à partir de la solution de l 'équation de Schrôdinger avec l'énergie potentielle U (r)
(loniiée dans le problème précédent. La solution de l'équation de Schrôdinger pour un
li quelconque est assez rébarbative. Cependant, les cas limites permettent d'obtenir
une solution approchée simple.

Dans le cas de valeurs suffisamment petites de Z , la taille finie du noyau est négli-
geable et les niveaux d'énergie comme les fonctions d'onde présentent une forme
hydrogéiloïdc banale bien connue (avec substitution de la masse de l'électron par celle
du m u o n ) . Le noyau peut être considéré comme ponctuel si 7?. = 1 , 2 A 1 ' - l O ^ 1 3 cm w
1 , ^ Z 1 / 3 • 10"1'5 cm est beaucoup plus petit que le rayon OQ = 1 1 ' ' 1 / / ! / ! ' ' de la première
orbite de Bolir du méson de masse 111^ w 207m, dans le champ d'un noyau ponctuel
de charge Z< ; la condition R <€ ao donne Z <€ 15.

Dans le cas contraire, de R grands (ou Z , voir plus lias), les fonctions d'onde des
niveaux les plus bas se localisent au sein du noyau, et les niveaux d'énergie, comme
les fonct ions d'onde, se déterminent d'après l'énergie potentielle du méson au sein du
noyau

.t r / ') ^ 7 9 9, , -iZe^ Ze~r~l'(r)-—2î^+-I^
q u i , à une constante prés, est celle d 'un oscillateur harmonique. Le spectre d'énergie
et les fonctions d'onde des états stationnaires s'obtiennent sans peine sur la base du
résultat du problème 4.25 du Tome 1 (voir de même 4.5). Ainsi, les niveaux d'énergie
du miion sont donnés par l'expression

Les fonctions d'onde se rapportant au niveau (1) se localisent à une distance de l'ordre
de a définie par la condition

^ = ,^(N + 3/2), c'est-à-dire n = ./î t3 .̂
2n-' u / ( - i t

L' inégal i té HS> a ou Z > 2,t)0 (pour A' ^ 0) est la condition de validité de cette
étude.

Notons que la grandeur c<;n dans la formule (1) ne dépend pas de Z (car R oc Z 1 1 3 } ;
de plus, huJo « 12 MeV, ce qui justifie la validité de l'approximation non relativiste.

Pour les noyaux réels, les caractéristiques du cas l imi t e é( udié (Z > 25U) commencent
à se mai l i (ester, mais seulement sous forme d'une approximation grossière, pour les
noyaux les plus lourds avec Z = 80 — 100. La solution numérique du problème pour
ces noyaux conduit à une séparation des niveaux des états 2p ci \s d'environ 6 MeV
(comparer à. fin-'n = 12 MeV et à tiuio w 20 MeV pour un noyau ponctue] d 'uranium) ;
dans ce cas le méson dans l'état fondamental a une probabilité d'environ 0,5 de se
trouver au sein du noyau.

11.4. Selon l'électrodynamique classique, l'interaction de l'électron (particule chargée
ayant un moment magnétique propre) avec le champ magnétique du noyau (le dipôle
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magnétique) se définit par l'expression

V=-^, .B^(r) (1)

où

^èl = ^orb + ^prop = -;^; + ^prop;

B^ = rot A = rot ̂ A r = {(/.<_ . V)V - ̂ A} ^.

La généralisation quantique de l'expression (1) est l'opérateur interaction V que l'on
obtient par substitution aux grandeurs classiques des opérateurs adéquats :

T fcî 0 - eh - /^O1

L-^l, ^^^2/^ , s=-——s, ^^ -^——.
me 1

L'opérateur V se transforme aisément en la forme [V étant un opérateur hcrmitien)

^j^^'G^-^
Calculons la valeur moyenne de l'opérateur V avec la fonction d'onde '•l'u^') d'i mou-
vement spatial de l'électron dans l'état \s fondamental. L'intégrale apparaissant dans
ce calcul peut manifestement être représentée par2

'M7')!2 f^T^ -S,k^} ^-dV = CSik.\àx.i àxk J r

Pour déterminer la constante C7, effectuons dans cette relation une convolution des
indices i et k (autrement, d i t , posons i = k et sommons en i) ', compte tenu des égalités
<)'„• = 3 et

9 ^l=Al=-4^(r),

btient C = ^-|$o(0)|2. Finalement, après le calcul, il vient

^ ,̂0)|̂ ) ^-.^-.^

V est un opérateur dans l'espace des variables de spin de l'électron et du noyau.

2 De fait

V ex [^(rWk + 2sk) \(————— - S.k^} l-] ^('Q^r.J \.\dx,axk ) •r\

Toutefois, l'intégrale comprenant l'opérateur l^ est nulle, vu que Ik'So(r) = 0 et du fait de
l'hermiticité de l^ (permettant de "transférer" son action sur la fonction ^(r))).
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Les valeurs propres de l'opérateur V définissent les déplacements énergétiques du
niveau fondamental sous l'iulluence de l'interaction étudiée :

_ 47re^ 2 F / , p o u r J = J + l / 2 ,
^-^Tl^l • i - ( ^ + l ) , p o u r . / = ^ - l / 2

(J est le moment total du système "noyau I électron", voir 3.34 du Tome I), autrement
dit, le niveau initial se décompose en deux, en accord avec les valeurs possibles de
./ = / ± 1/2 du moment total. La valeur de la décomposition hyperfine est

AÊ,,,, = 1^(J = 1 + 1/2) - E^(.l = / - 1/2) = ^ , " , ' - IMO)!2. (2)
4 TTC/};».(:)( 2 / •

?>rncJ

Pour l'atome d'hydrogène on trouve une valeur numérique de la grandeur (2) : A^ni.s =
A£'HFs/27r?i sa 1420 MHz en accord avec la valeur expérimentale.

La comparaison de la. grandeur (2) avec la. séparation de structure fine pour ;; ~ 1
(voir 11.1 du 'Lomé I) donne |A/7m,y/AA'Fs| ~ m/m? ~ '^0~'i, autrement dit, la
décomposition hyperfine est beaucoup plus petite que celle de la structure fine.

11.5. Kn négligeant l'interaction entre les électrons V = l/|i'i — i'2| (on uti l ise le
système d'unités atomiques) la fonction d'onde de l'état fondamenta] de l ' ion liélio-

Z3

génoïdc est de la forme '1^' •= ^(ri)'!'!]^)—ç-z(r1+r•-'). ^[[e correspond au niveau• o
d'énergie E^''9 = —Z'2. La. correction du premier ordre à l'énergie du niveau vaut

7T
,(0)
0

^= /^-<M^=^ L-^-'4^^S^ (D
J |r i -r2 7r2 J x/f-ï' + rj - 2i-i . r;

Les intégrales de la forme

/• ,, , , , dr,dr.,d^d^rjr?,
f(r^<l(f•^^====== (2)J vn +rï~ 2^l • î'a

se calculent sans peine de la façon suivante : pour un 1-1 fixé, intégrons par rapport aux
variables angulaires r^ en choisissant la direction du vecteur 1-1 comme axe polaire ;
alors,

f (m-î f MnOdedLp _ ( 47T/r i , r\ > r^
1-1 - 1-21 - ./ ^'î +r'i- 2ri r, cos 0 ~ \ ^/r-2, '•2 > » - i ,

et l'expression (2) prend la forme

l()7r-'<1/ /(n)ri f g(r^r?,dr.,dr,+I g(r.,)r.,f ./•(ri^dridr.} .
LJO Jo JQ :iu J

Compte tenu de ce qui a été dit, on trouve de façon assez simple

/•e-"'-1-^2 ^^, ,, .,2a••'+2/32+6a/3
./ ~\r7~r,\dvldv2 = l(w ^(.+^ • (3)
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L'énergie de l 'état fondamental au premier ordre du calcul des perturbations vaut

(4)

et, le potentiel d'ionisation constituant la différence entre les énergies de l'état fonda-
mental de l'ionhydrogénoïde —Z^^l et de l'ion héliogénoïde £o (4) étudié se détermine
par l'expression

1 = (Z11-i - 5Z/8)u.a.

Les valeurs numériques de / pour quelques ions sont données sous forme de tableau
(rappelons que 1 u.a. d'énergie est; égale approximativement à 27,2 eV).

Tableau 11.1 : Potentiels d'ionisation 7, en eV, des systèmes à deux électrons

D'après le problème 11.5

D'après le problème 11.7

Valeur expérimentale

He

20,4

23,1

24,6

Li+

71,4

74,0

75,6

Be++

150

152

154

C^

388

390

392

11.6. La fonction d'onde de l'état fondamental d'un système avec bamiltonien Ho
Z3

est de la forme 'ÎQ = —"•e.xpt—Z^ri + r^)} et correspond à l'énergie EQ ' = —Z2^.

La perturbation V est manifestement

1
- (Z - Z^

|ri - ra i

Compte tenu des valeurs des intégrales

f 1 P
— + —

^1 ' f ' i ,

le-2"'-^^.
r Q- 1-1 - rs 8cr5 '

(le calcul de la seconde intégrale a été effectué dans le problème précédent), on obtient
sans peine la, correction au premier ordre sur le niveau d'énergie :

^^^(a^-^z+o^).

Après avoir choisi Z,s à partir de la condition Ry ' = 0, c'est-à-dire Z^ = Z — 5/16,
on obtient l'énergie de l'état fondamental de l'ion à. deux électrons sous la forme
(comparer cette valeur aux résultats des problèmes précédent et suivant)

£'n » E, (1)
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11.7. La valeur moyenne de l'hamiltonien d'un ion héliogéno'i'de

^———(A.+A , ) - ^ - ^—————
2 )'i »'2 |l'l — 1'2|

dans l'état décrit par une fonction d'onde de la f'ornie ^o = —y- exp[—Z<.n.(î'i + ''2)]
s'obtient aisément, si l'on tient compte de la relation

f- lA-^o———-^-"-.
Y 2 r ) •I

On écrit l'hamiltonien sous la forme

».(-A,-^( 'A,- ̂ )-(^,,,) (!+!)+ ————
\ 2 »-i / Y 2 y, y ^n )'2y |ri -r2

et. on utilise les valeurs des intégrales données dans le problème précédent :

E(Z^}= Z..,,(Z.,,- 2^+5/8).

Rn min imisan t cette expression par rapport à Z,.,,, on obtient la valeur approchée de
l'énergie de l'état fondamental de l ' ion liéliogénoidc

/^ w min ~E(Z^) = E(Z^ = Z - 5/16) = -(Z - F)/ K))'-'. ( 1 )

a insi que du potentiel d'ionisation du système

/ = -^y^ - Eo w Z2/2 - 5Z/8 + 25/256. (2)

Les valeurs numériques de /, pour quelques ions, calculées suivant, la formule (2), sont
données dans le tableau du problème 11.5.

Pour l'ion II" (système "proton I deux électrons") on a, selon (1). EQ = —0, 47. Cette
valeur est. supérieure à l 'énergie de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène, égale
à. —0, 5. Ainsi d'après ce problème, on ne peut pas conclure si un ion stable I I " existe
ou pas (voir sur cette question le problème suivant).

11.8. Un calcul simple mais un peu v o l u m i n e u x donne

E(a, 0) = ÏC1 [-Z(n + f l ) + Q'^ + ̂ ——

0'-'̂ ' 20oy^ 3,o3«/?-• /7("•+^)^ l , ,
+7——'~^+~,———-^--+64Q'3/33————-——— > . 1{ a + f 3 ) 3 ( a + f 3 ) 5 ' (o + ^)" J

ou, à partir de la condit ion de normalisation de la fonction d onde a l ' u n i t é ,

-h^r
Le calcul de

Ï = /" ̂ ( r i , r2)^1'(ri, ry)d\/\ rf l , ,
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pour la fonction d'onde indiquée, se réduit, au calcul d'intégrales simples (il est vrai
qu'elles sont nombreuses et c'est pour cette raison que le calcul devient volumineux).
Toutes les intégrales rencontrées se réduisent à quatre :

f e-^dV = 47T F e-"•ridr = S7r,
J ./u 73

/^-«'•Ae-^W = - /"(Ve-'"') . (Ve-^dV = -aft { ç-^^dV = 8 7 m / - ,-«'•Ae-^W =- (Ve-'"') . (Ve-^'

^e-^'dV = 47r S c-^'rdr = / i 7 r ,
r ./u 7
e-"'"' -'ir-- ,,, „, , ., 2o2 + W- + 6o/3

d.Vid\-î = IÔTI-"-, n. » ^ K > ^ —— .LV / / 1 . . „

ri - 1-21 Q^p^cr + p)-

(pour le calcul do la dernière intégrale voir 11.5).

L'expression (1) peut être utilisée pour un calcul plus précis que dans le problème
précédent de l'énergie de l'état fondamental de l'ion héliogénoïdc par la méthode
variationnelle.

Pour l'ion H- (Z= 1), la valeur (1) de £ avec o = ! , / ? = 1/4 est ~E = -0,512, ce qui
est inférieur à l'énergie de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène, égale à —0, 50 ;
ceci démontre l'existence de l'ion 11" stable. La valeur expérimentale de l'énergie de
cet ion est E(] = —0, 528 u.a. (inférieure à la valeur variationnelle de E, comme il
fallait s'y attendre).

11.9. Le rayon de Bohr du mésoatome livdrogénoïde est m^/niç w 207 fois inférieur
au rayon de l'atome électronique, de sorte que pour l'électron la présence du muon
dans l'atome se ramène à l'écrautage de la charge du noyau d'une unité. Le choix
suivant de l 'hamiltonien non perturbé du système considéré s'avère donc évident :

^'('.L^A:)-.!-7-' (.1
2 \m^ ^ ) r^ re

(en écrivant (1) , on a supposé le noyau infiniment lourd ; la masse finie du noyau peut-
être prise en compte de façon approchée en remplaçant dans (1) la masse du muon
par la masse réduite adéquate // = m^M/(m^ + M ) , M étant la masse du noyau ;
dans cette approximation le centre de masse du système considéré coïncide avec celui
du système "noyau + muoii").

Les valeurs propres de l'hamiltonien Hy correspondant au spectre discret sont

m^Z2 (Z-l)2

^=-^N^-——1^ (2)

(;V et n sont les nombres quantiques principaux du muon et de l'électron). Tl faut
toutefois avoir en vue que pour N > 2 les niveaux (2) ne sont pas de vrais niveaux
d'énergie du spectre discret du système étudié "noyau 4 électron + muon", car en
raison de l'interaction du muon avec l'électron, le système peut s'ioniser (le muou
passe sur l'état fondamental N = 1, tandis que l'électron est éjecté de l'atome : c'est
l'effet Auger. Ainsi l'expression (2) n'est une valeur approchée de l'énergie des états



stationnaires du système que pour A' = 1. La forme des fonctions d'onde adéquates
s'avère évidente.

11.10. Le problème se résout, de façon analogue à 11.'1. L'opérateur interaction des
électrons avec le cliamp magnétique du noyau se présente sous la forme de la somme
de deux termes : V = \'\ + V'2, où \'irz) décrivent l'interaction de chacun des deux
électrons avec le noyau (voir 11.4).

En calculant la valeur moyenne de l'opérateur V avec la fonction d'onde ^(1*1, i-a) du
mouvement spatial des électrons dans l'état, 23,'-)' de l'atome d'hélium, on obtient,

^^C(î .S),
•mie]

où S = si + ^2 es^ l'opère, leur du spin total de deux électrons,

C= , ^(O^'^dV^ 1 ^(ri^^dV,.
•) •-/

Les valeurs propres de l'opérateur V définissent, les déplacements d'énergie du niveau
(la structure hyperfinc). J)ans ce problème, ,5' = 1, 1 = 1/2 ; alors

_ S-n-eh/.iC' ( 1/2, pour J = 3/2,
'"lls- SincI [ -1, pour J =1/2

[J est le moment total du système "noyau '^He | deux électrons"). La décomposition
par la structure hyperfine est, :

A/?HPS = \E^(J = 3/2) - E^s(J = 1/2)| = 47refw ' • (1)

En utilisant, pour la fonction d'onde ^(l 'iira) une fonction approchée de la, forme

'î' = — {'iMn)',]^^) - '•IM»'!)''!'!̂ )} .
v2

où ^^(r) sont les fonctions d'onde d'un atome hydrogénoïde avec Z =- 2 pour les
états Ls et 2.s, i l vient

C=^,(0)\2+\^,(0)\2)=^ (2)

(o,o étant le rayon de Bohr).

La, valeur numérique de la décomposition de structure Ilyperfine, selon (1 ) et, (2),
s'avère égale à

;̂ p,; = AÈ',,i.-s/27r?t M 7300 MH%. (3)

11.11. Dans les états ortho (para) d'atomes héliogénoïdes, le moment, du mouvement
relatif des électrons ne peut prendre que des valeurs impaires (paires).
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11.12. Dans l'approximation considérée, l'énergie de l'état, ni. d 'un atonie liélio-
génoïde est la somme de l'énergie £o = — Z / 2 de l'état fondamental de l'atome
hydrogénoïde de charge nucléaire Z et de

celle de l'état de nombre quantique principal n dans le champ d'une charge écrantée
(Z — 1), c'est-à-dire que

2 /o^2En = -Z- /2- (Z - iy/2n (1)

(dans l'approximation concernée, la valeur de l'énergie (1) se rapporte aux états ortho
et para de l'atome) ; quant au potentiel d'ionisation, il vaut /„ = {Z — V)1 j'in1.

Pour les états ÏL de l'hélium, la valeur approchée du potentiel d'ionisation
/2 = 0, 125 u.a. doit être comparée aux valeurs expérimentales.

Tableau 11.2 : Les valeurs expérimentales du potentiel d'ionisation l en eV

^,p.,

23.5'

0,175

2'À-

0,146

•^P

0,133

•'^p

0,124

Les valeurs expérimentales des potentiels d'ionisation de différents états 3L de l'hélium
sont données dans le Tableau 11.3, tandis qu'avec l'approximation considérée,
73 = 556 • 10-4 u.a.

Tableau 11.3 : Les valeurs expérimentales du potentiel d'ionisation 1 (en eV) des
différents états 3/y de l'hélium

^expe. • i04

33,-?

685

31,?

612

33-P

580

31-?

550

^D

560

31-D

555

L'approximation effectuée ici se base sur la possibilité de négliger le "recouvrement"
des fonctions d'onde des électrons 1s et ni (l = L).

Pour n ^> 1, ce fait est assuré par la, grande dimension de l'orbite de l'électron ni et
la faible probabilité de sa présence dans le domaine de localisation de l'électron 1s
(pour n donné, cette probabilité est d'autant plus faible (nie la valeur du moment de
l'électron / est grande ; ainsi, même pour n = 2 et 3 et / ^ 0, les valeurs approchées
de En et /„ du problème concordent bien avec les données expérimentales).
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11.13. Les fonctions correctes a l 'ordre y.éro (adaptées a la pe r tu rba t ion ) du mou-
vement spatial des électrons sont de la forme (compte tenu de l 'ant isymétrie de la
fouet ion d 'onde complète des deux électrons)

{1 ' i ( r i )vr , (»•,,) ±1 '2(r i )^(r , , )} ,

où les signes " |" et "-" correspondent aux états para et o r tho respectivement ; ^i^C'')
sont les fonctions d'onde des états 1 .s et '2s de l 'alome livdrogénoïde de cliarge
nucléai re / :

La correction ail premier ordre sur les n iveaux d'énergie, dne à J interact ion des élec-
trons, peut élire écrite sons la- forme

\^^'\-d}\(IV-2 = K ± J .

on les intégrales de Coulomb K et d'échange ,/ sont égales a

K =

J = f^(r^(r,)——l——
J r l - l'y

C o m p t e tenu de la forme explicite des fonctions ^i , • ; > ( » ' ) , on remarque aussitôt que le
calcul de K et J se ramène à celui de plusieurs intégrales de la l'orme

k!Le-—^rfv ,,/i.:„,= /' —^e-"'-1-^,^
./ |ri - ry

^k.n =

(/>', it étant des entiers). Ces intégrales se calculent, facilement, car on a la rclal.'ioi

^ - (-ii-^-^ 1-^-^ - (-i)"———',,.ÔQ*' 9f3" J r:i - ri

oi'i 1 intégrale / u n a été calculée dans I f . 5 et vaut

-dl^=32^——————-+
ri - r2

Lin calcul simple mais long donne

f7 16
A" = —Z, .1 = ——Z.

Kl 729
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A n premier ordre du calcul des perturbations, les valeurs des niveaux d'énergie et des
potentiels d'ionisation des états 23A' et 215' des atomes héliogénoïdes sont égaux à

F I ^ V ) 5 y2 , 137'y ^•)1.?1 ^ i 1 6 9 ^E(2 S) = —^Z + ̂ , L(2 S) = —^Z + ̂ Z.

1CPS)=^-^Z, /(2^)=^-16^.\ / 8 729 ' - ' 8 729

(1)

Les valeurs numériques de / pour l'atome d'hélium et l ' ion l i th ium Li4', sont selon (1),

TH^A') » 0, 125 u.a. w 3,40 eV,
-/He(21,S') w 0, 037 u.a. w 1, 00 eV,
I^+^S) w 0, 56 u.a. w 15, 2 eV,
/L,+(2 'À ' ) » 0,43 u.a.» l l ,7eV.

L' importante difTéronce entre les valeurs calculée et expérimentale de 1 (surtout pour
l'atome d'hélium) témoigne d'une malencontreuse séparation de l'hamiltonien en par-
tie non perturbée Ho et en perturbation V . On le saisit aussitôt si l'on tient compte
du fait que dans les états excités d'un atonie héliogénoïde, un des électrons (1s) se
situe, en moyenne, beaucoup plus près du noyau que le second (dans un état excité)
et écrante partiellement la charge du noyau (comparer au résultat du problème précé-
dent). Dans le cas d'un noyau de charge suffisamment petite Z , cet écrantage de sa
charge par l'électron l.s, se manifeste fortement sur le mouvement de l'électron dans
l'état excité.

11.14. La partie spatiale normée de la fonction d'onde de l'état 23,'-)' du système dans
les conditions du problème est de la forme

^(n, r,) = — {^ (r, ̂ (n-') - ̂ 2(n)^i (r^)} , (1)
v2

où 'l'i ,2(î ' ) représentent les fonctions d'onde des états 1s et 2s d'un atome hydrogénoïde
de charge nucléaire Z^y :

l 'our le ( •a ïeu l de la valeur moyenne de l'énergie d'état décrit par la fonction d'onde
(1) il est commode d'écrire l'hamiltonien du système sous la forme

„ . r^,-^).^.^}
1 2 ' ri r.,, J

- (^-/^f^1^——1——= ffi +H,+H3. (3)..ri r ' i } | r i - r2

Vu que la fonction d'onde (1) est fonction propre de l 'hamiltonien /-/i, on a

^ 1 A _i_ A '1 eff -^ff ^72
•2(Al+A2)~^~^=-8z-ff•

^= - (A i+A2) -——-——=-^ . (4)
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La valeur moyenne de l'opérateur H y , selon le théorème du viriel, vaut

Ji^'-^i-^-^-w-^. w
Z.tt V, '•I '•2 / 4

La valeur moyenne de l'opérateur J/:; peut, ôtre écrite sous la forme

Hs = -,——1—— = K - J , (6)
|r] - i"2

ou

A-=/^)^)^^, (7)

J = /^('•i^M^i^)^^),'71^2 . (8)
J |l'l — 1'2

Compte tenu de la forme explicite des fonctions d'onde ^i y on peut calculer sans
peine les intégrales dans (7), (8) (voir le problème 11.13) :

K = ̂  J = ̂ . (9)

~E = H, + H, + II-, = .Z^ - -ZZ^ + ——Z^.
o 4 12y

et, en m i n i m i s a n t cette valeur de E par rapport an paramètre 2',^, on obtient sans
peine la valeur variationnelle de l'énergie de l'état 23>5' de l'atome héliogénoïde

E^S) = min E - -5 (z - m6}2 ̂  -5 (Z - 0, 150)2 ,
' ^ ' 8 \ 7290y 8 • •

(c'est-à-dire que Z^ w Z — 0, 150) et le potentiel d'ionisation de l'état 2•'i,S'

7 ( 2 3 , 5 ' ) - ( Z - 0 , 1 5 0 ) 2 - ^ . (10)
0 Z

Selon ( 1 0 ) , on a 1 = 0, 139 u.a. pour l'atome d'hélium et 1 = 0,576 u.a. pour l ' ion
Li'1' : ces valeurs doivent, être comparées aux valeurs expérimentales, respectivement
égales à 0,175 et 0,605.

11.15. Pour que l'état de l'atome héliogénoïde correspondant, à la configuration
électronique »'/', ni, soit, stable par rapport a l'ionisation de l'atome, son énergie
E(n'l,', ni) doit être inférieure à l'énergie Ey = — Z ' ^ / ' î de l'état fondamental de l'atome
hyd rogénoïde correspondant.

On remarque aussitôt, qu'en négligeant, l'interaclion entre les électrons, l'énergie

£'("', ")=- l^f-L7+±^) (1)2 \ H'- n- l
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de l'état dans lequel les deux électrons sont excités (n', ;) ^ 2) ne satisfait pas à la con-
dition de stabilité du système. 11 s'avère évident que la prise en compte de l'interaction
entre les électrons, s'exprimant sous forme de répulsion, ne fait qu'accroître l'énergie
du système et par suite, la conclusion sur l'instabilité des états du système héliogé-
noïde correspondant, à une configuration électronique avec deux électrons excités se
confirme.

La démonstration formelle du fait- que la prise en compte de l'interaction entre les
électrons conduit- à une élévation des niveaux d'énergie du système s'obtient aisément
de la façon suivante. Soit 1'hamiltonien

H=-l(^+A„-z--^+—————,
2' ri rz l i - i - r a l

dont les valeurs propres E{13), correspondant au spectre discret, représentent pour
/3 == 1 les niveaux d'énergie d'un atome héliogénoïde réel, et pour j3 = 0 sont données
par l'expression (1). En utilisant le résultat du problème 1.28 du Tome I, il vient

QE QH T
Ôp c)p |ri -1-2 > 0,

ce qu'il l'allait, démontrer.

11.16. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Pour que l'état
de l'atome lithiogénoïde correspondant à la configuration électronique M I / I , «3/2,
"3^3 soit stable son énergie doit être inférieure à l'énergie £'0 de l'état fondamen-
tal de l'atome héliogénoïde correspondant : -E'(ni/i, »y /2 , »!3/3) < E ( ) . Eu négligeant
l'interaction des électrons, on a

E{n,,n^n3)=-'[Zt2 (-^ +-^ +-^} . ( L )
2 \n\ n^ n^j

La valeur minimale de l'énergie (1) des états dans lesquels seul un électron se trouve
clans l'état fondamental (et les deux autres dans un état excité) est £',„,„ = — S Z ^ / ^
(ce qui correspond aux nombres quaiil.iques ni = 1, n.s = 03 = 2). On se convainc
sans peine que pour Z ^ 3, on a l'inégalité £'„,„ > —(Z — 5/16)2 > EQ (on s'est servi
du résultat obtenu dans le problème 11.7) d'où il s'ensuit une instabilité des états des
atomes lithiogénoïdes dont deux électrons sont excités qui ne permet pas l'ionisation
du système (pour la prise en compte de l'interaction des électrons voir le problème
précédent).

11.17. L'énergie de l'état d'un atome lithiogénoïde avec une configuration électro-
nique (ls)")i/ peut être représentée, de façon approchée, sous la forme d'une somme
de deux termes : E ( ) , l'énergie de l'état fondamental de l'atome liéliogénoïde corres-
pondant avec deux électrons dans l'état 1s et l'énergie de l'électron ni dans le champ
coulombien d'un noyau dont la charge est écrantée par deux électrons, c'est-à-dire

£•„, = Eo - (Z - 2)2 /2n2.
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Avec cette approximation, le potentiel d'ionisation est égal a /„ = (Z — 2)2 f ' i n 1 .
Ses valeurs numériques pour les états ,5' et P les plus bas (en énergie) clé l'atome
de lithium sont identiques et, valent ly = 1/8 = 0, 125 u.a. M 3, •10 eV, tandis que
les valeurs expérimentales sont I ( S ) = 5,37 eV et / ( / J ) = 3,52 eV. 11 est utile de
comparer la solution de ce problème à celle du problème 1 1 . 1 2 .

11.18. L'hamiltonien d 'un atome à trois électrons s'écrit :

- v^ ( 1 Z\ ^ 1^-E -9^--- +L—— œ,̂  2 •'•^ ^l1-0-1-"!
tandis que la cou figuration électron ique de l'état fondamental est. (l.s-)''2.s'.

En accord avec les conditions du problème, on choisit les fonctions d'onde à un électron
1s' et 2.s sous la forme

(2)

a) Cherchons E ( Z ^ ) pour l'état décrit par la fonction d'onde

^ =^(r^'o(r-2)^i^)\. (3)

ou \ est, la partie de spin de la fonction d'onde, en minimisant la valeur obtenue
par rapport au paramètre Z^ ', on aboutit à une valeur approchée de l'énergie de
l'état fondamental de l'atome par la méthode variationnelle : E(} w min E(Z,.u).

Avant de passer anx calculs, notons plusieurs faits importants.

Strictement parlant, la fonction d'onde (3) ne décrit aucun état physiquement réa-
lisable d'un système à trois électrons, car pour tout choix de la fonction de spin \,
cette l'onction d'onde ne satisfait manifestement pas à, la condition d 'ant isymétr ie
vis-à-vis de la permutation des variables de deux fermions (électrons) quelconques
identiques. Il est aisé d'obtenir la, fonction d'onde du système, avec la symétrie
exigée, en choisissant par exemple \ sous la forme

( i ) W (3) ,4,
1 /2 ,1 /2 ' . 1 /2 -1 /2^1 /2 .1 /2 \t!X — ,ïi/2,1/2 \. 1 /2 , -1/2^. 1/2,1/2

(")(;(,,., , ,., est. la fonction d'onde de spin de l'a""' particule avec une valeur déter-
minée .s; = +1/2, etc.) et eu effectuant l'antisymétrisation standard de la fonc-
tion cl'onde (voir plus loin). Or, bien que l'obtention de la (onction d'onde
"correcte" ne présente pas en elle-même de difficultés, les calculs avec une telle
fonction d'onde deviennent plus difficiles. En ce sens, le calcul de la grandeur
£o, avec l 'utilisation de la fonction d'onde (3) de forme "plus simple", s'appuie
sur l'hypothèse suivant laquelle on peut négliger l'antisymétrisation de ia. fonc-
tion d'onde (et, par conséquent, l'étude successive des effets d'échange dans
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l'approximation choisie). En ce sens, il faut souligner que l'utilisation de la fonc-
tion d'onde (3) non antisymétrisée ne signifie aucunement que l'on néglige com-
plètement les effets d'échange lies à l'identité des particules : son choix, en guise
de fonction d'onde de l'état fondamental du système de trois électrons, t raduit
déjà efficacement le fait que les électrons sont des fermions identiques. En effet,
la fonction d'onde (3) tient déjà compte du principe de Pauli, car le niveau uni-
particulaire inférieur l.s n'est occupé que par deux des trois électrons. Dans cette
situation, pour un atome hypothétique comprenant, à la place des électrons, des
particules sans spin (bosons), il aurait fallu prendre comme fonction d'onde de
l'état fondamental

f = V'o(ri)^o(?-2)^o(ï-3).

Les calculs menés avec cette fonction d'onde n'ont manifestement aucun rapport
avec les atomes électroniques habituels.

Passons au calcul de E. Pour cela, écrivons l'iiamiltonien sous la forme

a-^-^^^i-)^—— w2 r ^ ) ^ Z^ ^\ r - ) ^ , ̂ -^\\ ^- 1 ri 1 ^ e - f f \ I n / , t n l /]

Vu que

\ 7 \ 72 y2
1_\ Z/ pfT \ /•/ CT Z/ fr , - ,

-^- -^1^0,1= £0,1^0,1, ei^-^l'1, ^'^-^f' (6)

Ç(-^)————l^
Ensuite, la, valeur moyenne

7. - Z,s ̂  ( Z ^ f \ Z - Z,g 9
—^—— Z, -—— = —^——^(^o + £1) = -7^iT(^ - ^efr) (ci)

^eff • ^ \ l'a } ^..S ï

se déduit directement du théorème du viriel.

Enfin, la valeur moyenne de la dernière somme de l'expression (5) est égale à

s^r.r'1--^"'d<t>

où (l'intégrale A'i a été calculée dans 11.5, et A''J dans 11.13) :

, , / ,,,,, , ,,,dVidy, z^ [Iv'o^'OhvoC^)! ,——— = —? // flV^rIV., 76 /• p-2Zeff(ri+r2) p.

K, = ^(n)!2!^)!2"^ = ̂  / e , „ , W, = •^
|ri - 1-2 TT- J,ri — 1-2 TT'-' J | r i — r 2 | "" 8
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En déf in i t ive on obtient

-F(7 )-^\Z'1 -'î(7-^-\Z 1L(^) - ^ ̂  2 ̂  ^J Z,,j .

En minimisant par rapport au paramètre Z,^, on obtient la valeur variationnelle
cherchée de l'énergie de l'état fondamental :

_ q / 577 \ 2 ()
E,^ = min E[Z^ = — (z - ——\ = —(Z - 0. 4643)2 . (10)

S \ 140o/ o

La valeur numér ique de (10) pour l'atome de lithium {'/ = 3) est

^n,va, w —7, 235 u.a.

La fonction d'onde d'un système à trois électrons, obtenue par antisymétrisation
standard de la fonction d'onde (3) avec \ sous la, forme (4), s'établit d'après le
déterminant, connu

/ •o( r i )Q ' ( l ) ^o(»-2)a(2) V'n(r3)o(3)
^('•i)^(l) V'o(r2),^(2) Vu(r:i)^(3) .
^(•'•i)o(l) Vi( ' -2)Q-(2) ^i(r3)o(3)

1/2,-1/2 sont les (biiclions d'onde de '•

(u;

où n = \ i / 2 1/2; /^ = \ ] / 2 , - i / 2 sont les fonct ions d'onde de spin. La fonction
d'onde ( 1 1 ) décrit un état de l'atome de spin total ,5' = 1/2 et ,S'- = +1/2 ; i l est
manifeste, de même, que L = 0 (le terme fondamental est -',S').

Pour calculer la valeur moyenne de l 'hamiltonien (5) dans l'état décrit par la
fonction d'onde ^ (11), notons que les valeurs moyennes de la première cl, de la
seconde somme de (5) sont identiques à celles obtenues sans antisymétrisation de
la fonction d'onde, autrement d i t , elles sont données par les expressions (7) et (8).
Pour le calcul de l'énergie moyenne d'interaction entre les électrons, il suf f i t donc
de t rouver

1-1 -l'iil

et de multiplier cette valeur par 3.

Ecrivons la forme explicite de la fonction d'onde ( f f ) :

Ï = ——{v.o(l)^(1)>/.o(2)^(2)^i(3)o'(3)+^(l)^(1)^i(2)a(2)^n(3)a(3)
yo
+Vi( l)^( l)V'o(2)o(2)^(3)^(3)-V' i(1)ft( l)^o(2)^(2)vu(3)n(3)
-^o( l )a(f)^ i (2)o'(2)^u(3)/3(3)-^o(f) /5(f)^o(2)n (2)^ .1 (3)a(3)}

^ _{| l )+|2)+|3)- |4)- |5)- |( i )} .
v"

La détermination de

1——1——T= /^t——1——i^T-
|i'i - rsl J |ri - 1-21
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implique le calcul de 6 x 6 = 36 intégrales. Mais vu l'orthogonalité des fonctions
ipo et ^i, cr et f 3 , on remarque aussitôt que de nombreuses intégrales sont nulles,
tandis que les intégrales différentes de zéro sont égales à

<i|—1—11) = (6 | . . .16) = I l-Mn)!2!^)!2^^, = A-i,
|l'l - 1-21 J Ï'I - 1-2 1

(2|——1——12) = (3|.,. |3) = <4|... |4) = <5|... |5)
1-1 -i-zl

f 1 1 \\-2\ 1 1 M2 ̂ l^/ •ipo(ri)\ |^i(r2)| ,————
J |ri - r2

=K,

<5|—^——|3)=<3| . . . |5)
ri - 1-2

1
^*o(rl)^î(r2)————,y''o(r-!)^i(ri)dVidV^ = -J,

ri - r2

où A' i , A'2 se déterminent d'après les expressions (9) , et l'intégrale d'échange
16 ^

J = ——Z^s a été calculée dans 11.13.
729

L'expression définitive de l'énergie potentielle moyenne d'mteraclioii entre les élec-
trons est de la forme

E^^-^+^-^ll^z—' i-a -r;) b 5832
a<b

et la valeur moyenne de E est égale à

-F(7 \ 9 [72 9 ( y 5965 ^ y 1/?(^)=,[^-2^-^^J^j.

En mininimisant E par rapport au paramétre Z^n, on obtient la, valeur variation-
nelle de l'énergie de l 'état fondamental :

9 / 5965 \ 2 9
^——-K7-^) -J^-MO^ (1-2)

La valeur numérique de (12) pour l'atome de lithium est

Eo^,w -7,245 u.a. (13)

Les résultats (12) et (13) différent de peu de ceux établis au point a) avec une
fonction d'onde plus simple.

11.19.
a) :1^ ^PO,!,:- ;
b) '.S'o : 'Pi : '/^ .̂S', ; 3 Po, 1,2 î/-',:! :
, - . \ l D . l n . 1 F . 3 D .3 r i . 3 7 7 '
C} r\ , U^ , -TS , -1 0,1,2 -, -L'1,2,3 -, -^2,3,4•
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11.20.
a) ^So ;1 /^ ^^.i,,;
I') '"'^1/2,3/2 : "'/^i/2,5/2 ; ''•''•'3/2 ;
,.\ 1 (_' . 1 T ) . 3 DL) ,3[| , L»2 , - '0 ,1 ,2 ;
J \ l c' . l ri . l /^ . 3 p • 3 1,1
df ^o , 1̂ 2 ; (^4 ; -m, 1,2 . Jf 2,3,4 .

Dans les cas a) d) , les ternies fondamentaux sont '^Pn, ^S':;/^, ''^21 ' i / < 2 •

11.21. La configuration électronique fondamentale de l'atome d azote est de la forme
(\f,)î('2!i)•'('2p)•'' et le terme fondamental (voir problème précédent) " 'A^/z. Dans le cas
de l'atome de chlore, on a : (1s)2 ̂ .^(^(Ss)2^?)5 et ^/a.

Les conf igura t ions électroniques des ions des éléments étudiés, qui se rapportent aux
groupes principaux sont identiques à celles des atomes des éléments précédents ( ( ' et
S), c'est-à-dire
(l-s)^.';)-^;;)-' et le ternie fondamental ''/'o pour l 'ion N4 ' ,
({.^(^•'(îpfC.ïtifCïp)4, ̂  pour l'ion C1+.

11.22. Vu que la parité de l'état d'une particule de moment cinétique / est (—1)' et
que la parité est une grandeur multiplicative (la parité du système est égale au produit
des parités de ses sons-systèmes et c'est pourquoi la parité des systèmes d'électrons
(brmaiit une couche remplie est positive), il est manifeste que la, parité / vaut :
a) /=+1 :
h) / - ( - l ) " ;
c) / = +1 ;
d) ^(-l)".

11.23. La fonction d'onde de deux électrons doit être antisymétrique par rapport à
la permutat ion des variables de spin et d'espace des deux part icules. Compte tenu de
ce que la dépendance radiale des fonctions d'onde de deux électrons équivalents est
symétrique par rapport, à la permutation des variables r\ et rg. et que le caractère de
symétrie de la partie de spin de la fonction d'onde dépend de la valeur ,5' du spin total
(pour ,S' = U la, fonction d'onde de spin est antisymétrique, tandis que pour ,S' = 1
elle est symétrique par rapport à la pe rmuta t ion des variables de spin), tandis que le
caractère de symétr ie de la dépendance angulaire de la fonction d'onde est régi par la
valeur L du moment cinétique total (voir 3.39), on trouve sans peine les valeurs 5' et
L des ternies atomiques possibles de la configuration ( î i / ) ' ' :

,5' = 0 , L = •2l. •Il - 2, 2/ - 4, . . . . 0 (termes singulets) ,

S =1, L= 21 - 1, 2/ - 3 , . . . , 1 (termes triplets, / ^ 0).

11.24. La valeur maximale possible de la projection ,5',; du spin total du système
d'électrons étudiés et la valeur maximale possible de la projection L; du moment
orbital total se déterminent d'après la répari i t ic>n des électrons suivant les états sui-
vants avec les valeurs fixées des grandeurs / - , .s- :

U/2 ; /-1,1/2 ; 1-2,1/2 ; . . . ; / - / , •+ I, 1/2



XI - ATOMES ET MOLÉCULES. SOLUTIONS 155

(on pose pour l'instant que k < 2/ + 1, c'est-à-dire que la couche est remplie, an plus,
à moitié ; voir plus loin). Il est évident que

S^ = (&)„,, = fe/2

et

, /, . V-1, . fc(2/ + 1 - k)L^ = (£,,),„,, = ̂ (l - n) = ————„————.

Les valeurs obtenues de S^^, L,,,^ définissent les nombres quantiques 5', L du terme
fondamental ; alors la valeur du moment total vaut ,7 = \L — S\ = \L^^ — iS'n,ax
(couche à moitié pleine).

Pour k > 2/ + 1 (la couche est plus qu'à moitié pleine) les valeurs ,5', L du terme
fondamental s'obtiennent à l'aide des expressions établies plus haut pour k < '21 + 1
et où k doit être remplacé par [2(2/ + 1) — k] ; alors, la valeur du moment total de
l'atome vaut J = L + S.

11.25. Dans les conditions du problème, le nombre d'états électroniques individuels
différents indépendants (de la couche ni) est 2 (2 /+ f ) . Le nombre de procédés permet-
tant de placer dans ces états k électrons, compte tenu du principe de Pauli, vaut

, [2(2/+1)]!
<-2(2;+i)- f c ! [2 (2 ;+ l ) - f c ] !

et représente le nombre cherché d'états différents de l'atome avec la configuration
électronique (nl)^'.

11.26. La partie de spin de la fonction d'onde d'état de trois électrons avec le spin
total S = 3/2 est symétrique par rapport à la permutation des variables de spin de
tout couple de deux particules (voir 5.32 du Tome I). En vertu de l'équivalence des
électrons, la dépendance radiale de la fonction d'onde est également symétrique, c'est-
à-dire que la fonction d'onde ne varie pas avec la permutation des variables radiales
l'a des électrons. Aussi, en accord avec le principe de Pauli, la dépendance angulaire
de la fonction d'onde doit-elle être antisymétrique par rapport à la permutation des
variables angulaires de toute paire d'électrons. La dépendance angulaire de la fonction
d'onde se détermine de façon univoque lorsque les nombres quantiques r»i, m-_>, m-s,
qui sont les projections des moments orbitaux d'électrons individuels sont donnés,
tandis que le caractère antisymétrique de cette dépendance exige que ces nombres
ma soient différents. Compte tenu des valeurs possibles des grandeurs m,,, on saisit
aussitôt que le nombre d'états différents dans l'espace des variables angulaires vaut

3 ( 2 / + f ) !
-"+i- 3!(2/-2)! ' ' /

tandis que le nombre cherché d'états de l'atome s'obtient par multiplication de ( f )
par 4 (nombre d'états de spin différents).
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11.27. La partie spatiale de la fonction d'onde des états stationnaires de l'atome est
de la forme

^± = 4= {^('•l)'!^^^-])']'! ( '•• ,)}, (1)
v2

où les signes "+" et "-" correspondent respectivement aux éta-ts s ingule ts et triplets
de l'atome, ^(r) et ^-^(r) représentant les fonctions d'onde des électrons ns et n'I
(strictement parlant, l'expression (1) constitue la partie de la fonction d'onde liée
aux électrons se trouvant en dehors des couches pleines ; quant aux électrons des
couches pleines, ils ne sont pas explicitement étudiés, mais leur présence se manifeste
effectivement dans la forme concrète des fonctions d'onde 'l'i^M définie par le champ
self-consistant).

Quand on néglige l'interaction des électrons ris et n'I, les fonctions d'onde ( 1 ) cor-
respondent à la même énergie dont la variation, du fait de l ' interaction des électrons,
vaut

E± = K ± J . (2)

L'intégrale d'échang' cl echanee

,7= /^(n)^(n)——\——.'S^r^^r^dV^I.V;. (3)
J l'i - r2|

détermine la séparation en énergie des termes siugulet et triplet.

Montrons que ,7 > 0. Notons que, sans restreindre la généralité, ou peut considérer
la fonction d'onde ^i comme réelle et représenter ^2 sous la forme ^y =. \-\ + i\'j-
\ l 2 étant des fonctions réelles ; récrivons alors l'expression (3) sous la l'ornie

J = I ——l-——^i(ri)1'i(r2){xi(ri)\i(i-2) + xMv^WdV^ (4)
J t'I - 1'2|

La na ture positive de l'expression (4) découle des formules connues d'électrostatique
de l'énergie du champ électrostatique créé par une répartition de charge de densité
volumiquc p(r) :

W =- — I ^[v)dV = [ [y(r)p(r)dV = l / / —^p^p^^dVdV > (J.
OTI" J ^ J '•- . 1 . 1 r — r |

Ainsi, ,/ > 0 et de (2) résulte l'assertion du problème.

11.28. La fonction d'onde nori i iée d'un électron par t icu l ie r est de la forme

>î(l') = v^,:(a•n)^('') ; I1=L' \!\^=i•
La partie spatiale de la fonction cl onde d ' u n système de deux électrons np avec une
valeur f ixée L du moment orbital total peut se représenter sons la forme

'̂ (ri,!-;,) = «;;,(/-)"], M2A^('-lMî-2), ( t )



XI - ATOMES ET MOLÉCULES. SOLUTIONS 1.57

où les propriétés du tenseur a,/; (L) dépendent de la valeur L

; L =0 (terme À'),
aik = ^/^ikihi |b|2 =1 L = 1 (terme P), W

aki ', a,i = 0, a-ik.a[k = T^ L = 2 (terme •D)

(notons que selon (1) et (2) les fonctions d'onde des termes ,5' et D sont symétriques
par rapport à la permutation des variables spatiales des électrons, et, par conséquent,
ces termes sont- des singulets, le terme P étant un t r iple t ) .

Si l'on néglige l'interaction des électrons, tous les termes sont doués de la même énergie
dont la variation due à l'interaction

41 ) = / l^(ri, r2) |2 ——1——ril.i dVy
J l'i - r'2\

peut s'écrire sous la forme

r-.(D Q * /'c" ; F 2 ! 2 •' î i -, -'i -, [ [ nun-îknun-imd^dÇïiE\'-îa.,ka^ dry dr^r^^r^y-(r^) I I / . , . , (3)
JQ J O J J V'T ~^ r2 ~ 2rl^ '2nl • ̂

Effectuons dans (3) l'intégration par rapport aux variables angulaires du premier
électron. En représentant l'intégrale qui y figure sous la forme

^/r'{ + rj - 2rir2iii • 112
= ASu + Bn^n-îi (4)

puis en procédant à la convolution de l'expression (4) vis-à-vis des indices i et /
et, ensuite, en multipliant les deux membres de cette relation par 'n^in-n on obtient
respectivement

/•1 •27rdz 47r
3A + B = i —— = — (rappelons que r'^ > r\ ) ,

J _ i \/r{ + r^ - îr^r-îZ r'i

(5)
, „ F 27^^2d^ TT ( , 8

A + B = / , , , ———— = —3 4r, + ̂ r
7-1 \/ri + rj - 2nr2Z -ïr J Y " 5

(en calculant les intégrales par rapport à 0^ et yi, il est commode de placer l'axe
polaire suivant le vecteur 112).

Ensuite, effectuons l'intégration par rapport aux variables angulaires du second élec-
tron compte tenu des relations connues

f 4-!T I' 47T
/ nin^d^l = —Sik / •»iïîf..n;n,n(ffî = —{SikSirn +SiiSkm + ̂ ••m4;)-

Finalement, l'expression (3) prend la forme

E^ = 2a,k(L)a^,(L) f dr^ F dr^^(r^(r^
Jll JO

X -.ySuSkmA + ——(S.ikSl,n + S,lSkm + ^m<îfcf)-» . (6)
ù 10
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Compte tenu de l'expression explicite (2) des composantes du tenseur «;;,, pour les
états avec une valeur fixée L et des valeurs A, B, on est en mesure de représenter,
selon (5) , la formule (6) sous la forme

s, n
41) = 2 F rfr, F dw^(r^(r,) \1 + ̂ 41 ,

Jn ./(i L •-' ''2 J
y; y =2

..h) .lu ~ L a •'••'.

ou

C 1/4 L = 0,
&;. = < -1/8 /.- 1, (8)

[ 1/40 L = 2.

Selon (7) et (8) les énergies des termes satisfont à la condition

/ 7 (1 ) (3 / . )<^ (1 ) (1^ )< /^)(1,^

et le ternie fondamental est 3P en accord a la règle de H u n d .

Notons que d'après (7) et (8) , on a la relation

E ^ D ) - E ^ P ) _ 2
E ^ S ) - E ^ D ) ~ 3

entre les niveaux d'énergie des termes liés à la configuration ( n p ) 2 , qui est intéressante
du fait qu'elle ne dépend pas de la forme concrète de la l'onction d'onde de l'électron np
a-il sein de l 'atome, aussi peut-elle être utilisée en guise de critère du degré de précision
de l'approximation étudiée. Concernant ce rapport, indiquons que pour l 'atome ''-'Cie
possédant la configuration électronique (4?)'' en plus des couches pleines, la valeur
expér imenta le de la relation (9) est (J,77.

11.29. Comme on le sait, dans le modèle de Thomas-Fermi. la d i s t r ibu t ion spatiale
des électrons dans un atonie neutre est décrite par une densité vo lumiq i i e » ( » • ) de la
forme

, . 32Z2 [v^T^ ^J/3

n(r) = -^ [^ ' •t'=~^-•

'W3 - / .ou Z est la charge du noyau, h = -^ \ — w 0, 885 et ) ( ( x ) est la fonct ion universelle

du modèle. La fonction 'n(r) est norinée sur le nombre total d'électrons, égal a Z ,
c'est-à-dire / n(r)dV = Z , ainsi la fonction

•"'(•'•) = ^"('•) (1)

représente la fonction de distribut,ion des coordonnées d u n électron i n d i v i d u e l . ( 'e
fait pris en compte, on obtient sans peine

r" = J r"w(r)rfV = 1\1- / n(r)rn+'2dl• = CnZ-11^ (2)
./ /J J
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y00 fvir'il3''2
C - f c " / :,^\\w\ dx.

En particulier, r oc Z"1'3, c'est-à-dire les électrons se trouvent en moyenne à la
distance du noyau qui décroît lorsque Z augmente comme /7-1/3.

La fonction %(x), pour x —r oc', est de la forme \ ex x~3, et à partir de (3) il
s'ensuit que pour n > 3 on a r" = oo. Ce résultat est une caractéristique du modèle
aboutissant à une décroissance trop lente de n(r) aux grandes distances, où, comme
on le sait, il n'est plus applicable (dans les atomes réels la densité électronique diminue
de façon exponentielle aux grandes distances).

11.30. Comme on le sait, dans le modèle de Thomas-Fermi, la valeur maximale pn(r)
de l'impulsion des électrons au point r est liée à la densité volumique des électrons
n(r) par la relation

4{r) 32Z2 h'^)]372 r Z ' / 3

-3^= "(r) = ̂  h-J ' "=^'
où \(x) est la fonction universelle du modèle. En récrivant cette relation sous la
forme

^/^^y7 3
J ( '- x ~\ y2Z2 J - y ' \ '

introduisons la fonction g ( y ) , inverse de la fonction .y = f ( x ) :

•f =r1 ( y ) = s (y). W
Vu que • ^ ( x ) / x , comme d'ailleurs \(x), est une fonction de la variable .r décroissant
de façon monotone, la fonction g ( y ) est parfaitement définie et monotone (notons que
.9(0) =oo, (/(oo) = 0 ) .

Dans le modèle de Thomas-Fermi, le mouvement des électrons dans un champ self-
consistant s'étudie par une approche quasi classique, tous les nombres d'occupation
des états du spectre discret valant 1. Comme le nombre d'états est égal à

_ 2AF _ 2AV.AI,
A/v - ̂  - ̂ F- [h-^

où Al/'p = d3? et AVq est le volume au sein duquel les électrons peuvent posséder
l'impulsion JO, la grandeur AN représente le nombre d'électrons dont les impulsions
se disposent dans l'intervalle adéquat ( P p . La valeur AVq s'obtient aisément à partir
des relations ( 1 ) , (2) :

, . 4 ^ 3 , , 4^3 3 , Anh3 \ \(^\"ï\\\

^"-^(p)=^x{\p)=^\(l {^) l



1()0 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E Q U A N T I Q U E

cli l'expression finale de la d is t r ibut ion des impulsions des électrons dans le modèle de
Thomas-Fermi prend la forme (b = ( S n / A ) 2 ' 3 / ^

""c" ̂ Hd^)"]}3""".
Par construction, la distribution (3) est normée sur le nombre total d'électrons
{ (l.n[p) = Z (cela peut être démontré directement.). Aussi l'expression du' = —du

constitue-t-elle la fonction de distribution des impulsions des électrons individuels .
On trouve sans peine

p-= I pndw=CnZ'2n/3 (4)

1 /32 n/3

,:.i7T
(5)

Selon la formule (4), la valeur moyenne de l'impulsion de l'électron croît, avec Z comme
//-''. Ce résultat aurait pu être obtenu plus simplement (sans passer par l'étude de
la distribution des i m p u l s i o n s des électrons) en recourant an théorème du vinel et en
tenant compte de ce que d'après le problème précédent les distances moyennes sont
proportionnelles à Z~1^3. On invi te le lecteur à effectuer par lui-même les estimations
adéquates.

11.31. Compte tenu de ce que les distances caractéristiques dans l'atome décroissent
avec Z comme Z ~ 1 / 3 et les impulsions des électrons croissent proportionnellement à
' / / l ^ (voir les deux problèmes précédents), on trouve sans peine :

l 'énergie d'interaction des électrons avec le noyan U.. , , , , v ~ —Z—— o< —Z71''' ;

l'énergie d interaction de deux électrons est une grandeur de l'ordre de l/'f.ai. (x

.Z'1/3, mais l'énergie totale d ' interact ion de tous les électrons I7., „ ~ Z-'Z1/3 = Z7/3

(le nombre de paires d'électrons est Z ( Z — 1)/2, tandis que Z ^> 1) : l'énergie
cinétique de tous les électrons est proportionnelle à 7^ ~ Zp2^ oc Z ' I ' 1 ' . Donc,
l 'énergie totale de l'atome et, celle d'ionisation totale, qui lui est égale en grandeur
mais de signe opposé, présentent dans le modèle de Thomas-Fermi une dépendance
en r/, de la, forme x Z7 '3.

11.32. Les niveaux d énergie des électrons .s se déterminent, par la règle quasi classique
de quantification ( ? 7 = —y;( î ' ) )

/ " v/2[£',, + y(r)]dr - n(u +7). ( l)
Ju
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D'après la distribution de Thomas- Fermi (un électron par état), le nombre d'électrons
s est égal au double (spin compris) du nombre de valeurs (n + 7) pour lesquelles
En < -E'max; où -Ë'œax 681 la valeur maximale de l'énergie totale de l'électron de Thomas-
Fermi. Pour un atome neutre cette valeur est nulle, de sorte que ro = oo. Aussi la
valeur maximale rî^ax se détermine-t-elle à partir de l'égalité

1 1'°° ,———
"n,.x » - / Vîy(r)dr (2)7r Jo

(on a négligé la grandeur 7 ~ 1 dans l'expression (1), vu que l'étude suppose n 3> 1).
En passant aux unités de Thomas-Fermi :

-^, -o,.., ^Ç^,
on obtient la solution du problème

n(l =0)» 2n_ = 2^71/3 F \[x(^dx ~ Z1!3.TT Jo V x

11.33. Dans le modèle de Thomas-Fermi, l'énergie cinétique maximale des électrons
au point r est

î^x = J[3^(r)]2/3,

et comme l'énergie cinétique moyenne est égale à T = jîm.,x l'énergie cinétique de
tous les électrons de l'atome est

T = ^(3^2)2/3 y n^dV. (1)

Le potentiel ye(0) créé par les électrons à l'origine des coordonnées r = 0, où se trouve
le noyau, ainsi que l'énergie de leur interaction avec le noyau valent

/
/ \

^ „„, = Zy,(0) = -Z ^dV. (2)
r

L'énergie d'interaction des électrons se détermine à partir de l'expression connue en
électrostatique

V.. = J / ....»•• = f / ̂ V - ̂  / '^rW W

7 1 7
dans laquelle on a tenu compte de ce que /?,. = —n(r), i f , _ = y — — = -(3'n'^n)2/3 — —.

On déduit de façon élémentaire de (1)-(3) la relation

5T+6^e+3^^ ,=0, (4)
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et. compte tenu du théorème du viriel

E =T+U^+ [7, „„, = -T (5)

(notons que les grandeurs T, D',. e, ?7, „„„ représentent des moyennes quantiqiies dans
l'approximation quasi classique), on obtient sans peine

^=-^„,tot=3^^='^(0),
( " 7

T=-|^, ^=-^.

Compte tenu de la valeur ye(0) = —1,80Z4 '3 , on aboutit à l'énergie d'ionisation
totale de l'atome neutre dans le modèle de Thomas-Fermi : E;^ tôt ^ 0, 77Z' ^ u.a. w
2 \ , O Z 7 / 3 eV.

11.34. Cherchons l'expression de l'énergie de l'atome avec une charge nucléaire Z
dans l'approximation quasi classique en termes de la densité volumique des électrons
n(r) (qui doit être déterminée !). L'énergie d'interaction des électrons / ' , , , entre
eux et, avec le noyau U^ ,,oy se détermine sur la base des formules bien connues de
l'électrostatique

L'énergie cinétique des électrons se détermine à partir de leur distribution, avec les
nombres d'occupation n.k = I , suivant les états d'énergie les plus bas, au sein d 'un
champ électrostatique self-consistant (qui doit également être déterminé !) et vaut

7 •= ^(3.2)2/3 /' n^(r)dV (2)

(cette expression de T est le corollaire direct de la formule quasi classique du nombre
2AF 2AVoAlp

d'états de l'électron AA' == = —,———, qui, pour Al'g == 1 et Al'p = 4717/^/3,
( 7r)" ("7Î;

lie la densité du nombre de particules n = A7V à p^^ : p1 = ( S / ^ ) ) ) ) ^ ^ ) .

Bref, l'énergie de l'atome (ou de l 'ion) prend la forme

.̂i.)] - ̂  / ̂ •w - ^ / "^- + J // "^y'^."". (..)

l^a variation de la fonctionnelle £'[»(»•)] est

^=fsn(r){^^(r)^+I^V'},V,
«/ '-. • - ' 1 1 ^



XI — ATOMES ET MOLÉCULES. SOLUTIONS 163

et la condition de son cxtremurn (et, évidemment, de son minimum) SE = 0,

(^^)_£,/^>^o, (-„
2 ' ' r J r - r '

s'exprime par une équation intégrale permettant de déterminer la fonction n(r) qui
minimise l'énergie de l'atome.

En faisant agir l'opérateur A sur les deux membres de l'équation (4) et compte tenu

de la relation connue A————- = —47râ(r — r'), on obtient la forme différentielle de
r — r

cette équation

A P^2 ^^(r)] = -47T[Zâ(r) - n(r)]. (5)

Etant donné que l'expression dans le second membre de cette équation est la densité
volumique de charge avec le facteur —47l-, la grandeur ' "^—n,2/3^) représente le
potentiel électrostatique de cette distribution de charge. On peut donc récrire (5)
sous la forme (r ^ 0)

. SV^ 3/2 (37T2)2/3 2/3A97=——^/ , y=——_——n// (r),
OTT Z

qui coïncide avec l'équation de Thomas-Fermi.

Notons que l'étude menée plus haut confirme la stabilité de l'atome neutre du modèle
de Thornas-Fermi, vu que la solution de l'équation (5) est automatiquement normée
sur Z : J n{r)dV = Z. et correspond à la valeur minimale de l'énergie (3) du système.
Cela signifie en même temps que le modèle statistique ne peut expliquer l'existence
d'ions stables négativement chargés. En effet, en normalisant n(i') sur une valeur
supérieure à Z , correspondant aux ions chargés négativement, on obtient pour le
système une énergie plus grande que pour l'atome neutre, établissant ainsi l'instabilité
de ce système (les électrons "de trop" dans un tel ion ont, du point de vue énergétique,
plus de chance de le quitter).

Le calcul élémentaire des intégrales de l'expression (3), avec la fonction rîesaa. donnée
dans le problème2, donne

E^=^'!l3zslv-làz"a

(pour le calcul de l'intégrale f /ee voir 11.5). En minimisant cette expression, on
obtient aisément la valeur variationnelle approcliée de l'énergie de l'atome dans le
modèle de Thomas-Fermi :

E^ = mm E(a) = -^-J^O^)-2/3^/3 ̂  -0,41Z7/3 u.a., (6)
olz • o 1

2 Rappel :

^9 72 [ - ( ^ M 3 / 2 / A \ 2/3

,, = 32Z ^ ;, = 2 (^-\ Z1/3,:
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qu'il est utile de comparer a la valeur exacte — 0 , 7 7 Z ' / 3 du problême précédent.
Notons que la différence assez sensible entre la valeur variationnelle approchée (6) et
la valeur exacte s'explique par le fait que la fonction n,.^, utilisée dans le calcul, aussi
bien pour r —>• 0 que pour r —>• oo, diffère sensiblement de la fonction exacte » ) ( r ) , et
résulte donc d'un choix malheureux de la fonction d'essai.

11.35. Désignons par no(r) la vraie densité volurnique des électrons dans le modèle
de Thomas-Fermi d'un atome neutre. Dans ce cas, l'énergie de l'atome £'n se définit
par la formule (3) du problème précédent, la valeur -EQ = -E'[îïo(r)] étant la. valeur
minimale de la fonctionnelle E[n(r}].

La modification de la valeur de la fonctionnelle E[fio(r)] par la substitution d'une
fonction de la forme n(r) = ( I + A)'no(r) avec |A| <^ f à Tio(r) est

/5 \
SE = E[n(r}] - E[no(r)] » \ . T + 2(7... + U, „„, À.

où 7\ U..,, U^ ,,,,y sont l'énergie cinétique des électrons, l'énergie d'interaction de ces
derniers et l'énergie d'interaction avec le noyau dans le modèle de Thomas- Fermi. La
condition d'extremum de la fonctionnelle E[n(r)~\, SE = 0, conduit à (comparer à la
solution du problème Jf.3.3)

5î'+6^e+3î^,=-U. (1)

De façon analogue, après avoir étudié une transformation de la. forme n(r) = ») ,u[( l +
À)»'] avec |A| -^ 1, on passe sans peine à la relation

3T+5(7,,.+2(7.,^=0. (2)

Des relations ( 1 ) et (2) , on déduit de façon élémentaire la démonstration des assertions
du problème.

11.36. Pour un terme de l'ion moléculaire d'hydrogène 11̂  de nombre quantique A,
la projection du moment orbital de l'électron sur la direction de l'axe passant par
les noyaux-protons, ne peut prendre que les valeurs ni = ±A, et c'est pourquoi les
fonctions d'onde de ce terme peuvent être représentées sous la forme

,̂ (r, 6, y) = ̂  ̂ A(rpWO, y) = R[r, 0)e""^, (f)
r.^A

où r , 0 , y sont les coordonnées sphériques avec un axe polaire dirigé suivant l'axe de
symétrie de l'ion et l'origine des coordonnées située au milieu du segment réunissant
les noyaux.

Dans le cas de tenues E [m = A = 0), la fonction d'onde (1) reste inchangée dans
la réflexion des coordonnées de l'électron sur un plan passant par l'axe de symétrie
de l'ion (dans cette transformation, les valeurs des coordonnées r,0 ne varient pas),
c'est-à-dire que les éta.ts E constituent, des termes E4' (H^ n'a pas de termes E").
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La fonction d'onde (1) du terme doit être une fonction propre de l'opérateur in-
version des coordonnées de l'électron par rapport au point r = 0, qui commute
avec l'hamiltonien du système. Vu que dans cette transformation des coordonnées,
RY^m = (—^)LYLm, pour les termes associés aux nombres qu antiques \g (termes
pairs), la somme dans (1) ne contient que des valeurs paires de L alors que pour les
termes impairs Ay, seules les valeurs impaires de L, moment orbital de l'électron,
interviennent.

La. multiplicité des termes est manifestement égale à deux, et les termes possibles sont:
2y+ 2y+ 2rr 2rr 2 A 2 \
^g ' ^u ; "ff; lj"' ^S" ^ - u , - - -

11.37. Les parties spatiales des quatre fonctions d'onde ne varient pas dans une
rotation du système d'électrons autour de l'axe parallèle au vecteur3 no et passant
par le point r = 0, aussi ces fonctions d'onde décrivent-elles des états à projection
nulle du moment orbital total des électrons sur l'axe mentionné, m = 0, c'est-à-dire
des états S.

Les fonctions d'onde mentionnées possèdent une parité déterminée dans l'inversion
des coordonnées des électrons par rapport au point r = 0 : les fonctions d'onde a) et
c) sont paires (c'est-à-dire décrivent des états Eg), tandis que les fonctions d'onde b)
et d) décrivent des états Su.

Dans l'inversion des coordonnées des électrons sur un plan passant par l'axe mentionné
plus haut, les fonction d'onde a) et b) ne varient pas, autrement dit elles décrivent des
états '^+, tandis que les fonction d'onde c) et d) changent de signe et correspondent
à des états E~ .

Compte tenu de ce qui vient d'être dit, on a la classification suivante des états étudiés :
a\ V^+ •a ) ^g ,

b)SÎ ;
f') ^- ;
d)^7.

La multiplicité des états dépend de la nature de la symétrie de la fonction d'onde
de spin \ap. Si \ap = \pa, le système d'électrons possède un spin total S = 1,
la. multiplicité vaut 25 + 1 = 3 (la partie spatiale de la fonction d'onde, selon le
principe de Pauli, doit dans ce cas être antisymétrique par rapport à la permutation
des variables spatiales des deux électrons). Dans le cas où \ap = ~Xpa on a ,5' = 0
et la multiplicité vaut 1.

11.38. Les termes possibles : 2 ̂ ^ 2 ̂ , ̂ g, ^U, (le chiffre 2 devant le symbole
des termes S signifie qu'il y a. deux termes distincts avec des nombres quantiques
adéquats).

11.39. Les termes possibles sont :
1 \ N.., ^y^ 3,7y+ •± ) ^^ —'g 1 —'u '

3 Dans les molécules à deux atomes l'analogue de ÏÏQ est le vecteur unitaire de l'axe passant par
les noyaux.
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2) L i l l 1'3^ ;

3) HC1 1.3^ ^'Il ;
4) N0 2.4•1;S+ ;;i.4.6]|
(en résolvant, le problème il faut tenir compte de ce que les termes principaux des
atomes N, Li , H, Cl, 0 sont respectivement ''.Su, "'.S'g, ''S g , ''Pu, 31''g)•

11.40. L'énergie totale de deux atomes d'hydrogène vaut

E=E,+E,=-\(-^+-^Y
2\n^ wJ

Si les deux atomes sont excités, E ^ — ] / 4 , c'est-à-dire que leur énergie est supérieure
à celle que peut avoir un système composé d'un atome d'hydrogène dans son état
fondamental, d'un proton et d'un électron libres. Ainsi, la séparation adiabatique des
noyaux à partir des termes de la molécule H;) ne permet pas d'obtenir deux atomes
d'hydrogène, tous les deux dans un étal. excité.

11.41. L'énergie nécessaire à l'excitation d'un atome d'hydrogène, -E',,<,-it ^ 0, 375 u.a.,
est supérieure à l'énergie de liaison de l'électron dans l'atome de lithium ; aussi, sous
l'effet d 'une séparation adiabatique des noyaux, ne peut-on obtenir, à partir des ternies
de la molécule Lill, un atome d'hydrogène dans un état excité (le système créé est
instable par rapport au processus de transition de l'électron de l'atome d'hydrogène
dans sou étal. fondamental avec ionisation simultanée de l'atome de lithium).

11.42. Un fait physique essentiel dans le traitement quantique d'une molécule est
la petitesse de la grandeur m / M , ou m et. M sont, 1cs masses de l'électron et des
noyaux, ("est l'existence de. ce petit paramètre (de l'ordre de 10^ ' — l O " 3 ) qui déter-
mine jusf-ement, les grandes différences entre les valeurs des grandeurs énumérées dans
l'énoncé.

a) Notons a^ l'ordre de grandeur des dimensions linéaires du domaine de localisation
des électrons de valence (extérieurs) dans l'atome. Ce même ordre de grandeur
caractérise manifestement les dimensions linéaires de la molécule a^i et les dis-
tances entre les noyaux au sein de la molécule ('(,„„. no,. :

"at ~ "mol '~ «noy noy ~ "D = ————7.
m(:-

Les valeurs caractéristiques des énergies des électrons de valence dans l'atome
et dans la molécule (comme d'ailleurs la différence d'énergie entre niveaux élec-
troniques voisins) sont égales en ordre de grandeur a E',] ~ f i ' 2 /ma^. Les valeurs
caractéristiques des intervalles séparant les niveaux de vibration et de rotation de
la, molécule sont de l'ordre de grandeur suivant, :
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(les niveaux de vibration de la molécule sont les niveaux d'un oscillateur de masse
égale à la masse réduite des noyaux Mred ~ M , et de coefficient de raideur k dont

h2

l'ordre de grandeur se définit par la relation ka" ~ ——„- ~ E^ ; les niveaux de
" mao

rotation de la molécule sont les niveaux du rotateur avec un moment d'inertie
1 ~ Mag). Ainsi, E^ < E^ < £•„.

b) L'estimation de la grandeur a,,,, ~ (m/A'f)1/4^, amplitude des vibrations de point
zéro des noyaux, s'obtient à partir de la relation E,;^ ~ ka2.^.

c) L'estimation des vitesses caractéristiques v et des périodes T des mouvements
électroniques et nucléaires découle des relations :

l u -, ^ A- h T a0 mc^mv . ~ E,.,, c est-a-dire v^ ~ ——, -tei ~ — ~ ——i
may v^ h

/ m \ 3 / 4 h / m \ 3 / 4

rnoy ,,b ~ ^.,ba.,b ~ —— — — ~ 77 ^,,\ M y mao \ M /

Les difFérents ordres de grandeur des temps caractéristiques des mouvements élec-
tronique, nucléaire vibratoire et nucléaire rotationnel, au sein de la molécule,
déterminent la validité de l'approximation adiabatique selon laquelle les niveaux
d'énergie de la molécule se présentent sous la forme E = E.., -|- E,,;^ + Êrof

11.43. L'énergie de l'état fondamental de la molécule est égale à

Eo = Ë^o + /^,b,o = Eo(Ro) + f w ^ / 2 , (1)

où Eo(R) est l'énergie du terme fondamental, Ro la distance entre les noyaux en
_______ MiMs

position d'équilibre, LJ,;^ = uJe = VE"'(Ro) / ' M , M = ————— la masse réduite des
M\ + M-î

noyaux.

La constante rotationnelle de la molécule vaut Be = h2 /(2MR'^).

Vu, qu'avec la substitution des noyaux de la molécule par leurs isotopes, la fonction
Eo(R) demeure inchangée, on obtient sans peine, en tenant compte de la relation

/o

m,i w 2TOp, (h^e)îîo « -..-(^e^a = 0,46 eV, (h^i,.)^ w —(huJe)^ = 0,38 eV ;

(B,)^ = ̂ (B,)^, (B,:)^ = ̂ (Be)»,.

L'énergie de dissociation de la molécule se définit par la relation

T p(0) , p(0) p /.^
10 = AI + ^2 - -^0, {•i)
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où E[ \ sont les énergies des états fondamentaux des atomes respectifs. Compte
tenu de la valeur de l'énergie de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène (avec
correction apportée par la valeur finie de la masse du noyau M^,^., au premier ordre
en m,/A^,y = m,/Mp % 1/1840 w 5 • 1CT4),

'-""-'̂ (-e;)-1"» (•-£)-.
et des paramètres numériques donnés dans l'énoncé, on obtient en appliquant les
formules (1) (3)

( /o)HD»4,50eV, (/o)D, »4,54eV.

On voit que l'effet du déplacement isotopique des niveaux dans l'atome d'hydrogène
est de l'ordre de (AÊ'/E1)^ ~ m ^ / M p ~ 10~3, tandis que dans la molécule d'hydrogène
il est de l'ordre de (AT?/ £')mo] ~ \ / n i ^ / M y ~ 1/40. L'effet isotopique dans la molécule
se manifeste surtout dans la variation de i^\.,,,.

11.44. Les restrictions aux valeurs possibles du moment orbital A de la molécule
pour une valeur fixée du spin nucléaire total sont dues au fait que la fonction d'onde
du système de particules identiques (dans le cas concerné du sons-système nucléaire de
molécules H2 et D;)) doit posséder une symétrie déterminée par rapport à la permuta-
tion des variables (de spin et d'espace) des deux particules. Compte tenu de ce que la
fonction d'onde de spin d'un système de deux spins de grandeur s est symétrique par
rapport à la permutation des variables de spin pour un spin total S = 2&, 2s — 2, . . .
et antisymétrique pour ,5' = 2s — 1, 2s — 3, . . . (voir 3.39 du Tome I), et du fait que
les protons sont des fermions et les deutérons des bosons, on conclut que lors de la
permutation des variables d'espace des noyaux, les fonctions d'onde de la molécule
ÏÏ2 avec un spin nucléaire total S = 0 et de la molécule Da pour S = 0 et 2 ne varient
pas alors que, pour S = 1, elles changent de signe. Etablissons les restrictions aux
valeurs K qu'implique ce fait.

Dans le cas d'une molécule diatomique avec A = 0, la fonction d'onde rotationnelle
ne se définit que par le mouvement des noyaux. Cela signifie que la partie spatiale de
la fonction d'onde de la molécule dans l'état, défini par la valeur du moment orbital
total A' des noyaux et des électrons et de sa projection M sur la direction de l'axe
fixé -', est de la forme

^ = ^» ,A=o( r i , r2 ,R)^ . , , ( |R | )YKAî(^y) , (1)

où YKM ("><• une harmonique sphériquc, 6 , if les angles polaire et aximutal par rapport
au rayon vecteur des noyaux R = Ri — RZ ; ^n ^=Q la fonction d'onde du terme
électronique ^, 'l 'y^dRI) la fonction d'onde décrivant le mouvement vibratoire des
noyaux.

Etablissons le comportement de la fonction d'onde (1) pour une permutation des
variables d'espace des noyaux, c'est-à-dire lors de la transformation R. —)• —R. Il est
manifeste que, dans cette transformation, la partie vibratoire, de la fonction d onde
ne varie pas, tandis que la fonction sphérique est. multipliée par (—1)^ . Le problème
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de la transformation de la fonction d'onde du terme ^^^=0 est plus délicat. Cette
fonction d'onde est un scalaire (ou un pseudo-scalaire suivant les nombres quantiques
du terme) qui dépend des vecteurs i-i, r2, R. Cette dépendance, sous sa forme la plus
générale, est la suivante :

^n,A=o = 'î '(ri ,r2,7î,ri R,r2 R,I-] -rzJi-i x ra] -R) . (2)

Etudions la transformation de la fonction d'onde (2) dans la réflexion des coordonnées
des électrons sur le plan passant par le vecteur R. Alors,

Pi$n,A=o = ^ ( r i , r 2 , 7 î , i - i - R , r 2 - R , r i - r 2 , - [ r i x r z ] - R )
= (Ti1 ' ( r i , r2 , -R ,n-R, r2 •R,n • r2 , [ r i x 1-2]-R) , (3)

où o-i vaut -|-1 et —1, respectivement, pour les termes E4' positifs et E~ négatifs.

De façon analogue, avec l'inversion des coordonnées des électrons par rapport au
centre du segment joignant les noyaux, on a

?2^n,A=o = ^ ( r i , r 2 , - R , - r i - R , - r 2 - R , r i - r 2 , [ r i x r z ] - R )
= c r 2 ^ ( r i , r 2 , 7 î , n - R , r 2 - R , r i - r 2 , [ r i x r 2 ] - R ) , (4)

où (72 vaut +1 pour les termes Eg paires et —1 pour les Sy impairs.

En tenant compte de (2)-(4), on remarque aussitôt que la transformation R —> —R
est équivalente au produit des transformations effectuées dans les expressions (3) et
(4), c'est-à-dire que P(R —?• —R) = P\Pi de sorte que P^n A=O = 0'io'î^n A=O, et
comme le terme fondamental de la molécule d'hydrogène est S4', la fonction d'onde
(1) est multipliée par (—1)K lors de la permutation des noyaux.

Compte tenu de ce qui vient d'être dit, on conclut que dans la molécule H2 avec
le spin nucléaire total S = 0 et, dans la molécule Dy pour S = 0 et 2, seules sont
possibles les valeurs paires du moment orbital K = 0, 2, 4, . . ., alors que, pour 5' = 1,
ces molécules ne peuvent avoir que des valeurs impaires de K .

Les valeurs possibles du moment, K = 0 , 1 , 2 , . . . de la molécule HD ne dépendent pas
du spin nucléaire total.

Soulignons que le moment orbital des noyaux ne coïncide pas avec la valeur K du
moment de la molécule (il n'a même pas de valeur déterminée, comme d'ailleurs le
moment orbital des électrons !), toutefois il peut avoir des valeurs de parité identiques
à celles de K , c'est-à-dire K, K ± 2, K ± 4, ... 4.

11.45. Pour fixer les idées, cherchons le moment dipolaire d du terme par rapport au
point constituant le centre du segment joignant les noyaux (pour un système neutre
d ne dépend pas du point par rapport auquel on le détermine).

Dans le cas d'une molécule dont les noyaux ont la même charge (c'est-à-dire sont des
isotopes identiques ou distincts d'un même élément), la valeur moyenne d du système

4 Rappelons que ce résultat a été obtenu pour des molécules dont le terme électronique est S^ .
On remarque facilement qu'il se conserve également pour le terme S,7. Dans le cas des termes
S^ et Sg~, la relation entre les valeurs possibles du moment orbital des noyaux et du moment
orbital de la molécule K est différente : K ± 1, K ± 3, .. .
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est nulle. La. démonstration de cette assertion <>st analogue à celle utilisée dans la.
résolution du problème f .2 f du Tome I, compte tenu de ce que la fonction d'onde du
terme électronique est douée d'une parité déterminée.

Dans le cas d ' u n e molécule dont les noyaux possèdent des charges différentes, la
valeur moyenne d dans l'état d 'un terme électronique, ayant une valeur déterminée
de la projection du moment orbital des électrons sur l'axe de symétrie, est différente
de zéro ; le vecteur d esl, dirigé dans ce cas suivant l'axe de symétrie et sa valeur est
indépendante du signe de la projection du moment orbital des électrons 111 = ±A.
Toutefois, dans les états stationnaires de la molécule de parité déterminée, la valeur
moyenne du moment dipolaire est nulle.

11.46. La valeur moyenne de l'hamiltonien

ÎI.=-^- 1 ï 1

2 |r-R/2| r+R/2 | R'

dans un état décrit par la fonction d'onde '1',,„;„(?') vaut

E ( R , a) = ̂  = ̂  - ^[3 - 2(2 + a)e-°] ( f )

(compte tenu de ce que la fonction d'essai a. la forme d 'une fonction d'onde "d'hydro-
_ 1

gène", on peut utiliser pour les moyennes T et .——_ des valeurs bien connues ;

en particulier, —-————— se détermine à l 'aide de la formule (5) du problème 4.29

du Tome 1 si l'on pose r = ft/2, a = l i / c c , e = 1 et si l'on soustrait le terme 2/rt
décrivant le potentiel du noyau, de sorte que

r±R/2 |

L'expression (1 ) , en accord avec l'idée générale de la méthode variationnelle, peut être
assimilée à une certaine approximation de la valeur de la vraie énergie ]'.!{i(lî) du terme
fondamental, la meilleure approximation étant obtenue avec un choix du paramètre
n tel que cette expression prenne une valeur minimale (comme fonction de la variable
cr, la valeur de <ï(R) se détermine par la condition 9Eo(R)/9o' == 0 et constitue une
fonction de la variable R). En se limitant à la valeur n = f , 9 donnée dans l'énoncé,
ou a, selon ( 1 ) , une expression approchée de l'énergie du terme principal de l'ion H^
de la forme

F R } J ' 8 0 l;8;î i 9 }W =-w--7T (2)

A l'aide de (2), on trouve les caractéristiques cherchées du terme : Ry = 1 ,97 u.a. (a
LJ^

partir de la condition c)Eo(Ro)/9Ro = 0), EQ = /^o(-Ro) = — 0 , 4 7 u.a., -É\,,b,n ~= — =
z.

^v//?,';(.Ru)(2r»,/m,) ^ 0, 008 u.a.
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Dans l'approximation envisagée, la valeur Ey = — 0 , 4 7 u.a. est supérieure à celle de
l'état fondamental de l'atome d'hydrogène égale à —0, 50 u.a. et l'on ne peut conclure
à l'existence d'un ion stable. Le grand écart, entre les valeurs de l'énergie calculée
et expérimentale des vibrations de point zéro des protons, s'explique sans peine par
le fait que dans les calculs on n'a pas fait varier le paramètre a ; aussi la courbe
de dépendance Eo(Ro) de l'expression (2), près du point minimum Ry, monte plus
brusquement, vers le haut que la courbe plus précise, obtenue à partir de (1), en faisant
varier a. Il en résulte une surestimation de la valeur de la grandeur E'i^(Ro) et donc
de celle de l'énergie des vibrations de point zéro.

11.47. Les conditions /i = 1 et A = 0 définissent de façon univoque la dépendance
de la fonction d'onde vis-à-vis des variables angulaires de la première particule sous
la forme

^S ex (ni • 112) (ni = ri/ri, na = v ' i j r ' i ) (1)

(il faut avoir en vue que la projection du moment total sur la direction du rayon vecteur
de la seconde particule ne se détermine qu'à l'aide de la projection du moment de la
première des particules, car la • na = 0).

La fonction d'onde (1) est un scalaire, aussi détermine-t-elle la fonction d'onde d'un
état de moment (total) valant zéro, de sorte que ^ooo = cte (ni • 112).

La fonction d'onde de l'état avec le moment , 7 = 1 est une combinaison linéaire
des composantes du vecteur ne dépendant que des vecteurs ni et n-^. Vu que la
dépendance de la fonction d'onde vis-à-vis du vecteur ni ne se définit que par le
facteur figurant dans l'expression (1), le vecteur recherché ne peut être obtenu que
d'une seule façon:

v = (ni -n2)n2 . (2)

En faisant, à partir des composantes du vecteur (2), des combinaisons linéaires corres-
pondant aux états avec des valeurs déterminées des grandeurs J = 1, J ^ , on obtient,
en vertu des principes généraux (voir problèmes du paragraphe 4, Chapitre 3, Tome I),
les fonctions d'onde cherchées :

^u,o =A(m •n2)Yu. (02,^2) (3)

(Yim étant une harmonique sphérique).

La généralisation au cas de valeurs / i , J , J^ arbitraires a pour expression

^JJ,o=AP;,(m -n^YJJ^e^,^), (4)

où Pi(z) est le polynôme de Legendre.

11.48. Etudions la fonction d'onde l'o = ( n ) , c'est-à-dire |5' = 1/2, ,5̂  = 1/2).

Il est clair que dans cet état le moment total J et sa projection possèdent des
valeurs déterminées J = 1/2 et Jz = 1/2 (vu que / = 0). Faisons agir l'opérateur
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P.). -= -(1 + a- • n) où <T est la matrice de Pauli, n = r/r, sur la fonction ci-dessus.
L'opérateur cr •n est l'opérateur d'une grandeur pseudo-scalaire ; de plus, l'opérateur
-P-)-, commute avec les opérateurs J2 et ,7;. Le corollaire de cette commitativité est,
le fait. que la fonction

^/2,1/2,1/2 =P+^=i( l+<T.n)^o=|( 1^0 ), (1)

comme d'ailleurs la fonction $0, décrit un état avec des valeurs déterminées ./ = 1/2
et J^ = 1/2 ; en outre, la fonction d'onde (1) est fonction propre de l'opérateur
^(T • n = À, projection du spin de )a. particule sur la direction d<; sou rayon vecteur
pour la. valeur propre A = +1/2. Ainsi, la fonction d'onde (1) est, une des fonctions
cherchées. De façon analogue, en utilisant l'opérateur P_ = ^(1 — o- • n), on est en
mesure de trouver la fonction d'onde ^1/2,1/2 -1/2; e^ en prenant en compte la relation

entre la fonction ^ et la fonction ^o = ( J = S = 1/2,5',; = —1/2), on obtient

les fonctions d'onde cherchées avec J^ = —1/2 .

Les fonctions d'onde ^ S ^ / y J , \ correspondent à des états ne se caractérisant pas par
une parité déterminée (le moment orbital dans ces états peut prendre deux valeurs :
/ = 0 et / = 1). On voit aussitôt, qu'avec l'action de l'opérateur inversion des coor-
données J ces fonctions se transforment de la façon suivante : /'l'i/a,./. ,A = '1'1/2, J , , -À-

11.49. Compte tenu des considérations connues relatives aux propriétés des fonctions
propres de l'iiamiltonien d'une toupie asymétrique :

a) la nature de leur symétrie par rapport a la réflexion sur le plan passant par l'axe (
(l'axe C est le troisième axe du système de coordonnées rigidement lié à la toupie ;
la projection k du moment, de la toupie sur cet axe entre dans le jeu complet
des grandeurs ,/,./.-., k , déterminant la fonction d'onde de la toupie ^ J ^ . ^ ) ; dans
cette transformation J , J: ne varient, pas, tandis que la grandeur k change de
signe :

b) le fait que dans les superpositions des fonctions d'onde 'I'./.J^.A, représentant les
fonctions propres de l'hamiltonien, ^ S f f ; = ̂  ( ' i ; ^ J , J ^ , k , figurent, des fonctions

A-
d'onde avec les valeurs k correspondant à une parité déterminée (tous les /• sont,
soit pairs soit impairs) ;

c) le fait que les fonctions propres de l'hamiltonien peuvent être choisies comme
fonctions propres de l'opérateur projection du moment sur l'axe z , les valeurs
propres de l'hamiltonien ne dépendant pas de ,/<-,

on peut conclure que pour , 7 = 1 les fonctions propres sont de la forme

^J, =^0, ^^ = ——(^1+^1.7.,-l),

(1)

< ^ — — (l̂ l -^1. /.,-!)•
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Les valeurs propres de l'hamiltonien de la toupie

H - ^ t ^ ̂ ^\H - ^ [ ~ h + 7 . + h ) '
correspondant, aux fonctions propres (1), s'obtiennent aisément si l'on utilise les
valeurs connues des éléments matriciels non nuls des opérateurs ,/^ et Jr,

(J,./,, k + Î\J(_\J, J,,k} = {J, J,, k\J^\J, J,, k + 1) = 1 ̂ /(J~k)(J^kTV),

(2)

( J , J , , k + l \ J ^ J , J , , k } = - ( J , J ^ k \ J ^ J , J , , k + l } = ̂ (J - k)(J + k + 1).

Le corollaire des relations (2) pour J = 1 sont les égalités

J^(l)= j^(l)^(l)^ J^W=^W

J^(3) = 0, Jy> = 0, J^W = ̂ (3). \ )

En utilisant les égalités (3), on obtient sans peine trois valeurs propres de l'hamiltonien
Ea (a = 1,2,3) correspondant aux fonctions propres î'^ 'J :

F h2 ( 1 + 1 } F /'2 ( } 4- 1 "1 F h2 ( 1 ̂ l }El=^[^+TJ- ^T^4-^' ^T^TJ
(chacune de ces valeurs propres est triplement dégénérée vis-à-vis de la grandeur J ^ .
car J; = 0,±1).

La forme de la fonction propre de l'hamiltonien en représentation J;, Jç est immédiate.

11.50. Représentons l'hamiltonien de la toupie sous la forme H = Hy + V, où

_ ̂  ^J] r^
°~^h' v-^+~^

Les valeurs propres et, les fonctions propres de l'hamiltonien Ho décrivant une toupie
symétrique avec /i = f y = oo sont, bien connues :

4))-'T <.0)=^^, ^0,1,2,... J,
2-/3

le niveau fondamental (k = 0) n'est pas dégénéré5, tandis que tous les niveaux excités
sont doublement dégénérés. Compte tenu de ce que les fonctions propres correctes à
l'approximation zéro sont les combinaisons

"̂L,! = ̂ JJ,k+^JJ,-k), °̂i,.,, = ̂ JJ,k - ̂ -,),
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(voir problème précédent : propriété b) des fonctions propres de l 'hamiltonien de la
toupie), on peut calculer les déplacements des niveaux d'énergie d'après les formules
du calcul des perturbations sans dégénérescence. Un calcul simple, compte tenu des
valeurs connues des éléments matriciels des opérateurs , J ( et ,/n (elles sont données
dans le problème précédent), donne

/^i;
^k,!

/ , - ( ' )
'^0

/ , - ( ' )
• •^1 ,1

77(1)
'^\,ï

=E^
h'2 ( 1 1\

-TiT^TJ'
h2

8
/,•-'
8

' 3 J ( J + 1
l ^

[ /i

= 0 pour

J ( J + } )

k >

) - 2

- 2

2,

, / ( ,7+1)-2 '
+ l-!

3J(,7+ 1 ) -2 '
+ /a

autrement dit, au premier ordre du calcul des perturbations, il y a déplacement du
niveau fondamental et du premier niveau excité de la toupie ; le niveau excité dou-
blement dégénère se sépare en deux sous-niveaux (la dégénérescence est levée pour
/i ^ l-A. Un lecteur attentif verra aussitôt que le déplacement et la séparation (pour
/l -^ /;,) du niveau E^ avec k ^ 0 se produisent au fc6"" ordre du calcul des per-
turbations et, par conséquent, plus /; est grand, moins grande est la, grandeur de la
séparation. Ce fait éclaire la nature du spectre d'énergie d 'une toupie asymétrique
dans le cas où ï\ ~ Ii S> /3.

11.51. Représentons l'hamiltonien de la toupie sous la forme H = Ho + l , où

4 / 1 / 2 4/1 J; 2/3

cl, l'on obtient sans peine la solution du problème en s'inspirant de l'exemple précé-
dent. Donnons le résultat, :

^.' = a J ( J + 1 ) + ( 6 - a ) f c ,

E^ = 0 ;

E^ = E^ = 0 pour k > 2,

( D _ c J ( J + f )
A ,,i -——^——,

(i)_ cJ(J + f)
^1,2 - g

(la forme des fonctions propres de l'hanriltonien à l'ordre zéro et la nature du spectre
d'énergie de la toupie sont identiques à celles du problème précédent).
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11.52. La limite indiquée à la valeur de Ro résulte de la. suite des relations suivantes :

E^^^^Eiwa.n.io)!'
'—' hk - ^(i ^i - ^o —k k
kyiO kyiO

= J—— {E IW3 • "ol0)!2 - K0!3 • ""l0)!2}E,-Eo [^ \

-^VE^-oms-no^^^m (,)
r-'! — ^0 . ^ ^1 — ^0k

(on a utilisé la condition de fermeture ^ \k}{k\ = 1 et on a tenu compte de ce que
k

(0|d,|0) = 0), puis en prenant en considération la relation

<0|riÂ|0) = e2 ̂ {0\x^bk\0} = CS,k, (2)
a,b

où la valeur de la grandeur (2)

c=^(o|r,.rfcio) (3)
a,6

s'obtient, par convolution des indices i et k.

Vue limite inférieure à la grandeur f3o peut être obtenue si l'on ne garde dans l'expression
de j3o que le seul terme de la somme correspondant au premier état excité :

^O.-^-.-Klld.nolO)!2.
Ai - An

Soulignons que par premier état excité on entend non pas le premier état excité du
système mais le premier état excité pour lequel (l|d,|0) ^ 0. Etant donné que dans
l'ctat fondamental ./ = 0, on peut conclure, en tenant compte des valeurs connues
des éléments matriciels des vecteurs, que pour cet état, on a J = 1 avec une parité
opposée à, celle de l'état fondamental (£'1 est l'énergie du niveau le plus bas avec ces
nombres quantique.s). Ensuite, si l'on choisit comme axe z la direction du vecteur
no, alors dans l'élément matriciel (l|d,|0) l'état |1) doit correspondre à une projection
déterminée du moment. : J; = 0 (pour 3^ = ±1 ces éléments matriciels sont nuls).

Dans le cas d'un atome d'hydrogène, les restrictions établies à la grandeur /3o prennent,
la forme

2e2K2fO|^|100)|2 2e2(100|r2|100)
—p————p——— < Po < o,-p————p——^ (4)

c-n=2 — ^n=l o(^n=2 — ^n=l)

Compte tenu de la forme connue des fonctions d'onde des états \nlm) de l'atome
d'hydrogène, on obtient en définitive par une intégration élémentaire

( lOOi r^ lOO) = 3a2, |{210[z|100)| = 4^2(2/3)5ao,
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et les inégalités (3) s'écrivent

2196^ = 1 (III) a30 < ̂  < ]ia3n = 5-33a^ (û)

11.53. L'affinement de la borne inférieure de la grandeur f 3 o , peut être effectué en
conservant deux termes dans la somme définissant £?n. Compte tenu des restrictions
sur les nombres quantiques des états \k} dans cette somme, exposées au problème
précédent, on voit que, dans le cas d'un atome d'hydrogène, l'état \n = 3, l = 1, in = 0)
figure dans le second ternie non nul et donc

, 2•2K210| . | fUO)|2 2e2|(310|^|100)|2

/ " > - F—————F———— + —??—————17————• \ '^n=2 — -^n=l ^n=3 — ^•n=l

La limite supérieure peut être précisée en effectuant les transformations suivantes
dans la somme définissani /3o :

jftI^W ^ WpW ^ ___^ ̂  |(,|3 . ̂  ,,)
^—^ Lk - AO Ai - LQ h-i - /^o —-'
k^O kyi0,l

et en effectuant la sommation dans le second membre de cette inégalité par un procédé
analogue à, celui u t i l i sé dans le problème précédent :

^ |^|d.no|0)|2 - ^KfcId.nolO^-KfId.nolO)!2

A- k
kyiU,!

. <°^_i<,iî.,,,,io>i' m
Compte tenu des relations (2) et (3), on obtient la borne supérieure qui, pour l'atome
d'hydrogène, prend la forme

rf» < "̂'°1?^ + (7—————— - V——————') l("0k--|100ïlî. (4)o(,-^rî=3 — An=l ) \^»=2 —-^n=l ^n=3 — -^n=l /

Une intégration élémentaire donne |(310|,z|100)| = -'̂ i;1^/^)3. En tenant également
compte de la valeur des autres éléments matriciels mentionnés dans le problème précé-
dent, selon (1) et (4) , on obtient 3,36a'^ < /3o < 4,96c^.

11.54.
a) Récrivons la fonction d'onde d'essai sous la forme 'I',,,,, = CÇ^o + T^o^i); où la

fonction d'onde

est- normée à l'unité comme la fonction d'onde 'f'o ', 7 est le paramètre variation-
nel (on se sert des unités atomiques). La normalisation de la fonction d'onde
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'P,,,sa,, compte tenu de l'orthogonalité dey fonctions ^o et ^i aboutit à la valeur
r'2 — h -i--v2c2\-i ^ i -ici0 — [ L -\- 7 C.Q ) ~ 1 — 7 C.Q .

La valeur moyenne de l'hamiltonien du système

H = - l A - l + £ o ^ = H o + £ o r c o s 0 (1)
2 r

dans l'état décrit par la fonction d'onde 'l'essai s'obtient sans peine si l'on utilise
les relations évidentes

(1'o|^o|^o)=-j,

<^i[i7o|^o) - (^ol^ol^i) = -j^il^o) = 0.

Notons que la fonction d'onde 'Pi est la fonction d'onde d'état, avec les nombres
quantiques n = 2, / = 1, m = 0, d'un atome hydrogénoïde de charge nucléaire
Z = 2 et, par suite, elle satisfait à l'équation

( 1 2\ Z'2 1
-2A-^ \ I / l=-2^ l l ' l=-2 \ I / l•

On a respectivement :

(^i l^ol^i) = <^i| - ^A - 2 + ̂ i) = -^ + (^il1!']'!) = 02 r r 2 r

1 1 2 1
(la valeur (^i l-l'I'i) = —^('I11! — -l^i) = 7 découle directement du théorème du
viriel). Compte tenu également des relations

{^l |^ |^o)=(^o|^ |^l) = ^——^= /'e-^cos^rirrf^ 1,

(»ï'o|z|^o)= {^i\z ^i) = 0,

on obtient

E(-,1) = ~H = ^(^ol^oll'o) - 2^7G2<^l|^|^o) » -1/2 + -/^/S + 27^2 (2)

(compte tenu de l'hypothèse d'un champ électrique faible, on ne maintient dans
l'expression (2) que les termes de plus bas degré en <?o)-
En minimisant £'(7) par rapport au paramètre 7, on obtient sans peine

Eo^=mmE^) = ^(70) =-1/2 - 2^2 (70 =-2). (3)

L'expression (3) est la valeur approchée de l'énergie de l'état fondamental de
l'atome d'hydrogène placé dans un champ électrique faible. Sa comparaison avec
la valeur exacte, égale à — ^ — i/?o<?(2, où /?o est la polarisabilité de l'état fonda-
mental, permet de trouver la valeur approchée (variationnelle) de cette grandeur
P^ = 4.
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1)) Compte tenu de l'ortiiogonalité des fonctions d'onde *I'o et 'î'i, on obtient par
la condition de normalisation de la fonction d'onde 'l'essai. 1e1 valeur C'2 = (1 +
n"'£^)~ï w 1 — ( ï 2 C.^. En utilisant, les valeurs des cléments matriciels suivants

( ^ o i r / o l ^ n ) = -1/2, <1'i|âa|1'o) = -1/8,
{M'1|^o| \ lyo)=<1'o|^o| ' i r l)=0,
(l'ol^l'd) = < ; \ f i | 2 | 1 ' i ) = 0 ,

(l'iM'Ïn) = (^o|.:|1/i) = \ /——^ fe-3r/'•'r2cœ•'Ol•\Ird^
V 'ITT" 2y() ./

^ f 2 ) - 2 0 6 .
\ï) ^22-13'

on obtient sans peine

1 3 2^ A256

-^^^^

En minimisant cette expression, on obtient

^..,^,,,7?(«).4-|(g)^, (S)

d'où la valeur approchée cherchée de la polarisabilité de l'état fondamental de
l'atome d'hydrogène rf,,, w ̂  (jj|)'' w 2, 96.

En utilisant des formes variées des fonction d'onde d'essai, on a obtenu deux valeurs
différentes de la polarisabilité. Vu que, dans les deux cas, la valeur variationnelle de
l'énergie de l'état fondai) lent.al pour ^u —>• 0 est égale à. /^'u = —1/2 — 1/2/^^^c2; on

peut a f f i rmer , compte tenu du fait, que la, valeur variationnelle EQ n'est pas inférieure
a la valeur exacte et que l'énergie do l'état fondamental vaut Eo = — 1 / 2 — l/2,^o<?(2,
que les valeurs obtenues /^..,,. sont plus petites que la valeur exacte. Ainsi, même en
ne connaissant pas la valeur exacte f t o = 9/2, on peut au préalable affirmer que la,
première valeur /3 ,̂. = 4 est plus proche de la valeur exacte.

11.55. Un calcul simple, analogue à celui utilisé au point a) du problème précédent,
donne

^4,-_^^^,
(il faut tenir compte de ce que la fonction d'onde 'l'i est la fonction propre de
l'hamiltonien d'un atome hydrogénoïde de charge nucléaire Z = 27, décrivant l'état
avec n == 2, / = f , ni = 0).

En minimisant cette valeur de E vis-à-vis des paramètres o et 7, on peut: obtenir une
valeur variationnelle plus précise (pour la classe donnée des fonctions d'onde 'l'essai)
correspondant à l'énergie de l'état fondamental : EQ^, =- min E. En minimisant par
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rapport an paramètre cr (la valeur correspondante ay s'obtient à partir de la condition
9 E / c ) a = 0), on obtient

- _ _ 1 _ ____^f__^_ .-2
E - -2 - ( l+^)io(i_^+^o.

En minimisant cette valeur par rapport au paramètre 7, on obtient /ïovar; ëti avec ce
dernier, la valeur variationnelle cherchée /3^r de la polarisabilité :

9l2 5
,3 _ - ^0

( l+To^O-To+To 2 ) '

La valeur optimale 70 s'obtient à partir de la condition 9 E / c ) ^ = 0 qui conduit à
une équation algébrique du troisième degré par rapport au paramètre 7 ; cela donne
7o w 0, 8 (les deux autres racines sont complexes).

Bref, on trouve / .̂,, = 4,475 ii.a., c'est-à-dire une valeur différant de la valeur exacte
de 0,6%.

11.56. Numérotons les fonctions propres de l'hamiltonien ^nkvn avec n = 2 de la
façon suivante :

•PI = ^oo,

^= 1

>r., = ̂ ^nim = Rnl(r)Yl,n,210.

^-rl-^ i _

^00 =
/47l-

^10 = ^/^-cos0, Vi,±i = ±n / 3 sm^ ± ^ ¥ ' .
47r V oTi"

Les valeurs des corrections au premier ordre du niveau non perturbé 4 fois dégénéré
(en négligeant le spin de l'électron) de l'atome d'hydrogène avec n = 2 sous l'effet
de la perturbation V = czSo = ercosOfo, se déterminent à partir de la solution
de l'équation séculaire \Vik — -K) o,:*;! = 0. On remarque aussitôt que les éléments
matriciels non nuls de la perturbation sont les suivants :

c r / \
:_":" / e-r/ao / ^ - -'— } r^co^er^drd^ = -3ieaoi"o,
167ra,o J \ 2ao /

aussi l'équation séculaire et sa solution prennent-elles la forme suivante

p(i)
2

ïieaoE.o

0
0

—SieaoSo
^0)—^2

0
0

0
0
p(l)

~CJ-^

0

0
0
0
p(l)

2

- F^y^pW Op2_2<,2' , _ n— I-J^ ^2 — ae UQC,Q } — u,

^^Seao^o, E^=-3eao£o, E^s = E^\ = 0, (1)

c'est-à-dire que le niveau se scinde en trois sous-niveaux, deux simples et un double-
ment dégénéré (compte tenu du spin de l'électron ces multiplicités sont doublées).
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Les conditions de validité des résultats (1) sont de la forme

5 • 10-5 eV < 6ca.u£o < 3 cV, on 2 • 103 V/cm < SQ « 108 V/cm

(la décomposition Stark doit être beaucoup plus grande que l'intervalle de structure
fine, mais beaucoup plus petite que l'écarleiiient des niveaux d'énergie de l'atome
d'hydrogène non perturbé).

11.57. Dans le cas de l'atome d'hydrogène placé dans un champ électrique homogène
l'hamiltonien et- l'énergie de l'état fondamental sont de la forme

H=^-^+e^ E^E^+E^ (E^=0)

où E^ est l'énergie de l'atome non perturbé, F'y" = —^o<?2 la correction au second
ordre du calcul des perturbations en champ "faible" <? déterminant la polarisabilité de
l'atome d'hydrogène /?o = 7,(h2 /me2)3.

Pour l'hamiltonien (un atome hydrogénoïde dans un champ électrique)
Ati ^7 9^= ir--^-+^, (1)
2m r

l'énergie du niveau fondamental peut être obtenue, sur la base des expressions données
plus haut, par substitution formelle e — \/~Zr, E — f . /' \f~Z ; en particulier,

1 9 / fi2 V^2 1 9^1 9 / K2 y t.
'2 ' 2 \Zme'1) ;

p'-'-i -^ __ _ | l _ __ __y_c-
0 - 2 ' 2 \Zme'1 ) Z ~ 2 ' 2Z4 •

autrement dit la polarisabilité d'un tel atome est /?o — 9a^/2/74.

L'hamiltonien d'un atome héliogénoïde de charge nucléaire Z placé dans un champ
électrique, en négligeant l'interaction des électrons, vaut H = /7i + îî-i-, où îî\^ sont
des hamiltoniens d'électrons individuels de la forme (1). L'énergie et la polarisabilité
de l'état fondamental de ce système s'obtiennent manifestement par multiplication
par 2 des grandeurs adéquates de 1 atome hydrogénoïde de même charge nucléaire Z.
Donc,

„ 9a^ 9 i^/^=^=^u.a. (2)

Pour '/J = 2 et Z = 27/16, correspondant, aux approximations a) et b) données dans
l'énoncé, on trouve, selon (2) , les valeurs suivantes de la polarisabilité de l'atome
d'hélium :
a) i3 = 0,56ag = 0,56 u.a. ;
b) /.il = 1 , 1 1 u.a.

La permittivité de l 'hélium (gaz monoatomique) dans les conditions normales vaut
c-o = 1 + 47r/^io, où no = 2,69 • 1019 crrT3; comme ag ^ 1,49 • 10-25 cm3,
£0 = 1 + 5, 0 • 10~'''p [ f 3 en u.a.). noue, finalement :
a) fo - 1,0(J0028 ;
b) ?o =: 1,000056.
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11.58. Pour estimer la polarisabilité des électrons Thomas-Fermi (T-F) P-r.p, définis-
sant leur moment dipolaire induit d = /^.pE, remarquons, que bien que la relation
mentionnée ne soit rigoureusement juste que pour des valeurs suffisamment petites
de S , elle fournit néanmoins aussi un ordre de grandeur correct de d dans le cas des
champs intenses. Mais pour £ ~ <?T-F (<?T-F est la valeur caractéristique de l'intensité
du champ au lieu où se localisent, en général, les électrons Thomas-Fermi; il est clair
que <?T.p ~ Z e / r ^ _ p ) , les déplacements des électrons sous l'action du champ, définis-
sant le moment dipolaire, seront de l'ordre de r-r.p, de sorte que d ~ Zer^-p- Ainsi,
pour £ ~ ^T-F; on déduit, de la relation d ~ f 3 £ (r-r^p ~ ao2~1/3) que

d Zer^ F q ^ 1 1 ^ i
!3- ' £ ~ Z^ = rlF ~ z a0 = z u•a•'

c'est-à-dire que la polarisabilité est égale en ordre de grandeur au cube du rayon
Thomas-Fermi de l'atome.

L'estimation est absolument analogue pour les électrons de valence se trouvant à la
périphérie de l'atome (r ~ do) , où la valeur caractéristique du champ £ ~ e / a ^ , donne
/^vai ~ a3) = 1 u.a. Donc (vu que Z ^> 1), la polarisabilité de l'atome est définie par
les électrons de valence et non pas par ceux de Thomas-Fermi.

11.59.
a) La polarisabilité est déterminée par les électrons de valence, et a pour ordre de

grandeur /3 = 1 u.a., valeur déduite sur la base de raisonnements analogues à ceux
utilisés dans le problème précédent.

b) Dans le système de coordonnées rigidement lié à l'axe de la molécule d ^ 0
(d -~ 1 u.a. et le vecteur d est manifestement dirigé suivant l'axe de la molécule).
Mais dans les états stationnaires de la molécule, son moment dipolaire moyen est
nul , vu que par suite de la rotation de la molécule, il se définit par le calcul de la
valeur moyenne de d pour toutes les directions de l'axe de la molécule qui sont
équiprobables (avec K = 0 ) . En superposant un champ, on obtient d,^ = /3E,
et pour estimer / 3 , on note que la condition d;,,^ ~ eao ne se réalise que pour une
orientation préférentielle de l'axe de la molécule (et, par conséquent, du vecteur
d) le long du champ E ; mais pour cela il faut que l'énergie d'interaction du dipôle
avec le champ électrique (grandeur de l'ordre de d£) soit comparable à celle de
rotation de la molécule, dont l'ordre de grandeur est h^/Ma^ (M ~ 103—104me

Ki

est la masse réduite des noyaux), c'est-à-dire £ ~ ——7—. Ainsi
Magd

rf,,, {ea^Ma^ M 3 M
/•'ind ~ ——c- ~ ——————y,—————— = ———"0 = ——— u•a••,£ h" m, m,

c'est-à-dire que la polarisabilité des molécules ayant un moment dipolaire est
beaucoup plus grande c(iie la celle des atomes, ainsi que celle des molécules sans
moment dipolaire.

Les estimations de la polarisabilité mentionnées plus haut peuvent être obtenues de
façon stricte par analyse de la formule exacte déterminant la grandeur f t . On laisse
au lecteur le soin de s'en convaincre par lui-même.
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11.60. Les états stationnaires de la molécule en l'absence de champ sont définis par les
nombres quantiques ?î, A (A = 0), S (S = 0), î.i, /\ , M (n est l'ensemble des nombres
quantiques déterminant la (onction d'onde du terme électronique à l'exception de A
et ,5'). Les fonctions d'onde de ces états sont de la forme

^/vM^^R;^,^,..^;'^)1!'^^) ( A - À ' = 0 ) , (1)

tandis que l'énergie correspondante vaut E = E^ ^ g + huJ^b(v + 1 /2) + H f , K ( K 4- 1),
de sorte fine les états ne se différenciant que par la valeur de .M sont dégénérés ($a
sont les variables d'espace et. de spin des électrons).

Il est préférable de calculer les éléments matriciels de la perturbation V = —d • E,
où d est. l'opérateur moment dipolaire de la molécule, en deux étapes : d'abord
en intégrant par rapport aux coordonnées des électrons et à la distance relative R
séparant les noyaux (mais pour une orientation fixée de l'axe de la molécule), puis
par rapport aux variables 0,'y déterminant la direction de l'axe de la molécule. Pour
les éléments matriciels diagonaux vis-a-vis des nombres quantiques ?;, r la première
intégration donne

[(^^•rd^^dr = d = Ain (nu = R/ H) (2)

(le fait que le vecteur d soit dirigé suivant l'axe de la molécule est évident en vertu
de considérations de symétrie). En dirigeant l'axe z le long du champ E et, compte
tenu du fait que la fonction d'onde ^^-ay (avec A = 0) est une harmonique sphérique
V'A'iV (0, y), on trouve que les éléments matriciels de la perturbation entre les fonctions
d'onde (1) correspondant au niveau considéré de la molécule (c'est-à-dire ne différant
que par la valeur de M ) sont nuls, vu que

Au premier ordre du calcul des perturbations les niveaux de la molécule ne s'écartent
pas et ne se sondent pas. Vu qu'en présence d'un champ homogène la projection du
moment sur la direction du champ est un "bon" nombre quantique, les fonctions d'onde
(1) constituent des fonctions correctes à l'approximation zéro, et on peut utiliser les
formules standard du calcul des perturbations se rapportant aux états non dégénérés.
La correction du second ordre est de la forme

^ -_ Ç '̂ tf (3)

k'^k

(pour abréger, on ne se sert que de l'indice k dans la description des différents états
de la molécule, k = {n, A, ,5', v, K, M ] ) .

On note sans peine que, dans la formule (3), il est possible de se. limiter aux états |A'')
pour lesquels it' = n, A' = S' = 0 (dans ce cas, E\-Kk' = B, [K(K+ 1) -7\'(A"'+1)])
vu que la contribution à la somme des états associés à d'autres nombres quantiques est
sensiblement inférieure, du fait de la valeur beaucoup plus importante des différences
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d'énergie au dénominateur. En prenant ce fait en considération et compte tenu de la
relation (2), on peut écrire l'expression (3) sous la forme

(2) _ Y. (PE'^K'M' cose\KM}\2 _ ^ ^ [ K Ç K + ^ - S M 2 }
nKM ~ .^-f Be[K(K +1)- K'(K' +1)] - 2BeK(K + 1)(2A' - 1)(2A- + 3)

K ,K ~^-K
M ' , M ' ^ M

(4)

(comme la fonction d'onde de l'état \KM} est une harmonique sphérique, on remarque
que la somme (4) est absolument analogue à celle étudiée dans 8.12 du Tome 1, de
sorte que la réponse trouvée dans ce problème convient aussi ici : il suffit de procéder
à la substitution / — K, m —• M, h2 / î l —)• Be).

11.61. En dirigeant l'axe z le long du champ magnétique, représentons l'hamiltonien
de l'atome sous la. forme

îî=Ho+V, V=^zBt+^-^(.T2+y2),

où Ho est l'hamiltonien de l'atome hydrogénoïde en l'absence du champ, —e(e > 0),
in sont la charge et la masse du muon, /.( = eh/'îmc le magnéton (mésique) de Bohr
(on suppose la masse du noyau M == oo ; à propos de la valeur finie de M voir
11.64). Vu que l'opérateur -//, comme d'ailleurs Hy commute avec l'opérateur l ^ , les
fonctions propres bien connues de l'hamiltonien non perturbé ^nll^ sont également
des fonctions correctes à l'approximation zéro en présence de la perturbation V, de
sorte que la correction au premier ordre sur les niveaux d'énergie est

E^ = p,D [^iJ^nU^lV = p,Bl,

(on s'est limité au premier terme dans la perturbation, f ^ B l ^ , car la prise en compte
dans E'1' du second terme proportionnel à B2 aurait péché par excès de précision).
Etant donné que les valeurs possibles (entières) de /; remplissent les conditions
\l^ <^ l <^ n. — 1, le niveau E'0', n1 fois dégénère de l'hamiltonien non perturbé, se
scinde au premier ordre en (2n — 1) sous-niveaux, dont chacun est dégénéré (n — \lz\)
fois (pour n, \l^ donnés les valeurs possibles de / sont \lz\, \lz\ -\- 1, . . . , n — 1).

11.62. Le problème se résout de la même façon que le précédent. 11 apparaît dans
l'hamiltonien un terme complémentaire V = Ï^Bï^. Les fonctions correctes, à
l'approximation zéro, sont de la forme ^ n l l ^ X s ^ où \s^ sont les fonctions d'onde
de spin, fonctions propres de l'opérateur s^ (rappelons que \,^ = s = 1/2, s^ = 1/2),
etc.). La correction au premier ordre sur les niveaux d'énergie est

<^=/^+2^)- (1)

Les conditions de validité du résultat (1) supposent que la séparation du niveau
A£'zeern = ̂  „_! i / 2—-^i n-i -i/2 = SM^-B, soit beaucoup plus grande que l'intervalle
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de structure fine A£'].;., mais beaucoup plus petite que l'écartement entre les niveaux
voisins de l'hamiltonicn non perturbé

A F - /^°) - f'^ - 11 fi -'-- 1 eVi-^I-,,1 — !^ ^n-1-1 — 10,» n , . ^n C\ ..L-,, — ̂  -^n+1 —

n2 (n + 1)2

Pour n = 2, la condition A£ps <$: AA'z^,,, <$: AAn prend la forme de 5 • 10~5 eV<
•îehB , ,
——— ^ 2 eV ou 3 • 10 gaussa B <€ 10 gauss (rappelons que e/a.n =: 5, 14 •

109 V/cm= 1,71 • 10' gauss, QO étant le rayon de Bohr).

11.63. La perturbation (plus précisément, sa partie linéaire en champ B est. de
la forme'' V = ^H[l: + 2s;;), l'axe z étant dirigé le long du champ magnétique. Les
fonctions propres "correctes" de l'hamiltonien à l'approximation zéro sont les fonctions
de la forme ̂  == ^IDDX.S 'A ' , , où 'î'ioi^'') est la fonction d'onde de l'état fondamental de
l'atome d'hydrogène (sans spin), \ss. la fonction de spin du proton et de l'électron
avec ,S' et ,5'; représentant le spin total et sa projection sur l'axe z . Compte tenu de la
forme explicite des fonctions \<-,s- (voir, par exemple, 5.17) et du fait (nie dans l'état
fondamental de l'atome d'hydrogène, / = 0, on voit sans peine qu'au premier ordre
l'énergie de la composante singulet de la structure hyperfinc ne varie pas, tandis que
le nivea.ii triplet se scinde en trois sous-niveaux d'énergies

^i -;- = l ' S S z (c'est-à-dire E^ ^ 0, ±^.B).

La condition de validité des résultats obtenus est l'inégalité /(B <^, AA'i.s, où AEps
est la grandeur de la structure hyperfine, voir 11.4 (si f i l ) > AEyy, le "mélange" des
états avec ,5' = 0 et .S' = 1, Sz = 0, devient essentiel, parce que l'élément matriciel
{S = |,,5'.- = 0|V|,b'= 0) ^0 ) .

11.64. Le problème de deux corps interagissant l 'un avec l ' au t re se réduit , comme
on le sait, à un problème à un corps dans un champ extérieur. Alors l'hamiltonien du
système

r^PL+^+u(\r,_,.,\) (1)
2)«i 2îî».2

se transforme eu H = / /] + H y , ou

// i = ^—, H^ = p + U(\r, - r2|), P = -^VR, p = -^V,,
Zi l\f. /J f i '

m 11-1 + "7.21-2 '?2,1
r = r , - r 2 , R=———^———, n,2=R±^r.

Si les particules chargées se trouvent dans un champ électrique homogène, i l faut
ajouter à l'hamiltonien (1 ) un terme complémentaire V = —(f i r i+^ i^ -Eo . L'hamil-
tonien du système peut. alors être représenté sous la forme // = H\ + H y , c'est-à-dire

0 Ici 'Sz est l'opérateur de spin de l'électron ; quant à l'interaction du n'ioinent magnétique du
proton avec le champ magnétique, vu sa petitesse / (p / /^e ~ "ir/»"p ~ lO"3); o" la néglige.
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comme la somme de deux hamiltoniens à une particule

H. = ̂  - (e, + e,)R . Eo, H, = ̂  + U(r) - ̂ ^^r . Eo, (2)

dont, le premier décrit le mouvement du centre de masse du système et le second
représente l'hamiltonien d'un atome hydrogénoïde placé dans un champ électrique

n 2 ^

(avec ci = —e, e-> = Z e , U == —~—}. Le dernier terme dans H y ,

^-^-^r.Eo,

constitue l'opérateur d'interaction de cet atome avec le champ électrique. On peut
l'écrire sous la forme V = —d • Eo, où d est l'opérateur moment dipolaire de l'atome
par rapport à son centre de masse (pour ei ^ —e'2, le moment dipolaire est fonction
du point de l'espace par rapport auquel il est défini).

En appliquant un champ magnétique homogène, dont le potentiel vecteur est choisi
égal à A = ^B A r, l'hamiltonien (1) prend la forme

ÎP^^(P^^^^

Dans le système du centre de masse, où

rn-> mi ^ ^ ^ . 0
r i=^r , -=-^r, p ,=-p ,=p=-^

l'hamiltonien (3) peut être écrit sous la. forme (1 = —iv f \ Vr)

^c^H^^^î^ï)^}- <4)
Le dernier terme de cette expression pour ei = —e, f y = Ze, U = — Z e ^ / r , décrit,
l'interaction de l'atome hydrogénoïde avec le champ magnétique, compte tenu de la
masse finie du noyau.

11 faut toutefois souligner que l'expression obtenue (4) n'est pas complète, car avec la
présence du champ magnétique le problème à deux corps ne permet plus la séparation
des variables, c'est-à-dire que l'hamiltonien ne peut plus se représenter sous la forme
/ /= f f i (R)+^2(r ) .

Avec les expressions (2), (4) des hatmitonicris , i l devient aisé de dégager l'influence de
la masse finie du noyau sur les effets Stark et Zeeman dans les atomes hydrogénoïdes.

11.65. Pour le positroilium se trouvant dans un champ magnétique, l'hamiltonien se
présente sous la forme

H=^-^^-W L=^ (D
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(on s'est l i m i t e aux ternies linéaires en B ; l'opérateur moment magnétique orbital
est nul, voir problème précédent. ; la masse réduite du système vaut m/2).

Vu que les opérateurs ,?;,,,, des projections des spins des particules sur l'axe ;, dirigé
le long du champ magnétique, commutent avec l'hamiltonien, il s'avère manifeste que
les fonctions propres de l'hamiltonien (1) sont les fonctions de la forme 'Sntm.s.^s- > =
^ ' n i m X s . ^ X s ^ ; où ^Snim sont des fonctions propres bien connues de l'hamiltoiiien de
l'atome d'hydrogène (de masse m/2), ̂  les fonctions propres de l'opérateur s";. A
ces fonctions propres correspondent les niveaux d'énergie

,̂-p - ̂ m + ̂ (^e - ̂ )5, f^ = -^-"..'•t,..iîp — ^n ^ ^V^e ^p;-"ï 1'-^n — A f ' - ' T i ' - i

c'est-à-dire que chaque niveau, 4n2 fois dégénéré, du positronium non perturbé se
scinde dans le champ magnétique en trois sous-niveaux.

11.66. Comme on le sait, un atome dans un état avec les nombres quantiques
L =- ,S' = 0, est diamagnétique et sa susceptibilité magnétique est égale à

= e'2 \^^
À'•'t - 6mc2 z^ra'

a

Compte tenu de la forme approchée de la fonction d'onde de l'état fondamental de
l'atome d ' h é l i u m

•''-â-'1'1^0^"'']4"'"- "—S.
.-, •) / i\ 2 3

i^- , • ~i —' ''"o , e } "'" i ^•r,-on obtient sa-ns peine r\ = »', = —^- et \^ = — | — | —,"• l^a susceptibilité magnc-
Z^ss \ 7 '/J:a

tique de 1 ç.W de gaz vaut \^ = »îo.\.>i = — 7 , 7 • lO^11 (n.o = 2,69 • lO"1'1 cin^'3 est
le i iombre d'atomes de 1 cm3 de gaz dans les conditions normales, a'^ =- 1 , 49 • lO"25

cm3, e ^ / h c w 1/137).

11.67. L'hamiltonien d 'un atome placé dans un champ magnétique est, de la forme

H = H, + /<, .(L, + '2S,}B + ̂  ]^(r, A B)2 ( 1 )
a

oi'i //(i est l'hamiltonien de l'atome en l'absence de champ, qui inclut les corrections
rclativistes donnant l ieu à la structure fine de l'atome. Le niveau ^PQ est non dégénéré
et son déplacement, au premier ordre en B est, manifestement nul (L: = À'; = 0, car
pour J = 0, il n'y a pas d'orientation privilégiée pour les vecteurs L et S).

Au second ordre en B, il apparaît, dans le déplacement du niveau /^^, des termes de
deux sortes : ceux qui s'obtiennent par le calcul de la valeur moyenne du dernier terme
de l'hamiltonien ( 1 ) sur la fonction d'onde du niveau 11011 perturbé et la correction
habituelle au second ordre du calcul des perturbations de l 'interaction

V =I.I,(L, +2S,)B
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L'estimation du premier des ternies mentionnés de E^' fournit une grandeur de l'ordre
de e2 a^ B'2 /me'2. Quant à la contribution à E''2' du deuxième terme, elle est beaucoup
plus grande. En effet,

p(2)_ v- \{k'\V\k}[2
k ~ ^ p(0) r ( 0 ) - \z'

k',k'^-k ^k ^k'

Dans cette somme, E, représentent les valeurs propres de l'opérateur Ho. Si les
états \k) et |fe') appartiennent à des multiplets différents, on a alors \E'^ ' — E'^' ~
1-^/0,0 ~ 10 eV. Mais dans le cas où les états mentionnés sont les diverses composantes
de structure fine d'un même terme, l'estimation se modifie sensiblement : \E\ ' —
E^,'\ ~ (e2 |hc)'•'•e2•/ciQ, et si dans ce cas l'élément matriciel (k'\V\k') n'est pas nul,
l'apport de tels termes devient alors dominant. Dans le cas concret de l'état 23.Po de
l'atome d'hélium ce terme correspond dans la somme (2) à l'état f P - ^ avec .7; = 0.
Ainsi l'estimation de la somme (2) est de la forme E1'2' ~ a^B'2 et la susceptibilité
magnétique s'avère une grandeur de l'ordre de \^ ~ a3 ~ 1 u.a. (vu que selon la
règle de Hund E^Po) < E^P^), on a E^ < 0 et ̂  > 0, c'est-à-dire que dans
l'état 2•j73o, l'atome d'hélium est paramagnétique).

11.68. L'harniltonien d'une molécule placée dans un champ magnétique est de la
forme

2
H = H, + iUL + 2S) . B + ̂  ̂ {riB2 - (r, . B)2}. ( 1 )

Compte tenu de la forme des fonctions propres ^nvKM de l'hamiltonien Ho, donnée
dans 11.60, et en utilisant le procédé de calcul des éléments matriciels indiqué dans ce
problème, on remarque, qu'au premier ordre en B, il ne se produit pas de déplacement,
car

L^.i^vib^.^^éi^vib^ ^ ̂  ^ ̂  ^ ^ S=0. (2)

Au second ordre en B le déplacement du niveau se détermine par l'expression

2 f

^M - 8^2 JBA / ^.KM ̂ {rISik - XaiX^m.KMdr (3)
a

(la contribution à E'11 des termes au second ordre du calcul des perturbations de
l'interaction \\ = (L+2S) -B est nulle, car les éléments matriciels de la perturbation
V f , entrant dans la somme correspondante, sont nuls, tout comme dans (2)).

L'expression (3) après intégration par rapport aux coordonnées des électrons et à la
variable R prend la forme

^KM = o ^BiBk \ y^-^{arfîfc - bnoinnk}YKMdftomc~ J
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où a, b sont des constantes indépendantes de A et de M . Compte tenu de la relation
connue (l'axe ; est parallèle à B)

/ /•
VKM^osnosYKMdfl == / cos2 O^KM^dÇî =

on trouve le déplacement des niveaux d'énergie

2A"2+2A'- 1 -2M'-'
(2A--1)(2A'+3) •

.^r ,2^+2^-1-2^^
S-JVT.S —— ~.—————.7 S t( ——^KM — 8mc2 [ (2A'- 1)(27\-1-3)

11.69. L'opérateur interaction de la particule chargée avec l'atome (l'interaction
électrostatique habituelle d 'un système de charges), vu la petitesse des dimensions de
l'atome devant la. distance séparant ce dernier de la particule, est de la forme ( Z i est
la charge de la particule, l'atome étant à l'origine des coordonnées)

U = Zey^W = Zc (d-^ + ̂  ,̂ ,.(R) + . . . l (1)

Au premier ordre du calcul des perturbations, l 'interaction U(R) obtenue par le calcul
de )a valeur moyenne de l'opérateur U sur la fonction d'onde de l 'état fondamental de
l'atome d'hydrogène n'apparaît pas, vu que les valeurs moyennes de tous les moments
multipolaires de l 'atome (du dipôle, du quadrupôle, etc.) sont nulles en vertu de
la, symétrie sphérique de la distribution de la charge dans l'état, fondamental s de
l'atome. Au second ordre, en se limitant dans l'expression (1) an premier terme qui

d R , r R
décroît le moins vite avec 7?., \'\ = Ze——— = —Ze , on obtient l ' interaction
cherchée :

^_ ^ ( Z e \ i _ O^e2^
^-"TW -- 4^ ' (2)

ou ;^i ^ 9n^/2 est la polarisabilité de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène ; on
a tenu compte de ce que l'interaction \\ est équivalente à l'interaction de l 'atome
avec un champ électricnie homogène E = —'ZeîL/R3. L'interaction (2) présente
manifestement 1111 caractère attractif.

11.70. Compte tenu du résultat, du problème précédent, on obtient sans peine
l'interaction cherchée :

7^ Zi('1 9ag r Zfp'-' ^je2_ /.i / ^ ( ~ _ Wo l ^i-f-1

- -r-t -r-» , i 1 i T - » - n i d 'R i - R s .'1 URi-Ro | 4 |R, . ,-Ro4

9agZiZ2e'-'(R.] - Rp)(R2 - Rf
2|Ri - R,o ^IR,. - Ro 3

où R,o, RI , R2 sont les rayons vecteurs de l'atome et des pari.ici) les chargées (leurs
charges sont '/,\ < et Z-^e respectivement). Le dernier terme de l'expression ( I ) dépen-
dant des variables des trois particules, indique que l'interaction n'a pas 1111 caractère
additif.
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11.71. Comme dans 11.69, l'interaction se détermine par le terme dipolaire

d R
v-ze-^-

(dans ce cas il est essentiel que la molécule se trouve dans un état avec K = 0,
sinon, c'est l'interaction quadrupolaire qui devient dominante car celle-ci est déjà
différente de zéro au premier ordre du calcul des perturbations et décroît avec R
comme R~3). Le calcul de la correction au second ordre concernant l'interaction
mentionnée plus haut, pour une molécule diatomique avec d ^ 0 et qui se trouve
dans l'état 1'S, s'effectue aisément de façon analogue à ce qui a été fait lors de la
résolution du problème 11.60 : dans la somme définissant la correction au second
ordre du calcul des perturbations, le rôle dominant est attribué aux états excités
de la molécule possédant les mêmes nombres qu antiques n , A = 0 , i S ' = 0 , î ; = 0
que l'état fondamental et ne différant que par les nombres quantiques rotationnels
(pour ces états les différences d'énergie dans les dénominateurs sont anormalement
petites). L'analogie établie dans 11.60 entre les propriétés de la molécule avec d ^ 0
dans l'état ̂  et du rotateur spatial possédant un moment dipolaire concernant leur
comportement, au sein d'un champ électrique autorise, en se servant de la valeur
connue /3o = 2/d2/3/^2 de la polarisabilité de l'état fondamental du rotateur (voir
8.11), de trouver l'expression cherchée de l'énergie d'interaction (73e = /T/2/) :

'^-^-m-
11.72. L'hamiltonien du système a la forme

ît - H -4- H - i - U - H -l-H e^Zi^-.Ei.cz-'yi^) , .-H — -HO.I + -HO,2 + U — -"0,1 + ."0,2 — ——————————p3—————————, (1)

où -ffo, i (2) sont les hamiltoniens individuels des atomes d'hydrogène.

La valeur moyenne E(a,R) de l'énergie dans l'état décrit par la fonction d'onde
Cessai ; avec un choix adéquat du paramètre cr, peut être considérée comme une valeur
approchée de l'énergie de l'état fondamental du système. Elle se calcule sans peine
en tenant compte des valeurs des intégrales suivantes :

1) (0|.c|0) = ^ x\S^{r')dV = 0 vu que la fonction sous l'intégrale est impaire ; de
même, toutes les intégrales dont une composante quelconque des vecteurs l'i ou
I-2 apparaît avec une puissance impaire sont égales à zéro ;

2) (0|-Ho|0) = — e ^ / ï a o , vu que ^o est fonction propre de. l'opérateur //o ;

3) (OI^IO) -- <0|r|0) = (OI^IO) = ̂ lO) = ̂ fr^(r)dV = a2 ;

4) (0\zHoz\0) = f ^ o z H o ( z ^ o ) = 0 ; le procédé le plus simple de calcul de cet
élément matriciel est donné dans la solution du problème 11.54, où il est noté
<^i |ffo|^i) .
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Pour une fonction d'essai de la forme a), compte tenu de ce qui a été d i t plus l iant- ,
on obtient C2 = (1 + l"l•"'a^)-l w 1 — o^a^ (<'n vertu de la condition de normalisation)
et, pour l'énergie,

-r. £'"' , 2 •' 3 ., '2f'ia!^E -= - — + o r e - r a - 2 n — — — .
ao ff"

En minimisant cette valeur par rapport au paramètre a, ou obtient une valeur
approchée de l'énergie de l'état fondamental du système considéré, composé de deux
atomes d'hydrogène :

EoW=^^=-^-^
(i.o A"

ou le premier terme est l'énergie des deux atomes individuels et le second, l'énergie
de leur interaction mutuelle.

De façon analogue on obtient, pour une fonction d'essai de type b)

.) i i — f 2 i •i •s rvfu'
C- w 1 - fiera', E = -— + 6o--e'«;^ + 12 - ,

«(i A"

W-^"7?- "'"'-^

Etant don né que le calcul de l'énergie de l 'état fondamental par la méthode variation-
nclle fournit toujours une valeur -fc'o par excès, des deux expressions obtenues pour
r'(/?), ( I ) et (2) , la seconde est p lus exacte.

La loi de décroissance de l'énergie d'interaction des atomes, ^ ( i ï ) , correspond aux
forces de Van der Waals.

6.Sc"»^
Notons que le calcul numérique exact donne U[R) = ———_——, c'est-à-dire que

l'expression (2) ne diffère de l'expression exacte que de 8%.

11.73. L interaction entre les molécules apparaît, au second ordre du calcul des per-
turbations vis-a-vis de l'interaction dipôle-dipôle :

y = ( d i -d2 )^ . ' - ' - 3 (d i -R) (d , -R)
ff5

(il est essentiel dans ce cas que les molécules possèdent des nombres quantiques rota-
tionnels K Ï = A-J = 0, car, sinon, l'inleraction quadrupôle-quadrupôle intervient an
premier ordre et décroît comme l^^'), c'est-à-dire que

, , - ,„ , , , (2 ) _ v- | ( Â • l ^ | ( d l • ( L ) A • 2 - ( d | • R ) ( < ^ , • R . ) | 0 . 0 ) | 3

( R ' ~ k ~ ,2- — — — — [ 1 ^ + E ^ - E ^ - Ë ^ r ^ — — — — ( 1 )
A' ] , /,' 2 ,

ki.k^O

où Â'i :) sont les Jeux de nombres quantiques caractérisant les états stationnaires des
molécules individuelles (voir 11.60). Le rôle dominant dans la somme (1) est joué par
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les termes correspondant aux états des molécules dont tous les nombres quantiques,
à l'exception de K et M , sont identiques à ceux des états fondamentaux car, dans
ce cas, les différences d'énergie dans les dénominateurs sont anormalement petites.
Une fois choisi l'axe z suivant le vecteur R, et effectué, dans les éléments matriciels,
l'intégration par rapport aux coordonnées des électrons et à la distance relative
séparant les noyaux, comme cela a été fait dans 11.60, écrivons la somme (1) sous la
forme

H t R } - - V ^rfJ|(A-i,Mi,^,,M2|3».,,n2. -ni •n2|0,0)|2

K M-Ï M [5iAW+l) +5^(^+1)]^ u
A L i -'" 1 i " 2 , -'" 2

(l'énergie de l'état de la molécule ne différant de l'état fondamental que par les nom-
bres quantiques A', M vaut E^ = E() + B K ( K + 1)) ; ni 2 étant des vecteurs uni-
taires définissant les orientations des axes des molécules, les fonctions d'onde des états
|A", M) sont des harmoniques sphériques.

Compte tenu de la forme des harmoniques sphériques, on voit sans peine que l'élément
matriciel (A", M\ cos0|0, 0) n'est différent de zéro que pour A' = 1, M =- 0 et vaut
(1, 0| cos^lO, 0) = —i/\/3. De façon analogue on peut obtenir les autres éléments
matriciels non nuls entrant dans la somme (2) :

( l , l | r i , . |0 ,0)=( l , l | s in0cos^ |0 .0) = -(1,-l|r^|0, 0) = ——,
V6

( l , l |nJO,0)= ( l , l | sm0s iny . |0 ,0 )= (1, -l|n.JO, 0) = —.
• ' V6

Finalement l'expression de l'énergie d'interaction des molécules prend la forme

U(R) = -,
3(5:i +B^)R6'

11.74. L'hamiltonien Hy de l'électron avant la désintégration du noyau se transforme
instantanément en H-^ au moment de la fission ; on a :

5,——A-l, S,=-^-2.
2 r 2 r

La probabilité cherchée se détermine d'après la formule générale de la théorie de
l'approximation soudaine (voir 8.39, Tome 1). Compte tenu de la forme de la fonc-
tion d'onde de l'état fondamental de l'atome hydrogénoïde de charge nucléaire Z
'•l'nO';-^) = \/Z^ /7Te'x.p(—Zr), on trouve sans peine

(2 8 /S\
=2)^o(r ,^=l )dV- = —— »0,70.u v ^ —

11.75. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Etant donné que dans
les conditions du problème, le moment orbital de l'électron se conserve (le champ est.
central) et qu'avant la fission du noyau on a l = 0, après la. fission du noyau, les
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transitions de l'électron ne s'avèrent possibles que vers les états avec / = 0. Compte
tenu de la fonction d'onde ^nini avec n = 2, / = m = 0

^^^['-Ï)''^
après une intégration élémentaire on aboutit à la probabilité cherchée :

w= l'^(r,Z=2)^^(r,Z=l)dV = ^.

11.76. L'hamiltonien de l'électron pour t > 0 (t'. = 0 est l'instant de la fission du
noyau) est donné dans 11.74 (où il est noté H ' ^ ) . Aussitôt, après la fission du noyau,
la fonction d'onde est une fonction d'onde de l'état fondamental de l'électron an sein
de l'atome d'hydrogène. L'énergie moyenne de l'électron pour t > 0 ne dépend pas
du temps et vaut

F^nl^ll^^l'ol f - 'A -^ ) - l \ ^ o } = } ^ - ( 9 o \ ] - ^ o ) = - l ] =-^.
\ Zi î' / V T' L. n

La valeur moyenne de l'énergie acquise par l'électron du fait de la fission du noyau
est E^ =~E - lïo = -3/2 - (-1/2) -= -1 n.a. = -27, 2 eV (E^ < 0, c'est-à-dire que
l'énergie de l'électron diminue) .

11.77. Généralement par fonction d'onde atomique on entend la fonction d'onde
de l'enveloppe électronique '•^(ri, ri, . . . , r^v) (on n'écrit pas les indices de spin pour
simplifier), ce qui correspond à l'étude du mouvement des électrons dans le système
du centre de masse de l'atome, la, position du centre de masse, /ï = 0, coïncidant
avec celle du noyau (la prise eu compte du mouvement d u noyau engendre des petites
corrections). Lu l'absence de champ extérieur, le mouvement, libre du centre de masse
n'exerce aucune influence sur la, fonction d'onde de l'enveloppe électronique. Dans le
problème considéré, la situation est, différente. Vu que le noyau reçoit une impulsion, le
mouvement du centre de masse n'est plus libre et il s'agit d'établir l'influence (H]'exerce
la variation de ce mouvement sur la fonction d'onde de l'enveloppe électronique. Pour
cela, étudions la fonction d'onde ^y,; qui décrit, aussi bien l'enveloppe électronique
("lue le mouvement du centre de masse. Juste avant l'instant de "secousse", elle est de
la forme

i^ = vr,^.(R,,^.)^o(pi - Rc.n, ,p2 - R c . , , , . , . . . ) , ( ï )
ou py sont, les rayons vecteurs des électrons dans un système quelconque de coor-
données, '1', .ni. la fonction d'onde d'état du centre de masse du système. Après la,
"secousse", la fonction d'onde varie. Les inégalités f igurant dans les conditions du
problème signifient que pendant la, durée du choc r, la fonction d'onde de l'enveloppe
électronique n'a pas le temps de varier sensiblement et la position des noyaux (et,
donc, celle du centre de masse) ne change pas, c'est-à-dire que toutes les modifications
de la fonction d'onde se réduisent à la multiplication de (1) par cxp(;'Mv • R.noy/fi).
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où M , Rnoy sont la masse du noyau et son rayon vecteur, ce qui correspond à une varia-
tion d'impulsion du noyau du vecteur Mv, de sorte que ^^^ = exp(î"Mv-R,^//t)'I'^^.
Compte tenu de la forme de la fonction d'onde (1) et des relations évidentes

N

E
0=1

mp^ + MR^y = (M + A^m)R^.,

(2)

MR^ = MR_. - m ̂ (p^ - R,,J,
a=l

la fonction d'onde du système aussitôt après "secousse" peut être écrite sous la forme

îsyst =exp(îvMR^//i)^,^,exp (-"-^^raj l'o^i, r-2, • • • ) , (3)
\ a /

où les Va, comme auparavant, sont les rayons vecteurs des électrons dans le système
du centre de masse.

La formule (3) montre comment les fonctions d'onde du centre de masse du système et
de l'enveloppe électronique varient à cause de la "secousse" étudiée. Donc, la fonction
d'onde de l'enveloppe électronique, aussitôt après la "secousse" prend la forme

~ 1 l l l t .V r-^ I T / \im\
~h'I 'o=exp ^--^—^ I•a 'Mri.ra,... ,r^),

\ a /

et les probabilités d'excitation des différents états de l'atome sont

(4)

w(0 -^ n) ! (5)

11.78. Cherchons WQ, la probabilité pour l'atome de demeurer dans l'état fon-
damental. Compte tenu de la forme de la fonction d'onde de l'état fondamental
\]/o := (•Tra^)"1' exp(—r/ao) , d'après les formules (4), (5) du problème précédent, en
effectuant une intégration élémentaire, on obtient (q = m ^ P / h M p )

WQ =

La probabilité cherchée d'excitation et d'ionisation de l'atome w est manifestement
égale à w = 1 — wo. Dans les cas limites d'une "secousse" faible (qao <$; 1) et forte
(qa.o » 1), on a :

^ f ?2"^ < 1, qao < 1,
wr^ \ l - ( f 2 / q a o ) s w 1, qao » 1.

Les critères de validité de l'approximation utilisée, formulés dans le problème précé-
dent, doivent être précisés pour une "secousse" forte. Etant donné que, dans ce cas,
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l'ionisation est sensible (l'énergie des électrons de départ /'.„ PS h ^ q ^ / ï r n . , et leur
impulsion p w —hq], la durée du choc r doit être petite par rapport aux périodes de
Holir des transitions correspondantes :

r « t i / \ E o - Eq\ w h / E q ~ m,Jhq\

11.79. Le proNérne se résout- de façon absolument analogue à- 11.77. La fonction
d'onde du système juste avant la "secousse" a la l'orme

'r,,,, = vr(R, ,„ )i'o(pi - R , „ , p2 - R-c— • • •PN - "-.". : R-i - "••-')•
et aussitôt après la "secousse" elle devient égale à

Ï,,,,i = e ! ip•Rl/ / '^^^(R,,„.)Yro(pl - R,.,,,, p2 - P.-....., • • • P N - R m ; RI - R.2) ( 1 )

(on suppose que l'impulsion est transmise au noyau 1 dont le rayon vecteur est Ri).
Compte tenu de la relation

Rl=Rc.„,.+^-R--^^(p„-R . . .„JM

(R .= Ri -RÏ , M = A.7, + M'A.

à partir de la f o r m u l e (1) on obtient la variation de la fonction d'onde de la molécule
du fait- de la "secousse" :

~ f / 'A / .P -R nnP y-- 1
^=^\-^^--JM•^rar(){rl^••••'R)-

l a )

L'expression cherchée de la probabilité de transition :
r}

Vodr , (2)

où l'intégration est effectuée sur les coordonnées de tous les électrons, la distance
relative H entre les noyaux et sur le.s variables angulaires déterminant la direction de
l 'axe de la molécule (en outre, on fait une sommation sur les indices de spin).

11.80. La probabilité cherchée se détermine suivant la formule (2) du problème
précédent. D'après la forme de la fonction d'onde de la molécule pour le terme élec-
tronique 1\-;, donnée dans 11.60, ou obtient

iM;P • R, imP
(1)exp •

HM h M

(ici le symbole ( . . . dr.., indicn.ie l 'intégration par rapport aux coordonnées des élec-
trons et la sommation par rapport à leurs variables de spin). Vu que d'après la
condition P / A I ^ c,,,,,i ~ v^ ~ h/rnu^ («d est le rayon de Bohr) et les valeurs cara-c-
téristicines des coordonnées des électrons )• ~ « , , , , , i ~ cf.,, ~ «o Ie' facteur

i.'iitP v-^
^P \-^M'^
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peut être remplacé par l 'unité, après quoi on a f {'9^ ^dr^ = 1. Une fois l'intégration
effectuée par rapport aux variables angulaires (cela se fait aisément en dirigeant l'axe
polaire suivant le vecteur P) :

1 [ ( i M ; P ] i c o s 0 } exp(iaR) -exp(-iaR)
^ . / ^ i——iM———F—————— î Ï aR——————'

/ _ M-îP _ M^M^V \
\ ~ ~hM ~ h{M^+M',)j '

on transforme l'expression (1) en

2f expf/'tt-R) - exp(-m-R) , , , , , 2 ,p ,.̂
"'o = / ————————————— ^o \ dR • 2

J îtaR

La fonction d'onde ^o11' (de l'état fondamental de l'oscillateur)

^©'^[-l^-^] <3'
n'est sensiblement différente de zéro que dans le domaine \R— Ro ^ (^/A'^e)1 <^ -KO
( f f u étant la, distance séparant les noyaux en position d'équilibre, uiç la pulsation
des vibrations de la molécule, /( = M ^ A Î ^ / ( M i + M^)) ; aussi, dans l'intégrale de
l'expression (2), peut-on remplacer dans le dénominateur I I par Ro, après quoi elle se
calcule de façon élémentaire, car

l'^^'^dR = (^y^e^" l'^\-^(R-H,f±ia(R-R,)]dR
J V hn / J L h J

^^e———o/expl-^
hTT / J L H

ha2 \
= exp ±îcr-Ro —

^ 4/^

En définitive, l'expression de la probabilité cherchée est

/sin Q'.ti'cA / ha'
"'o = ——n— ^ -aRo ) \ î^e.)

11.81. lUilisons la formule générale donnant la probabilité de transition (par unité
de temps) d'un étal, du spectre discret, vers un intervalle différentiel d'états du spectre
continu, sous l'action d'une perturbation périodique de pulsation LJ :

rfu,, = ̂  | F,,,, -^(E^ - <") - M .̂ (1)

Dans ce problème, la perturbation (l'énergie de l'électron dans le champ électrique)
a la, forme

V = e~E(t)r = cEor smc^ = Fe^ + F^e1^,

avec F = ieEor/2. Dans l'élément matriciel

F^= (^F^dr (2)
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il faut interpréter la fonction d'onde ^}i ' comme la fonction d'onde 'Po de l'état
fondamental de l'atome d'hydrogène et ^^ comme la fonction d'onde ^k de l'électron
libre avec le vecteur d'onde k (rappelons que v constitue un jeu de grandeurs servant
à la description des états du spectre continu), c'est-à-dire

M/(°) - 1 e-^00 ^ - 1 e'1"- fan - -h2-}'1 — l——o-" 1 -v — in \ t / 9 l ° — •) 1 'V/TraJ (27r)3/2 V me2/

Pour le calcul de l'intégrale (2) (dr ^ dV), introduisons le système de coordonnées
sphériques r, 0, y avec l'axe polaire suivant le vecteur k et notons Q, ipy les angles
polaire et azimutal du vecteur EQ. Alors

Eo • r = £or[cos()cosQ + sin0sinQcos(i,5 — yo)]

et l'élément matriciel Fnv, après une simple intégration, s'avère égal à

F^ = ——^—— /7/'e-'•/a°-^fcrcosf f[cos0cose
47^2\/2a3 J J J47^2V'2ag

+ sm 9 sin 6 cos(y - y^d.r sin ̂ dy = 4^^cgo œs9fca0 (3)
^(l+À^a^)3

(il convient d'intégrer d'abord par rapport à y, puis par rapport à r et enfin par
rapport à x = cos 0). Compte tenu de ce que

; ,73, ; 2 , , , n , ' dk .iv ,70 mkdEkdÇtkdv = d k = k dkd\ï-k = k~——a.E/,.aS2k = ———7,———
dRk h-

et en nous servant de la valeur (3), récrivons l'expression (1) sous la forme

^"'ï^^y^-^-^^
En intégrant (4) par rapport à. E ^ , il vient aussitôt

M^^.^^
TT h \ W / \Ulo )

(on a introduit u;o d'après la formule £'n=i = —e2^^ = —/i^-'o).

L'expression (5) a manifestement, le sens suivant : elle détermine la probabilité d'ioni-
sation de l'atome par unité de temps pour laquelle la direction de l'impulsion de
l'électron (p = /îk) est comprise dans de l'angle solide d^l^ ', l'énergie de l'électron
vaut E = h(iiJ — iiJo).

En intégrant (5) sur tous les angles solides de l'électron, on aboutit à la probabilité
totale d'ionisation de l'atome w, par l'unité de temps :

^^p^V/1

3 /•( \ c<; / \c<;o /
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Etant donné qu'en résolvant le problème on a utilisé en guise de fonctions d'onde
du spectre continu des ondes planes, les expressions obtenues ne sont, strictement
parlant, valables qu'à la condition UJ ^> i^iy, quand la vitesse de l'électron de départ
est beaucoup plus grande que v^.

Notons que pour ci-i < CJQ, la probabilité d'ionisation de l'atome selon la formule (1)
est nulle. Cela ne signifie toutefois pas que, pour ces valeurs de U J , il ne se produit
pas d'ionisation de l'atome, car il y a une probabilité non nulle d'ionisation par les
ordres plus élevés du calcul des perturbations.

11.82. Le système envisagé "noyau + électron K" est décrit par l'hamiltonien

H=H--^-^
^=^-1A.-^———^ (1)

où H^y est l'hamiltonien du sous-système nucléaire, la somme dans (1) étant prise
sur tous les protons du noyau. En représentant l'énergie d'interaction de l'électron
avec le noyau sous la forme

1 Z v^ / 1 1\ ZU=-IL^——i=—-E——--=— +v'•—' r — r f i—" V r — r r r[r.-rp| r, ^ \ r, - i-p r,/ r,

(l'origine des coordonnées est choisie au centre de masse du noyau), notons que V
représente la partie de l'interaction dépendant de l'état du sous-système nucléaire et
régissant la transition étudiée. La probabilité de transition peut être calculée d'après
la formule générale relative à une perturbation indépendante du temps :

dw^ = 27r|V^ ̂ (^ - E^)dv. (2)

L'élément, matriciel Vvn inclut les fonctions d'onde '9'n et \&\, qui, dans ce problème
sont

<°) = ̂ r*o, ^o =
\r, _ flJi"0''^. fly, —
'- 1 k ' k - (2^)3/2 '

où ^^''^ sont les fonctions d'onde des états initial et final du noyau. Donc,

73/2 r r __ / 1 i \v- - -W/^' •""'•ç (̂  -i) v-2"^.,
où dr est le produit des différentielles de toutes les coordonnées du noyau, dV^ rem-
plissant le même rôle pour l'électron.

Pour le calcul de l'élément matriciel, utilisons le développement du potentiel coulom-
bien en intégrale de Fourier :

E —————, = - I ̂  E -P (^ • (r, - rJ) = - I' ^e—— ̂  e———,t—^ |l\ — rp| ZTI- J q- i—^ 27T- J q2 •t—^
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de sorte que

v- = - 2%^ / ̂  / rf^\I'''"y * E^ "'" - ] wr / ̂ e-^r^r-^. (3)

On remarque sans peine que dans l'intégrale (3), ne sont. essentielles que les valeurs
de </ pcnir lesquelles q • i'p| ^ 1 (voir plus bas). En développant l 'exponentielle en
série suivant les puissances q • r,>, effectuons l'intégration par rapport aux variables
du sous-système nucléaire :

/• r ( \/ ^oy ' ̂ e-'^ -1 w^ ̂  / ^r ' -«i • Er- ^""^ = -"i • di^oy * Y(e-^ •r- - 1 W^ ^ / ^T ' -«1 • Y. i-p IT^ = -"1 • dio, (4)
t/ - •-' \ _ /

où l'on note par dio l'élément matriciel du moment dipolaire du noyau. En intégrant
par rapport aux coordonnées de l'électron, il vient

/ dive expHk • re + îq • re - ̂  = [Z^^-W

et, par suite, l'élément matriciel (3) se met sous la forme

, n /2^/ , /• d^q q
'-" - —^—d^ • J -^^+[,i-w (0)

D'après les conditions du problème, la vitesse de l'électron est beaucoup plus grande
que la vitesse atomique, c'est-à-dire /.' ^> Z (l'énergie de l'électron se détermine à
partir de la fonction S de l'expression (2) et vaut E f , = k1 f ' î = -Enoy o — -^nov i + £'.i,n w

Euc,y,(} ~ - E n o y i ) - Compte tenu de ce fa i t , on note que dans l'intégrale (5) le rôle
dominant est joué par le. domaine q — k| ^ Z (ce qui confirme l'utilisation plus liant
de l 'inégalité q • Fp ^ 1) cette intégrale est donc égale (q w k) a

f ^'1 <1 k / , 3 1 _ ^ k
J <r [^ + (q - k)2]2 ~ À-2 ,/ " '? [.72 + (q - k)2p Z Â-2

î^2Z3/2

^n = ——-j-,—k • d ] i ) . (6)
7I"/.'-

/,•'-'
Vu que dans la formule (2) , dv = k dkdÇl-k = kdEhd^, E^ = Ek+E^y^i = —+E^y^,

En = E ^ f l + E,,,,^(I w /?,,,,^n en effectuant l'intégration d'abord par rapport, a A\.
(compte tenu de la valeur (6) de l'élément matriciel), puis par rapport aux angles
d'éjection de l 'électron, on obtient la probabilité cherchée sous la forme

4Z3 |k. d io 2 , , , 16Z3 ,.,
dwk =—————,——«Sîk, w = |dio|"

TT À-3 "' îk

(la première de ces expressions définit la distribution angulaire des électrons). Vu que
dans l 'atome il y a deux électrons A , la probabilité totale de la conversion interne sur
les électrons de la couche K est

3-2/i'3 , 32m3e6^3e2 . ,, „
WK = 2w = ——— dm ' = „ . — d m -. ( 1 }

•ik 3/î' nv
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D'autre part, la, probabilité d'émission dipolaire (voir, par exemple, 14.1) est

W e , - ^ d i o | 2 , (8)3 ne--'

où iii est la pulsation d'émission, tw =- m'u'1 /2.

De (7) et (8) on tire le coefficient de conversion interne :

^ = - =Q-^ r^r r^62- ^
w^~ 2 V ^ ) \~ ^ 137^ •

11.83. Le problème se résout de façon analogue au précédent, le début de la résolution
étant absolument la même (jusqu'à la formule (4) du problème précédent). Mais pour
le calcul de la partie nucléaire de l'élément matriciel, on ne peut plus se servir de
la formule (4), car ici les états initial et final du noyau possèdent des moments nuls
et d io = 0. En prenant, le terme suivant du développement de l'exponentielle en
puissances de (q • r?), on obtient la partie nucléaire de l'élément matriciel :

^j^^^.r^.r^^dr = ^ f ^oï ' E -W^F^
p p

= -.(MkQo^ik = ..Qoq2 (1)

Ço= I^^r^dr, (2)
p

et l'élément matriciel de la perturbation devient

y- = -^ //"riV^^k^oMdK. (3)1271-̂  J J

L'intégration par rapport à la variable q dans l'expression (3) donne

L-v"!1-^^)3^),
J

et, par suite,

V.n = ^^(Oî^oWQo (4)
0

(comparer à l'expression (6) du problème précédent).

En utilisant la valeur (4) de l'élément matriciel, on obtient sans peine la distribution
angulaire de l'électron éjecté et la probabilité totale de son éjection :

^ = ^k\Q, 2 ^(0)^o(0)|2, w = ̂ kW ^(0)^o(0)|2 (5)

(l'isotropie de la distribution dw /' dÇl était évidente à priori).
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En mul t ip l i an t (5) par 2 (dans l'atome il y a deux électrons K), on obtient la proba-
bilité de la transition £'0 étudiée:

647T4

w^=^k\Q^\^(0)^o(0)\'2 (6)

(notons que pour la transition EO les parités des états initial et linal doivent être les
mêmes, sinon Q(} = 0). En particulier, si l'électron éjecté est rapide : À' 3> Z , alors
'Fk(O) » (27T)-3/'-' et la formule (6) donne

SkZ3

WEO = —Q—IQol2. (7)

11.84. L'hamiltonien du système comprenant le méson p et l'électron (représentant
l'un des électrons de la couche K} placés dans le champ coulombien du noyau de charge
Z (on utilise le système d'unités atomique, la masse du union »»„ = 207/»e = 207 u.a.,
le noyau est considéré comme ponctue] et infiniment lourd) est de la forme

" — — — A , , - " - ^ . - ^ — — — — — (,)
2"î^ Ty. 2 î-e \t\ - r,,

Considérant que les dimensions de l'orbite rnuonique sont, beaucoup plus petites que
celles de l'électron, écrivons l'hamiltonien (1) sous la forme II = 11^ + H^ + V 7 , où

1 2' - 1 2' - 1 - 1 I
^ii == -T,——^ - —' H,= --Ae - ———, V -= ————— - —2ni^ r^ 2 ?•, r, - r;, r\

Sans la perturbation V, le système peut être considéré comme constitué de deux
sous-systèmes indépendants : électronique et muonkjue.

On note aussitôt que le calcul de l'effet Augcr est absolument analogue à celui de la
probabilité de la conversion interne (voir 11.82), car de façon formelle on peut assimiler
le sons-système muonique au noyau. Aussi la solution du problème considéré est-elle
identique à celle du problème 11.83, après substitution de Z en Z — 1 dans la fonction
d'onde de l'électron A' et remplacement par des fonctions d'onde muoniques des états
initia] et f inal des fonctions d'onde nucléaires 'l'I'i'i1.

Donnons la réponse définitive de la probabilité de l'effet Auger (P) dipolaire (par
unité de temps), compte tenu de la présence de deux électrons /\" (comparer à la
formule (7) du problème 11.82) :

32 «rV (Z- l)^2 „
^y^-—,——^' (2)

où v est la vitesse de l'électron et dio l'élément matriciel du moment, dipolaire
du muon. En particulier, pour la transition muonic{ue 2p —S- 1s, on a |dio| ==
/l^^/S)5^2/^2?^,, v = (^•^m^m/î2)1/2.

Vu que les dimensions de l'orbite muonique dans un état avec le nombre quantique
principal » sont de l'ordre de grandeur de «^n ~ n-' /Zm^ u.a. et que la dimension de
l'orbite d'un électron K est de l'ordre de 1 / Z , la condition de validité de l'expression
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(2) se définit par l'inégalité »i2 <$; m^ w 200 ; si cette condition est satisfaite la vitesse
des électrons éjectés est beaucoup plus grande que la vitesse atomique.

11.85. Si la transition d'Auger dipolaire est analogue au processus de conversion
interne dans la transition dipolaire du noyau (voir 11.84), alors la transition d'Auger
S , dans le cas où les états initial et final du inuon ont un moment orbital / = 0,
constitue l'analogue de la conversion de transition Eo dans le noyau (voir 11.83).

De même que la solution du problème précédent était identique à celle de 11.82, ici,
la solution est identique à celle de 11.83.

L'expression définitive de la probabilité de la transition étudiée est de la forme (compte
tenu de la présence de deux électrons A')

^(o^^Q'^IQol2 (1)

ou

Q0 = I^OoM^I'nlOO^)^

(comparer aux formules (7) et (2) du problème 11.83).

Compte tenu de la forme explicite de la fonction d'onde ^Snim d'un mésoatome
hydrogénoïdc, on trouve pour la transition muonique 2s —?• 1s,la valeur de l'intégrale
pour Qo -=- -16^/2(2/3)5^-2m^2, et comme dans ce cas k = (3^2m^/4) l/2 , (1)
s'écrit

221 (z-1)3 1

^^ = T^—-^-
221 ( Z - ï } 3 (mA712 m,e4

V3S11 Z3 {'m~J -^



 



CHAPITRE 12

LE NOYAU ATOMIQUE

e" e OQ „
12.1. (7^i = — = —— » 0,7 MeV < ?7o » 40 MeV (cio % 0 ,5 • 10-8 cm est le

RO 0,0 RU
rayon de Bohr, (:.•2/ao w 27 eV).

Pour estimer l'énergie d'interaction des moments magnétiques de spin de deux
nucléons, utilisons de la formule connue de l'électrodynamique classique de l'énergie
d'interaction de deux moments magnétiques :

^ (^rA^2-3(p.i • R ) ( / . t 2 - R )
^5

Etant donné que la grandeur caractéristique du moment magnétique du nucléon (du
proton comme du neutron) est de l'ordre de /^ ~ e h / M e (M étant la masse du
proton), il vient

2 '> t-7 9 / 2 1 3u., e"f\ e h m.. 1 a'c, , i
u- ~ ^J ~ M Î = ̂ MMc^ " 10 Mev <<: u0 (MC w 938 Mcv)-

12.2. Par définition, on appelle moment magnétique f ^ o d'un système caractérisé par
un moment total J (et par d'autres nombres quantiques) la valeur moyenne /î;, ou f t .
est l'opérateur moment magnétique du système dans l'état avec J , = ,7, c'est-à-dire

^o = { J , -h = J\îiz\J, -h = J } , avec ̂ . = f i y = 0. (1)

Dans le cas considéré, en posant S =: ^(o-p + o-n)i

fi -= ̂  + /ï.p =^L+ ^P°-P + ̂ "0-» = ̂  + (/^P + ̂ )s + ̂ ^-g-^p - "•.) (2)

(les moments magnétiques s'expriment en magnétons nucléaires, 1 magn. nucl. =
eh/'2Mc ; le coefficient 1/2 dans l'expression de p.^ est liée au fait que, dans le
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deutéron, les moments orbitaux du proton et du neutron sont les mêmes et valent
la moitié du moment orbital du mouvement relatif, de sorte que L/2 est l'opérateur
moment orbital magnétique du proton dans le deutéron (en magnétons nucléaires)).

Dans l'état \ L (c'est-à-dire pour un spin total du neutron et du proton nul, 5' = 0),
S-=~ar„=~a^=0,J=L. Alors, selon (1) et (2), on obtient /<(1 L) = L/2 :

^So}=0, /^Pi) =1/2, ^D,)=l, etc.

Notons que, pour calculer les moments magnétiques des états 3LJ triplets en spin
(S = 1) du système proton-neutron, on a pour ces états (o-p — o-J = 0 (la fonction
de spin de l'état avec S = 1 est symétrique, tandis que l'opérateur (o-p — <r,J est
antisymétrique par rapport à la permutation des variables de spin du proton et du
neutron), de sorte que de (1) et (2) on déduit que

^LJ) = {J, J, = J, L, S\^L, + (^ + /7,Jâ |.7, J, = J, L, S). (3)

En utilisant le résultat obtenu dans le problème 3.54 du Tome I, (3) se transforme en

^ L J ) = —————{[^8J(J+ 1) - 0,:W[L(L+ 1) - 2]} (4)
^(•-i ~T i )

(on a tenu compte dans (4) du fait que ,5' = 1 et on a procédé à la substitution des
valeurs numériques de /(p,n) .

Selon (4), il vient

^Sî ) = 0,88 ; ^Pi) =0,69 ; p.(^Po) = 0 ; /^i ) = 0,31.

12.3. Une particularité du deutérou est la faiblesse de l'énergie de liaison. En effet,
£d = 2, 2 MeV est beaucoup plus petite que la grandeur /î2//!/?,2 f » 20 MeV (/( = M /'2,
M étant la masse du nucléon, RQ w 2•10-13 cm le rayon d'action des forces nucléaires).
Cela signifie que la. probabilité est grande que le proton et le neutron se trouvent, dans
le deutéron, liors d'action des forces nucléaires, et la fonction d'onde du système peut
être représentée comme (comparer à 2.9 du Tome 1)

^V'2.——^- K = \ / ^ • ^

où \ est la fonction d'onde de spin. L'expression (1) n'est pas applicable dans le
domaine d'action des forces nucléaires, mais l'approximation considérée s'appuie juste-
ment sur le fait qu'on peut négliger la contribution à l'intégrale de normalisation
f l'I'l2^7 du domaine d'action des forces aussi bien pour la fonction d'onde exacte
(inconnue !) qu'approchée (1) (dans ce dernier cas le lecteur est invité à apprécier
par lui-même cette contribution). On a

r" ' ̂ r^dV =^ I rk-'2e-2Krr2dr(m = —1e-2Krî•drd^= . - ^T (k+ l } .
( Z K )27T J (2K)
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Les valeurs numériques sont (/^2/m,.a2 w 27 eV, OQ » 0, 53 • 10"8 cm)

2 , 2 . IT13 cm,
1 1 / /i2 ao / h2 m, 1

2K - 2 y Me, - 2 y m,a2 Me,

^^^•ICT13 cm, r2'» lO"25 cm2. (2)

12.4. Par définition, on appelle moment quadrupolaire Qo du noyau dans un état
caractérisé par un moment total J (et les autres nombres quantiques) la valeur
moyenne (la sommation s'effectue sur tous les protons du noyau)

Ço = (J , J. = J\ ̂ (3z,2 - r2)!./, J, = J ) . (1)
p

Pour un système composé d'un proton et d'un neutron se trouvant dans un état ^i,
l'expression (1) prend la forme

Q^Pi)=^ [ T(3z2- r^dV, (2)

où 'P = ^J^^^Y ,J,=L,=I ,s=o == f(r)Yll(1^)xs=o est la fonction d'onde normée de
l'état considéré, %s=o est la fonction d'onde de spin, X*s=oXs=o = 1, rp = r/2.

Après avoir écrit (3z2 — r2) = '/^(Scos2 0 — 1) et effectué l'intégration

(Scos2^-!)!^! '2dÇî= -3- [(Scos^ô- f )s in 2 É'di ï= -2, (3)f(3cos2e-ï)\Y„2d^=-^ f ( i
OTT 7 5

l'expression (2) se ramène à la forme

QoCPi) = -^ (4)

OÙT^ f^*r'2'S!dV > 0.

Le moment quadrupolaire du système proton-neutron dans les états ^So, ^S'i, 3 PO est
nul car, dans ces états, la densité moyenne de la charge est sphériquement symétriques.

12.5. Le moment quadrupolaire se calcule avec la formule (2) du problème précédent
ou, ici, la fonction d'onde ^ est la fonction d'onde de l'état avec J = L = S = 1,
J Z = 1. Elle prend la forme ^ = /(r)'I'.7=^=5=1^ =1 où

ÏJ=L=S=I,J.=I = -,-{Y^(n))ii,o - rio(n)xi,i} (1)

est la partie spin-angulaire de la fonction d'onde d'état étudié, ^.s',,?, ^ fonction d'onde
de spin de l'état à deux nucléons avec S = f , en représentation 5'^. Pour déterminer
la forme explicite de ( f ) , on a utilisé les coefficients de Clebsch-Gordan.

Notons que la dépendance spin-angulaire de la fonction d'onde de l'état avec J = L=
S = 1 peut être écrite sous une forme élégante :

^J=L=S=I,J^ = C(S • n)x, \C\2 = 3/8^, (2)
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où 11 =: r / i \ S étant l'opérateur du spin total ,S' = 1 ; pour \* \ = 1 ri la valeur
mentionnée de |C'|2, la fonction d'onde (2) est normée à l'unité. Pour que la fonction
d'onde (2) décrive l'état avec J z = 1, il faut choisir ,v = ,\IJ (voir à ce propos 12.15).

Une fois établie la forme de la fonction d'onde de l'état considéré, on obtient

Qo(3Pl)=^•. (3)

Soulignons que les valeurs obtenues des moments quadrupolaires des états ' /'] et 3/-']
dill'érent de signe. L'estimation des valeurs numériques de Qo pour les états considérés
du deuléron peut être obtenue en se servant de r'1 w fO"2 5 cm2 (comparer à 12.3).

12.6. L isospin est une grandeur vectorielle dans un espace tridimensionnel abstrait,
dont les propriétés formelles sont analogues à celles du moment (ou du spin) d'un
espace tridimensionnel habitue).

L'isospin du nucléon est i^ = r = 1/2. Le rôle des opérateurs des composantes de
l'isospin du nucléon f est joué par les matrices (comparer au cas du spin 1/2)

/. 1 ( 0 1 ^ „ 1 / 0 -, \ /. 1 / 1 0 \
T 1 = 2 ^ 1 0 ; ' T 2 = 2 [ ^ 0 ) ' ^^O -1 ) •

Dans ce cas les états physiques du nucléon, proton et neutron, sont- décrits par les
fonctions propres de l'opérateur 73, de sorte que1

_ ( ^\ - , ( ^\
',"? = ̂ =+1/2 = l 0 / i'"11 = T;T3=-:1/2 = [ | ) •

et les valeurs propres 73 = ±1/2 définissent la charge électrique de )a part icule
q =- ^ - ( f + 27-3) (en unités de charge du proton).

Considérant l'analogie existant entre les propriétés de l'isospin et du spin a ins i que
le résultat obtenu dans le problème 5.17 du Tome 1, on trouve aisément la forme des
fonction d'onde d'isospin ^ï'/^ d'un système de deux nucléons correspondant à des
valeurs déterminées de l'isospin total T et de sa projection T;i, :

^l.l = ^ /2 ,1 /2 (1 )^1 /2 ,1 /2 (2 )=^(1)V, , (2 ) ,

l ' I .U = -7-{^1/2,1/2(1)^1/2 , -1/2(2)+V]/2 , -1/1>(1)^1/2 ,1/2(2)}

= — {^(1)^(2) +V.,,(1)^(2)},

^1-1 = ^1/2,-1/2(1)V'] /2 -1/2(2) =^(1)V\,(2) ,

^0.0 = -7-{^'1/2,1/2(1)^1/2,-1/:'(2) -Vl^.-l^OV'l/î,!/^)}
v2

= —{^(1)^(2)-^,,(1)^(2)}.

1 Dans littéral lire, on se sert également clé la classification "inverse" dans laquelle T0, == + J /2
correspond au neutron et T,-, = —1/2 au proton.



XII - LE NOYAU ATOMIQUE. SOLUTIONS 207

Notons que dans les états avec une valeur déterminée de T et avec T;} = 0, chacun des
nucléons se trouve non pas dans un état de charge déterminé mais a une probabilité
1/2 d'être dans un étal, proton et dans un état neutron.

12.7. Compte tenu de la symétrie d'isospin des forces nucléaires, il faut considérer le
proton et le neutron comme des particules identiques, les nucléons se trouvant dans
des états de charge différents se distinguant par la valeur de la composante 1.3 du
spm isotopique. Le nucléon étant un fermion, la- fonction d'onde d'un système de
nucléons doit être antisymétrique par rapport à la permutation de toutes les variables
(d'espace, de spin et d'isospin) de deux nucléons quelconques (principe généralisé de
Pauli).

Etant donné que pour un système à deux nucléons :
a) la permutation des coordonnées spatiales est équivalente à une inversion des coor-

données par rapport au centre de masse du système, la symétrie des fonctions des
coordonnées, avec un h donné, coïncide avec la parité ( — l ) 7 - ,

b) la symétrie de la fonction de spin correspondant à un état de spin total S, par
rapport à la permutation des variables de spin, est donnée par le facteur (—1 y1'^1,

c) la symétrie de la fonction d'onde de l'isospin de façon analogue à celle de spin est
donnée par le facteur ( — l ) 1 ' ^ 1 ,

la fonction d'onde d'état d'un système de deux nucléons ^ LSJ' dans des valeurs déter-
minées de L, S , T avec la permutation des variables des nucléons est multipliée par
(—1 )L+S+T ^ de sorte que l'exigence d'antisymétrie de la fonction d'onde entraîne que

(-l)7'^-^^1. (1)

La relation ( f ) définit les valeurs possibles de T (0 ou f ) dans des états avec L et S
donnés. Ainsi, pour S = f et un L pair (comme c'est le cas, par exemple, pour un
deutéron) l'isospin des deux nucléons vaut T = 0, etc.

La partie de la fonction d'onde d'isospin du deutéron avec T = 0, est donnée dans le
problème précédent (fonction 'l'o o).

12.8. L'opérateur cherché, étant un scalaire dans l'espace d'isospin, ne peut être
exprimé qu'au moyen des opérateurs scalaires suivants

1, T2, (î2)2, . . . , 1 , T2, (r2)2 , . . . , (TI . T2), (TI . T2)2 , . . . (1)

T \ f t étant les opérateurs d'isospin des nucléons individuels).

Il est aisé de voir que de tous les opérateurs de (1) seuls deux sont indépendants :
1 et TI • -7-2. En effet, T\ == -7-3 = 3/4, et ils sont donc des multiples de l'opérateur
unité, tandis que l'opérateur (-7-1 •Ta) 2 s'exprime linéairement au moyen de 1 et T\ •7-3 :

•\ \
/ A - ~ - \ 2 '" / A ''- \
(T1T2) =^-^(Tl . r2)

(comparer au problème 5.20 du Tome I).

En conséquence, la forme la plus générale de l'opérateur U d'interaction de deux
nucléons qui conserve l'isospin (plus précisément, qui soit isotopiquement invariante)
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est la suivante

0 =V,+V-,(T,-T,) (2)

ofi V\ 2 sont les opérateurs indépendants des variables de l'isospin (ce sont des opéra-
teurs qui, dans les espaces des coordonnées et du spin, sont symétriques par rapport
a la permutation des nucléons).

Connue l'opérateur 7-1 ••7-2 dans un état avec une valeur déterminée de l'isospin total
T possède également une valeur déterminée égale à

,, , , ,/-, ^ , f 1/4 dans l'état avec T = 1,Valeur propre de 7-1 -T ' ) ) = -; „ , . , , , , . . ^, ,,1 1 v i -/ ^ -,i/4 dans 1 état avec 7 = 0,

ou voit que les opérateur? d'interaction nucléon-nucléon dans un état avec inic valeur
déterminée T = 0 ; 1, s'expriment de la façon suivante en fonction des opérateurs l''i
et l'a introduits dans (2) :

U(T = 0) - \\ - ̂ V,, U{T = 1) = Vi + ̂ 2.

Il est de même aisé d'exprimer les opérateurs l'i 2 en termes de U (T = 0 ; 1) et, d'écrire
(2) sous la forme

U = u0 + 3[/1 + (f/i - Ûo)(f, . 7-2), Uo,i ̂  U(T = 0 ; 1).
4

12.9. Dans un système à deux nucléons, l'interaction coulombiennc n'est différente
de zéro que dans le cas où les deux nucléons se trouvent dans l'état proton (état
d'isospin).

Compte tenu de la relation entre l'opérateur charge du nucléon et la, composante ty,
de l'isospin

Ï=J(1+2?3),

il n'est pas difficile de voir que l'opérateur d'interaction coulombienne peut être écrit
sous la forme

^,=^.^ (ï+^Çl+Ïr^).

12.10. Le système de deux protons, de même que celui de deux neutrons, possède
un isospin T = 1. Aussi l'existence d'un état lié dans ces systèmes signifierait-elle
qu'il existe un état avec T = 1. Cet état avec T = 1 et Ty, = 0 aurait dû aussi se
manifester dans le système "proton -\- neutron". Mais l'expérience montre que l'unique
état lié dans le système "proton + neutron" - le deutéron - a un isospin T = 0 (voir,
par exemple, 12.7), de sorte que l'état lié avec T = 1 n'existe pas, ce que confirme
l'assertion du problème.

On invite un lecteur préparé à comprendre si le résultat reste le même si l'on tient
compte d'une brisure faible de la symétrie isotopique des forces nucléaires, et compte
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tenu du fait que, dans le système "proton + neutron", il existe un niveau virtuel de
faible énergie avec T = 1.

12.11. Compte tenu du résultat du problème 12.7, on note que le système "proton
+ neutron", dans les états 3P^ et \ Py, possède des valeurs différentes de l'isospin
(respectivement T = 1 et T = 0). Cela signifie qu'une interaction conduisant à l'état
considéré (la superposition ^i +3 Pi) ne conserve pas l'isospin, c'est-à-dire n'est pas
isotopiquement invariante.

Vu que dans l'état lPl +3Pl, le spin total ne possède également pas de valeur déter-
minée, une interaction conduisant à un tel état ne conserve pas non plus le spin. En
guise d'exemple d'une telle interaction, on peut mentionner

Ù=V(r)(a,-a^Ï. (1)

De (1) on voit directement pourquoi cette interaction ne satisfait pas l'invariance
isotopique : elle change de signe avec la permutation de deux nucléons (du proton et
du neutron).

12.12. Si les deux nucléons sont soit deux protons soit deux neutrons, avec ces états
de charge du système à deux nucléons, l'interaction est la même et est décrite par
l'opérateur

^p=tL=Vi+^2. (i)

Pour le système "proton + neutron", on a

U^=V,-\V.,. (2)

La différence entre (1) et (2) témoigne du fait, que l'interaction étudiée n'est pas
invariante d'isospin (dans l'espace d'isospin, c'est une superposition du scalaire V\

^ i 1 'I i 9^et de la composante du tenseur V^f^ 73 ; c'est n'est donc pas un scalaire, comme
l'exigerait l'invariance isotopiquc).

En même temps, l'égalité Upp = U^ montre l'indépendance par rapport à la charge
de l'interaction considérée.

12.13. L'ensemble des données expériementales sur les propriétés du deutéron
montre que son état est une superposition 3Sl +3Dl, de sorte que le moment
orbital L ne présente pas de valeur déterminée, comme dans le cas de forces cen-
trales indépendantes du spin.

On remarque toutefois que des trois potentiels donnés dans l'énoncé, seul le troisième,
décrivant des forces tensorielles, peut conduire à l'état du deutéron mentionné plus
haut (superposition d'ondes S et D).
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En effet, le premier des potentiels est central, bien que l'intensité de l'interaction
dépende de la valeur ,S' du spin total :

p f —ÏV'^r) pour l'état avec S = 0,
[ V(r] pour l'état avec S = 1.

Pour ce potentiel les constantes du mouvement sont le moment orbital L et le spin
total S séparément.

Dans le .second potentiel, il n'y pas de conservation de L et S séparément mais seule-
ment, du moment total J = L + S. Néanmoins, comme le premier potentiel, il ne
peut conduire à l'apparition de l'état du deutéron observé (superposition d'ondes ,S'
et D). La raison viens du fait que, pour ce potentiel, même si les vecteurs L et, S ne
se conservent pas, les carrés de ces derniers sont des constantes du mouvement, (les
opérateurs L" et S commutent avec l'opérateur interaction).

En ce qui concerne le dernier potentiel, il ne conserve ni L ni L"' el, on peut, donc
l ' u t i l i s e r (à, côté du potentiel central) pour décrire le deutéron. Notons que le potent ie l
des forces tensorielles, sans conserver S, conserve tout, de même S-'.

'Ions les potentiels étudiés conservent, aussi bien le moment total J (et J2) que la
parité.

12.14. En utilisant la formule connue

^''= /"^V^nrfr, ^o = ̂ o(r)\s

(\s est, la. partie de spin de la fonction d'onde correspondant a une valeur déterminée
du spin total ,S' ; en fait il s'agit de l'éta.t avec ,5' = 1, car pour ,S' = 0 les forces
tensorielles sont identiquement, nulles), récrivons-la sous la forme ( l ' = / / 7•)

A,0 ) - 1 V(r}^ (r)[6mn,, - ï6,k]^o(r)dv x ̂  S, S,, \.,. (1)

II est manifeste que

1 V(r-)^(r)[6nink - 2S,k]^o[r)dv = C6,,, (2)

(il est important que la fonction d'onde (,' '()(»•) a i t , la symétrie sphériquc, car, pour
l'état non perturbé, L = 0). En effectuant dans (2) une convolution sur les indices i
et. k , on obtient C = 0 et, en vertu de (1) et (2) , i] vient, E^ = 0.

12.15. Le problème consiste à démontrer que la fonction d'onde donnée est la forme
la plus générale de la fonction correspondant à l'état du deutéron qui est une super-
position '^Si +^1}^.

Notons avant tout le fait évident, que la fonction d'onde

1'i=.fn(r),v (1)
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décrit un état avec L = 0 (la fonction d'onde a la symétrie sphérique), S = 1 et,
donc, correspond au moment total J = 1, autrement dit elle représente l'état 3Sl.
Démontrons que la fonction d'onde

^^WS^^WWS-nf-'ÏS2}^ (2)

correspond aux nombres quantiques suivants : ,5' = 1 (assertion évidente), L = 2 et,
J = 1, c'est-à-dire décrit l'onde 3D^ dans le deutéron. Ecrivons (2) sous la forme

^2 = fi (r){6nink - -26,k}SiSkX- (3)

La partie angulaire de cette fonction d'onde T,/; = 6n,rî/,. — 2 J,/; est un tenseur
symétrique de second ordre avec mie trace nulle, T.a = 0, de sorte qu'en s'appuyant
sur la solution du problème 3.57 du Tome 1 (voir également 3.68) on est en mesure
d'affirmer que la fonction d'onde (2) décrit de fait un état de moment, orbital L = 2.

Il reste à démontrer que la fonction d'onde (2) correspond au moment, total ,/ = L
Faisons agir l'opérateur J2 = (L + S)-' sur la fonction '9^ :

J^s^/iM.S'isX. (4)

Vu que l'opérateur /i(r)i5'i2 est un opérateur scalaire, il commute manifestement avec
les opérateurs des composantes du moment,

[^, / i (»-)5i2]=o,
et avec l'opérateur J2, de sorte que (4) peut être écrit sous la forme

J'^-AM^izJ2^-. (5)
Ensuite, puisque y ne dépend pas des angles, Li\ =0 , et

J\ = (L2 + 2L . S + S2)^ = S2^ = 2,y. (6)

Compte tenu de (5) et (2), il vient. J2^ = '^^a, c'est-à-dire que la fonction d'onde
^2 clécrit un état avec , 7=1 (et avec L = 2, ,5' = 1).

Enfin, en choisissant \ sous la forme \s^, c'est-à-dire sous une fond.ion propre de
l'opérateur ,5';, on se convainc sans peine que

J^i=,s',i'i, J, 1/2 =,s^i'2,
c'est-à-dire qu'avec ce choix de \, la fonction d'onde étudiée ^ = ^i -l-'i^ est fonction
propre de l'opérateur 3^ avec la valeur propre J; = S z .

Notons en conclusion qu'on a l'égalité

(J)= f ^ J ^ d r = ^ ( X ' X = 1 ) .

12.16. En écrivant la fonction d'onde du deutéron sous la forme ^ = ^ s + ^SD avec

/l'îl2^^!, f ^s\fsdT=\-w, f ^ D ^ d r ^ w
i/ •J •)
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(la forme explicite de la fonction d'onde 'SS,D a été étudiée dans 12.15), on obtient
sans peine

7T= ^s^l\s'sdT+ I^P-^odT. (1)

On a tenu compte ici du fait, que les termes d'interférence de (1) sont nuls :

f ^ s ̂ D dr= [ ̂  ̂ s dr =0 (2)
'J J

(les égalités (2) s'avèrent évidentes si l'on tient compte de la forme explicite de f i ,
voir 12.2, de l'orthogonalitê des fonctions d'onde

f•9^od.T=0

et de la condition L'S's = 0).

Le corollaire direct de (1) est l'expression de p.^ donnée dans l'énoncé.

Dans le cas du moment quadrupolaire, la situation change, car le terme d'interférence
n'est pas nul :

1{ / '^(3^2-r2)^dT+ l'^^-r^sdr^O (3)
\. J •J )

(comparer à 12.4).

De plus, étant donnée la petitesse de la contribution de l'onde D au deutéron, on doit
s'attendre à ce que sa contribution au moment quadrupolaire

^J^^-r^ndr

soil sensiblement plus petite que celle du terme d'interférence (;i). Le signe de ce
dernier est fonction de la nature des forces tensorielles (d'attraction ou de répulsion).
Comme le montre une analyse plus poussée, les forces tensorielles ont un caractère
attractif.

12.17. Si l 'invariance d'isospin des forces nucléaires était une loi stricte de la
nature (il s'agit en fait ici d'une forme de symétrie plus basse des forces nucléaires, que
l'indépendance de charge), toutes les propriétés des noyaux du tritium et de l'hélium
3îïc - leurs masses (comme celles du proton et du neutron), leurs niveaux d'énergie et
leurs nombres quautiques seraient identiques et la désintégration f ' i serait interdite
par la loi de conservation de l'énergie. La brisure de cette invariance se manifestant
clans la différence des masses M, et Mp est en rapport avec l'interaction électromag-
nétique et sa grandeur est faible.

La. violation de l 'indépendance de charge des forces nucléaires s'exprime dans la dif-
férence de masses des noyaux 3îi et 3îîe, et des énergies au repos ( M e 2 ) de ces noyaux.
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Cette différence est liée à deux facteurs : la différence des masses M, et Mp et l'énergie
d'interaction coulombienne des protons au sein du noyau ^e. Il est manifeste que

f g2

[A^H) - A^He)^2 = (M, - Mp)c2 - / ^—^dr (1)

où ^ est la fonction d'onde du noyau 3îîe, r = Tp^ — r p y . Comme

m,c2 + £Q = WH) - A^He)^2, (2)

selon (1) et (2), on a :

T _ (M, - Mp)c2 - m,c2 - £Q 1 ^ 1 _i
r ~ e2/ao ao w 1,9-10-13 cm "

(ao = 0, 53 • 10~8 cm est le rayon de Bohr, e2/^ w 27 eV).

La valeur (3) obtenue permet d'estimer les dimensions des noyaux étudiés : R w
T[r~1 w 1 , 9 - 10-13 cm.

12.18. Sur la base des considérations générales exprimées dans le problème précédent
et compte tenu de la valeur [/^i = 3(^e)2/5/î de l'énergie électrostatique d'une sphère
régulièrement chargée (charge Ze) de rayon R, on obtient,

, - A , 3(2Z+l)e2

'"-"^ôn^Z+l)^' (1)

où A = (M, — Mp)c2 sa 1, 29 MeV, tandis que le dernier terme représente la différence
de U,:^ entre deux sphères de rayon R = ryA1/3 et de charges (Z + l)e et Ze avec
A = 2Z+ 1.

D'après (1),

3(2Z+l)e 2

(2)

En se basant sur les données de la désintégration f 3 de ^Si, la valeur numérique de
(2) est ro w 1 , 6 - 10-13 cm.

12.19.

-^&"l•:i•lo-3cm•
Dans (1), A et Z sont les nombres de nucléons et de protons au sein du noyau qui se
désintègre ; ici A = 34 ; Z = 17.

12.20. Les niveaux d'énergie individuels et des fonctions propres associées à partir
de l'équation de Schrôdinger

[-^-U^hr^=E^

ont été trouvés dans les problèmes 4.23 et 4.25 du Tome I.
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Les niveaux cl'énergie sont donnés par l'expression /^\r = —Uo + hm(N + 3/2) ; n; =
\ / k / M , N = '2'rir + / , A' = 0, 1, 2, . . . A chaque niveau de ;V donné correspondent des
étals individuels avec un moment orbital / = A', N — 2, . . . , 1(0) ; autrement dit, il y
a dégénérescence accidentelle. La multiplicité du niveau vaut

^i^'f^.

La fig. •'I représente les niveaux individuels pour le potentiel étudié. A côté, on a donné
les nombres : ( i ( A ' ) . mul t ip l i c i t é du niveau ; n (A ' ) = ' 2 ( i ' ( N } , nombre maximal de
nucléons d'état de charge déterminé (de protons ou de neutrons) qu i peuvent occuper
en même temps le niveau concerné (le facteur 2 supplémentaire par rapport, à CT'(A')
est l ié an degré de l iber té du spin) ; M ( N ) , nombre maximal de nucléons d'état de
charge déterminé qui peuvent occuper toutes les couches, depuis la couche inférieure,
jusqu 'à la couche étudiée ; il est clair (nie A f ( A ^ + 1 ) = M ( N ) + n(!\' +1 ) . Les nombres
M (A') trouvés correspondant aux nombres de nucléons qui remplissent complètement
les couclies (à commencer par la couche infér ieure) : 2, 8, 20, 40, 70, J 12, KiîS, . . . sont
les valeurs des nombres magiques du modèle considéré.

N G{N) n ( N ) , W ( A ' )

6 ———————————4s , : id ,2g , lî 28 56 168

5 ——————————— 3p,2/ , l / i 21 .12 J J 2

4 ——————————— :!.s-.2rf, \n 15 30 70

3 ——————————— 2p,l/ 10 20 '10

2 ——————————— 2s, It; (i 12 20

1 ——————————— lp 3 6 8

0 ——————————— l.s 1 2 2

Figure 4

La particularité du potentiel de l'oscillateur réside dans la dégénérescence accidentelle
des n i v e a u x . Si l'on modifie légèrement ce potentiel, la dégénérescence accidentelle
est levée, et il se produit une décomposition des niveaux (chaque niveau se scinde en
nn nombre de sous-niveaux correspondant au nombre de valeurs de / du niveau non
perturbé caractérisé par le nombre quantique A'). Ce fait, est illustré par la f ig . 5
où schématiqiiement on donne la décomposition des niveaux d'un hamiltouicn non
perturbé pour les valeurs de A" = 3 et A" = 4. L'ordre dans lequel se disposent les
sous-nivcaux suivant les valeurs de Z dépend de la forme de J ( / .

Dans ce modèle, qui ne tient pas compte de l'interaction spin-orbite, la prévision des
valeurs des moments totaux J des états fondamentaux de noyaux est, 1res imprécise,
vu la grande mult ipl ici té des niveaux ,/. On comprend aisément que la la parité est
absolument déterminée, par le fait que la parité des états individuels ( — 1 ) ' du modèle
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étudié vaut ( — } ) N , et, que la parité est un nombre quantique multiplicatif. C'est ainsi
que pour l'état fondamental du noyau ^B, le modèle permet, de prévoir une parité
négative, et pour celui du noyau ^0 une parité positive, etc.

N = 3 N = 4

V A' ——————— 1/7
3s,2d,lg ——————— .̂

îp
—————— 3s

Figure 5

12.21. Pour un potentiel central quelconque, les niveaux d'une particule douée de
spin ne dépendent pas de son état de spin et ne se déterminent qu'en fonction des
nombres quantiques n,.,l (mais pas de l z , s ^ ) . Un niveau (pour s = 1/2) possède la
multiplicité 2(2/+ 1) (pour le potentiel étudié de l'oscillateur on a une dégénérescence
accidentelle, car En^i = E(2rir + /) = E^').

En présence d'une interaction spin-orbite, un niveau avec une valeur donnée de / se
décompose en deux niveaux correspondant aux valeurs j = / + 1/2 et j = 1 — 1/2 du
moment, total de la particule (exception faite pour les niveaux avec / = 0). Dans ce
cas, les "bons" nombres quantiques sont : le moment, total j , sa projection j ^ ainsi
que la parité et, avec cette dernière, le moment orbital / , vu que l2 (mais pas les
projections /,) commute avec l'hamiltonien. Les fonctions propres de l 'Iiamiltoiiien
peuvent être représentées sous la forme

^(r)=/(r)^,,,Ju),

où les fonctions spin-angulaires ^ j i j ^ ont été discutées dans les problèmes 5.41 et 5.42
du Tome 1.

Il est aisé d'obtenir la solution du problème si l'on remarque que l'opérateur 1 • o-
possède des valeurs déterminées dans les états de la particule avec des valeurs déter-
minées de j et / :

-. ^ _ { l dans l'état avec j = l + 1/2, ,
[ - / - l dans l'état avec j =1- 1/2, ( /

de sorte que l'interaction spin-orbite considérée ne dépend pas de r. On saisit aussitôt
qu'indépendamment de la forme du potentiel central U ( r ) , les niveaux d'énergie En,.i
dans ce potentiel, sous l'effet de l'interaction spin-orbite, se dédoublent en deux sous-
niveaux, le déplacement de chacun de ces sous-niveaux se déterminant par l'expression

. _, _ (' —al dans l'état avec j = l + 1/2, ,
l j ~ [ û(/ + 1) dans l'état avec j = l - 1/2. '- '

Les niveaux d'énergie dans ce modèle sont donnés par l'expression

En^i = -Uo + huJ('2n, + l + 3/2) + A£y (3)
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(pour éviter les ambiguïtés, soulignons que (3) représente la solution exacte du modèle
étudié et non pas le résultat d'un calcul de perturbations, de sorte qu'il n'y a aucune
restriction sur la grandeur A K i j ) .

Notons deux propriétés de la décomposition des niveaux :
1) l 'amplitude totale de la décomposition /\E[ = |£'; ,=;+i/2 — £\;'=/-I/-J (2 /+ l )c i

croît avec / ;
2) la valeur moyenne du déplacement des niveaux, compte tenu de leurs poids statis-

tiques ('2j +1) , est nu l l e , de sorte que

^ ('2j + 1)A£;, = 0.
.,=(±1/2

Sur la fig. 6, on a, représenté à gauche la décomposition du niveau N = 2 d'un oscil-
lateur non perturbé, et à droite on a donné l'image des niveaux individuels inférieurs
les p lus bas dans le cadre du modèle étudié.

—————————— lPl/2

lds/2 (A£' = 3a) ——————— 1713/2

E^ —————— - - - ——————— 2si ̂  (A/'; = 0)
2s, Id _______ ,

——————— Id,,, (AE = -2a) ——————— 1A1/2

Figure 6

Dans ce modèle l'état fondamental du noyau est défini par la répartition des
nucléons suivant les niveaux individuels inférieurs, compte tenu du principe de Pauli ;
le moment total J et la parité 7-' des nucléons des couches pleines valent J11 = O4' ;
les nombres quantiques d'un état "vacant" sont identiques à ceux du niveau à une
particule correspondant, (idem pour deux ou plusieurs vacances). On peut alors
formuler les prévisions suivantes en ce qui concerne le moment total et la parité
des états fondamentaux des noyaux spécifiés :
1) pour les noyaux ^C, 14C, 160, ^Ca, on a J1' = 0'^ (ces noyaux n'ont que des

couches pleines) ;
2) les noyaux Î 3 N , l70, ^Al, 13C possèdent, en plus des couches pleines, un nucléon

(proton ou neutron) ou une vacance définissant J1^ pour ces noyaux : ( 1 / 2 ) ~ ,
(5/2)+, (5/2)+, (1/2)- respectivement ;

3) les prévisions du modèle concernant le moment (mais non la parité) des noyaux
^Ic, ^l, '"B ne sont pas univoques. C'est ainsi que pour le noyau ''Li ayant, en
plus de la couche pleine (1s)4, un proton et un neutron dans l'état lp3/2, selon le
modèle, J1' peut prendre l'une des valeurs suivantes : S"^, 2+, 1+, O'1'. La prévision
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est absolument analogue pour le noyau ^B ayant une vacance protonique et une
vacance neutronique sur la. couche lp3/2. Le noyau 6ïïe possède deux neutrons
dans l'état 1^3/2 (en plus de la couche pleine (1s)4) et, selon le modèle, les valeurs
possibles de J73 sont 24' et O4' (les valeurs 34' et l4' sont interdites par le principe
de Pauli). Si l'on tient compte du phénomène des paires de Cooper, alors pour le
noyau 6îîe, la prévision de J1' devient univoque : J13 = O4'.

12.22. Les fonctions propres de l'hamiltonien

i-2 1

H =———A - ?/o + ̂ r2 - m-2 î • a

peuvent être choisies comme fonctions propres des opérateurs j2, l2, j z • Dans ce cas la
dépendance spin-angulaire des fonctions propres ^^(r) = /(r)^,;^ (n) se détermine
de façon univoque (pour les fonctions d'onde ^ j i j , voir les problèmes 5.41 et 5.42 du
Tome I), tandis que la partie radiale de la fonction d'onde est solution de l'équation
de Schrôdinger

[ fi2 1 d , d , h^l + 1) , , .1, , , 2Î , p. ,n
-2M^rrfr+-2M^-- [ /o+2(Â•-7;J)r \•f=Ef' (1)

ou

7iJ
2cr;, j = l + 1/2,

-2o(<+l), J=;- l /2,

(comparer à la formule (1) du problème précédent).

L'équation (1) est absolument analogue à l'équation de Schrôdinger radiale d'un
oscillateur sphérique d'élasticité k i j = k — 7;, pour un état de moment orbital /.
Vu que les niveaux d'un oscillateur sphérique sont données par l'expression

Er,,.i = EN = M2"r +1 + 3/2), ^ = ^ f k | M .

on voit que le spectre d'énergie, en vertu de l'équation (1), est de la forme

En,.iJ = -Uo + fw^ (2n.,. + l + 3/2), c^-

(il va de soi que le modèle étudié n'a de sens que tant que fe;, > 0). On invite le
lecteur à étudier par lui-même la nature de la décomposition spin-orbite des niveaux
dans le cas où 7^ <^ k et à comparer le résultat obtenu à celui du problème précédent.

12.23. Dans les noyaux considérés, trois nucléons sont sur la couche l.s. Cette
configuration peut être assimilée à une vacance sur la couche 1s déunissant ainsi
l'isospin, le moment et la parité des noyaux : T = 1/2, J13 •= 1/2'1' (alors T?, = —1/2
pour ̂  et 1/2 pour ^e).

La partie orbitale (d'espace) des fonctions d'onde des noyaux est symétrique par rap-
port à la permutation de coordonnées des nucléons (ils se trouvent tous dans le même
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éta t - f s ) . Donc la partie spiu-isospin de la fonction d'onde doit être antisymôtrique.
Sa l'orme explicite se détermine suivant la règle générale d'antisymétrisation d 'une
fonction d'onde d'état d'un système de fermions identiques lorsque l'on connaît leur
répartition suivant les états (occupés) individuels. Pour abréger l'écriture, on utili-
sera une notation du type : p-t-(l) qui représente la fonction d'onde du 1-er nucléon
dans l'état de charge protonique avec la valeur déterminée de sa projection de spin
,S\ =+1/2, etc.

Si les trois nucléons occupent les états : p-i-, p i , n-i-, alors la partie spin-isospin de
la fonction d'onde de cet état du système (dans son ensemble) eut définie par le
déterminant

^ ^î(l) P^(l) " t ( l )
1'T,= 1/2,, S. =1/2 = —r- Pt(2) Î4(2) "1-(2) (1)

v() PtG<) P^) "t(3)

(il est évident que ( ! ) décrit le noyau '''lie dans l 'état- avec J; = f /2 , car , ) = S) .

En effectuant dans ( I ) la substitution p <->• n, on obtient la partie spin-isospin de
la fonction d'onde du système a trois nucléons du noyau ^l î . De façon analogue, la
substitution t<—^ donne la fonction d'onde des états concernés avec la valeur opposée
(.7; = — 1 / 2 ) de la projection du moment total.

12.24. Vu que le moment et l'isospin d'une couche entièrement remplie de nucléons
(des deux états de charge) sont nuls, J et T du noyau sont définis par les nucléons de
conciles non pleines. Si les deux nucléons sont dans le même état de charge (noyaux
' ' ( ' et ' '^O), alors l'isospin du noyau est manifestement égal à 7' = 1, tandis que le
moment total vaut J = 0.

Mais si l ' u n des nucléons est un proton et l 'autre un neutron, l'isospin peut prendre
deux valeurs : 0 et 1. Dans ce cas l 'identité des nucléons (compte tenu du degré
de liberté d ' isospii i ) et le principe généralisé de Pauli qui lui est lié, imposent des
restrictions sur la valeur du moment J . On voit aussitôt que pour T = 0 seule la
valeur ,/ == 1 est possible, tandis que, pour 7' = 1, on a J = 0 (voir aussi la solution
du problème suivant) .

12.25. En prenant en considération la nature de la symétrie de la partie d'isospin de
la fonction d'onde paf rapport à la permutation des variables d'isospins des nucléons :
sa symétrie pour 7' = 1 et son antisymétrie pour T = 0 , puis la- nature de la symétrie
de la fonction d'onde pour deux moments égaux"' j (dans ce problème J [ = j^ = 3/2)
par rapport à la permutation de leurs variables j ^ en représentation Ji;Jii; (voir le
problème 3.39 du Tome 1) : sa symétrie pour J = '2 j , 2j — 2, . . . (ici, pour ,/ = 3 ; I )
et son antisymétrie pour J = î j — 1, ' 2 j — 3, . . . (pour J = 2 ; 0) , et, enfin, en notant
la dépendance radiale identique des fonctions d'onde des deux nucléons, liée à leur
équivalence, on conclut :
1 ) pour 7' = 1, ne sont, possibles que les valeurs ./ = 2 ; 0 ;
2) pour 7' = 0, ne sont possibles que les valeurs J = ?i ', 1.

Dans ce problème, cette symétrie coïncide avec la symétrie de la partie spin-angiilaire de la
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12.26. Dans le modèle en couches, le spin et le moment magnétique du noyau ne sont
détermines que par les nucléons des couches incomplètes. Pour un de ces nucléons,
l'opérateur moment- magnétique est de la forme

p. = g il + g,s, ;1)

où gi et g , sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin valant : çji = 1,
g^ = 5, 59 pour le proton et gi = 0, ( j s = —3, 83 pour le neutron (rappelons que f i et g
s'expriment en unités de magnétons nucléaires /Y,( = efi/2MpC). En calculant la valeur
moyenne de l'opérateur (1), compte tenu du résultat du problème 3.54 du Tome 1
(comparer à 12.2), on obtient le moment magnétique et le facteur gyromagnétique du
nucléon dans l'état de moment orbital / et de moment toi,al j =- 1 ± 1/2 :

W = 3 ] : ) = 0'. ', 3z = 3\îiz\J, l, Jz = J)

(gi + g,}3{3 + i) + (gi - f / . , ) [ l ( l + i) - 3/4]
2 0 + 1 )

(2)

Les valeurs numériques de ̂  et g j sont données dans le tableau 12.1 pour une série
d'états :

Tableau 12.1 : ;(_, et g y pour des différents états

Particule

Proton

Neutron

Grandeur

//

(/

^

g

•''1/2 Pl/2 P3/2 ^3/2 C?5/2

2,79 -0,26 3,79 0,12 4,79

5,58 -0,53 2,53 0,08 1,92

-1,91 0,64 -1,9] 1,15 -1,91

-3,82 1,28 -1,27 0,77 -0,76

Pour un seul nucléon dans l'état n.lj en plus des couches pleines, le spin du noyau
est J = j et son moment, magnétique se détermine grâce à la formule (2). On voit
aussitôt que, pour un noyau ayant, dans une couches pleine, une vacance (protonique
ou neutronique) dans un état n l j , on a de même J == j , et le moment magnétique
se détermine avec la formule (2) dans laquelle gi et (/, sont les valeurs relatives au
proton et neutron.

Compte tenu de ce qui a été dit plus haut et en se basant sur le schéma des niveaux
individuels obtenu dans 12.21, on trouve les prévisions du modèle en couches pour les
valeurs de J et /< pour les noyaux mentionnés dans l'énoncé du problème3 :

3 Ici et dans la suite, on ne donne la configuration nucléonique du noyau qu'en deliors des couches
pleines ; l 'écriture (nl])~1 désigne une vacance dans un étal ni J .
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Tableau 12.2 : J et p, pour différents noyaux

'"(PO^))

^6(^(1^/2))

"B^lf^)-')

"c^Opi/z))

J

1/2

1/2

3/2

1/2

/'

2,79

-1,91

3,79

0,64

^NhOpi/z))
^O^lo^))

^sws,/,))

J

1/2

5/2

1/2

/-'

-0,26

-1,91

-1,91

L'accord entre les valeurs calculée et expérimentale de ^ est satisfaisant, exception
faite des noyaux 11B et ^Si.

12.27. Dans le modèle en couches le moment magnétique et le spin du noyau sont
définis par les nucléons des couches incomplètes. Dans ce problème,

(1)

où < J p , t i ( l , J ) sont tes facteurs gyromaguétiques du proton et du neutron dans les états
l j ( j = j ^ -= j ^ ) qui ont été trouvés dans le problème précédent.

En calculant la valeur moyenne de l'opérateur (1), compte tenu du résultat du pro-
blème 3.54 du Tome 1 (comparer à la solution des problèmes 12.2 et 12.26), on aboutit
sans peine au moment magnétique du noyau ayant la configuration nucléoniqiie étudiée
(p^/,)1^»/,)1) et le spin J (J = J, +ÎJ :

/ n 1 1 1 r l — i r r n <JÂ1^} + 9Â1']} r^ ( J ) = (J , J , = J\^z\J, J z = J ) = ————„————J- (2)

II n'est pas difficile de comprendre que la formule (2) donne également le moment
magnétique d 'un noyau ayant une vacance protonique et une vacance neutronique
dans l'état nlj (comparer à la situation analogue du problème précédent).

En utilisant des valeurs .</p,n(^ j ) calculées dans le problème précédent, on obtient (voir
le tableau 12.3) les prévisions du modèle en couches pour les moments magnétiques
des noyaux. Pour la valeur f i de '^Li voir également le problème suivant.

12.28. Ici, l'opérateur moment magnétique du noyau peut se représenter sous la
forme

îi = ff/,L+ gsS, (1)

ou gi^s sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin des nucléons (du proton
et du neutron) de la couche incomplète.
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Tableau 12.3 : Moments magnétiques /^ pour différents noyaux

^(l^)1,^!^)1)

'Li^^)1,^!^)1)

^B^l^)-1,^!^)-1)

"N^lpi/a)1,^!^)1)

V-

0,88

0,63

1,89

0,38

J

1

1

3

1

En calculant la valeur moyenne de l'opérateur (1), compte tenu du résultat du pro-
blème 3.54 du Tome 1 (comme dans les deux problèmes précédents), on obtient le
moment magnétique du noyau dans l'état de moment total (spin) J :

^{L, S, J ) = {J, J, = J\^\J, J, = J )
{SL + g s ) J ( J + 1) + (flL - gs)[L(L + 1) - S{S + 1)]

2(J+1) (2)

où L, S sont les moments orbital et de spin totaux des nucléons du noyau qui, dans
le schéma de couplage LS, tout comme J , caractérisent l'état du noyau.

Cherchons g L , s - Pour ce faire, notons que l'opérateur moment magnétique orbital du
système composé d'un proton et d'un neutron vaut

(3)

( f f ; ,p(n) sont les facteurs gyromagnétiques orbitaux du proton et du neutron : (jf^p = 1
et gi^ = 0) et cet opérateur ne prend la forme p.^ = g^L qu'après le calcul de la.
valeur moyenne dans un état du système "proton 4 neutron" correspondant à une
valeur déterminée de L. Dans ce cas, g^ se détermine également à l'aide du résultat
du problème 3.54 du Tome 1 :

r 9l,P +ff;,n . , , , ,. 9l,p + 9l,n 1I.IL = 9LL = ——„—-L, c est-a-dire gL = ————- = „ (4)

(pour obtenir (4), on a tenu compte de ce que /p = /„) . On détermine de façon
absolument analogue la valeur

_ c 9 i , p + g i , » ç .p.s = gsS = ————À,

soit

g» ,p + 9 s , a [\ QQ
Us = ——^—— = 0, 88. (5)
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En vertu de (2) , (4) , (5), on obtient la valeur clierchée

0 19
/((^ A', J ) = 0, 69J - -f^W + 1) - S(S + 1)]. (6)

En appliquant la formule (6) an noyan '"Li avec J = } , on obtient pour les dilférentes
valeurs de /,, ,S' (compatibles avec ./ = 1)

/ / ( 0 , 1 , 1 ) - . 0 , 8 8 ( T = 0 ) ; / ( (2 , 1, 1 ) = 0,31 (7 '= 0);
^(1,0,1) = 0,50 ( î ' = 0 ) ; / < ( 1 , 1 , 1 ) = 0,69 ( T = l ) ; \''

Dans (7) , on donne également les valeurs de l'isospin T pour les états correspondants
du noya.u (comparer à 12.25).

Notons que l'ensemble des données expérimentales sur les propriétés du noyau "Li
prouve que le couplage 7..S' avec L = 0, 5' = 1 est le mieux adapté.

12.29. L'opérateur moment magnétique du nucléon (indépendamment de sou état
de charge) se trouvant dans un état avec les nombres qiiantiques / et. J peut être écrit
sous la forme

/ ' iN=</p(^^)f l+^)J+^(/^•)f l-?3)J, ( 1 )
\" / v" /

où //,, et //„ sont. les facteurs gyromagnétiques du proton et du neutron dans l'état ni j
donnés clans 12.26.

L opérateur moment, magnétique du noyau esl. de la, forme

I I = ^-3——— ̂ .J" + (.'/p - Sr.) ̂  7-3,0 Ja, (2)

a <7

où la somme est. prise en tous les nucléons de la couche (incomplète) n l j . Après
évaluation de la moyenne de l'opérai.eiir (2) sur la pa.rtie d'isospin de la fonction
d'onde du noyau concerné, pour lequel manifestement '!'?, = 0, la. seconde somme de
(2) devient, n u l l e . En effet,

<î1, 73 - 0|ï3,JT, Ts = 0) oc <7', Ï3 = 0|73|T, Ts = 0) = 0

(on a. tenu compte de l 'analogie formelle des propriétés fin moment, el. de l'isospin, de
l'égalité [T,. TA. g] = i S j k i T i , „ , el. on a utilisé le résultat du problème 3.52 du Tome I) .
En conséquence, le moment magnétique du noyau est égal à la première somme de
( 2 ) , el comme ^jn = J, il est manifestement égal à

il

i ' ( - n = ^ [ n , , ( l J ) + g . ( l , j ) ] J . W

C'est, la généralisation naturelle du résultat du problème 12.27.

Le noyau f^Na da.ns son état fondamenta l a une configuration nucléonique suivante
^(Ic/s/s) '* "(l^s/r)3 (en plus des couches pleines ; voir le schéma des niveaux individuels
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dans la solution du problème 12.21). En utilisant les valeurs g , , , n ( l , J ) pour l'état 6(5/2
(voir 12.26), on obtient, en conformité avec (3), la prévision du modèle en couches
pour le moment magnétique du noyau ^Na avec , 7 = 3 :

^,,,,,,,= 1,74,

qui coïncide pratiquement avec la valeur expérimentale /^couche = 1,75.

12.30. L'opérateur moment magnétique du nucléon (indépendamment de son état
de charge) est de la. forme

/l ^ - /l \
A«N = (W,p1 + 9s,^) 1 ^ + rs J + (gi,J + fl.,,s) 1 3 - ?3 J , (1)

où gi et il, sont des facteurs gyromagnétiques orbital et de spin : ( / i p = 1, qi „ = 0,
( / . ,„= 5, 59, ^=-3,83.
L'opérateur moment magnétique du noyau vaut donc

/), - (JLÎ^ + gsS + ̂ [(.'7(,p - ff;,n)îa + {g.,,p - fi'»,n)s]T3,a, (2)

a

où la somme est prise en tous les nucléons de la couche incomplète

L=E1- S^s., ,.=^^=|, ,.=^^=0,88
a a

(comparer à la formule (2) du problème précédent, déterminant {ï dans le schéma de
couplage j j ) .

En calculant la valeur moyenne de (2) dans l'état du noyau correspondant à T-s = 0, le
dernier terme (la somme) dans cette expression (représentant la partie isovectoricllc
de /),) s'annule (comparer au problème précédent). Le moment magnétique des noyaux
avec Ts = 0 est égal à la partie isoscalaire de l'opérateur f i :

/i.so.c = fli.L+ g s S ,

et vaut (comparer, par exemple, à la solution du problème 12.26)

/ , „ n _ (SL + g s ) J ( J + 1 ) + (gL - gs)[L(L + 1) - S(S + 1)]
f ^ , b , J ) - ^^

où L, S sont. les moments orbital et de spin totaux des nucléons du noyau qui, dans
le schéma de couplage /v.S', tout comme ,7, caractérisent l'état du noyau.

12.31. L'opérateur moment magnétique du noyau, où tous les nucléons (des deux
états de charge), en plus des couches pleines, se trouvent dans des états identiques
ni J , a la forme (voir 12.29)

flp(^ J ) +g^(l,.?)-( , r /, • > /, .MY^- ^ /n
/^= —————„—————J+ [ffp(^J) - g^l,J)]^T3^3a- (1)
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Le moment, magnétique du noyau est, défini connue la valeur moyenne :

/< = (T, 73,./, J , = J \ f i , \T, Ts, J , J , = J}

(on n'indique que les nombres quantiques de l'isospin et du moment total) et, en
accord avec (1), il vient

1-t = /-',so,c +/^ isovec, (2)

ou

9p + Uv y / \ / V^^ ^ i \ / o \
/'„„.,.. = ————„————J, ^iso».c = (,9p - f fn)< ^7-3,0^2,a| ), (3)

^

En appliquant (2), (3) aux noyaux miroirs (notons-les A et A), il faut tenir compte
du fait que les états concernés constituent deux états du même système de nucléons
ne se distinguant que par le signe de la projection Ta de l'isospin. Pour ces noyaux,
la partie isoscalaire du moment magnétique //,.,ogc est la même, tandis (nie la, partie
isovectorielle ^(;aovec change de signe, de sorte que

^ A ) + p \ À ) = [ g , ( l , j } + ^ ( l , J ) ] J . (4)

Pour les noyaux 3îî et ^lle, la configuration nucléouique est (1s)3 et, compte tenu des
valeurs de (/,,,„ dans l'état s- i /g (voir 12.26), en vertu de (4) on obtient la prévision du
modèle en couches pour les moments magnétiques de ces noyaux (J = 1/2) :

^coucl,e(3H) + ̂ ^i.^He) = 0, 88 (5)

qui do i t , être comparée à la valeur expérimentale 0,78.

12.32. Le moment quadrupolaire se détermine à partir du proton en plus des couches
pleines (les protons des couches pleines conduisent, à une symétrie sphérique de la
distribution des charges pour laquelle Qo = 0) et vaut

Qo = I 'r^^cos' 6 - ï^^i.^r^i.v (i)

(comparer à la. solution du problème 12.4), où ^ n j l j ^ i Pst la fonction d'onde de l'état
individuel n l . j , où j , j ^ déterminent le moment (le spiu) du noyau (J = j , ,7; = j : : ) .

Pour les états étudiés j = 1, + 1/2 et la fonction d'onde de (1) a manifestement, la
forme

>]'".f(./—.; = î " ( n ) / ( ' - ) Y i / 2 , i / 2 .

Vu que

„, ., (2/+1)!! . .„
1^--^7Ï^-^

l'expression (1) prend la forme

Ço = (^^ /(3 cos2 0 - J ) sm2' 0d^ (2)
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où

^= F'l/Ml^rir
J»

est la valeur moyenne du carré de la distance du proton qui est en plus des couches
pleines.

Une intégration élémentaire dans (2) sur les angles [dÇt = sin OdOdf) donne :
a) Qo(si/2) = 0 ; _
b ) Q o ( P 3 / 2 ) = - ( 2 / 5 ) ^ ;
c) Ço(4/2) = -(4/7) r^
(noter le signe de Qo ; voir de même les deux problèmes suivants).

Il est aisé de comprendre que les moments quadrupolaires des noyaux ayant respective-
ment un proton en plus des couches pleines et une vacance protonique (dans le même
état) changent de signe, contrairement aux moments magnétiques de ces noyaux.

12.33. Le moment quadrupolaire se détermine au moyen de la formule (2) du pro-
blème précédent. En utilisant la forme de la fonction |V;;|2 donnée dans le problème
précédent, il vient

,,,^^,,l-,_^),^,}^=[.-^f]^-^
(comparer au résultat du problème suivant).

12.34. Le problème se résout de façon analogue au problème 12.32, mais il faut
maintenant utiliser les fonctions d'onde avec j = l — 1/2, dont. la forme explicite
a été obtenue dans 5.42 (Tome I). On laisse au lecteur le soin de la résolution du
problème par ce procédé. Pour notre part, on s'appuiera sur un raisonnement per-
mettant d'obtenir la réponse sans calculs, en ne se fondant que sur le résultat du
problème précédent. Pour ce faire, souvenons-nous du résultat utile du problème 5.43
du Tome 1 :

^("^^(n) = ̂ (" '̂̂ (n)

exprimant une dépendance angulaire identique avec la direction du rayon vecteur
n = r / r de la particule de spin s = 1/2, dans des états avec j et j z donnés et des
valeurs distinctes de l\^ = J ± 1/2. De même, la partie angulaire de l'intégrale (1)
du problème 12.32 ne dépend que de j (mais non pas de l •== j ± 1/2), de sorte que

2, _ [_
l'expression de Qo, obtenue dans le problême précédent, Qo = ——.——_r^ demeure

vraie dans le cas où j = l — 1/2.

A ce propos, soulignons encore une fois que pour les états étudiés de noyaux n'ayant
qu'un seul proton en plus des couches pleines, Qo < 0, tandis que pour les noyaux
avec une seule vacance protonique, Qo > 0.

12.35. Dans l'approximation ayant permis d'obtenir le moment quadrupolaire Qo
des noyaux dans les problèmes précédents, en considérant que le centre de masse du
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noyau (par rapport auquel était déterminé Qo) coïncide avec le centre de masse du
système de nucléons des couches saturées, on trouve un moment quadrupolaire du
noyau nul dans les conditions du problème considéré.

En se ré fé ran t au conseil donné dans l'énoncé, on peut noter que le centre de la
distribution spliérique des charges nudéoniqiies des couches pleines (la charge étant
Z , la masse (A — 1)M), coïncidant avec leur centre de masse, se trouve au point
r.^^ = —r, , / ( / l — 1), on r,, est, le rayon vecteur du neutron par rapport au centre de
masse du noyau dans son ensemble. Dans ce cas le moment, qi iadri ipola. i re du noyau est
l ié a la charge des nucléons des couches pleines et,, comme on le voit immédiatement,
se détermine par l'expression

(comparer à la solution des problèmes 12.4 et 12.32), ou ^ n j l j ^ j est la fonction
d'onde de l 'état nentronique individuel.

Considérant, les résultats des problêmes 12.Xi et 12.34, on conclut que dans l'approxi-
mation envisagée, le moment quadrupolaire du noyau avec u n seul neutron en plus
des couches pleines vaut.

2.? - 1 Z
2 ^ + 2 ( . 1 - 1 ) ^ "

(dans ce ca.s le spin du noyau est J = j ) .

12.36. L'état, fondamental du noyau correspond à une distribution des nucléons
suivant les niveaux individuels les plus bas, compte tenu du principe de Pau l i .

Fin négligeant, l'interaction coulombienne, on note que les niveaux individuels du pro-
ton et du neutron sont les mêmes. De plus, pour un noyau avec .1 = 2Z, dans l'état
fondamental, ce sont les mêmes états ind iv idue l s qui sont occupés aussi bien pour les
protons que pour les neutrons.

En notant £o l'énergie maximale des états occupés (voir
fig. 7; la constante —t'7!:) est négligée), on remarque que
le volume de l'espace des phases correspondant aux états
occupés dans le volume dV vaut

dV = ̂ dV = ̂  [2,,,

Après avoir divisé (1) par (27r/t)3, on obtient le nombre d'états orbitaux din'éreiits,
et comme dans chaque état il y a deux protons et deux neutrons, le nombre total de
nucléons dans le volume dV dans l'état fondamental du noyau vaut (u; = \/7i'/m)

3/2

[IN = [ -
IÏ1

dV. r < R =
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La densité des nucléons dans le noyau est

2 / r^372

"^^"^T'^J ' r < R (3)

(pour r > R, il est manifeste que n(r) = 0).

La condition de normalisation des expressions (2), (3) sur le nombre total des nucléons
A donne la relation suivante entre les paramètres i^, R du modèle :

m^2 = (12A)V3, (4)

et permet ainsi d'écrire (3) sous la forme

"<••'^(l-^)3/î

(l'intégrale de normalisation se calcule facilement par une substitution r / R = sin u) .

On ne poursuivra pas l'étude du modèle considéré, vu que l'expression (5) est en
contradiction avec les données expérimentales, selon lesquelles la, densité des nucléons
dans le noyau est presque constante à l'exception d'un domaine étroit voisin de sa
frontière.

12.37. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Mais cette fois
l'impulsion limiter an sein du noyau est constante : p p = \/'2m£o. Ainsi, la formule
(3) du problème précédent prend la forme

"M = 3^ = cte, . < R. (1)

QTT
La normalisation de (1) sur le nombre total de nucléons A, donne p^R3 = —Ah''' ,

/Q^173 h
où, compte tenu de l'expression de R, py = —— —.

Y 8 / r0

La vitesse maximale des nucléons dans le noyau correspondant à cette impulsion (le
noyau étant assimilé, dans l'énoncé, à un gaz de Fcrmi parfait) est égale à

pF //c*71^ '"e "o /' c

m \ 8 ) m ry m^ao 4

(m/ l i t , w 1840, «o » 0,53 • 10~8 cm est le rayon de Bohr, v^ = h/m,ao w c/137,
c vitesse de la lumière), et son énergie cinétique est

^ 1 c)
en w '"""- = - (v^-} me-' w 30 MeV < me2 w 940 McV.

2 2 \ c /



 



CHAPITRE 13

THÉORIE DE LA DIFFUSION

13.1. La recherche de la solution de l'équation de Schrôdinger (k = ̂ /2mE/h2 > 0)

[A+^L:^^)^

ayant le comportement asymptotique donné dans l'énoncé pour r —/• oo, est équiva-
lente à la solution de l'équation intégrale

<)(r) = exp(,ko . r) - ̂  f ̂ ^(r')^ (r')dV'. (1)

Le passage de la forme différentielle de l'équation de Schrôdinger à la forme intégrale
a été effectué ici en utilisant la fonction de Green G' de l'équation de Schrôdinger
de particules libres :

G^(r-r')=-, . 1 .e'^-^,
" ' ' 47i-|r-r'[

(A+k2)G^)(r-r')=S(r-r').

(comparer au cas unidimensionnel étudié dans 2.57 du Tome I).

Pour r —)• oo, il vient,

à partir de laquelle on retrouve l'expression la donnée dans l'énoncé de l'amplitude de
diffusion, commode pour différents calculs approchés. C'est ainsi que pour ^' (r) w
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exp(î'kn • r ) , on obtient à partir de (2) l ' ampl i tude de diffusion dans l'approximation
de Born au premier ordre.

13.2. A première vue, il peut paraître que la condition de décroissance dn potentiel
(c'est-à-dire it > 0) soit nécessaire et suffisante pour que la fonction d'onde ne se
déforme pas aux grandes distances. Or, en réalité, la situation est plus délicate. Le
comportement asymptotique de la fonction d'onde pour r — oo

^(r) w exp(îkc) • r) + f (ko, k = k^) c—— (1)

suppose que l'amplitude de diffusion est une fonction bornée (sauf pour quelques
valeurs de l'énergie et des angles de diffusion). Selon le problème précédent,

f = — — — — f e-^^r)^ (r)dV. (2)
27i-/i- J

et la condition de convergence de l 'intégrale dans cette expression pour des grandes
distances, où la, fonction d'onde est de la forme (1) et, le potentiel ? 7 oc r^', sera
satisfaite s'il y a convergence de l'intégrale (q = k — ko)

[ -Lc-'q'-rfV-^ 47r / r-'^smqrdr. (:î)
Jr>R r" 9 JR

Pour que l'intégrale (3) converge, il faut, qu'on ait n > 1, qui est, la restriction cherchée
a la loi de décroissance du potentiel.

13.3. La fonction d'onde '1'̂  décrivant, le processus de diffusion des particules
d'impulsion /iko vérifie l 'équation (voir, par exemple, 13.1)

<' =exp?„.^)-^y^^^(^')^(^')ril'/. (1)

( 'ompte tenu du développement

,. . „/ h r,.'2 (.. . ,.''i2-|
k\r - r' = kr - k1-^- +-,[^- (1-̂ ] + . . . (>•' « '•), (2)

on remarque que si r ~^> R, on peut, remplacer r — r' -1 par r~1 , et que si r ^> kli'1

on peut, dans l'exposant de l'exponentielle, ne garder que les deux premiers membres
du développement, (2) . Alors l'expression ( 1 ) prend la l'orme

^+) = exp(,-ku . r) - ̂ Ç y'e-'-'^r/)^^.')^'. (3)

Soulignons que pour des particules rapides (kR S> J ) , la fonction d'onde n'a la, forme
asymptotique (3) que pour r ̂  klî^ ̂  /? (et pas seulement pour r ^> R).
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13.4. Dans l'approximation de Born, le calcul de l'amplitude de diffusion se réduit
au calcul de l'intégrale

/ = -^ f^ ̂ U^dV =^Ç Uir)^ - e-^rdr. (1)

Vu que du = \f\2d<lî, la section efficace totale de diffusion dans l'approximation de
Born vaut

I - /•T i.2 r8mE/h'2
a(E) = \ |/|2^ = 27T / \f^sm0d9 = ——— / f2(q)dq2 (2)

J Jo zmrJ Jo

(rappelons que q = k — ko, q = 2k sin ( O / ' 2 ) ) .

Le calcul des intégrales ( I ) et, (2) donne :

•2maR2 sin qR 47^ma27î2 V^^2/''2 sin'-' x
a) /=—^-^-- ^=^7— l -^-dx-

L'intégrale dans ( T ( E ) ne s'exprime pas en ternies de fonctions élémentaires. Les
cas limites des faibles (kR <Si 1) et des grandes [kH ^> 1) énergies sont :

, fÔTrm2»2^4 , , TTma-'R-' , SmER2

^ (A^0)=———.4———' ^ -^ °°) = —^7— ln
h4 ' v / VE h2

(pour E —>• (X) l'intégrale dans l'expression cr(E) diverge ; pour son calcul il faut
remplacer le facteur oscillant sin2 x par sa valeur moyenne égale à 1/2).

La condition de validité des expressions obtenues est la réalisation d'une des deux
inégalités : m7î|o'| ̂  h2 ou o;| ̂  lïv.

AmUoR3

1 J f c 9 / 1 ' ) 7~)9^9 '
^ ( l+Ç 2 ^ 2 ) 2 '

^-^[-{^y3
,,, „, 647^m2R6Ug SnmR4^

^ (^^0)=———^———' ^E -f 00) = ——^T-

Les conditions de validité sont mTÎ2!^ ^ h2 ou 7?,|?/o < ;̂ /i^.

'2maR'2
^ f

, , fmaR2\ ( SrnER2

a(E)=^n—————} 1+—————
l̂ ;̂ V^^-} '

.(77 -> 0) = f6. (m^) 2 , ^ ̂  oo) = 2^2.

Les conditions de validité sont m.R|Q'| <Si h2 ou cr| ̂  hv.
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Ti" m a ,
d) / = —-,^>—, la condition de validité est m f t | <$; /r La section efficace totale

de diffusion est égale à l'infini, vu la décroissance lente du potentiel aux grandes
distances r

. 2m^i

(2kR)4 J

i\ 2
•27T

~k2a E= 1- +
2m ) k2 \ h2

lÔTi-m2?./2^6

(7(^^0) = oc.
9h4 ' \ ' ^E

Les conditions de validité sont iiiR^^o} <$; I I ' 2 ou 7^ | ( / ( i | <S. hv.

q^R^„, , V^mUoR3
f) f=-——^——^P2fi2

4mKR2'
a ( E ) = 1 — exp

WE

a(E -^0) = h4

h2

cr(E -

Les conditions de validité sont, mA'^lt/o •< /(2 ou R\Uo <$: hr.

Vu que dans ce cas, l'amplitude de Born décroît exponentiellement pour des q"
grands, l'approximation de Born ne peut être appliquée que pour des valeurs suf-
fisamment grandes de q1. Donc, dans l'expression de la section totale de diffusion,
la prise en compte du terme exponentiellement petit n'est pas nécessaire (voir [1]
et 13.15).

13.5. La résolution du problème de la diffusion élastique dans le potentiel l7^'}
donne, d'après le calcul des perturbations, l'expression suivante de la fonction d'onde

(+) (o) ^k1'' où 'îko) =exp(? :k- r ) et

i. k r

271-/î2

Pour trouver il'' (0) pour un potentiel central, il est commode d'effectuer l'intégration
en 0' et y' dans l'expression (1) (pour r = 0) en utilisant pour cela les coordonnées
sphériques avec l'axe polaire parallèle au vecteur k. L'intégration élémentaire donne

[/(^(e2'^' - l)dr. (2)

Pour les potentiels [' = UoRS(r - R) et U = U o Ç ~ r l R , à partit de (2), on obtient :
^-nTI.. Rm imUoR. „ . , „

a) ̂ w = -kh^^' 1) ;
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b) ^(0)
^(1 -îikR}'

(domine il fallait s'y attendre, dans les conditions de validité de l'approximation de
Born (quand une au moins des deux inégalités mP'ï\UQ\ <S. lï'2 ou -R|?7o| <$; f~w est

r,(i) ( i ) /satisfaite) ^'(0)} < 1, c'est-à-dire ^'(0)} < 1'̂  = 1.

13.6. La. propriété recherchée de o'(E) est évidente si l'on tient compte du fait que,
dans l'approximation de Born, l'amplitude de diffusion vaut

f = -
m / 2m /'°°
- e- ^ q• r?7(r)dV=-,—/ sin(çr) U(r)rdr,

" 1 Jo

et qu'avec le calcul de la section efficace de diffusion cr(E) = J \f(E)\2dÇl, on passe
des variables angulaires 0, y aux variables q1 = 2fc2(l — c o s f f ) , y ; alors

1,2 /•SmE/h-1

Ea(E)=—— \ |/(ç)|W.2m I n

13.7. Dans l'approximation de Born

a(E) = f /(q)|2^, /(q) = -^ f e-^U^dV.

Vu que q2 = 2Â'2(1 — cos 0) = 4mE(l — cos0)/h2, on a pour E == 0

a(E=0)= / ' | /(0)|2diï=4^|/(0)|2 .

Compte tenu de l'inégalité

^(q^l/'^Me-^W <f\U(v)\dV= Ju(r)dV =\U(0)\

(1)

(2)

(3)

(il est essentiel dans (3) que la fonction réelle U(r) ne soit pas alternée) et vu que
pour E / 0, on a pour une diffusion d'angle 9 ^ 0, q2 -f- 0, on voit, en confrontant
(1)-(3), que cr(Ê') < o-(O), l'égalité ne se réalisant que pour E = 0.

13.8. En substituant dans la formule générale de l'amplitude de diffusion

/ ( ko ,k )= -
m

271-fi2

(voir, par exemple, 13.1) la fonction d'onde e °'^ d'une particule libre à la fonction
d'onde exacte 'S^ ' (r) on obtient, compte tenu de la forme de l'opérateur U,.^,

/^(ko,k) = f ^ ( A ) = -^ J e-^U^dV, (1)
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on A = k + ko, de sorte que A2 = 2^(1 + cosO). Si l'on exprime l 'ampli tude de
diffusion eii fonction de l'énergie cl, de l 'angle de di f fus ion , il devient, clair que

.{H^E,e\)=î^E^-0}, (2)

on f ^ ( L \ 0 ) est l 'amplitude de diffusion dans le potentiel central U(r).

( 'oinmeon le sait, la diffusion de particules rapides kR ^> 1 sur un potentiel "ordinaire"
se fait essentiellement vers l'avant dans le domaine d'angles 0 ~ (k'R)~1 <C f (où lî est
le rayon du potentiel). Avec un potentiel d'échange, selon (2) , la. diffusion s'effectue
pour l'essentiel vers l'arrière (les angles de diffusion sont proches de 7r). Pour un
potentiel const i tué par la superposition d'un potentiel "ordinaire" et d 'un potentiel
"d'échange", la section efficace différentielle de diffusion des particules rapides présente
des maxima marqués vers l'avant et vers l'arriére (0 w 0 et 0 w 7r).

13.9. Dans l'approximation de Born, l'amplitude de diffusion s'exprime connue la,
transformée de Fourier du potentiel (q = k — ko) :

/ / / ~ ~ /' •
nko,k)=-———?7(q), l ' ( ( l )= c-^UW. (1)

Z-n-fi" J

La transformée de Fourier <--''(q) de la fonction L ' ( r ) , non nulle dans le domaine r < 7?,
n'a une valeur significative que pour I ] R ̂  1, car pour qR ̂ > 1, l 'intégrale définissant
/^ (q) est petite a cause des oscillations rapides de la fonction sous l ' intégrale engen-
drées par la présence du facteur e""11". Vu que q2 = '2k-'(\ — cos0) et que kli ^> 1
et qlî ^ 1, la diffusion des particules rapides s'effectue pour l'essentiel sous de petits
angles 0 ~ (kli)'1 < 1.

Trouvons comment on peut simplifier l'expression (1 ) et la formule donnant la section
efficace totale de diffusion cr(E) = J \f\~'(!^i, pour k!{ 3> 1, compte tenu du fait que
seuls les petits angles (pour lesquels q2 w k^O2 ~ R~'!) jouent un rôle important.

Décomposons le vecteur q en deux composantes : q = q^ -|- q n , où qn représente le
vecteur dirigé suivant le vecteur ko, tandis que q^ J_ ko (fig. 8). Pour 0 <^ 1 on a
(/|| = k i j ( i — cos0) w k o 0 - ' / ' 2 , g^ w kgO, autrement dit q^_ '^> q^. Vu que q ?» q±,
q • r w q-L • P <'• lu formule (1) prend la forme

/7(q) % U(^) = /'e-^^(^)rL~r/2/,.

Figure 8
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De plus, la grandeur k~'d<\îk peut être assimilée à un élément de surface de la sphère
de rayon k (riiïk étant un élément de l'angle solide dans lequel les particules sont.
diffusées). La partie de la sphère au voisinage de l'axe polaire orienté le long du
vecteur ko peut être assimilée à une surface plane perpendiculaire au vecteur ko, et,
donc, fc^dOk = dS = dq^dq^y = cPq^ (l'axe z est dirigé suivant le vecteur ko).

Donc,

a = f |./-|2^ - 4^^ V l̂ )!2^. (3)

En portant l'expression (2) dans la formule (3), on obtient

a = ST^E J [/e-îq" 'p u ( p ' ̂ dzlîlt\ [/e-îqx 'p'u(p'' ̂ '^P'} d2<^- W

Après intégration par rapport à q.i_ dans l'expression (4) à l'aide de la formule

^-^P-P'^^q^^fS^-p'),

on peut effectuer l'intégration par rapport à p' et l'on obtient la section efficace de
diffusion des particules rapides :

a(E ̂  œ) = — — — 1 [ \ [ U [ p , z ) dz] fp. (5)
zlî EJ J J U J

Pour le potentiel U = Uoe-^l^ = ?7oe-p2/•R ' ie-^2/•R2, la formule (5) donne <r(E) =.
^mU^R^/^Eh2.

13.10. L'approximation de Born correspond à la prise en compte du premier terme du
développement en série de l'amplitude de diffusion suivant les puissances du potentiel
d'interaction. Le paramètre du développement est soit m|?/o|-R2 / h 2 , soit \Uo\R/hr,
où lly et B sont les grandeurs caractéristiques du potentiel et de son rayon et où v
est la vitesse des particules. La condition de validité de l'approximation de Born est
que l'un de ces paramètres soit petit devant l'unité. La section efficace de diffusion
se développe de même en série suivant ce petit paramètre. Mais puisque cr ~ |/|2,
le premier terme dans le développement de la section efficace est du second ordre ;
ainsi dans l'expression du théorème optique, 47r Im f ( E , 0 = 0 ) / k = cr(A'), il n'y a
pas de terme du premier ordre, d'où il s'ensuit nécessairement que Im f B ( 0 = 0) = 0.
La validité approchée du théorème optique est assurée par la partie imaginaire de
l'amplitude de diffusion au second ordre du calcul des perturbations (voir problème
suivant).

13.11. Utilisons les expressions bien connues de l'amplitude de diffusion au premier
et, au second ordre du calcul des perturbations [1] (ko, k étant les vecteurs d'onde de
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la particule avant et après la diffusion) :

m —, —

^(q=k-ko)=-^^(q) , U(q)= e-^U^dV,

f(2)fkn k} - m2 f1^^)1^,^^.,} (ko,k)-^^y ^-kl-ie U K

(e > 0 est une quantité infiniment petite).

Pour la diffusion vers l'avant (0 = 0, ko = k), on obtient

fWtl- Ir ) ^L/'K^^MJ^^ /^
/ (ko'ko) =8^ J 7 -̂IF-̂  K (1)

(on a tenu compte de ce que U(q) = ?7*(—q)). De l'égalité (1) il s'ensuit que

Im /^(ko, ko) = ̂  / ̂ ^\U(. - ko)|2./3. (2)

En notant que, pour £ > 0 infiniment petit, la fonction

• '̂̂ .FT^^
est une fonction S (en effet, la fonction g ( x , e ) n'est différente de zéro que pour x ~

00

£ — 0, tandis que l'intégrale f g ( x , £ ) d x = 1), et en écrivant. (Pu = ' ï , d K 2 d f î n ,
—00

K. = K Ï I , l'expression (2) s'écrit

2 /'
Im /^(ko.ko) = -j——^ y \U(K.n - ko)|2^2 - k^d^d^

= ^^/> |^on-ko)|2d^=^y|/n(k-ko)|^rf^.(;i)

La relation obtenue Im /(2) ( E , 0=0)= k c ^ B ( E ) / 4 n est le théorème optique au second
ordre du calcul des perturbations (au premier ordre il a. l'aspect d'identité 0 = 0 , voir
13.10).

13.12. La grandeur cherchée rf se déduit des relations

a ( E ) = ^ - ï m f ( E ^ = 0 ) ,

fë) = [Re /^' e = 0»2 + P111 f^' e = 0»2'v"""/ 0=0

de sorte que

1 1^\ ^ (^ (k^El\' , [2mE^^w-^w^-^)' k=^
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Comme Re f ( E , 0 = 0) est différent de zéro dès le premier ordre du calcul des per-
turbations tout en étant indépendant de l'énergie :

Re f(E,0=0)wfB(E,e=0)=-^ fu(r)dV,

et du fait que Im f ( E , 0 = 0) > 0, n'est non nul qu'au second ordre du calcul des
perturbations, dans les conditions de validité de l'approximation de Born, r ] ( E ) a les
propriétés suivantes :
a) la fonction ri(E) possède un signe déterminé (pour un potentiel répulsif U(r) > 0

on a ri(E) < 0, et pour un potentiel attractif U(r) < 0, on a r)(E) > 0 ;
b) |»?(£')| ~S> 1 pour toutes les énergies (sauf dans le cas particulier où le potentiel est

alterné et l'intégrale f U(r)dV est anormalement petite par rapport à J' |<7(r)|dV).

On remarque aisément que |??(-E')| —S- oo lorsque E —>• 0, pour un potentiel quelconque,
même s'il ne peut pas être assimilé à une perturbation.

13.13. L'amplitude de diffusion sur deux centres dans l'approximation de Born vaut

/2BC(q) = ~2^ /^'^[W + Uo(r - a)]dV = /^(l + e-"^) (1)

(dans la seconde intégrale on a procédé à la substitution r' = r — a).

Pour ka <^ 1, comme q2 =- 2^(1 — cos0), on a de même qa <^. 1 et e""1'1 w 1,
/^. w 2/(B et la section efficace de diffusion sur deux centres est quatre fois plus
grande que sur un centre : o-^ » 4o-o.

Compte tenu de la relation (1), la section efficace de diffusion sur deux centres peut
être écrite sous la forme

a^_=2 f \fB(q)\'2{l+cos(l•Si)d^. (2)

Pour kR > 1 et a ^> R on a ka ^> 1, aussi la grandeur qa varie-t-elle sensiblement
pour une petite modification de l'angle de diffusion. Le terme dans l'intégrale (2)
contenant cos q • a oscille rapidement et sa contribution dans l'intégrale est beaucoup
plus petite que celle du premier terme qui n'oscille pas. C'est pourquoi dans les
conditions posées, kR > 1, a ~^> R, la section efficace de diffusion sur deux centres est
deux fois plus grande que celle sur un centre : o-^ w 2(To.

Le fait que la relation entre les sections efficaces de diffusion sur deux centres et sur un
centre dépende des conditions de diffusion est dû à l'interférence des ondes diffusées
sur chaque centre.

13.14. L'amplitude de diffusion vaut (comparer au problème précédent)

r(q) = .roE "̂1"" = fSWGN^. (i)
n

La section efficace différentielle de diffusion est donc

ï-^0"^2- (2'
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Soulignons le l'ail (HIC le facteur |Cr'w(q)|2 ne dépend que de la position des centres
dans l'espace et du vecteur q (mais pas de la forme de l'interaction des particules avec
un centre par t icul ier !).

l'our une chaîne linéaire de centres de diffusion (fig. 9) a,; = (n — f ) fci io, iiy = ko/A-o,
et, corn nie q • lin = —q'1 / ' 1 k , on a

,̂f;,-.,....,,.-u^-^(.̂ ^) y,^^\^^Y (,,,
2—^ 1-exp(îg26/2fc) |_ sin((/-&/4Â-) J

•^r Q
^ > • • • • •

0 k b 'lb (,V - 1)6

Figure 9

Pour ;V ^> I , selon (3), \G]\'((l)\2 n'est sensiblement grand que pour des valeurs de
<1, telles que q ^ b / ^ k w np avec p = 0, I , . . .. Les particules ne sont donc difl'nsées que
sous des angles détermines.

Pour kb <$; 1 (alors, on a aussi qb <^. f ) , la section efficace de diffusion totale des
particules peut être écrite sous la forme

"^r'i '̂i-h^r^
Vu que la fonction (sin y / y ) 2 n'est sensiblement différente, de zéro que pour y < 1,
la contribution essentielle à l'intégrale (4) est due à l ' intervalle q2 < k / N b . Aussi la
grandeur \f^(q)\'i peut-elle être sortie de l 'intégrale avec sa valeur au point q = 0 et,
du fait que

F" sin2 y , / • 0 0 . . ,(\\ /•~ 2 sin (/ces?/ /•c- sin .v TT
1 —— dy = - / sin y d - = / ———————dy = 1 ———dx = -,

./o y .la \y/ ./(i y ./o •r 2
on obtient la section efficace de diffusion totale des particules a = ÏTT'-' N ^ f ^ O ) ^ / b k .

13.15. La transformée de Fonrier du potentiel vaut

U(q) = fu^-^-^l^dV = Trv/TrWoe-^2/4.

De plus, l'amplitude de diffusion au second ordre du calcul des perturbations f1'2'1 (ko, k)
s'écrit

/»(„„„) . ___^(^k^|k-«)^
87T4/)1 J K- - KO — l£

r^R6^2 _^/8 /• cxp {-[K - (kp + k)/^2/?2^}

STrh4 e J ^ - k s - ï £ '"• ' '
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De l'expression ( 1 ) , on déduit que le rôle dominant dans l'intégrale en K est joué par
le domaine pour lequel \n — (ko + k)/2|7-? < 1 (pour les autres points, la fonction
sous l'intégrale est exponentiellement petite). Dans ce domaine de valeurs de K , pour
qR ̂  1 (dans ce cas, on a également ko + k|7î ^> 1) le dénominateur de la fonction
sous l'intégrale de l'expression (1) varie très peu et il peut être sorti de l'intégrale
avec sa valeur au point K. = (ko + k)/2 ; l'intégrale qui en résulte se calcule de façon
élémentaire par le changement de variable K' = n — (ko +k)/2, et l'on obtient pour
/^ ) (ko ,k) dans le domaine des grands transferts d'impulsion qli ̂  1, l'expression
suivante :

^,^ v/2^72/?3^,^^
(/-'/î4

Vu (lue dans l'approximation de Born, /" = f ^ oc e"9 Jr/4, pour des valeurs suffi-
samment grandes de q2 on aura \fi\'l'i\ ^> \.fB\ ( f ^ décroît plus lentement que /B).
Cela signifie que pour de grandes valeurs de q2, l'approximation de Born n'est plus
valable, et dans le calcul de l'amplitude de diffusion, suivant la théorie des perturba-
tions, on ne peut pas se limiter aux premiers termes de la série.

13.16. Pour des particules d'énergie E = 0, l'amplitude de diffusion de Born ainsi
que celle de diffusion exacte sont données par les expressions

ÎTÎ / ÎTÏ r
f'W = -^72 / ^('W /"W = -^T? / U(r)'î'o(r)dV, ( 1 )27r7i J 27r/(- J

où 'I'o('') est la fonction d'onde de l'état avec E =. 0 satisfaisant à l'équation

^(r}=^-^/U(r')^WdV' (2)

(voir, par exemple, 13.1 ; pour E = 0 on a de même ko = 0 et les fonctions ^Q et
^' coïncident, ce qui permet d'écrire tout simplement 'l'o)-

Dans un potentiel répulsif U (r) ^ 0, la fonction d'onde avec E = 0 est la fonction
d'onde de l'état fondamental ; elle n'a pas de zéros, c'est-à-dire n'est pas alternée,
et comme ^(oo) ^ 1. on a. 'I'o(»') > 0. Dans ce cas, l'intégrale de l'expression (2)
est positive : ainsi, pour un potentiel répulsif, 0 -^ 'l'oM ^ 1; et, d'après (1), on a
|/"(0)| < [/"(O)! ; donc la valeur exacte de la section efficace de diffusion est plus
petite que celle calculée d'après la formule de l'approximation de Born.

De façon absolument analogue on trouve que dans le cas b) /"(O) > ^(O) > 0 et la
valeur de Born de la section efficace est inférieure à la valeur exacte.

Soulignons que les relations obtenues entre la valeur de Born et la valeur exacte de la
section efficace de diffusion pour E = 0, sont valables, même en dehors des conditions
de validité de l'approximation de Born.

13.17. En reportant dans l'expression de l'amplitude de diffusion pour un potentiel
central U ( r ) , avec l'approximation de Born,

'--ïl'-'^^
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le développement

yinçr sin \/2Pr2 - Ïk^r'1 cos 0 n v^ , nr r /; \T2 „ , a\
~^~ = = 2^>> + l)^/^] P,(cose),

on trouve

/" = ̂ ('2l + 1) [-^- F U{r)[J^i^kr)Yrdr\ Pi(cœ0). (1)
—— | tîîi I 1\ \

(=0 \ "" -'

En comparant, l'expression (1) au développement général de l'amplitude de diffusion
exacte en ondes partielles pour des petits déphasages |<^(fc) | <$; 1 (ce qui constitue ici
la condition de validité de l'approximation de Born) :

M 2î<5| _ 1 °° f / i \

F = ̂ (2/ + 3 ) ' ^7 Pi(cos0) w ^(2/+ 1)^ 7^(008 6),
;=0 l ;=0

i l vient de l'égalité /'" w /B

c 00

St(k) wS'i (/,-)=-7rm / ^(r)^!^^-)]2^. (2)
''" ./o

L'expression (2) est le premier terme du développement du déphasage en puissances
de l'interaction.

13.18. Comme dans l'approximation de Born les amplitudes de diffusion pour les
potentiels d'échange et ordinaire sont liées par la relation /<"i,(0) = /"(TT — 0) (voir
13.8), le développement de l'amplitude /B^ en ondes partielles peut être obtenu
directement de l'expression (1) du problème précédent par substitution de (TT — 0)
à 0. Or dans cette substitution PiÇcosO) devient (—ly.P^cos 0), et, compte tenu
de l'expression (2) du problème précédent, les déphasages de Born pour le potentiel
d'échange valent

Uk) = -(-!)' 7TO F V[r)[J^i,[kr)Yrdr.
"" Jo

( J )

L'apparition dans l'expression (1) d'un facteur supplémentaire (—1) ' , absent pour
le potentiel ordinaire, s'explique facilement si l'on tient compte de la propriété sui-
vante de l'interaction d'échange : ^ch^r) = U(r)\î!(—r). Dans un état ayant une
valeur déterminée du moment cinétique / de la particule, cette interaction donne
Ui.^ ̂ (r) = î/(r)î ' ;(—r) = (—lyî^r)'!^-!-!'), et l'énergie potentielle change de signe
selon que / est pair ou impair (si pour des l pairs, l'interaction est attractive, pour
des / impairs, e l l e est répulsive).

13.19. L'expression du déphasage dans l'approximation de Born est,

â?W =-^/^ U{r)[J^^kr}\\dr: (1)
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Pour k = \/2mE/h2 —?' 0, l'argument de la fonction de Besse] x = kr dans le domaine
des valeurs de r tel que r ^ R, est petit, (x <^ 1), et comme

1 /a• \ ; + l / 2

J^W -r(T+372) (2) ' ^+V2,
on a, d'après (1), pour -E —>• 0

(^) % -P^^n F ̂ M^^/S)2^ oc A.2^. (2)
ft.-l (̂  -|- ù/zJ Jo

II est clair que l'expression (2) est également valable pour des potentiels de la forme :
[/ oc r~1' pour r —)• oo, mais seulement si l < ( i /—3)/2 (dans le cas contraire l'intégrale
dans (2) diverge).

Pour les potentiels ne satisfaisant pas à la condition de validité de l'approximation de
Born m\Uo\R'2 / h2 <^. 1, la formule (2) n'est plus valable ; toutefois, on a toujours un
comportement S [ ( k ) oc A'2 +1 pour k —>• 0.

13.20. L'expression du déphasage dans l'approximation de Born est,

^W =-VÏ Ç U(r)[J^(kr^rdr. (1)

Pour k = \jimE[W —>• oo, dans tout le domaine d'intégration, à l'exception d'une
bande étroite de petites valeurs de r, l'argument de la fonction de Bessel a' = kr est
grand : a; ~S> 1. En remplaçant dans la formule (1) la fonction de Bcssel par son
expression asymptotique

J l+ i / 2 ( . r )« ( ^ - } s in fa--^) , a-»( /+l /2)2 ,
\7TX / \ Z J

on trouve pour k —> oo

w') ̂  -ï—. ru^sm2 (kr -'J-}drw -T^ r u^dr ^kh Jo \ 2 / kn Jo

(dans l'intégrale le facteur qui oscille rapidement sin (kr — '—) peut être remplacé
par sa valeur moyenne égale à 1/2). Mais si U(r), pour r —>• 0, croît comme r ~ 1 ,
ou plus rapidement, l'expression (2) n'est plus valable (l'intégrale diverge). Pour ces
potentiels, le domaine des petites valeurs de r donne une contribution dominante à
l'intégrale de l'expression (1) et la substitution dans ce domaine de la, fonction de
Bessel par son expression asymptotique donne un résultat erroné.

Notons que si le potentiel est borné pour toutes les valeurs de r, pour une énergie
suffisamment grande (telle que |?7o|/î <^ hv) il peut toujours être assimilé à une
perturbation et, dans ce cas, le comportement asymptotique des déphasages pour
E —>• ce est donné par la formule (2).

13.21. L'expression quasi classique du déphasage [1]

W=-^———^w=———, r,=1-^, (3)\ / k fiVP-(/+l/2)2/r2 ' ° k ' [ '



pour E —f oc donne

m f"
w^-Tr, ?'('')riî'K/t JQ

( 1 ;

en accord avec !<' résultat obtenu dans le problème précédent. La condi t ion de v a l i d i t é
de l'expression (1) est la- convergence de l'intégrale.

13.22. Les déphasages des ondes .s dans l'approximation de Born sont égaux a

W=-7^ f " rU^J^.ik^d,^-'^ F l ' ( r ) ^ k r d r . (1 )
""" Jo "'"'" J il

Une intégration élémentaire donne :
2m/»/osin'-'Â'/î,

a) rf,, ( /•)=-——————,———— ;
k l i -

•iiitJ^U'ak
b) w = -/.(1+4W)-

La c o n d i t i o n de validité de l'expression (1) pour des particules pas trop rapides avec
k [ i ^ J , est \So(kR ~ 1) | <$: 1 (R étant le rayon d'action du potent ie l ) . Dans les
cas considérés, cette condition prend la forme \Uo\ ̂  h 2 / 1 1 l f i ' ' , comii ie i l f a l l a i t s'y
attendre.

La v a l e u r des déphasages des ondes s permet d'obtenir la section efficace de d i f f u s i o n
des particules lentes /,'/? <S, J :

.^m2, ^o.
L k J

13.23. Vu que | r fu ( f c ) | •C 1, le potentiel est, faible et il peut être assimilé à une
per turba t ion . Dans ce cas le déphasage est défini par l'expression (voir, par exemple,
1^.17)

So(k) = -'2m F U^sm^k^dr = ——— F U (r}[\ - cos2A-,-]^. (1)
K t l JQ A'/l- ./Q

M u l t i p l i o n s les deux membres de l'égalité (1) par (—kh" /2m) et, ensui te , dérivons par
rapport à k ; on obtient ainsi

/ ''-' / /"'v' ;' />00

-^^r[kW}= r l ! ( r ) sin(2fer)dr s, / rf/(|^|)e-'-"fc'•dr. (2)
2m dk Ju 2 .1-^

Le potentiel / / ( r ) est défini pour r > 0 ; on a introduit de façon formelle les valeurs
r < 0 en définissant la fonction U(r) par ? ' ( — | r | ) = ?7(|) ' |) . ]3e façon analogue,
le déphasage n'est défini que pour k > 0, toutefois la formule (1) permet aussi de
considérer formellement So(k) pour k < 0, S o ( k ) = —So(—k) étant dans ce cas une
fonction impaire de k.
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La formule (2) correspond à la transformée de Fourier de la grandeur rU (\r\) et permet
d'obtenir le potentiel par la transformation de Fonrier inverse

rU(\r\) = ̂ 1 F ̂ [kS^k^dW. (3)
m ZTT J_oo ""'

Comme la fonction -^[kSo(k)} est impaire (voir plus haut),

?-•(,-)=—2/t- /'~- /[^o(fc)]sln(2A•r)dfc (r > 0). (4)
Trmr J g dk

a) Pour (')'o(fc) = ( _ ' = cte (pour k > 0), selon (4) , on a

U(r) = -——- sin('2kr)dk = -——— smxdx=-———-=-a

Trrw JQ 7i"ï7?r- Jo vmr'- r2Trmr JQ ' ' TTim'2 Jo Trmr2 r^

d '2iîk
b) Ici on a —[kSn(k)] = . — — . En reportant cette expression dans (3) et en cal-

(lk [1 + pk J
cillant l'intégrale par le théorème des résidus (pour r > 0 le contour d'intégration
peut être fermé sur le demi-plan supérieur de la variable complexe k ) , on obtient

U(r)=--20^ 0-^^=1^^.
rn^//33

13.24. Pour calculer le déphasage de l'onde s, il faut trouver la solution à symétrie
sphérique (vu que 1= 0) de l'équation de Schrôdinger 'I'o(r). Son comportement
asymptotique pour )• —^ oo : ^(r) ex 1- sin(Â;r + Sy) donne alors So(k).

a) L'équation de Schrôdinger pour r > R de la fonction %(r), liée à la fonction
d'onde 'Fo par la relation \ = r'l'oi et sa solution satisfaisant à la condition limite
\{H) = 0, sont de la forme

X"+k\=0, x ( r ) = A s m [ k ( r - I Ï ) } . ( I )

On voit à partir de (1) que So(k) = —kR.

b) La solution de l'équation de Schrôdinger pour la fonction y = »'^'o, satisfaisant à
la condition \(0) = 0, a la forme

, > _ f Asin/tr, r < R, . ,
^ f - { Bsm(kr+So{k)), r > R, \ )

avec K = ̂ /2m(E +Uo)/h2.
Les conditions de continuité de la fonction d'onde \(r) (2) et de sa dérivée au
point r = R, conduisent à la relation K cotan nR = k cotan (kR + 6o(k)) d'où

So(k) = —kR + arc cotan — cotan K,R\
E- K -1
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c) Si l'on représente la fonction d'onde ^SoÇr) sons la forme 'I'o(ï') = \(r')/r et si l'on
procède au changement de variable x = exp(—r/2/î) , l'équation de Schrôdinger
prend alors la forme

^ïi^-^-}^ w
où A = ^/SmUoR'2/^, p = ̂ SmER^/h'2 = '2kR.
L'équation (3) est l'équation de Bessel et sa solution générale est

y(x) = C\Jip(\x)+C\J,,p(\x).

La solution qui nous intéresse doit satisfaire à la condition limite \(r = 0) =
^(x = 1) = 0. Elle a la. forme

X { x ) =. A[J_,,,(\)J,,,(\x) - Ji,,(\)J_ip(\x)}. (4)

Le déphasage se détermine par le comportement asymptotique de la fonction
d'onde pour r —>• oo (x —?• 0) :

,V oc sm[fer + rfo] = l[e î /^ '-+ lA•o - e-'*'-^0] = y^-2^ - e-^-.r2'^]. (5)_~_[^'kr+iSo _ -ikr-iSol _ _•_

2 2 L J 2 • ( •

Compte tenu de la propriété de la fonction de Bessel J i / ( x ) w p ; i i \ ( .E/2)^, x —^ 0,
on obtient le comportement de la fonction (4) pour x —>• 0 :

.(,) - 4 [ •/-^A) W _ W f^Y"} (6)
^'^-'[rd+^^J T ( l - i p ) { 2 ) \ - w

En comparant les expressions (5) et (6), on obtient

,̂  ^ (A/2)-8P^(l+»•p)^(A)
(A/2)vr(l-^)J_.p(A)' [ '

Pour des paJ'ticules de vitesse nulle, la section efficace de diffusion peut ctrc calculée
d'après la formule cr(E = 0) = 47T(So(k)/k)^_^Q et est- égale à :

a) o- = 47I--K2 ;

b) So(k) w k(-R + ̂  t,g noR.) pour k -^ 0, KO = ^mUo/h2

^=»'=4"^î(^•<\/2"'j't!-•)"
L'expression (8) pour [/o > 0 fournit, la section efficace de diffusion par un puits
de potentiel de profondeur L''() et de largeur H . Pour UQ < 0, on a une barrière
de potentiel ; KO est alors purement imaginaire. Eu représentant KO sous la forme
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de KO = i\Ko et compte tenu de la relation tan î'|.c| = î'th |a;|, on trouve la section
efficace de diffusion par la barrière de potentiel des particules d'énergie nulle :

^^(vS^^--)'
Dans la limite \Uo <^ h2 /mR2, les formules (8) et (9) donnent

167I-.R2 (mUoR2^ y""^^(^^J <<^'
ce qui correspond au résultat de l'approximation de Born (voir 13.4, e)).

c) Le comportement de So(k) pour k —> 0 s'obtient aisément si l'on se sert des
développements suivants (p = ïkR —> 0) :

r(i ± ip) w r(i) + r'(i)(±îp) = i =F îikRC, (10)
où C = -r'(l) = 0, 577 est la constante d'Euler,

(À/2)^ = e^'"^/2) w 1 ± ipïn(\/2) = 1 ± 2ikRïn(\/2), (11)

J±.pW » JoW ± i p ( d J ^ X ) / d v ) ^ o -

Pour le calcul de la dérivée d J ^ / d v , utilisons la fonction de Neumann

WCOS^-J_^)
sm I/TT

Pour v —>• 0, on a d'après (12)

et, donc,

J ^ p ( X ) w Jo(\) ± '•^-NoW = Jo(\) ± iknRNo(X). (13)

Compte tenu des relations (10), (11), (13), il vient de la formule (7), pour k — 0,

e2^0 w 1 + 2»Jo(fc) w 1 + 2ikR [^^0(A) - 2 In \ - 2C'1 , (14)
L ^(A) 2 J

et la section efficace de diffusion pour des particules d'énergie E = 0 est. égale à

a(E=0)=16^\C+ln\-7-NOW}2. (15)
|_ 2 2 Jo(AJ J

Pour UQ < 0, le potentiel représente une barrière de potentiel. Dans ce cas, À
est une grandeur purement imaginaire. En écrivant À = i\\\ et en se servant des
formules connues

/o(|À|) = ,7o(»|A|), J<o(|A|) = -^No(i\\\) + ̂ /o(|A|),

ln(î |À|) = In |À| + î7T/2,
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on trouve sans peine comment varient les expressions ( 1 4 ) , (15) quand on passe
d'un pui t s de potentiel à une barrière. En particulier, la section efficace de diffu-
sion prend la forme

^=0)=16.7^'[(-+lnN+^12. (16)
L z - 'o(|Â|) J

On invite le lecteur à montrer que, pour | / 'o <€ /r/m.rt2, on retrouve le résultat
de l'approximation de Boni.

Les sections efficaces de diffusion des particules d'énergie E = 0 obtenues ci-dessus,
sont également valables pour des particules lentes A- Ji <ï^. 1, sauf sauf dans le cas d'une
diffusion résonnante, quand a(E = 0) ~^> T r J S " .

13.25. Dans un potentiel central U ( r ) , décroissant- pour r — oo plus vite que r^3,
la solul.iou de l'équation de Schrôdinger pour E == (J a la symétrie sphénque, ce qui
prouve que, pour des particules de faible énergie, la diffusion n'est importante que
dans l'état s. De plus, le comportement asymptotique de la fonction d'onde pour
r — oc est de la forme ^ w 1 — a / r , où a = — f ( E = 0) est la longueur de diffusion
et o-(O) = 'ITT <•('-'.

Pour le potentiel donné dans ce problème, l'équation de Schrödinger pour E = 0
s'écrit

A^-) - ̂ (r) = 0, ou ^.2rf^) - '^(r) . 0,
h-r' r- dr dr n-r'

et après le changement de variable ,r, = 1/r, elle prend la forme

d'-' . 2mcr _
-7-7^ - —^^ = 0,dx2 h2

et possède la solution suivante, bornée pour r = 0 ( x = oo) :

^ = C exp[—.c \/Ïiiia/K2} = (7exp —-\/2?7m/fi2

Pour r — oo, ^(r) w C 1 — \ ——— , clé sorte que n = \ —— et la section efficace
V h- r V n-

totale a(E = 0) = Sirru.a/h2.

13.26. il s'agit de résoudre l'équation de Schrôdinger (E = 0)

( r) _i_ '"-' -'"' \
A < r ( r ) = 0 , Po l u• : (42 J L+^> l)

.1:0 -+- i/o ZQ
avec la condition limite ^(l'n) = 0, pour — ' + — = 1.

b- c
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L'expression asymptotique de la solution pour r -— oo s'écrit :

^ ( r ) w l - a / r {a = -f(E =())),

où a est la longueur de diffusion.

Pour la fonction y(r) = 1—^, l'équation, les conditions aux limites et le comportement
asymptotique s'écrivent

A^(r) = 0, y(r) — a / r ' pour r —>• oo, 0)
y(ro) = 1 pour

2 i 2 2
X0 ' Vo , Z0

Pour déterminer la valeur de a, notons que, d'après (1), la fonction y(r) peut être
considérée comme le potentiel électrostatique créé par un ellipsoïde de révolution
conducteur (avec l'axe z comme axe de symétrie) dont le potentiel sur la. surface vaut,
i f Q = 1 et dont la charge est, e = a. Le potentiel et la charge étant liés par la. relation
e = C'yo, où C est la capacité de l'ellipsoïde, la longueur de diffusion des particules sur
l'ellipsoïde "dur" est égale à la capacité électrostatique du conducteur1 . La solution
du problème électrostatique (1) pour c > b est connue et s'écrit

y{r) = ;
2Vc2 - h2

:ln
+ - + Vc2 - 62]2 + v-

/c2 - &2]2 + x2 + y'1

Ce problème peut être résolu par la méthode des images : le potentiel de l'ellipsoïde
de révolution conducteur coïncide avec celui d 'un segment régulièrement chargé dont
les extrémités se trouvent aux foyers de l'ellipsoïde de coordonnées x = y = 0,
z = ±V'c2 — I ) 2 . En déterminant la "charge" e dans la formule (2) à partir de la
condition yo = 1 à la surface de l'ellipsoïde (a = e ) , il vient

c+ ^c2 - h'2
a=2Vc2- b2 In (3)

(il est commode, pour déterminer le potentiel, de choisir le point, de l'ellipsoïde situé
sur l'axe z dont les coordonnées sont x = y = 0, z = c).

Pour c = b, on obtient à partir de la formule (3), a = c et a(E = 0) = 47rc2. On
retrouve bien le résultat connu pour la diffusion de particules lentes sur une sphère
dure de rayon R = c.

Pour c ̂  b, la formule (3) donne

ln(2c/6)
a(E = 0) =

47I-C2

1 II est clair que la relation a = C est valable pour la diffusion des particules avec E = 0 sur tout
corps "dur", C étant dans ce cas la capacité électrostatique du conducteur. En particulier, pour
la diffusion de particules sur un disque dur de rayon R, la section efficace de diffusion est égale
à o{E = 0) = (16/7r).R2 (la capacité du disque C = 2 I i / v ) .



248 . PROBLEMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

13.27. D'après la formule donnant l 'ampli tude de diffusion (voir, par exemple, 13.1)

,f(ko,k) = -^ fe-^U^^W, (1)

pour un potentiel U {r) ayant, à grande distance le comportement donné dans l'énonce,
/ (kn,k) croît indéfiniment pour q = | k — k o | = 2Â-sin(f l /2) —>• 0. En effet, à cause
de la lente décroissance de la fonction sous l'intégrale dans (1) pour »• —> oc', avec
\^' (r) ?s e'1'1'1', la contribution dominante dans (1) pour des petites valeurs de q
vient du domaine des grandes distances. Dans ce cas,

/•- "' /' "e-^W- 2mQ /'oosm '^ 'rfr 1-2}J ~ ""Tt—T7, 1 "TT13 "• — ——T^T 1 ~~n—T '-
^h" Jr>Rr" qh- J f i r"-^

(la contribiition du domaine r < H pour q —>• 0 reste finie et est négligeable par
rapport à l'expression (2) qui diverge).

Il convient de récrire (2) sous la forme

.-1 />00 •2mcc i sin x,^"/^x.^ (3)

l'our •ii < 3, la borne inférieure dans cette intégrale (qR <$; 1) peut être remplacée par
zéro, et, comme

/"" sin a , / nn\ 7rsin(7TO/2)
c" = / ^TT^' = sm ~^~] r 2 - " = --pT———iV-^——^' 4

JO a;""1 \ 2 / r(n — 1 ) s ]n(7rn)

l'amplitude de diffusion pour les petites valeurs de q est égale à

/=C^3-", < % - . _ man . . . (5)«,-1 (n — 1) cos(7T?i/2)

Lors de la diffusion de particules lentes (E = 0), l'expression (5) est valable pour tous
les angles de diffusion et la section efficace de diffusion vaut,

/ m^o o ^ F sm0de' = J^^^^-L ̂ ww^
( î-9 \ 3—n «i ,= ̂  ̂ ) .L^-^-^1-

13.28. Ce problème s e résout de la même façon que le précédent. Toutefois, dans
la formule (3) pour n = 3, on ne peut plus remplacer par zéro la borne inférieure
d'intégra.tion à cause de la divergence de l'intégrale en 0. Vu que, pour x <^. 1,
sin a- w x , il est facile de calculer la partie divergente pour q —>• 0 de l 'amplitude de
diffusion :

•2ma /'TO sin a; , 2mcc f /•a<<1 dx f ^ s m x , 1 2ma , , .
f » ——^ / —^dx = -——— { — + / —^-dx \ w ——— In (qR ) .

^ JqR •C2 ^ [JqR x J a xî J Ki
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Vu que q = 2fcsin(0/ '2), la section efficace totale de diffusion de particules lentes est
égale à

: [ \f^ ̂  f 4"^2 ln-(kR)dfl = ̂ f"2 ̂ (kli) -^ œ.

13.29. En représentant la fonction propre commune des opérateurs H , l2 , ^ sous la
forme de 'î>klm(r) = X k l ( r ) Y i , , t / ^ / r , on obtient pour \kl l'équation

^ + 1^ + {k2 - ̂  \(l + 1/2)2 + ̂ l } ̂  = 0.
7 l ' L n J J

La solution de cette équation satisfaisant à la condition limite ^(0) == 0 :

X k l ( r ) = C J ^ ( k r } ,

l , 2ma
où Ji, est la fonction de Bessel d'indice v = \ (l + 1/2)2 + —,— a, pour r —>• oo, le
comportement asymptotique suivant :

A partir de (1), on trouve les déphasages :

^ = -^ + j(^ 1/2) = -J ^ + 1/2)- + ̂  - (l + 1/2) , (2)

qui permettent de calculer l'amplitude de diffusion:

/(^)=2^^(2^+1)(e2'à'-l)JP;(cos0)• (3)
;=o

a) Pour ï i i Q / t i 2 <Si 1, d'après (2), on obtient

•n'ma , . .
^-..O^)' ^«^ (4)

et, en développant, dans l'expression (3) l'exponentielle au premier ordre, on
obtient

00

f^---'^^-^n- ^
Pour faire la somme de la série, on s'est servi de la fonction génératrice des
polynômes de Legendre (en posant z = cos0, x = 1) :

/l - ÏXZ + X2 ^
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La section efficace clé diffusion différentielle

dcr ^ i . . i2 ^ __7A

c^ 1 - 1 S^A'sin2^)

est. très différente du résultat obtenu en mécanique classique (voir [5]):

7!--??' da_

.cffî

(6)

Les expressions (5) et (6) coïncident, comme on s'y attend, avec le résultat obtenu
dans l 'approximation de Bon] (voir 13.4, d)).

-i) Pour nw / h > 1, la, série (3) avec les déphasages (2) ne peut pas être calculée pour
l i n angle de diffusion quelconque. Il est facile de remarquer (nie, pour des angles
de diffusion suffisamment petits, les expressions (5) et (6) demeurent valables.
(''est l ié an fait que, pour 0 -— 0, le module de l'amplitude de diffusion tend vers
l ' in f in i . Chaque terme dans la série (3) est borné, la divergence de l ' ampl i tude
s i g n i f i e que dans la somme (3) les contr ibut ions principales viennent de grandes
valeurs de / (/ grand correspond à, un angle de diffusion faible) . Cependant,
pour des / suffisamment grands, ('1) devient valable et on en déduit les formules
(5) et (6). De cette façon, pour des angles de diffusion suffisamment petits,
indépendamment de la va leur du paramètre mci/^2 , l ' ampl i tude de diffusion est
donnée par l'expression obtenue dans l'approximation de Born. (Ce résultat est
naturel, car pour la diffusion sous de petits angles, seules les grandes distances
sont importantes. Pour les grandes distances, U{r) = o/»'-' <$; h v / r et la condition
de v a l i d i t é de l'approximation de Born est satisfaite).

/) VU que

^(2/ + 1)P;(cos6') = •\S{\ - cosO),
1=0

c'est-à-dire que cette somme est nu l l e pour 6 -f- 0, et comme -P ; (—f) = ( — 1 ) ' ,
i 'expression (3) pour 0 = TT, compte tenu de (2) , peut être écrite sous la forme

2 ma
Î [ E \ e = 7T) = Tk ̂ (2/ + 1) exp ~'7TV(11 + w + 4^;=o L '

(8)

Pour mi-v//)2 ^ 1, la contr ibut ion principale vient des grandes valeurs2 du moment
cinétique / < ( n i n / h 2 ) 1 1 4 et pour lesquelles la sommation da.ns la formule (8) peut
être remplacée par l'intégration :

1 exp
'2ina

2 PuLir des valeurs plus grandes de / , les ternies de la somme (S) commencent à osciller rapidement
et la partie correspondante de la somme est petite.
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Avec le changement de variable x = \/l'1 + ïma/h2, cette intégrale se trans-
forme en

1 F
f ( E , 7 Y ) ^ , /

K f 1
x e'sp(—i.irx)dx,

et comme

F e-^dx = (-l-±aï^lc-a•-f•o, pour Re a > 0,
•h. a1xe-^dx = -

9a1xo '-"-' J x o

l'expression (9) de l'amplitude de diffusion vers l'arrière (0 = 7r) est égale à

<;xp -in\ —

Dans ce cas, la section efficace de diffusion différentielle vers l'arriére, coïncide
avec le résultat. (7) de la mécanique classique pour 0 = TT.

13.30. L'expression des déphasages dans l'approximation quasi classique est de la
forme [1]

Si=
?l2(;+1/2)2

-k d r + - ^ ( l + } / ' 2 ) - k r o , (1)

où ro est, le point de rebroussement.

Dans ce problème, U = 0 sur tout le domaine d'intégration. L'intégrale de (1) se
calcule par intégration par parties (/ = / + 1/2) :

1k'1 - P/r2 - k \ dr = r \ \jÀ-'-' - f t / r 2 - k \ \ +

d [ l / r )
= —/'o ( vk'2 — /2/r2 — k } — l arcsin

krnJ'•° ^P-P/r2

On trouve donc,

<,=^l/2)( '.,cs,„ '- l/2)-,»,*--"+W
V î kro J \ V

Pour l + 1/2 > kR, on a )'o = ————, et donc d'après (2)
n*

Si = 0 pour l > lu = kR.- 1/2.

Pour / + 1 /2 < kR, 011 a ro = R et

^vs J l , . a+w\Si = (l + 1/2) arccos - R [ \ / f c 2 -kR
pour / < ^o. (4)
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Pour l > l y , un calcul exact donne des déphasages exponentiellement petits alors que
l'approximation quasi classique donne des déphasages nuls.

L'expression (4) doit être précisée. Elle a été trouvée à partir de l'expression quasi clas-
sique (1) et n'est donc valable que si on peut, au voisinage du point de rebroussement,
utiliser un développement linéaire du potentiel et raccorder la solution au voisinage
du point de rebroussement à la solution quasi classique. Ce n'est pas le cas pour
»'o = R. Compte tenu des formules générales de l'approche quasi classique et des con-
ditions de raccordement, on doit ajouter un terme complémentaire3 égal à (—Tr/4) .
De plus, les expressions (3) et (4) obtenues ne conviennent pas pour 1 w l.o w kR, car
dans ce cas il faut être plus vigilant dans le problème du raccordement des solutions
au voisinage du point de rebroussement (on peut faire abstraction de ce fait dans les
calculs ultérieurs).

Compte tenu de (3), l'amplitude de diffusion peut être écrite sous la forme

, io
f ( E '8 ) = 2-fc^(2^+l)(e2 'a ' - l)p'(cos(?)•1 i=o

(5)

La section efficace de diffusion totale, d'après le théorème optique, vaut

A t-i ^0

a(E)=—Imf (E,0= 0)^—^(21+!)([-cosïSi). (6)
;=o

Les déphasages (4) sont grands : |A; ;3> 1 et varient d'une grandeur de l'ordre de
l'unité si l'on change l en /+ 1. Les ternies de la somme (6) contenant cos 2à; oscillent
rapidement et toute la partie correspondante de la somme est petite. En la. négligeant,
on obtient pour la section efficace totale l'expression (/o w kR ^> 1)

.=|I:^+l)=Ï(2^0:i21)±l(^l)-2^,
;=u

c'est-à-dire une valeur deux fois plus grande que la section efficace classique.

13.31. Utilisons les expressions (5) et (4) de la solution du problème précédent. Pour
une valeur arbitraire de 0, les termes de la somme dans l'expression de l'amplitude
de diffusion oscillent rapidement avec / à cause des oscillations des polynômes de
Legendre, qui sont fonction de / pour une valeur fixée de 0 (rappelons que dans le
problème ce sont les grandes valeurs de / qui deviennent essentielles). Cependant,
pour des petits angles de diffusion les oscillations des polynômes de Legendre sont
moins importantes (pour 0 = 0 elles disparaissent complètement, car P I . ( I ) = 1) ; et
seuls les termes contenant le facteur c2"5' oscillent.

En conséquence, en écrivant l 'amplitude de diffusion sous la forme

/ = A , f + / , i , (1)

C'est le mënit; "—TT/'I" qui a conduit à la modification de la règle de quantification de Bohr-
Sommerfcld dans 9.2.
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. ;o

^f = vi. S^ + ̂ (œ8^ ^ = ̂  S^ + l\>e2lslptl

îk
;(cos(

îik (2)

on peut affirmer que pour des angles de diffusion suffisamment petits / » /a.f- En
utilisant la formule connue (Jo étant la fonction de Bessel)

l^> 1 et 61 < 1,

on obtient

/<^^][>;+iw+1/2)0].
1=0

(3)

II n'est pas difficile de noter que les termes de la somme (3) varie lentement avec /
et la somme peut être remplacée par une intégrale. Pour cela, utilisons la formule
connue

xJo(x)dx = xJ^(x),

qui donne (/o w kR 3> 1)

/ 'Jo
^JiÇkRO).
u (4)

L'amplitude de la diffusion diffractive est une grandeur purement imaginaire. Cette
amplitude, de même que la section efficace de diffusion différentielle, est une fonction
oscillante de 0, l'écartement entre les zéros (ou les maximums) voisins de |/a.f| étant
de l'ordre de la grandeur A0 ~ (kR)~1. Vu que

J I ( x ) w — pour x ̂  1 et Ji (a;) w \ — sin ( x — — ) pour x ^> 1,

à partir de (4), on trouve

0<S.(k R)-1

(5)
27îsin2(&7^0-7^/4)

7 r f c 0 3 '

Précisons pourquoi on écrit ici l'amplitude de diffusion comme une somme des contributions
diffractive et classique. Dans le domaine des petits angles (en fait 6 <e (kH)~113 <^ t) , \ f d i f S>
|/ci|î et la contribution, dans ce cas, de la diffusion sous de tels angles (^ <^- [kR)~ ) a la section
efficace totale est égale à 7T-R2. Par contre, dans le domaine d'angles 6 ^> (klî]™113 (ô peut être
^ 1 ) la partie /dif est négligeable. La partie fc.\ décrit dans ce cas la répartition isotrope des
particules diffusées : d a / d f l W |/ci 2 W /î2/^, de sorte que la section efficace de diffusion sous
ces angles vaut. aussi vR2 (comme en mécanique classique). Enfin, dans le domaine d'angles
6 ~ (klî)~ ' les amplitudes J^if et /ci sont du même ordre de grandeur. Pour ces angles de
diffusion on n'arrive pas à obtenir pour f r ï une expression simple ; quant à la contribution à la
section efficace de ce domaine d'angles, il est négligeable par rapport à TT-R ,
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La valeur maximale de la section efficace différentielle est, atteinte pour les angles
0 < (Â ' / i ' ) ^ 1 , ensuite, elle décroît rapidement, avec 0 pour 0 > ( À - / ? ) " ' . Cette brusque
diminution de dcr/d^l s'explique par une forte compensation mutuelle d'un grand
nombre de termes dans l'expression (1), due à l'oscillation des polynômes de Legendre.
Compte tenu de la valeur de l'intégrale

. i /x 1

la- section efficace totale de la diffusion diffractive est donnée par :

r rco J 2 { ] . u a \ r^' l ' - S i ,.\
^ = \ \S^d<à « 2^2 / •-^-^dO -. •1^ \ -^dx = nn\ ((i)

.7 ./o i7 Jo x

au t r emen t d i t , elle est égale à la, moitié de la section efficace totale de diffusion
(l'intégration dans (6) doit être effectuée sur le domaine où /dii| ï> |./.i • niais comme
|/,i;f 2 n'est grand que pour 0 ^ ( k ] { ) - [ , la borne supérieure de l'intégrale peut être
prise égale à l ' i n f in i ) .

13.32. E x a m i n o n s la partie j',^ de l'amplitude de diffusion définie par la formule (2)
du problème précédent :

1 '°•^^E^1)02'5'^''0^)' ( ' )i=i}
où Si est donné par la formule (4) du problème 13.30.

C'ommedans l'expression (1) , la contribution pr inc ipa le v ien t des / 3> 1 et puisque l 'on
s'intéresse a u x angles de d i f fus ion 0 ^> l~\ ~ (kR.)~ï (pour les angles 0 < ( k J { ) ~ 1 on
a à fortiori |/,-i <s^ | /d.f | i Pt /ci !!'& aucun intérêt particulier), en ut i l isant l'expression
asymptotique des polynômes de Legendre

P^C) . J , 2 , -[(/+1/2)^/4]
/ V^+l /2) ^m0

p o u r / » f , 0 ^ > l / l , ( T T - ^ ) » ] / / ,

on ])eut, écrire ( 1 ) sons la forme

I '"
/-.., = -—————=Y V^rTT[e^'+(" - e'^-O]. (2)

2Â-\/7rsinfl ̂

^±{1} = 2J; ± [(/ + 1/2)0 + n / 4 ] = (2/ + f ) arccos 2l—\

Akri

-2v/A••2^2 - (; + ] /2)2 ± [(; + 1/2)0 + 7r/4]. (3)

A cause de l'oscillation rapide des exponentielles, la p lupar t des termes de la somiiie
(2) s 'annulent mutuellement.
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La valeur de la somme est dominée essentiellement par les domaines de valeurs de
/ proches de celles pour lesquelles une des exponentielles possède un extrcmum en
fonction de /. De la condition

.̂,,o^^0, (4)

i l résulte qu'il n'y a qu'un seul extremum, pour l'exponentielle de phase y_ , la valeur
extrémale / de la variable / étant égale à

7+1 /2= kRcos(0/-2), (5)

ce qui correspond exactement à la relation classique entre le paramètre d'impact
p = M / p = h(l + l / Ï ) / h k = (/ + l/2)/fe et l'angle de diffusion 6 : p = Rcos(0/'2).

Compte tenu de (3)-(5), on obtient le développement en série de y_ ( l ) au voisinage
du point d'extremum :

^_( / ) = y _ ( ] ) + ^ ( l ) ( l - J ) 2 + ^ " ' ( ] ) ( l - J } 3 + . . .

( 0 7T\ (l-î)2 COS(0/2) -..
= (-2kRsm 2 - 4) - ̂ 72) - W sm^/2)(/ - /) + • • • ( 6 )

Dans le calcul de la somme (2) on peut négliger les termes avec la phase ip -)- qui n'a
pa.s d'extremum ; quant à la somme restante, elle est dominée par une bande étroite
de valeurs de / près du point d'extremum. La largeur de la bande A/ = / — 7 se définit
par la condition selon laquelle la variation de phase de l'exponentielle

A ^ _ = ^ _ ( / ) - ^ _ ( 7 )

doit satisfaire à l'inégalité |A97_| <- 1. La, variation de phase A^_ dans la bande
indiquée est déterminée par le second terme de la, formule (6) ; aussi, compte tenu de
ce qui a été d i t plus haut, l'expression (2) peut être écrite sous la, forme''

f ~ /———^———e^Vexpf-^-^l (7)
•'-'-V4^8111^) è L kR^(0/-2)\- ( 1 '

La contribution principale à la somme (7) est apportée par les termes pour lesquels
|A/| = |/ — 7 | ^ ^ / k R . f , ï n ( ( ) / 2 ) . Dans ce cas la variation |A<,?_ due au troisième terme
de la formule (6) (qu'on a négligé) vaut

1 cos^/2) 3 ^ 1 cosW2)

•.^(kR^sin^G/Ï)1 1 ~ y^ [sm(0/2)]3/2 ' '

et la condition que la grandeur (8) soit petite comparée à l'unité, définit le domaine
de validité du développement (6) et de l'expression (7) :

VkRO3 » 1, ou 9 » (A-/?.)-1/3 (9)

5 Dans ce cas le facteur préexponentiel \/îl + 1 est sorti de sous le signe de somme avec sa valeur
au point 1 = l.
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(celle condition6 est plus stricte que la condition 6 ̂  /-1 ~ (kR)~1 ;
est vérifiée pour la plus grande partie du domaine d'angles qui nous
l'aide de (5) et (9) , on trouve sans peine (;o -1) » \A-7?sin(^/2), et :
dans (7) la somme jusqu'à l ' infini. Si l'on remplace / — 0 par / = -
inférieure et si l'on passe de la sommation à, l'intégration, on obtient

toutefois, elle
intéresse). A
'on peut faire
oo à la borne

/cl

R (10)

(le remplacement de la sommation par l'intégration est correct, car le nombre de
termes qui contribuent à la somme est grand ~ ^/kR.f,m(0/2} ̂  1, et les termes de
la somme ne varient presque pas avec / ) .

rl.(r i A partir de (10), on obtient la section
diî efficace différentielle de diffusion dans

k2R4 \ le domaine 0 ^> ( k R ) ~ 1 / 3 et la section
efficace totale de diffusion :

der,,
~cKÎ

o"c

=-\L
w vR1

A'2

4

o o ~ — < i
k f î

qui coïncident avec le résultat de la
mécanique classique. Pour conclure,
la figure 10 illustre la dépendance de la-
section efficace différentielle da^/dÇl
avec l'angle ( I , pour la diffusion des
particules rapides klî ^> 1 (on sup-
pose en fait la condition plus stricte
( k R ) 1 / 3 ^> 1) sur une sphère dure.

Figure 10

13.33. Pour obtenir la longueur de diffusion a, il faut résoudre 1'éciuation de Schrôdin-
ger pour E = 0. La solution a la symétrie sphérique et son comportement asympto-
t iqi ie pour r — oo : ^ w 1 — a / r donne la valeur de a. En posant 'Î = \ (» ' ) /» ' , on
obtient sans peine de l'écn.iation de Sclirôdinger, la forme de \ et de ^(r) :

Un l < - ( ' ( n n r a t tent i f verra qu'avec la restriction (9) imposée aux angles de diffusion, cette étude
suppose que la condition (TT ~ 6} ^> (klî)~ ' soit également satisfaite (dans le cas contraire,
la sortie du facteur préexponentiel v 2 ^ + 1, de la somme n'est plus justifiée). Cependant, le
résultat f inal ( 10) est valable aussi pour 8 —> TT. On le prouve facilement par un calcul analogue
à celui mené lors de la résolution du problème 13.29, c).
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Les conditions de raccordement des fonctions d'onde au point r = R donnent

, „,, ,__h2 2mUoR2

a a = R 1 - i / -—-- _ „ tan \ ——-^——
îmUoR1 V fi2

b) a = R 1 - 0)

(pour a), au point r = R la fonction \ et sa dérivée sont continues ; pour b), la fonction
\ est continue, mais sa dérivée a un saut déterminé par la solution du problème 2.10
du Tome I).

Selon (1), pour certaines valeurs des paramètres du potentiel, ou plus précisément,
du paramètre sans dimensions ^ = 2mUoR2 / h 2 , la longueur de diffusion (et la section
efficace totale cr(E = 0) = 4na2 devient infinie. Cela a lieu pour des valeurs du
paramètre ^ égales à :
a ) ^ . = ^ ( n + 1/2)2, TÎ = 0 , 1 , . . . ;
b) ^o = 1,
c'est-à-dire, dans le cas a), pour les valeurs de ^ pour lesquelles apparaissent de
nouveaux états liés, avec / = 0, quand la profondeur du puits augmente (voir le
problème 4.34 du Tome I).

D'autre part, pour le cas a), pour des valeurs du paramètre .ç satisfaisant à la condition
tan ^/ç = \ / f [ , on a au contraire, a = 0, c'est-à-dire que a(E = 0) = 0 (la section
efficace de diffusion des particules lentes est très faible).

13.34. En représentant la fonction d'onde d'état s (l = 0) sous la forme ^ = \{r')/r
on obtient facilement, à partir de l'équation de Schrôdinger la fonction \ (et 'î) :

'î(r) =
^ sin kr, r < R,

^(Soe1^ -e-^), r > R ,

où SQ = e2"50. A partir des conditions de raccordement des fonctions d'ondes pour un
potentiel S (VOIT 2.10 du Tome I), on obtient après des transformations algébriques

2,<;o ^ f f ( fc ) + ikR
g ( k ) -ikR' ' '

où

kR(kR- àRsinkR coskR) ( Ïma.\
9 W = —————,„ . 2 ,_ ,————— a = -^- • (2aR sin kR \ h- )

Pour des particules lentes kR <§^ 1, la section efficace totale de diffusion se détermine
pour, l'essentiel7, à l'aide de la section efficace partielle l = 0 :

(T W O-l o — 47T

7 Rappelons que la correction à l'expr

•So-l
2ik

ession (3^

4^R•i

g(kY + k ^ f f i '

, liée à la diffusion de l'onde p, est ff\,=\ ex. k

(3)
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La valeur de la section efficace (3) et, son comportement en fonction de l'énergie pour
kR <^. 1 dépendent de

1 7 r>

g(0)=-l+——=-l+————. (.1)
aR zmaR

v'1 \nW\ <^ 1 ^ dépendance de (3) en k est "lente" e< l'on peut la négliger, de sorte
que dans ce cas

a(E) w a(E =. 0) = ̂ lf J'g(Q)2. (5)

Mais si | ( / (0) | ̂  1, le terme k R2 au dénominateur de l'expression (S) est très impor-
tant, et dans ce cas8

^)^-^—— (6)m(e + E)

^=2m7î2 r ' (o)<<2m^' (7)

est l'énergie du niveau réel (on vir tnel) de faible énergie de la particule, existant, dans
le potentiel pour |^(0)| <^ 1. On invite le lecteur à montrer a par t i r de la solution de
l'équation de Schrôdinger pour les états liés (E < 0) que si |( /(0) | ̂  1, ^(0) < 0, i l y a,
en effet, un état lie avec une énergie E M —r (voir, par exemple, 4.34 du Tome 1 ; de
plus, il faut prendre en considération que les fonctions l y i ^ et A 1 / ^ 1 sont, des fonctions
élémentaires).

13.35. A partir de la solution de l'équation de Schrôdinger, on trouve la fonction
d'onde

{ ^sniKr, r < II (K = ^ / ' 2 i i i { l ^ + '̂11 )//)"),
^(r) =

^(Soe'^ -e-87"-), r > R ,

où iS'd = c''1'" ". De la condition de continuité de la fonction d'onde et de sa dérivée
pour r = R on trouve (il est plus commode de raccorder la fonction \ = ^»- et non
pas ^ directement)

2,0n ^ ffW + ikR

! l ( k ) - z k r { ' ' '

où

nRcos K.R + kR sin kR tan nR.
(1( s = taiïKRmskn- ^mkR ' ' '

8 On peut préciser cette expression, en tenant compte dans le développement de .y(A-) du terme
d'ordre A"", c'est-à-dire en écrivant g[k} % g(0} + Ck .
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La dépendance en énergie de la section efficace de diffusion des particules lentes
kR <Si 1, est fonction de la valeur g(0) (comparer au problème 13.35). Si \g(0)\ ^ 1
la section efficace dépend faiblement de l'énergie et vaut ( r ( ^ ) w 47r7^2(/ -2(0). Pour
\c/(0) | <^ I , la. dépendance en énergie de la section efficace prend la forme

^) = -^—— (3)m.(£ + h}

ou

^-^(O) « ———,- (4)'- îmR^ v"7 ^ 2mR2'

La condition |f j ' (0) | <^ 1, selon (2) , correspond à un puits de potentiel dont les
paramètres Uo, R satisfont à la condition

()i+l/2)7r, n.=0, l ,2, . . . (5)

( lr\\ K(}R
f f W = ,——————D—————„, KO =tau KoR — KoR

Dans ce cas, £ est l'énergie d'un état lie ou virtuel dans le potentiel considéré, pour
l f f ( 0 ) | « l .

13.36. L'équation de Schrôdinger pour la fonction )c(r) = r^c^r) (/ = 0) et sa
solution satisfaisant à la condition limite \(0) = 0 sont de la forme

\" - àS(r - R))C + k\ = 0 (o = 2ma//i'-'),

y ( r ) { Aslnkr' r<R'
^(r) = w1 = {

' [ ^(.Soe'''^r-e-^/^r), r> R.

A partir de la condition de raccordement de la, fonction d'onde ^(r) pour r = R (voir
2.10 du Tomel), il vient

_ 2î'<5o _^^f{dRsmkR.+hRco» kR+ikRs'mkR
0 - 6 ~e aRsmkR+kRcoskR-ikRsÏTikR' ' ̂

Pour n /? 3> f et kR ~ 1 (plus précisément, kR <€ o/l'), on a, eu général, SQ w e"2'*^,
c'est-à-dire SQ w —kR, ce qui correspond à la diffusion sur une sphère dure (voir 13.24,
a)). Le cas des particules pour lesquelles kR PB nn, n = 1,2, . . . , nécessite une étude
spéciale. Eu représentant kR sous la forme de kR = ?i7r + 7, |7| <C 1, on transforme
sans peine le dénominateur de la fraction dans la formule (1) en

àR sin kR + kR cos kR - ikR sin kR »(-!)" (n'rt'y + nv - in^/)

-(-in^--)^,^)
[ *ï~i

w (_l)"(â7?,-m7i-) kR-nn+m-+i(:n7-}\ ,
aR \aR/ J
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et l'expression (1) devient

l-R — mr -4- n7r i l 'i7r \2
C ^ -2»fcflfeJ'^ n7t ^-SR ~ l \^R)JO ~ e ————————————-——-„•.

L.TJ „„ i n7r i , ^ " î r VhH-n7T+ ̂  +î (^J
(2)

En multipliant le numérateur et le dénominateur de (2) par

h2 ^.n_^^_ n7^\ .. /î2n7r/ n7r \ h TITT
( kti + W7T — ——— % —————,
V â/^ mR2'2m/?2 V â/î

5'o s'écrit sous une forme plus commode :

9;^°)^ 2^°)^-gn,0-»rn/2_ _2.fcfl^-^n,0-»Tn/2
0- 1?-7?n,0+^/2 7?-^,o+»T,,/2' ^

ou

_ /rn.Tr" / ^ \ _ •Wn'-'K" n-Kfe2»2^2 / 2 \ ^ 2/t2»27^2 n.̂

2m7î2 \ â7î; ' " - m7î2 (àR)^A".0 - ^^R2- 1 - ̂ R ' i" = ""R^T^R^ <A".0-

L'expression (3) est de la forme standard pour une diffusion résonnante sur un niveau
quasi discret. La grandeur SQ = —kR est le déphasage dit de diffusion potentielle
(avec / = 0), tandis que £'n,o; et Ln définissent la position et la largeur des niveaux
quasi discrets. Ainsi donc :
1) le déphasage de diffusion potentielle coïncide avec celui sur une sphère dure ;
2) la position Enft des niveaux quasi discrets coïncide avec les niveaux d'énergie du

spectre discret d'un puits sphérique infiniment profond de rayon R ;
3) la largeur du niveau déterminant la durée de vie de l'état quasi discret peut être

écrite sous la forme

h , ,.,, . , / n-iï \2 hn7T
I n = — =hDN =h-4 —— •7——^>,Tn \aR/ 2mR2

où D est le facteur de pénétration de la barrière S pour une particule d'énergie
E = h2n-t^T'2/'2rnR•' (voir 2.47 du Tome 1), et où N est le nombre de chocs de la
particule contre la paroi par unité de temps :

_ v brin
' = W = •2riïR2 '

On a des résultats analogues pour la diffusion avec / ^ 0. Pour kR <§; aR, la section
efficace de diffusion a'(E) sur un potentiel S coïncide avec la section efficace de diffusion
sur une sphère dure de même rayon à l'exception de bandes étroites A l'J aux voisinage
des niveaux quasi discrets. Vu que

S i - ï
2ik

et que, pour une énergie de la particule proche de celle d'un niveau s quasi discret, il
ne se produit pas de diffusion avec / = 0 sur une sphère dure (ôy w ivn), la différence
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entre les sections efficaces de diffusion sur un potentiel sphérique en J et sur une
sphère dure au voisinage du niveau s quasi discret est égale à (fig. 11)

Ao- = TrR2 r2
>0.

Figure 11

13.37. Avec kR ^> 1, Uo <^ E, 9 <^, 1 (Uo et R étant la grandeur caractéristique et

(1)

le rayon du potentiel) dans l'expression

oo

^k' 0) = 2Ïfc 1̂  + l)(e2^^'(fc) - l)^(œs^)
;=o

on peut utiliser l'expression quasi classique des déphasages [1]

m y00 /-^L/^S i ( k )

et la relation

S> 1.

(2)

De plus, on peut remplacer la somme sur l par une intégrale, car la somme contient
un très grand nombre de termes avec / ~ kR qui varient peu dans le changement de
/ d'une unité. En effet,

J o ( ( l + l / 2 ) 0 ) w J o ( i e ) ,
r\

Arf; = ^-(-i - Si 7>î6'al ^UO~^T^ ~ 77ï7' e'^^-à-dire que |Arf;| < 1.W 'Rk2 k^K2

Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, avec le changement de variable p = M / p =
h(l + Ï / 2 ) / h k = (/ + l/2)/fc, on obtient à partir de l'expression (1) une représentation
de l'amplitude de diffusion plus commode pour certaines applications :

nk, 0)=^r{ i -exp[—" r u(
Jo L L kh J-co (3)



262 PROBLEMES DE M É C A N I Q U E QUANTIQUE

ICn utilisant la formule

MX) = - / €-'•••œs^
2^ 7o

et en posant .»• = fc/)0, .;• cos if' = q^ • p, c? p = p d p d y , on trouve l 'aut re représentation
équivalente à (3) de l'amplitude de diffusion donnée dans l'énoncé.

13.38. Il faut tenir compte de ce que dans les conditions de validité de l'approximation
eikonale kR ^> 1, ?/n <^ E, la diffusion de particules s'effectue essentiellement sous de
petits angles 0 ~ ( k R ) ~ 1 . Ainsi la section efficace totale de diffusion s'écrit

a(E) = 1 |/|'-'rfiï % 2^ I \ f ^ 6 d 0 w 27r / \f^0d0. (1)
.' Jff^kR)-1^! J

La borne supérieure d'intégration en 0 peut, être prise à l ' in f in i , car dans l'approximation
eikouale

/,.,,<,,,,(M)= / C(p).Jo(kp0)pdp,
•A)

C(p) = ik 1 - exp ——m / U(Vz^+p^)dz . (2)
L L "'"" ./-TC J J

L'amplitude de diffusion pour 0 ^ 1 (dans ce domaine d'angles /,,k,,,, peut être assi-
milée formellement à une fonction de 0 n'ayant pas de sens physique) décroît rapide-
ment avec 0 à cause des oscillations rapides du cofacteur J o ( k p O ) . La contribution de
ce domaine à l'intégrale en 6 est donc négligeable. En écrivant l'expression (1) sous
la forme

(7(7?) - •2n / / / C ( p ) ( ^ ( p ) J » ( k p 0 ) J o ( k p O ) p p ' d p d p ' 0 d 0 ,

et en effectuant l'intégration sur 0 à l'aide de la relation

f Jo(\ff}.!^\'e}0d6 = ———S[\ - A'), À = k p .
Jo \/\\'

on obtient

27r r^ r'^ r r m i'"0 __ 11
a(E) = — / p\C[p)\\lp =- ̂  \ \\- cos —— / ?/(v/^+p2)^ \ pdp

"" ./o .Ai l L"'""" ./-OJ J J

qui coïncide avec la valeur 4ir 1m }\^^(k,0 = Q } / k . Le tiléoréme optique est donc
bien vér i f ié .

13.39. Selon le théorème optique,

a = 47r Im /,.„„„(/., 0 = 0) = lv ^(2; + 1)(1 - cos2d';). (1)
"' " ;-o
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Pour kR 3> 1, la œutributiion principale dans cette somme vient des nombreux termes
avec / ~ kR (R étant le rayon du potentiel), les déphasages sont alors donnés par
l'expression quasi classique

Si w f \LV2m(E - U) - h'^l + \|Ï}Î|^ - k\ dr + '-(I + 1/2) - kr-o. (2)
Jro L11 J "

Pour U ^ E, on obtient à partir de l'expression (2), en développant en puissances de
U la fonction sous l'intégrale,

. m /•°0 rU(r)dr m f00 ^——-^. ,.,,
61 w ~W L^mi. ̂ -(^1/2)VP = -W ,L u^z + ro)dz- (3)

Dans ce cas, la variation de Si, quand on remplace / par ( / + ! ) , est de l'ordre de

1^- ̂ -^l^lT^-"^^-dl kn^ tik-- n'-k--

autrement dit, elle est petite et, dans ( I ) , on peut remplacer la somme par une
intégrale sur la variable p = (l + 1/2)/A".

Pour |(/(ro)| ^ E, les expressions (2) et (3) donnent, en général, des valeurs de Si
différentes, mais elles possèdent, toutefois, une propriété commune : toutes les deux
donnent |J; ^> 1 et |AJ; = |(î;-(-i — Si \ ̂  1. Alors, la partie correspondante de
la somme (1) comportant, cos '2S[ est négligeable à cause des oscillations rapides des
termes quelle que soit l'expression utilisée ((2) ou (3)). Donc, pour ces valeurs de /
(quand |?/(ro)| > E) on peut passer à l'intégration en p en utilisant les valeurs des
déphasages sous la forme (3).

Compte tenu de ce qui a été dit plus haut sur le remplacement de la sommation sur
/ par l'intégration sur p , on obtient l'expression de la section efficace de. diffusion de
particules rapides kli ^> 1, donnée dans l'énoncé.

On comprend que, dans le cas de particules rapides, même si |?7(ro)| ^ E, l'amplitude
de diffusion possède toujours la forme eikonale lorsque les angles de diffusion sont suffi-
samment petits pour que les oscillations des polynômes de Legendre ne commencent
pas à se manifester.

Pour la barrière (ou le puits) de potentiel donnée dans l'énoncé, la section efficace de
diffusion vaut,

<r(E) = 4n /'ft [f - cos f^ y^"^^ ̂
/o

= 2^4 2 (^+cos^- f )1 f^2^) (4)
L s J \ "•'" /

(l'intégrale se calcule avec le changement de variable x = i/7î2 — p1 ).

Pour £, <S^ 1, on retrouve à partir de (4) le résultat de l'approximation de Born
..mU^R2 . . . ,, .

o" = nR———— <€ irR , tandis que pour ^ ^> 1, on a o" = 'lirR.", ce qui est le résultat
h E



264 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

connu pour la section efficace de diffusion de particules rapides sur une sphère dure
(voir f3 .4 ,e ) et 13.30).

13.40. Pour un potentiel U w a/r" avec n > 2, le rayon d'action R se détermine
à partir de la relation U (R) ~ h^/mR'2, autrement dit, R ~ \/mn //;2 pour 11. = 4.
L'inégalité mentionnée dans l'énoncé signifie que les particules peuvent être consi-
dérées comme rapides, kR ~^> 1, et pour le calcul de la section efficace de diffusion on
peut se servir du résultat obtenu dans le problème précédent :

, / • o o r . f"w r dz 11 ,
-^o V-^Lw^?^^- ( 1 )

Compte tenu de la valeur de l'intégrale

/•00 dz 9 I'00 dz 9 TT TT
7_oo (p2 + z2)2 ~ 9p2 J_^ p2 + .-2 ~ •àp'1 p ~ ïp3 '

l'expression (1), après le changement de variable x = (nma/'îkh''}^^ et une intégra-
tion par parties s'écrit

o- = -27T
/^m^2/3 /•~ /^-ma\2/3 /•~ _ .
[w^) / ( l-œs•K))rf(a•• )= 2 7 ^ (9Â^J / •'' smxdx
\ //i'/î- / Jx=o '/"'" / Jo

En écrivant dans cette intégrale sin;c = (e" — e"2'1')/^;' et en déformant le contour
d'intégration dans le plan de la variable complexe x de manière a ce qu'il passe suivant
l'axe purement imaginaire, on obtient

rco 1

/ x~2/3smxdx= -r(l/3)
Jo 2

(r(^) est la fonction gamma). La section efficace totale prend donc la, forme

fTTmo:\'>/3

"="(2^) l(l/3)-

13.41. Dans l'approximation eikonale,

A partir de cette expression, en utilisant la transformation de Fourier, on obtient

[ /*(^ "i ' f f
^ -^ \ v^z^z\ = l + —— / / f^^)^ pd2K- Wkh2 J_^ J 27rA- J J

En introduisant dans la formule (1) U(r) = Uo(r) + U(]{\r — a|), on obtient, aisément
la relation cherchée :

/(^qi) = /o(fc, qi) + /o(fc, q±)e-8^ •a" + —— exp {- 'q1 ' ̂  l
ZTTK [ Z ï

,/o ( k , -KI + cu) e/ /o (^ ̂ l + q^) ./o (^, -KI + ̂ L-) e'^ -d^^
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où BJ_ est la composante du vecteur a, perpendiculaire à la direction de l'impulsion des
particules incidentes HQ, c'est-à-dire a = aniio + aJ_ (/ ne dépend pas de la grandeur
a i i , mais la condition |a||| <^ kR , où R est le rayon d'action du centre de forces Uo(r),
doit être satisfaite pour que l'approximation eikonale soit valable).

13.42. L'amplitude de l'onde diffusée s'exprime à l'aide de la fonction d'onde exacte,
comme pour la diffusion des particules sans spin (voir 13.1)

^(ko.k) = -^Je-^-U^dV, (1)

(on a écrit F au lieu de / pour souligner le fait que maintenant F , comme ^!^ ' , est
une grandeur à deux composantes). En introduisant dans (1) la fonction d'onde non
perturbée

^ ^ ̂  = ̂ -X, (2)

où \ est un spineur à deux composantes qui décrit l'état de spin de la. particule
incidente (avant la diffusion) avec s = 1/2 (dans (1) et (2), comme d'habitude, m, k,
ko sont la niasse réduite et les vecteurs d'ondes du mouvement relatif), on obtient

F = fx ,

où / est l'amplitude de diffusion, qui est un opérateur (matrice) dans l'espace de
spin ; dans l'approximation de Born, on a

7= -^ ^-^{^(r) + ^(r)<r .îîe^W. (3)

L'expression (3) se transforme aisément en (q = k — ko)

/=-^^)+^^ l (^<T•koAk• ^2'n'h- l'nn-' q aq

Ui(q)= f e-'^Ui^dV. (5)

On a utilisé les relations

-i / 'e- tk l•(7l(»•)rAV,.e^koIW= f e- îk••+ îkort/l(r)I• A ko-i /'e-^^i^rAVre'^W^ 1 e-iltr+ik'"•Ul{r)r A kodV
J •J

9 f -^rrr l ^ ̂ , ,- 1 . \9UlW ,— • / e îq ̂ i (r ) ) d V • ko = t ————- • ko
<9q J ' ' ) J [ <9q

q A ko = k A ko.

.,|(-L./e-^,M)fl-J..ât-^î'.k„ ,
L\5q J ) J 1 <9q

9U,(q) ^OUi(q)q
9q 9q q

13.43. Dans le système de coordonnées initial, on a un champ électrostatique de
la forme E = Z e r / r 3 et le neutron a la vitesse v = p / M . Dans le système de



266 PROBLÈMES DE M É C A N I Q U E QUANTIQUE

coordonnées lie au neutron un clianip magnétique (l'intensité D w ^E A v apparaît
(on suppose r ̂  c) et, l'énergie d'interaction est égale à

U = - /Z .B == -——^, . rAv = -———^.L. (1)
i-r" cA/r"

La généralisation à la mécanique quantique de la formule (1) donne la forme de
l'opérateur hermitien représentant l'interaction du neutron avec le champ coulombien :

'7 9 f - ^ 1, Zc/n" 1^^^•i. w
(le moment magnétique du neutron est /), = //o" = — ; , . ' < r , où /3 w 1 , 9 1 ) .

En utilisant l'expression générale de l'amplitude de diffusion, obtenue dans le problème
précédent (formule (3) ) , et la valeur de l'intégrale

I r-e~"lrdV = = - / 'e-" ^ rV l r fV=/-^Ve- ^ q r r iV
J r3 J r J r

= -«Jle-W.-4^,
.7 '• T

on obtient l'amplitude de diffusion :

F = • /À = -ï Me'1!'1-0' ' k0 A kÀ = -l~:iM71 œtian ( 2 ) ̂  ' n^' ^

(on a introduit le vecteur unitaire n = ko A k/|ko A k de la normale an plan de
diffusion).

La section efficace différentielle, sommée suivant les états de spin du neutron diffusé,
est égale au produit scalaire F^ F (dans l'espace de spin). Vu que [((T'ii)\]t = \ ^ ( < T - n )
et- (<T • il)2 = 1, on obtient

(la , f f ^ c ' 2 ' } 2 .6 . ( fi^^'X •,0^^[^J ̂ "V^i^J cotaD'2• (4)

On ne discutera pas les conditions de validité de l'expression (4) pour la diffusion du
neutron dans le champ coulombien du noyau. Indiquons seulement- que pour répondre
à cette question, il faut prendre eu compte la- taille finie du noyau, son écrantage par
les électrons atomiques, ainsi que l'existence d'une diffusion des neutrons par le noyau
sous l'effet des forces nucléaires.

13.44. Comme on le sait [l], si l'on écrit l'amplitude de diffusion sous la forme

f = A ( k ^ ) + n ( k , 0 ) ( a - n ) L = ^^-Y (1)
k o A k | y '

la section efficace différentielle de diffusion de particules non polarisées, sommée sur
les états de spin des particules diffusées, prend la forme

da_ | 2 . |R|2+\B\. (2)rfiï
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Dans l'approximation de Born (voir 13.42),

267

m ~ im 9Ui(q} 0
A = -7^U,{q), B = ̂ ^^cos ̂ .

Selon (2) et (3), la section efficace totale vaut (dÇi = —dq2, qï = 4fc2)
k-

9q
dq1 (4)

Pour de grandes énergies, k.Ro ̂  1 et kîl\ ^> 1 (Ro et R\ étant les distances carac-
téristiques pour lesquelles les fonctions Uo(i') et f/i(î') ne sont, pas nulles ; de plus,
Uo(q) et Ui(q) ne sont sensiblement différents de zéro que pour qRo ^ 1 et qR^ ^ 1),
d'après (4) on a

a(E) (5)

ou

/: 9q
dq2

(on a conservé dans la formule (5) les deux termes CQ/ 1'^ et (7i, car pour des valeurs
grandes mais finies de E, ils peuvent être du même ordre).

13.45. Vu que

f/t = [(/o(r) + l/i(r)ff .î]t = U^r} + ̂ (r)a .î,

l'hermiticité de l'hamiltonien H = £^ + U exige que Uo = U^ et [/î = U[.

Comme on le sait [l], si avant la diffusion elles n'étaient pas polarisées, P = 0, la
polarisation des particules diffusées est égale à

, _ 2Re (AB*) __ kpAk
~ |A|2+|5|211' "-îko'A'kî (1)

(la représentation de l'amplitude de diffusion / en termes des fonctions A, B et
l'expression de ces fonctions en termes des transformées de Fourier Uo{q) et Ui(q)
sont données dans la solution du problème précédent).

Les composantes de Fourier des fonctions réelles Uo,i(r) sont également, réelles. Donc
A est une fonction réelle, tandis que B est purement imaginaire (dans l'approximation
de Born) et, selon (1), P' = 0.
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13.46. Comme on le sait [l], la polarisation des particules diffusées vaut (P est le
vecteur polarisation des particules avant la diffusion)

_ (|A|2 - l^l2)? + 21^1^^ • P) + 2Im {AB*)n A P + 2nRe (AB*)
~ |A| 2+|B| 2-^2Re ( A 5 * ) n . P • ( )

Dans l'approximation de Born, la fonction A est réelle, tandis que B est purement
imaginaire (voir problème précédent). Alors (1) prend la forme

p, ^ (A2 + B2)? - 2̂ 11(11 • P) + 2iABn A P , ̂

et, comme on s'en convainc sans peine, (P')2 = P2. La rotation du vecteur polarisa-
tion s'effectue autour de la normale n au plan de diffusion.

13.47. Pour des particules lentes, la diffusion n'est importante que pour l'état s
(l = 0). Donc, l'amplitude de diffusion ne dépend pas de l'angle de diffusion et s'écrit
sous la, forme

7 = A + 5 ( f f , . a J . (1)

II convient de représenter l'expression (1) sous la forme

, 1 - O - n - O - p 3+ f f , -S- ,

J — Js———.———+ It———.———, (^1
ï 4

où /, et /( sont les amplitudes de diffusion des états singlet S == 0 et triplet ,5' = 1
(associées aux valeurs propres de l'opérateur (T,, • <Tp voir 5.18 du Tome I).

D'après l'énoncé, la diffusion dans des états s est de nature résonnante, d'où il vient,

f s = ~~.——71' ^ =—KI — ik ' —KS — ik

ou

m = m TV /2 étant la masse réduite du système (rappelons que le processus de diffusion
est étudié, comme toujours, dans le système du centre d'inertie).

13.48. Selon la formule générale [l],

^G^)^-^"'^. (1)

en calculant pour l'atome d'hydrogène (Z = 1 ) le facteur de forme atomique dans
l'état fondamental

FW =/n(r)e-^ dV = ^/e-^———W = ̂ ^ (2)
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(do = h2 /me2 étant le rayon de Bohr), on obtienton ootient

da = ̂ t^l^ (1 = 2&sm((V2)). (3)

Comme <ffî = —dq1, la section efficace élastique totale est égale à
K

- _"_ f4^ ^rl 2 - 47r f_L _ 7 + OPa2 + 3^1 ̂  77ra2

a~ ~k2 Jo (ffî q ~~ ~k2 [î2 - 12(1+^)3 J % 3(fcao)2 ( )

(dans la formule (4) on a tenu compte de ce que la condition de validité de l'approxi-
mation de Born utilisée ici est kao ^> 1).

13.49. Le problème se résout de façon analogue au précédent. D'après le problème
11.7, la densité d'électrons et le facteur de forme atomique de l'état fondamental de
l'atome d'hélium sont donnés par

n(r} = -^e-2'-/" (a = ao/Z^ = 16ao/27),

FW = fn^-^V == ̂  fe-^-^V = ̂ ^,

et les sections efficaces élastiques différentielle et totale sont de la forme (kao Sï> 1)

_ IGa^S+^a2)2 _ 287ra2

da- ^ (4+g2a2)4 ' a ~ 3(ka^ •

(la section efficace totale diffère de la section efficace de diffusion par l'atome d'hydro-
gène du facteur 4(16/27)2 « 1,40).

13.50. En utilisant la formule générale [1]

^"^(Q2^^""^0^ '
' ' a

on obtient d'abord la section efficace différentielle du processus. Il faut pour cela
calculer l'élément matriciel de la grandeur e"101''' entre les fonctions d'onde des états
1s (l'o) et 2s (^) :

^o=^e-", ^ = ———e-/2 (l - r)
VTI- ^/Sn \ 27

(ici et dans la suite, on utilise les unités atomiques). Après intégration sur les angles
(en coordonnées sphériques avec l'axe polaire le long du vecteur q), on a

<) f-OO

|0) = — / l'oM'MrKe1^ - e-'^rdr,
u! Jo
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et, f inalement, l'expression de l'élément matriciel

/rJe-^IO) = ^qi
we lu/ (9/.1+^

s'obtient en utilisant la formule (k étant un entier)

/ e-^r'dr = fc- (Re a > 0)
/ n^ i iJU "

Ainsi

4 ^ 3 2 r i r ^
(^=^(97ÏT^ ( )

et, en intégrant cette expression, on obtient la section efficace totale d'excitation de
l'état '2.s- de l'atome d'hydrogène :

/' TI" 217

a ( ï s ^ - 2 s ) = J da,,=^^

(la borne inférieure d'intégration en q2, égale à q^^ w (9/64) v2 <^. I , peut être
remplacée par zéro, et la borne supérieure </^ PS Av'2 ~^> 1 par l'infini).

Notons que la section efficace calculée est prés de 6 fois plus petite que celle de la
diffusion élastique (voir 13.-18).

13.51. Les formules générales de la théorie de la, diffusion inélastique des électrons
avec les atomes (dans l'approximation de Born) s'appliquent directement aux colli-
sions entre des électrons et des noyaux : i1 faut seulement remplacer la sommation sur
les électrons de l'atome par une sommation sur les protons du noyau (les interactions
proton-électron et électron-électron ne diffèrent que par leur signe). La de départ de
la section efficace différentielle du processus s'écrit

fe'-'mA 4p'da = W w ^e-'^'-'S'^odT cffî, (1)

où ^o, ^n sont les fonctions d'onde de l'état initial et final du noyau, p , p' sont les
impulsions des électrons avant, et après la collision.

Dans la formule ( 1 ) , î'p ~ -Rnoy ~ fO"13 cm ; ainsi pour des électrons non relativistes
q ' f p < kR^^ ^i 1, l'exponentielle peut être développée en série :

^e--^Wf-Ul.^,-(q-^+...). (2)

Pour les deux premiers termes du développement, (2) l'élément matriciel dans la for-
mule ( f ) est nul (rappelons que les deux états considérés du noyau possèdent par
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hypothèse un moment ,7=0) . Aussi

<n| ̂ exp(-zq . r,)|0) w-^ ̂ >|(q . rJ^O)
P P

i __ i 2 r\
= -^WkW^x^x^} = --^'UqkQ^.k = -<L——- (3)

ou

Finalement, d'après (1) et (3), on obtient

da= -
9 \ h2

47T /e"TO,.\ " p'

Tl~^J p

Notons que la grandeur Qo détermine également la probabilité de transition
polaire du noyau (voir 11.83).

mono-

13.52. On voit (par analogie avec la diffusion par les atomes d'électrons rapides) que
la section efficace de diffusion dans ce problème est de la forme

4^4 p (1:

où m est la niasse de la particule chargée (pour simplifier, on suppose m <S^ M , M
étant la masse du rotateur) ; p, p' ses impulsions avant et après la collision ; ^o,
^n les Fonctions d'onde de l'état initial et de l'état final du rotateur ; dc>n l'élément
d'angle solide dans la direction q du rotateur ; U = —e(d • r ) / r 3 = —ed(n • r ) / r 3

l'énergie d'interaction du rotateur (du dipôle électrique) avec la particule chargée, et
( sa charge.

Compte tenu de la valeur de l'intégrale (voir 13.43)

s^''e-^dl^^^^,
r" q-

récrivons l'expression (1) sous la. forme

da-n =
4m2e2d2 p'

h4q4 p (2)

Ici ^o = Yoo = I/VÏTT. En choisissant dans l'élément matriciel (n|q • n|0) la direction
de l'axe de quantification (l'axe z) le long du vecteur q, de sorte que q -n = q cas 0 et
compte tenu de la relation cosOVoo = — — ^ Y I O , on obtient

(rî q • n| __"L {vsJ
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En vertu de l'orthogonalité des fonctions propres du rotateur, Y;,,,, cette expression
n'est non nulle que si les nombres quantiques de l'état final du rotateur (après collision)
valent : / = 1, m = 0 ', c'est-à-dire ^Sn = YIO- Alors

(î= ] , m = 0 | q . n | 0 ) = -iq/\^

et les autres éléments matriciels sont nuls. Ainsi, au premier ordre du calcul des per-
turbations, on n'observe avec la collision que des diffusions inélastiques qui s'accom-
pagnent du passage du rotateur dans le premier état. excité. Alors l'expression (2)
prend la forme

^(0^1)=4^2^. (3)Sh^q" p

Comme q1 = (p2 + p'2 — '2pp' cos 0}/h2, d'après (3), on a ( p ' d f î = nf^p'^dq2}

47Tm"e'2d'2 dq'2 STi-mV-'d2 p + p'
der 0^1 =———.;^—-^-, o- 0-» 1 = In———;-

3/î- p- q'- -W-p" p — p'

(p1 est donnée par la loi de conservation de l'énergie p'^/ïm = p'1 /2m — h2 / 1 ) .

13.53. Pour une grande distance entre la particule et l'atome (r ̂  OQ le rayon de
Bohr), l'énergie de leur interaction vaut

'.-(.•) 4-^-^
où Ze est la charge de la particule, /3 la polarisabilité de l'atome. La formule (1) est
l'énergie d'interaction entre la charge de la particule et le moment, dipolaire induit de
l'atome d = /?E = — / 3 Z e r / r 3 ', elle est valable si la vitesse relative de la particule et de
l'atome est petite par rapport à celles des électrons atomiques (dans le cas contraire,
le processus dominant est l'excitation de l'atome).

En supposant les particules pas trop lentes (de sorte que les grandes valeurs du
moment / S> 1 dominent, voir plus loin), utilisons l'expression quasi classique pour la
section efficace de diffusion totale (voir f3.39)

rco r r f y00 i——— 11
a = 47r / 1 - cos — / U(^/p2+zï)dz\ \ pdp. (2)

Jo L L"^ J-oa J J

On voit que, dans la formule (2), pour toutes les valeurs de r , on peut utiliser
l'approximation (1) de U(r). En effet, bien que pour r ^ a.o l'expression (1) ne soit pas
rigoureusement applicable, elle donne quand même un ordre de grandeur U ~ e2/^
correct (rappelons que f î ~ a3,). De plus, dans le domaine où p ^ a.o, l'argument du
cosinus dans la formule (2) est grand (sa valeur est de l'ordre de e2 /hv ~ v ^ / v ^> f ,
parce que v^ ~ e2 / h ) , et la valeur de l'intégrale

/"•^"o r 1 r00 ,____ l
/ . c o s — / U^p^+z^dz \pdp

Jo \.iv J_^ J
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est négligeable à cause des oscillations rapides de la fonction sous l'intégrale quelque
soit l'expression utilisée pour U ( r ) , exacte ou approchée.

Les intégrales de la formule (2) pour [/ = — f 3 ( Z e ) ' ' / ' 2 r 4 ont été calculées dans 13.40.
En utilisant ce résultat on a.

( /ï r /2 f) \ 2/3

——W3' ̂ ) W

D'après (3), les dimensions caractéristiques du processus de diffusion sont

( v \ ̂ -/^
p ^ ^ / a ^ a o -"- »ao (Z ~ 1, j3 ~ a3), (4)

v /

et la condition de validité de la formule (2) qui exige que 1. ^> 1, devient

MVÛQ M ( v Y73 , v /»n,\3 /2

/ ~ ——- ~ — — » 1, c'est-à-dire — » —
H m, \ v,,t ) v,,t \ M 1

(M étant la masse de la particule diffusée). Notons que l'estimation (4) peut être
aussi obtenue directement, à partir de la formule (2) car l'argument du cosinus pour
p ~ po est de l'ordre de l'unité).

Le résultat (3) donnant, la section efficace de diffusion est donc valable pour des
vitesses de la particule correspondant, aux conditions

/me\ 3 / 2 , ,U v-«v«v- (5)
Par exemple, pour des particules légères (électrons) la formule (3) est inapplicable.

13.54. Pour des particules lentes (kR <$; 1), la diffusion dans l'état, .s domine. Dans
ce cas,

fMfo=^so-l)=^t50-l^ï• ^
Dans ce problème on peut appliquer l'approximation de Born. Aussi (rappelons que
qr < '2kR<^ 1)

i-^S'^-'^-w m
et la section efficace élastique vaut

^=4^=1^^^). (3)

En comparant les expressions (1) et (2), on obtient

_ . 2m7î3^
° = Zh2 ^
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Cette grandeur définit la section efficace de diffusion inélastique des particules lentes

..̂ (,-1 )̂̂ -.-,.̂ .̂ . <r»

en accord avec la loi en "l/f".

13.55. Dans l'expression de l ' ampl i tude de diffusion élastique

1
f = ̂  ]Q2/ + l)(e^' - l ) P t ( c ^ f ) }

l2ik

on peut écrire les déphasages sous la forme

,- f î'oo, ; < /o w kR^> I ,
^ = 0, / > / o ,

et

S, = c^= { °' ;<;1" (2)
[ 1 , ( > ((].

Cette valeur des déphasages correspond à l'image physique suivante (le mouvement
des particules est quasi classique, car k.R ^> 1) : pour des paramétres d'impact de
particules p -^ l / k < R ces dernières sont "absorbées" par la sphère et pour p > R elles
se propagent sans diffusion. La diffusion élastique des particules est alors analogue à
la, diffraction de Fraunhofer (voir [6]) et est décrite par l ' ampl i tude

. <0

/d,f=—^(2;+f)P((cos^). (3)
(=0

D'après le théorème optique, on a

^ = ̂  Im f ^ { 0 = 0) = î- ̂ (2/ + f ) » 2^-'. (-1)
;=o

La section efficace inélastique (d'absorption) vaut

ro ;o

a- = ïï LC^ + OC - l^'l2) = -^ EC^ + 1) w 7TR2- ^
1=0 ' i=U

La section efficace de la diffusion élastique

°"éi = a'l...l. ~ '7'i^ w 7r7?,"" (6)

(voir également le problème suivant).

13.56. Le calcul de l'amplitude de diffusion donnée par la formule (3) du problème
précédent a été efrect.ué lors de la résolution du problème 13.31 ; on y a aussi discuté
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les particularités essentielles de la diffusion de diffraction. En accord avec le résultat
(6) du problème précédent, on trouve

o-ei = o"d,f = \ f d ^ f 2 d Ç t w - ^ • R ' 2 .

13.57. Les vitesses de l'électron et du proton dans l'état fondamental de l'atome
d'hydrogène sont respectivement de l'ordre de lO"2 c et lu"0 c (c étant la vitesse de la
lumière). Pour une vitesse relative du neutron et, de l'atome d'hydrogène VQ ̂  lO"5 c,
on peut négliger le mouvement du proton au sein de l'atome d'hydrogène (cela cor-
respond à une énergie du neutron e,, ;§> lO""' eV). La durée de l'interaction neutron-
proton est de l'ordre de T,,^, ~ R,,.,,/VQ ~ lO"13 cm/;;o < lO"18 s (si VQ » ICT5 c).
Cette durée est plus petite que le temps caractéristique de l'atome r,» ~ R^/v^ ~
ICF 1 ' s ; ainsi l'état, de l'électron ne varie pas durant la collision entre le proton et le
neutron. On peut de même négliger le déplacement du proton au cours de la collision,
VU qUe l^,y ~ t'O T,nter ~ -Knoy <^ K^ •

Compte tenu de ces estimations, on voit sans peine que l'amplitude de diffusion élas-
tique du neutron sur le proton f ( E , q) est liée à l'amplitude f ( E , q) de diffusion
élastique du neutron sur l'atome d'hydrogène par la relation

f ( E , q ) = f ( E , q ) a ( q ) , (1)

où <i.(t{) est l'amplitude de probabilité pour que l'atome d'hydrogène reste dans son
état fondamental lors de la variation brusque de vitesse du noyau-proton de la valeur
v = 0 à, v = Aq/M (hq étant l'impulsion transmise lors du choc, M la niasse du
proton ; comparer à 11.77 et 11.78). En utilisant le résultat obtenu dans le problème
11.78, on obtient

/' , -, ,-> ( ifn.'v • r\ ( û^rn^2^
a(q)= \ [^(^expf——————jdl7 = ( l + q————— J .

J \ / \ /

La relation entre les sections efficaces différentielles est donc :
1 7 / r > ' ) • > \ — 4«ff-nii ^ ao-np < ' , irin^o\
diï ~ dÇî \ 4M2 ) '

Vu que a(0) = 1, en utilisant le théorème optique et la relation (1), on voit que les
sections efficaces totales de diffusion sur le proton et sur l'atome d'hydrogène sont
identiques.

13.58. La probabilité d'annihilation par unité de temps de la paire dans l'état
fondamental du positronium est donnée par l'expression standard

dw^_ = 27r ^}V1'o(r)dr ~ d p f , (1)

où V est l'opérateur perturbation responsable de l'annihilation de la paire, ^o es^ ^
fonction d'onde de l'état fondamental du positronium valant

^o-^——e-'-/0 , "=^, (2)
, / _ „ -î p ^ Tr)
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(la masse réduite du système "électron + positon" vaut m/2) ; l'indice / caractérise
les états finaux possibles du système de photons formés au cours de l'annihilation
et d p f est la densité d'états finaux, l'énergie totale des photons étant E w 2mc2 (à
l'énergie de liaison du positronium près, beaucoup plus petite que me2).

L'expression analogue de la probabilité d'annihilation dans la collision d'un électron
et d'un positon libres est

dw^ = ̂  ̂  V^ (r)dr 2 dp J , (3)

où 'Sf^ ' est la fonction d'onde du mouvement relatif libre de vecteur d'onde k de la
paire.

En négligeant l'énergie cinétique de la paire par rapport à 2mc'2, l'énergie des pho-
tons dans l'état final vaut E = Im.c'1. Ainsi les états finaux des photons créés par
l'annihilation du positronium et de la paire libre sont les mêmes.

Comme on le sait [l], en normalisant la fonction d'onde '^!\' à l'unité du flux de
densité :

^.°) = ___^r
YV

l'expression (3) donne la section efficace différentielle du processus, c'est-à-dire

ricr,,,=|^ ^fVe^dr'dpf. (4)

L'intégration des expressions (1), (4) donne la probabilité totale de désintégration du
positronium et la section efficace totale d'annihilation de la paire. Compte tenu de la
petitesse du rayon d'action d'annihilation, on peut poser8 dans ces expressions r := 0
et obtenir ainsi la relation cherchée

W^= [dw^=^(va^) (5)

soit

,̂,, = ̂ W^/v (6)

en accord avec la loi en "1/r".

En utilisant les formules (5), (6), il faut tenir compte du fait que la- valeur de la section
efficace d'annihilation dépend du spin total du système "électron 1 positon" (voir, par
exemple, [8]).

8 11 est plus correct, de poser r = 0 dans l'argument de l'exponentielle de (4) lorsque fcRann "€ 1
(^ann étant le rayon d'action d'annihilation) ; d'autre part, un ne peut négliger l'interaction
coulombienne dans la collision qu'à la condition que v ^§> e //i., de sorte que le domaine de
validité de (R) et (6) est restreint par la condition eî / h <g " <S ^/('"/îann).
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13.59. Comme on le sait [l], selon le principe du bilan détaillé entre les sections
efficaces de deux réactions inverses A <->• B, on a la relation9 :

0"A->-B _ gaPa

VB^A 9kpi ' (1)

où <7 sont les sections efficaces totales des réactions A —>• B et B —>• A, moyennées
suivant les directions des spins des particules dans l'état initial et sommées sur les
directions des spins des particules dans l'état final ; g^ et g-s sont les poids statistiques
liés aux spins et pa, PB sont les impulsions du mouvement relatif dans les états A et
B, prises pour une même énergie totale dans le système du centre d'inertie.

Dans le cas considéré

n + p -H- d +7
(A) (B)

on a (TA->B = °"c.>p (section efficace de capture) et O^B-^-A = o"ph-d»s (section efficace
de pfiotodésintégration). Vu que le poids statistique de spin (de polarisation) d'une
particule de spin s vaut g , = (2s + 1) (mais, en vertu des propriétés spécifiques du
photon, dont la masse de repos est m^ = 0 et le spin s-, = 1, le photon n'a que deux
états de polarisation indépendants et </-y = 2), on a

^ = ( 2 s p + l ) ( 2 s , , + l ) = 4 , ^ = ^ ( 2 s , + l ) = 6 . (2)

Les impulsions du mouvement relatif PA,B figurant dans (1) sont égales aux impulsions
des particules correspondantes dans le système du centre d'inertie : p^ = pp = ?„,
PB = P-/ = Pd- En supposant que toutes les particules participant aux réactions
étudiées sont non relativistes (à l'exception, bien sûr, du photon, pour lequel E~. <$;
Me , M étant la masse du nucléon), on a, du fait de la conservation de l'énergie,

^

EA = ̂  = EB = ̂  + Ed ~ e w îw ~ £' (3)

où £ est l'énergie de liaison du deutéron, U J , la pulsation du photon. Dans (3), on
a négligé E^ par rapport à E^ (il est clair que pour un deutéron non relativiste,
E^ <^. E^, pour des impulsions identiques du deutéron et du photon ; cela signifie que
pour le système 7 + d, le référentiel du centre d'inertie se confond pratiquement avec
celui du deutéron au repos).

Puisque p-^ = T w / c , selon (1)-(3), on obtient

o-^p 3 fw huJ

o"»h-des 2 Me2 fw - e' (4)

D'après (4), on voit que dans le cas non relativiste (tw <€ Me2) on a, en général,
t^ph-dés ^> '"'"cap- Par contre, dans la bande étroite de valeurs de îw au voisinage du
seuil de la réaction 7 + d —> p + n (tw w e) on a, au contraire, (Tph-des ̂  o"cap-

9 On a cette relation non seulement pour les sections efficaces totales, mais également pour les
sections efficaces différentielles da /d&î.
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Soulignons, en conclusion, que la relation (4) n'est pas liée a une hypothèse quel-
conque sur le mécanisme de la réaction mais est basée uniquement sur la- symétrie des
équations de la mécanique quantique par rapport au renversement du temps.

13.60. Le problème se résout de façon analogue au précédent10 . Les sections efficaces
des réactions inverses effet photoélectrique et recombinaisoi) radiative, qui ont été
rnoyennées selon les directions des spins,

7 + 11 <->• p + c
(A) (D)

sont liées par la, relation

o-ph(^) P2 ^ - \Eo m,c
(1 :

Pour obtenir (1), il faut tenir compte de ce que le référentiel du centre d'inertie des
réactions étudiées coïncide avec ceux de l'atome H et du proton au repos, que le poids
statistique de spin de l'atome d'hydrogène dans son état fondamental l.s'i/2 est égal
à 2, comme celui de l'électron, et que les énergies du photon et de l'électron vérifient,
en vertu de la loi de conservation de l'énergie, la relation

9
P

hu. + EQ = e, = ——,
2m.,

ou En est l'énergie de l'état fondamental de l'atome d'hydrogène.

10 Les processus étudiés dans ces deux problèmes sont. apparentés de par leur nature physique.



CHAPITRE 14

THÉORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT

14.1. L'interaction d'une particule de charge (algébrique) c, sans spin avec un champ
de radiation (quantifié par le champ électromagnétique) est de la forme (en représen-
tation de Schrôdinger)

P = - ^ Â ( r ) . p + — — — Â 2 ( r ) , (1)
me 2mc~

où A est l'opérateur potentiel vecteur,

Â(r) = E (^) 1/2 e- («^ r + «Le-81-) (2)

(ai^, a^ sont les opérateurs annihilation et, création du photon avec un vecteur
d'onde k et une polarisation a ; e^cr est le vecteur polarisation du photon1 ; la jauge
est celle de Coulomb div A(r) = 0 avec k • e^cr = 0).

L'interaction (1) est responsable des transitions entre les différents états du système
"particule 4 pilotons" avec l'hamiltonien Ho = H^ + TîJ, où H^ est l'hamiltonien de
la particule dans le champ extérieur (non quant i f ié ) (dans ce problème, l'hamiltonien
de l'atome d'hydrogène), H^ est l'hamiltonien des photons libres.

La probabilité différentielle de transition par unité de temps est définie par l'expression
connue du calcul des perturbations

dw=^-\{f\V\^)\•îdpf (3)

( d p f est la densité d'états finaux).

Dans ce problème, la fonction d'onde de l'état initial est

^=^2p(r)|0)^.

1 Les vecteurs polarisation de base e^ sont choisis réels, ce qui correspond à des photons avec
une polarisation linéaire.
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où ^S^p est la fonction d'onde de l'état, '2p de l'atonie d'hydrogène (dans la suite, pour
fixer les idées, on supposera que dans l'état initial /; = 0 et ^a,, = 'î',,^2,^1 ni=o); |0}-y
est la fonction d'onde (plus précisément, le vecteur d'état) de l'état initial du système
de photons dans la représentation en nombre d'occupation (cet. état est, le vide).

Comme on le sait, dans la majorité des cas, on étudie la probabilité des transitions
pour lesquelles le nombre de pilotons varie d'une unifié. En se limitant seulement à
ces transitions, on obtient la fonction d'onde des états f inaux possibles

^ =1'o(r)|]k.,0, ...)-,.,

où ^o = 'l'loo est la fonction d'onde de l'état fondamental de l'atome d'hydrogêne,
1 k < T , 0 , . . . ) ^ la- fonction d'onde de l'état, avec un seu] photon d'impulsion /fk et de

polarisation cr. Pour les transitions étudiées, l'élément matriciel de la perturbation
prend la forme (A2 décrit des transitions à deux photons)

{f\V\i} = -^{f\À(r) . p\i} = -^JJ^ek^lOOle-^-p^iO). (4)

Ici, ou a tenu compte du fait que parmi tous les termes de la somme ( 2 ) , un seul
contribue à l'élément matriciel, car

( 1 k ^ , 0 , . . . n^,|0)=4k'^', ( lk< . ,0 , . . . | a i ^ |0 )=0 .

Pour chacune des deux polarisations indépendantes du photon, le nombre d'états vaut
(iJk = ck = ce,')

Vd-k _ Vk-dkcKïk _ VL^rfurfiïk
(27l-)3 ~ ( 2 7 l - ) 3 - (2îr)3c3

et la densité d'états finaux du système prend la forme

Vu!•îd^JJ(^iîk Vci^rfSîk
dp f = /' 8{E,

ou

1 . „ „ . Si-ne4

Ei = -En=2, Ef = En=i + hui, w = ̂ 21 = -{E-i - E] ) = ———

Donc, l'expression (3) devient

•> ,. ï
dw^ = ——"—— ek. / 1^îoo^^klP1'2lo^• rfiïk. (5)

27r/^mzc" J

L'intégrale dans l'expression (5), après la substitution e~ w 1 (approximation
dipolaire), s'écrit

Pia = / ^ooP^-iiodV = -im^i-si ^ ^îooî'ï' •îiodV = -imuJ-^r^. (6)
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Dans (5), on effectue la somme sur les polarisations du photon à l'aide de la formule

V ekCTPl2|2 = Y.(ekff)i(ei,a)n(pl's)i(pl-2)*n = ( 8in - -———} (pl^i (Pia),*, , (7)
(7=1,2 o \ K )

et on intègre sur les angles du vecteur d'onde du photon en utilisant l'intégrale

/ 47T
k,kndflk = —— fc"' Sin (8)

(k étant le vecteur d'onde du photon, ck = 1^21). Ainsi on obtient la probabilité totale
de la transition (par unité de temps)2 :

z^/E^-t6^1'1-12!2- (9)
a

En tenant compte de la forme explicite de la fonction d'onde (a = h2 /rne2 étant le
rayon de Bohr)

on trouve les composantes de l'élément matriciel vectoriel 1-12 :

(ri2).r = (l-12)y = 0,

(r,2), = ————— /(cos2^-31-/2^ = lw^
47iV2a4 J ^43

L'expression de la probabilité totale de la transition est donc

4A.21 o.^V0 2 PV^44A.21 o.^V0 2 PV^46 n^W=^^^•À2[^) a = ïï ^ 7, (10)^S^T^U a = [ s ) [hc) a

La durée de vie r et la largeur du niveau F sont liées à w par les relations

T = I / U , , F = fi/T = fiw. (11)

Pour l'atome d'hydrogène, selon (10) et (11), on a w w 0,63 x 109 s"1, r w 1,60 x
10-9 s, F w 0,41 x 10-6 eV.

La durée de vie du niveau '2p de l'atome muonique (m^ w 207m^) vaut w 10~11 s.
Cette valeur est beaucoup plus petite que la durée de vie du muon libre et permet de
comprendre le fait que le lepton ^ une fois capturé sur l'orbite atomique arrive, avant
sa désintégration, par une série de transitions en cascades, à se placer sur le niveau
fondamental.

4 LU'^ i
2 Cette expression peut être écrite sous la forme WJ^-[ == ———|di2 , qui constitue l'une des prin-

3hc3

cipales formules de la théorie du rayonnement dans l'approximation dipolaire. es îo
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14.2. Le problème se résout de façon analogue au précédent. Vu que le premier
niveau excité de l'oscillateur possède le moment, cinétique / = i (voir, par exemple,
4.23, 4.24, 4.25 du Tome T) , sa durée de vie est définie par une transition dipolaire.
Pour calculer la probabilité de transition, il faut utiliser la formule (9) du problème
précédent, en y posant 01:21 = UJ •== \ / k / m ) et tenir compte de la forme explicite de la
fonction d'onde des états initial et f ina l de l'oscillateur (a = ^/h/mi^)

^ = ̂ =","-°,"3=" = (T^Ti6""72"2'

^ = ̂ ,1 = ———^^e-'-2/202 - ———^^(cos^e-2/202,
{^/7Ta)-i2 a (y7ra)"/- a

dans le calcul de l'élément matriciel r i ;> (on suppose que dans l'état initial /; ~= 0).

Une intégration élémentaire donne

et la probabilité totale de la transition (par unité de temps) s'écrit

2e2^!«2 2 f e ^ \ ( lu \
3 hc^ 3 \hc} Vmc^y

(w •̂  c<;, car e //?.(• w 1/L37 et. fiw <$; me*').

La durée de vie du niveau est r = l / w .

14.3. Dans l'approximation dipolaire, la probabilité de transition est w ex | ( l |d |2) |2 .

a) L'opérateur moment dipolaire d = —s: y ïa cs^ indépendant des variables de spin
a

et, par suite, commute avec l'opérateur carré du spin total des électrons, S2.
Si l'état, initial correspond à une valeur déterminée du spin toi.al .5'2 (rappelons
que la. dégénérescence du niveau est. égale à (2,5' + f ) ) , la fonction vectorielle
<[» = d'1'2 ^t aussi fonction propre de S2 correspondant à la même valeur propre
5'2. Si la fonction d'onde de l'état final correspond à une valeur du spin total
>5'i ~^- Â'2, on a (f |d |2) = 0, en vertu de l'orthogonalité des fonctions propres
de l'opérateur hermitien S2 correspondant a, différentes valeurs propres et, les
transitions dipolaires sont, interdites.

b) Comme on le sait, les fonctions d'onde des états statiouiiaircs de l'atome sont
(approximativement) des combinaisons déterminées de produits de fonctions
d'onde d'électrons individuels V.'n,.im M V f . dans un champ self-consistant (avec
des nombres quantiques différents «„,., / , m, s-z). Dans ce cas, la fonction d'onde de
tout étal, d ' un terme contient un même nombre de fonctions d'onde monoélectro-
niques possédant les nombres quantiques donnés iî,.,l (c'est-à-dire que le nombre
d'électrons équivalents pour tous les états du terme concerné est le même). Donc
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E'»
tous les états du terme possèdent la même parité 1 = (~1) ° (1& somme est
effectuée sur tous les électrons ; en fait, la valeur de la parité se détermine par les
électrons des couches incomplètes).

Les éléments matriciels du moment dipolaire entre des états de même parité sont
identiquement nuls (voir, par exemple, 1.21 du Tome I), ce qui démontre que les
transitions dipolaires entre les différentes composantes de structure fine d'un même
terme sont interdites.

14.4. La transition étudiée est de nature dipolairc. L'expression générale de la proba-
bilité de transition dipolaire d'un photon de l'état initial i du spectre discret à l'état
final / est de la forme

4 ù;3 .,

^W'^' (1)

où d j i est l'élément matriciel du moment dipolaire du système, /ILJ = Ei — E f l'énergie
du photon émis.

Pour obtenir une estimation de w à partir de (1), il faut prendre d f i ~ en et
tenir compte de la valeur f w = AÊ'^s = 7 x 10~18 erg. Finalement, on obtient
(ffl ~ 10-8 cm, e w 5 x 10-1" UES CGS)

-•'-^P^-'-'»-108- <2'
ce qui correspond à une durée de vie (par rapport à cette transition) r = \ / w w
3 x 109 s w 100 années (1 année w 3,14 x 107 s).

14.5. Le problème se résout de façon analogue au problème 14.1. Dans l'expression
V = —d • Er^d(1'}, l'opérateur champ électrique des pilotons est de la forme

Ê^r) = -^À^-^À].

k,(7

On a utilisé les notations du problème 14.1 ; H^ est l'hamiltonien des photons libres

?ii V^ ( "\ ^Ho = y^^ka^o,^,n - y^ /„.,, ;;t
/ ^
k,(T

r est le rayon vecteur du centre d'inertie du rotateur ; on néglige dans la suite le recul
dû à l'émission du photon et l'on admet que le rotateur est localisé au point r = 0
comme dans les problèmes du rayonnement de l'atome où l'on suppose habituellement
que le noyau est localise au point R = 0).

La fonction d'onde de l'état initial du système (vide des pilotons et rotateur sur le
premier niveau excité, dont le moment cinétique est / = 1) a pour expression

^ = yin(^)|0)^ =-n/3cos(?|0),,
V 47T
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(pour fixer les idées, on suppose lz =0) . La fonction d'onde de l'état final est

^ = y o o | i k , < 7 , o , . . . ) ^ = A/^iik^o, . . . ) - , ,
(rotateur dans l'état fondamental et un photon avec les nombres qu antiques k, o- ; la
valeur k = u i / c se détermine par la conservation de l'énergie huJ = £';=i —£';=o = h2 / I ,
voir 4.3 du Tome I).

La probabilité différentielle de transition (par unité de temps) vaut (comparer à la
solution du problème 14.1 ; d = dn, n étant le vecteur unitaire parallèle à l'axe du
rotateur)

^

dw^ = ̂ {(UV^dpf = à^ ek. [ ^ncos^,, d^ (2)

(ne pas confondre les éléments d'angles solides dîîn et diïk donnant respectivement
l'orientation de l'axe du rotateur et celle du photon émis !).

En introduisant la notation
/O f

a = —— / n cos OdSîn
47T J47T J

et en utilisant la formule

ek<7 •a|2 = (eka)i(ekc,)j(iiaj,

effectuons dans (2) la somme sur les polarisations du photon en recourant à la relation

^ (ek<7)î(ckCT)., = [ S ,:a )i\^ka ) ] — 1 "ÎJ
Â-2 y

(7=1,2 ' '

On obtient alors

dwk = ̂  rfwk<7 = „ .. 3 ( ̂ J - —— ) aiajdÇtk (3)

et, en intégrant suivant les directions du vecteur d'onde du photon (avec utilisation
de la formule (8) du problème 14.1), on aboutit à la probabilité totale de transition

Ll 4dvi! 2 /„.̂r"1-:̂ 8 (4)

(comme le vecteur rfa est l'élément matriciel du moment dipolaire, la formule (4) se
trouve en accord avec l'expression générale de la probabilité de rayonnement dipo-
laire).

Compte tenu de la valeur des composantes du vecteur n = (sin 0 cos ̂ , sin 0 sin ip, cos 0},
il est facile d'obtenir a,: = a.y = 0, a^ = l/v3 et, finalement, l'expression de la pro-
babilité de transition

4 d2^3

^=g^- (c. = h / I ) . (5)
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14.6. En nous limitant à l'étude des transitions permises par l'approximation dipo-
laire, référons-nous à la formule générale donnant la probabilité de ces transitions (par
unité de temps)

.,/=|âd,,r. (D
Dans ce problème, di2 est l'élément matriciel du moment dipolaire de la molécule
entre les fonctions d'onde des états initial ^2 et final ^i correspondant aux différents
niveaux rotationnels d'un même terme. Les fonctions d'onde de ces états sont de la
forme

^ = ̂ ',A=o(R, ̂ 1^2, ... W(R)YKM((>, V)

(voir, par exemple, 11.60) avec les nombres quantiques n, A = 0, v des états initial
et final identiques, et les nombres rotationnels (A', Af) différents. En effectuant dans
l'élément matriciel d^ l'intégration par rapport aux coordonnées des électrons ^a (y
compris la somme sur les spins) et par rapport à la distance relative R entre les
noyaux, de façon identique à 11.60, on obtient

di2= f^d^i^r=d (YK.M^YKM^ (2)

(n est le vecteur unité le long de l'axe passant par les noyaux, sa direction étant fixée
par les angles G, y).

Vu que l'énergie de rotation de la molécule est donnée par EK = B g K ( K + 1) (Bg =
h2 / 2 I est la constante rotationnelle), on note aussitôt que la formule (1), compte tenu
de (2), est identique à l'expression de la probabilité de rayonnement du rotateur.

L'intégrale (2) pour le premier niveau rotationnel excité avec K = 1 et M = 0 [K' =
0) a été calculée dans le problème précédent. L'expression finale de la probabilité de
rayonnement est

w=îdî^ ^= h / 1 = 2Be/h)- (3)

Pour avoir une estimation numérique de (3) on peut prendre d ~ eRo, 1 ~ MR2, ~
3MpR^ (on suppose que la molécule comprend au moins un atome léger, de sorte que
la masse réduite des noyaux M ~ 3Mp). Finalement, on obtient. (R,o ~ lO"8 cm,
e « 5 x 10-10 UES CGS, 3Mp « 5 x 10-24 g)

2 r»2 fc2
^ ^ o ^ l O - s - , (4)

c° I-

14.7. L'interaction d'une particule avec le champ électromagnétique a la forme

U=-îfBo-îfB^(r) (1)
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où le sens du premier ternie est évident, tandis que le second décrit l'interaction du
moment, magnétique de spin avec le champ de rayonnement. De pins, l'opérateur B^ad
est de la forme (à propos de l'opérateur A voir 1 4 . } ]

1/9

D,,,(r)=rotÂ=W27^2) (<kA^)(^e^k^-a„e-'kl•) ; (2)
k^ \ ' ^k s ' '

dans ces expressions r est le rayon vecteur de la particule. Si l'on néglige l ' in f luence
du mouvement de la particule sur le rayonnement, on ne doit considérer que le degré
de liberté de spin, en supposant r = 0. Dans ce cas le terme //o = —/"( • B|) = —//Boo";
(l'axe z est dirigé le long du champ) est un hamiltonien non perturbé du système (du
sous-système de spin). Ses fonctions propre;-, et ses valeurs propres sont :

^1=,\1/2,1/2, ^"^-/^o; ^ 2 = X l / 2 , - l / 2 , 4e" =/^0. (3)

Un supposant // > 0, on remarque que E', > l']\ et la perturbation V = —fi •
Br,d(0) peut provoquer une transition de l'état, ^^i vers l'état 'l'i. Cette transition
sera accompagnée par l'émission d'un photon d'énergie f w = Ey — E[ = 2/(7^o.

L'expression de la probabilité différentielle de cette transition (par u n i t é de temps),
obtenue de façon absolument analogue à ce qui a, été fait lors de la résolution du
problème 14.f, est

dw^ = ̂ \Vf, \lpf -= ^- (kAok.) •^ÎT^I^k. (4)
/; ' ' ZTTII.C

Récrivons cette expression sous la forme
r) 9

U^u^ 9 U UJ
rf'"'kcr = —.|<"k,T -alal-ri^k = —^(rk^M^kffyK"1!:')^"^)}'^ (5)

où

ar_- •= k A 'Si^fT'9-, = k A 0-12.

Effectuons, d'abord ,dans (5) la somme sur les polarisations du photon (voir 14.1) :

9 2

(/u'k = ̂  rfu'ka = ——r- ai2 ^rfîîk = 7—r~ {^2 |o"l2 "' - (k • o-isKk • o-i:.)" } r/Qk,/—' 27r/ic î-n-hc
a

puis l'intégration sur toutes les directions du vecteur d'onde du photon :

4^3 _ ,2w = 1 dwk = , o-i2|"J ?,hc-

(on a écrit, (k • o-i2)(k • 0-12)* = /l'î/• 'n(o"l2)^( (7l2)^ e^ utilisé la formule (8) du problème
14.1) .

Compte tenu de la forme explicite des fonctions ^i et ^2 et des matrices de Paul i ,
on obtient,

(TI-').!-= 1, (o"12)y =-», (0-12).-= 0
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et, finalement, l'expression de la probabilité totale d'émission d'un plioton

Sh^c3 '

14.8. L'interaction de l'électron avec le champ de rayonnement est

e2 .2 , ^.V=—A.p+—^
rnc Zmc^ 2mc (1)

(le dernier terme de (1) est l'interaction du moment magnétique de spin, valant
—|c|/î,/2mc, avec le champ de rayonnement ; la forme explicite des opérateurs A
et B,.,,, est donnée dans la solution des problèmes 14.1 et 14.7).

L'élément matriciel de la perturbation (1) d 'une transition à 1 photon de l'état 2s i /2
vers l'état l . s i / a est de la forme (comparer aux solutions des problèmes 14.1 et 14.7)

(f\V\i) = OI^A.p+^.B^)

|e / 27r/t ,_ ,1,,.,-. ih ̂  _ . _ ,
—\———e^ •{^le-^^p- -o-Ak) î-a),
m \/ v uJk z

l'i ^ î ' iooXi =

^, = <p2ooX2 = ————e-'-/20 (l - —) ̂
VSna3 \ 2a^

(^nirii est la fonction d'onde de l'atome d'hydrogêne, \\ 2 sont les fonctions de spin
de l'électron ; on suppose que dans l'état initial s^ = j ^ = +1/2).

En tenant compte de la symétrie sphérique des fonctions d'onde 'îi et ^ y , on obtient
sans peine

ek.-^ile-'^pll^O.

De fait, l'élément matriciel vectoriel (^i le^^^'pl^s) ne dépend que du seul vecteur
k et, par suite, est proportionnel à k, mais k • ei^ = 0. Donc, l'expression (2) prend
la forme

{f\V\i) = -'-\F\h /^(v^le-^ ••|^,oo) ek, . (M (TAk)|,^)
Zllî V Vt^k

Pour calculer l'élément matriciel de la fonction exponentielle c"21' r, développons-la
en série (|k • r| < ka <^ 1) :

(k • r)2

exp(—?'k • r) = 1 — î'k • r — ——^——
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Les deux premiers (f i rmes du développement doritient zéro (le premier à cause de
l'orthogonalité des fonctions d'onde, le second du fait, que la fonction sous l'intégrale
est impaire), de sorte que

(^100 e-'^l^oo) w -J / ^^2uo(k • r)\lV. (4)

En écrivant, (k • r)'' ^ k,ik.k Xi Xk et compte tenu de la, relation

x^XkdÇl = —r^Sik,

on transforme l'intégrale (4) en

(^100 e-'^l^oo) % - — — — / r^^^dr0 Jo

fc2 ^e-3-ff--)^.^V. (5)
3aV27o ^ 2« / ' - 3^

Compte tenu des relations (3) et (5) et en introduisant la notation 0-12 = (\i <r ^2) ,
on obtient la. probabilité différentielle de rayonnement du photon sous la. forme

^ = '^\(f\V\i)\^ = (^fc^2^ = Çg^ ̂  .^2Ak|^ (6)

(^ = /•fÂ.-c = 7?,,^2 - -E'n=i = 3e2/8a).

On effectue ensuite la somme sur les polarisations du phot.on et l'intégration sur les
directions de son vecteur d'onde (comme lors de la résolution des problèmes M.f et,
14.7) et, on obtient,

S17^2^4, ,., 1 fe^-Y'm^
'"'= QI.S^^Q l°'i2l" = ̂ T r̂ h- ^T^isl"- (7)313^9 i ^1 36 .2-1 \ncJ h3

La valeur de l'expression (7) dépend de l'état de spin de l'électron décrit, par le spineur
\ i . Pour obtenir la probabilité totale de transition 2s i /2 — ls'i/2, il faut trouver
les probabilités ii^1'2) des transitions vers les deux états finaux indépendants avec
j ^ = s^ = ±f /2 , pour lesquels

(1) _ (2) _
\1 — Xl/2,1/2, Xl — Yl/2,-1/2.

et prendre leur somme, c'est-à-dire w = w1'1' + w^.

Un calcul élémentaire donne

/ / \ i \ i \\ *^ J ( 0 , 0 , 1 ) p o u r ^ i = \ , ,
0-12 = ((O-12):c, (^ ]2) , / , ("-12)^) = X\ff\1 = \ . . . (S)

[ ( 1 , » , 0 ) pour \ i = \ i ,

et la probabil i té totale est égale à

"=3^0 '^O^xIO^s-1, (8)



XIV - THÉORIE QUANTIQUE DU RAYONNEMENT. SOLUTIONS 289

en accord avec la durée de vie du niveau îs\i^ (par rapport à la transition considérée)
r = l / w w 18 jours.

La comparaison des résultats de ce problème et de 14.4 avec la probabilité de transition
à deux photons w = 8 s~1 montre que, dans ce cas, les transitions à un photon ont une
probabilité beaucoup plus faible (de plusieurs ordres de grandeur) que les transitions
à deux photons ; autrement dit elles sont fortement occultées.

Dans les conditions de 14.4, la raison de cette occultation est évidente : la faible
valeur de la pulsation du photon émis (w c< w3 !).

L'occultation de la transition à un photon 2si/2 ~~> ^ s l / • 2 , qui est une transition dipo-
laire magnétique, s'explique par le fait qu'en négligeant le déphasage (e"'1' r w 1)
elle se trouve interdite à cause de l'orthogonalité des parties spatiales de la fonc-
tion d'onde, comme on l'a noté plus haut. Il faut remarquer la faiblesse de l'élément
matriciel (dont l'ordre de grandeur est k^a2 ~ cr2 et, donc, a4 ~ 10~9 dans l'expression
de la probabilité de transition) provenant du développement de l'exponentielle qui
s'avère être du même ordre de grandeur que les corrections relativistes à la fonction
d'onde. La prise en compte de ces corrections augmente la valeur de la probabilité
(8) d'un facteur 10 environ ; ce problème ne doit donc être considéré que d'un point
de vue pédagogique.

14.9. Dans l'état fondamental de l'atome d'hydrogène dont le noyau est le proton, le
niveau triplet S = 1 de la structure hyperfine est supérieur au niveau singulet ,5' = 0
(la différence d'énergies A-Ê'HFS = 1420 MHz sa 9,4 x 10"18 erg). Les fonctions d'onde
de ces états sont de la forme (pour fixer les idées, prenons Sz = 0 pour l'état triplet)

fi = 1'ioo(r)xs=o,5.=o = -,-{x'[|•2,l|•2X\/•î_^|•î-X\|'2,-l|'2X\|ï^|^-,=^rla,^ L A l / 2 , l / 2 A i / 2 , - l / 2 A l / 2 , -1/2A1/2,1/2-1 ̂ g3

(1)

^2 =\Sloo(r)xs=l,s,=o = ̂ {AÎ^i^A'^.-i^+A'î^-i^A'^,!^}^^"''70-
\ ^ V 7TO

Sous l'effet de l'interaction avec le champ de rayonnement

^^.^———Â^^.^, (2)
me Imc- 2mc

et une transition à un photon est possible de l'état triplet vers l'état singulet (dans
l'expression (2), on a négligé l'interaction du moment magnétique du proton avec
le champ de rayonnement, vu qu'elle est M p / m ^ w 103 fois plus faible que celle de
l'électron).

La solution de ce problème est identique à celle du problème précédent (à laquelle
nous renvoyons le lecteur pour les détails).

L'élément matriciel de la perturbation (2) pour une transition à un photon entre les
états (1) est de la forme

{f\V i} = -^/'^(lOOle-^'-Wek, . <xi|^ Ak)|^)
2m V V^k
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(xi e*' \2 sont les fonctions de spin du système "électron + proton" dans les états
initial et final). En substituant e~lîs'''' w ] et en calculant les composantes du vecteur
0-12 = (,Yi l '^c.Ixa) = (0 ,0 , 1), on obtient

, .," i i\e\h I 27l-/), _ ,/ |V » = _ n / ——e^ • < r i 2 A k ) .
/m V l ^k

La probabilité difrérent.ielle de transition (par unité de temps)

0 2 fcawk. = -^K/moi'-'a^ = g ,̂̂ !̂  • ( T^A k '«"h (3)
(îw == A/'^'ups). Après avoir effectué la somme de l'expression (3) sur les polarisa-
tions du photon et l'intégrale sur les directions de son vecteur d onde, on obtient, la
probabilité totale de la transition :

e^h^k2 0-1212 _ 1 (<:'2\ (A£'Hps)
«• = 7 , . ' = -. T- —————— ^ 2,9 x 1 0- • •' s- • ,Sm^3 :$ Vie/ m2cAh

ce qui correspond à une durée de vie du niveau triplet r = \/w w 10' années.

14.10. Les probabilités de transitions électromagnétiques à un photon (par unité de
temps) de diverses multipolarités pour des états atomiques pas trop excités sont en
ordre de grandeur égales à

d'^.,^ e-'crci;3
a) w/7-i ~ ——— ~ ——5— (dipolaire électrique, ou transition J ' J Î ) ; ( 1 )

ne" ne"
r, 0 r) ') ••;

l-1!^' ,,t.:~(l"W

b) WMI ~ ——T—^ (i"——ï— (dipolaire magnétique, Ml) ; (2)
/(€" /ÎC"

/'\'ï ^ / \ " 2 '/ ^y^1-^ i^a\ errLiJ
c) wp'i ~ ——.—~ — [ ———,— (quadrupolaire électrique, E'2), (3)

hc0 \ c i hr"

où rir_) ~ ea, ^12 ~ ( l i / m c , Q\^ ~ ça''' sont les valeurs caractéristiques des éléments
matriciels des moments dipolaire, magnétique, quadripolaire (a = /î-'/mi"'). Pour
les transitions entre les niveaux de termes d i f f é r e n t s ti^i ~ e /a et n;a/(" ~ f ' / l i r .
Alors, d'après (2) et (3), les probabilités des transitions Ml et Eï sont de même
ordre de grandeur (si les transitions ne sont pas interdites par les règles de sélection)
et a~~' ~ 104 fois plus faibles que la probabilité de transition E ] .

La particularité des transitions entre les niveaux de structure f ine d ' un même terme
s'explique par les raisons suivantes. D'abord, ces niveaux ont la même parité et
les transitions El entre eux sont, interdites (voir 14.3, b). Ensuite, pour ces tran-
sitions, fini est, de l'ordre de grandeur de l ' Intervalle de structure f ine, c'est-à-dire
huJ ~ o~ /^ t ~ o^e'/a, et la comparaison de (2) et (3) montre ciné, dans ce cas, la,
probabil i té de transition E'1 est (ï~4 ~ 108 fois plus faible que celle de M1. Donc, la
transition quadrupolaire subit une très forte atténuation et les transitions dominantes
sont les transit ions dipolaires magnétiques. Vu que, pour ces transitions, la règle de
sélection exige crue |A,7[ = 0 , 1 , et l'énergie des niveaux de structure fine varie de
façon monotone avec ,7. les transitions dominantes M 1 s'effectuent entre les niveaux
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de structure fine voisins. Une estimation grossière de la probabilité de transition,
selon (2), avec !~M ~ a ' ^ e ' ^ / a , donne

r> ° fî•1 c'a" f e ,., c 7 ,
•'" ~ a -̂ -̂  -ï = a - ~ Î O s~1./r'c" a" a

14.11. Cherchons la forme de la fonction d'onde d'état d'un photon avec J = 0 en
représentation p (en vertu des propriétés spécifiques du photon, il n'existe pas pour
ce dernier de fonction d'onde en représentation r au sens habituel, c'est-à-dire comme
amplitude de probabilité).

La fonction d'onde ^^=0 cherchée ne doit dépendre que du vecteur impulsion p = fik
et de la polarisation e du photon (en outre, il est clair que la dépendance par rapport
an vecteur e est linéaire) et doit constituer un scalaire, c'est-à-dire ne pas varier avec
les rotations du système de coordonnées, puisque J = 0. La forme la plus générale de
cette fonction3 est :

<l>,/=o = f ( k ) e . k ( f )

( f ( k ) est une fonction quelconque). Toutefois, la fonction d'onde du photon doit satis-
faire à la condition de transversalité de sa polarisation. Cela signifie que l'amplitude
de probabilité de polarisation longitudinale, correspondant à e [| k, doit être nulle.
En posant dans l'expression ( f ) e = k et en exigeant que dans ce cas ^J=O = 0, on
obtient sans peine : <I>J=O = f ( k ) k2 = 0, c'est-à-dire que f ( k ) ^ 0. Donc, <E'./=o = 0,
de sorte qu'il n'existe pas d'états du photon avec ,7=0 .

L'absence d'états du photon avec J = 0, explique le fait que les transitions "0 —>• 0"
du système avec émission d'un seul photon sont strictement interdites et que cette
interdiction est, en fait, liée à la transversalité de la polarisation du photon.

14.12. La fonction d'onde du système avec J = f , de parité positive P = +1
est une combinaison linéaire des composantes d'un vecteur axial a (dans l'inversion
des coordonnées Ra = +a). Ce vecteur axial doit, s'exprimer en fonction des vecteurs
suivants caractérisant, le système : k = ki — k z (ki +ka = 0 dans le système du centre
de masse), ei et e^ (vecteurs polarisation des photons). En outre, la dépendance de
a par rapport à c-i et 02 doit être linéaire. La forme la plus générale de ce vecteur
axial est :

a = f \ {k) (ei A cy) • k) k + /a ( k ) ei A ez
+ f 3 ( k ) (es • k) ei A k + f ^ k ) (ci . k) ̂  A k ( f )

où fi^,3,4(k) sont des fonctions scalaires quelconques.

Avec- la permutation des variables de pilotons (ki <->• ka, ei —)• e^ et k —>• —k)
l'expression (1) se transforme de la façon suivante :

a-^a' = -/i(Â-)(ei A e^) • k)k - ̂ (k) ei A 03
+ f 3 ( k ) (ei . k) e,, A k + A (k} (e.^ . k) ei A k (2)

3 Habituellement, l'état du photon est décrit en termes de composantes de Kourier du potentiel
vecteur A(k, () en utilisant la jauge k • A(k, t) = 0, Ao(k, ( ) = 0. La relation fntre ce mode de
description du photon et celui utilisé dans 14.1 1 ri 14.12 est donnée par <1> = f^/1,,.
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mais comme les photons sont des bosons identiques, on doit avoir a' = a et la com-
paraison de (1) et (2) entraîne que /i == /2 = 0, f a = /4. Donc,

a = / 3 W { ( e 2 - k ) e i A k + ( e i . k ) e 2 A k } . (3)

Maintenant, tenons compte de la condition de transversalité de la polarisation des
photons qui exige que, pour les photons longitudinaux (0^2 oc ki^ oc k), la fonction
d'onde (et le vecteur a) soit nulle (voir problème précédent). Si l'on pose dans (3),
ei = k et, si l'on exige que la condition a == 0 soit remplie, on obtient f s ( k ) = 0 soit
a = 0, ce qui démontre l'absence d'états du système à deux photons avec J = 1 et
P=+l.

Pour les états de photons avec J = 1 et parité P = —1, la fonction d'onde représente
une combinaison linéaire des composantes d'un vecteur polaire v (dans l'inversion des
coordonnées Rv = — v)- La forme la plus générale de ce vecteur est

v = gi(k) (ei • 02) k + g^k) (ei . k) (e, • k) k

+ g3(k) (ei • k) es + g^k) (e^, • k) ei. (4)

Avec la permutation des variables des deux photons, l'expression (4) se transforme de
la façon suivante :

v ̂  v' = -gi (k) (ei . e2)k - .92 (k) (ei . k) (02 • k) k
- g3(k) (e2 • k) d - 54 (k) (e, - k) 02. (5)

La condition de symétrie de la fonction d'onde exigeant que v = v' donne gi = g-2 = 0,
</3 = —</4 , tandis que la condition de transversalité des photons entraîne que gy, = 0,
c'est-à-dire v = 0, ce qui démontre l'absence d'états avec ,/ = 1 et P = — 1 .

Le corollaire de ce problème est le fait que les désintégrations des particules de spin
s = 1 (mésons vectoriels) en deux photons sont interdites.

14.13. Cherchons la probabilité de transition (par unité de temps) du système "par-
ticule + photon" de l'état décrit, par la fonction d'onde

^i= Ik^O,...}1^1^ ; pi=0, E,=h^, (1)
w

vers l'état décrit par la fonction d'onde

^ = I lk^ ,0 , . . •}^p2•r/h ; E; = l| + ̂ 2, (2)

sous l'effet de la perturbation

V=-^-À(r).p+———À\r) (3)
me 2mc'

(la forme explicite de l'opérateur A et les notations utilisées ont été présentées dans
le problème 14.1).
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Le processus étudié s'effectue au second ordre du calcul des perturbations suivant le
paramètre "e" (en fait, le paramètre du développement est e ^ / h c ) . Selon la formule
générale,

2

^=^v^r.^v•- dp,. (4)
h • 1 ' • ̂  E,-E^

v^i

En outre, dans les éléments matriciels V f v et Vvi figurant dans la somme sur les
états intermédiaires v, on doit se limiter au premier terme de l'expression (3) (la
prise en compte du second terme donnerait des termes du quatrième ordre en "e"),
mais comme p^i = 0, ces éléments matriciels sont nuls, comme toute la somme de
la formule (4) dans son ensemble. Ainsi la probabilité de transition est entièrement
définie par l'élément matriciel Vc, valant

^ = ^c^-^

= 27rfie2 - ei • e; /" e^P lr/' i+'klr- iP2•r//l-^k2rd3r
mV^^/w^î J

27The2 x ^- T. ,——=ei • e2dp i+ f ik i , p2+f tk2 (a)
mV -i/c^ic^2

(on a utilisé les notations ei au lieu de e^i, etc.).

La présence dans (5) du facteur «îpi+fiki.pa+fika exprime la loi de conservation de
l'impulsion au cours de la diffusion et signifie que l'état final du système est com-
plètement défini par les nombres quantiques kg, 0-2 du photon (dans ce cas, l'état de
la particule, défini de façon univoque par son impulsion, est régi par la loi de con-
servation de l'impulsion). C'est pourquoi en déterminant la densité d'états finaux, il
ne faut tenir compte que des états du photon. En négligeant l'énergie de recul de la
particule (py ~ hk^^ ^ me, Ey = •p^- ~ h2^ ^ / m = hk^^c—1-2- <^ ^12), on obtient,
comme dans 14.1 ( E f w f w ^ ) ,

V^d^
^^WW (^———^

et l'expression (4) devient

e4

dw = ei • 02 ^î^. (6)
m-c-V

En utilisant la relation dir = d w / j = d w / p c = V d w / c ( p = l/V étant la densité
volumique du nombre de photons), on aboutit à la section efficace différentielle de la
diffusion élastique de photons par une particule chargée.

On écrit ensuite (ei • e^)2 = e^e^e'ne,'^ et, dans la formule (6), on calcule la valeur
moyenne sur les polarisations des photons incidents et la somme sur les polarisations
des photons diffusés à l'aide des relations

(eka)i(eky)n = y^(eka),(ekff)n = „ Nm - ——2^) ;

2
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on obtient finalement les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion des
photons non polarisés (0 est l'angle de diffusion) :

o4

der = ————11 +cos20}d^,
2m-c4

STT e" STT
o- =

Tm2c4 - 3 "•

Ici »'o = ( î /me2 est le rayon classique de la particule chargée.

(8)

Les expressions (7) et (8) ne contiennent pas la constante de Planck et coïncident
avec les résultats correspondants de l'électrodynamique classique.

14.14. La transition de l'état initial, décrit par la fonction d'onde

1^ = |ik,^,o,...)yi E, = hio
/47T

à l'état final, décrit par la fonction d'onde

1 ;

f/ = | i k , ^ , o , . . . ) V o o = E{ = /(L<;2,

sous l'effet de la perturbation

V = - d . Ê ^ ( 0 ) =-f / i rÊ^(0) ,

•n /n\ -V^ livtiLLik ^
E,,d(0) = 2^V-^———ek<.(fflka -«D

k,(7

(voir 14.5 ; on ne considère que le degré de liberté interne du rotateur localisé en
r = 0) s'effectue au second ordre du calcul des perturbations et sa probabilité (par
unité de temps) est définie par la formule générale ( V f , = 0)

•27T E E, - E,,
dp J . (1:

On remarque aussitôt que la contribution non nulle à la somme dans (1) n'est, donnée
que par les états intermédiaires suivants :

h2

1) ̂  = VYm(^ ̂ )|lk^ , lk^,, 0, . . .), A, = y+ ̂ | + ̂ ,,

i-3

2) ̂ = y,,,, (0 ,^ ) |o ,o , . . . ) , ̂ =y,
dans lesquels le rotateur se trouve sur le premier niveau excité avec / = 1 (dans les
autres cas, l'élément matriciel de la perturbation V oc du est nu l ) . Compte tenu de

^1(1 + 1 )
ce que 7^ = —————, LO\ = uu-j = LJ (les pulsations tics photons incident et diffusé
sont identiques), en utilisant l'expression

V^d^;
dt>f - (2^fc3'
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on obtient, selon (1),

^d4

dw =

V /; n ni 1 \ / i 1 In n\ \ ''•IkC-îi , <i\i<i'lk 1 „, \ /

x ^ (/ = 0, m = 0\n, 1, m)(l, m|^|0, 0) ^ _ ̂  + _^ _ ̂  ^.
m = — l L ' ' J

Ou calcule ensuite la somme sur m dans (2) :

^(0, 0|ra. 1, m)(l, m n/,|0, 0) = ̂ (0, "H/, m)<;, m|^|0, 0)
m ;,»?i.

= (0, Q\u,nk\Q, 0) = 1 l n,n^ = '̂.A (3)
47r J ,i

(la somme peut être considérée sur toutes les valeurs de / et m, car pour / ^ 1, on
a (/ ^- [,m nk\Q,0) = 0 ; on a tenu compte dans (3) du fait que les harmoniques
sphéricjues forment un système complet V |/, m)(l, rit\ = 1).

l,m

Compte tenu de (3), l'expression (2) prend la forme

^^A^^^
On écrit, ensuite (ei •e^)" = e^e^c^e'^ et on calcule, dans (4), la valeur moyenne sur
les polarisations du photon initial et la somme sur les polarisations du photon diffusé
à l'aide des relations

(ekv)z(e^)n = ,,^(ek(7)î(eko)n = „ [ ̂ n - --p") •
f7 \ /

Finalement, on obtient (6 est l'angle de diffusion) :
<-), ,4,74 r r i 2

""-J^tf^p] C+-2^".

Compte tenu de la relation entre la section efficace et la probabilité du = d w / j , où
j = pc = c/V ( p = Ï / V étant la densité volumique du nombre de photons), on obtient
les sections efficaces différentielle et totale de la diffusion élastique des photons par le
rotateur

(5)

327^-^4d'4 F 1
a = 27c4 [ f i 2 -^2/2 J •

Selon (5), on a les cas limites

. , 327RJ4rf4/2 , ,
^W w ^4^,4 Pour U J I < h.

l ^ y2ml4c r .o-(^) M ^ pour wl » h.
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Pour f w —s- h2 // , la section efficace de diffusion croît indéfiniment, traduisant ainsi
sa nature résonnante. Toutefois, pour ces pulsations du photon, les formules (5) ne
peuvent pas être directement appliquées, car, dans le calcul, il faut tenir compte de
la largeur naturelle du niveau excité du rotateur (avec l = l).

Voir également le problème 14.17.

14.15. Cherchons la probabilité de transition (par unité de temps) du système
"oscillateur + photon" de l'état initial décrit par la fonction d'onde

E, = fwi + 3fia;u/2,

à l'état final

Et = biti^ + 3?iu;o/2,

(^ni î iana so1"' les fonctions propres de l'hamiltonien de l'oscillateur correspondant aux
valeurs propres EN = fwo[N + 3/2), Ar = (ni + n-î + 11,3), voir 4.23 du Tome I) sous
l'effet de la perturbation

l / = - — — A ( r ) . p .
rnc 2mc2

- A tï-\.A. ( i f (i)

(la forme explicite de l'opérateur A est donnée dans 14.1). La transition s'effectue au
second ordre du calcul des perturbations suivant le paramètre "e" (plus précisément, le
paramètre du développement est e / h c ) et sa probabilité se calcule suivant la formule
générale

27T v +V 1/1/
' • f1 ' 2^ F. _

v •^î
v^i

Vfv \'vi

p . _ •F^î ^v
(2)

En outre, la valeur de l'élément matriciel V f , se détermine par le second terme de
l'expression (1) (~ e 2) , tandis que le calcul des éléments V f v et l/;/, n'exige cnie le
recours au premier terme de (1).

Utilisons l'approximation dipolaire, c'est-à-dire remplaçons les facteurs exponentiels
dans A par 1 : e^^ "' w 1 (pour cela, il faut que hk\ •^ po = \/tim.Jo). On obtient
((^1 = ù;2 ^ LJ}

2^2

Vfi = -,-——ei -en.
v mus

Dans la somme de (2), il y a deux types d'états intermédiaires v} qui donnent, une
contribution non nulle. Leurs fonctions d'onde et les énergies correspondantes sont :

1̂  =^n,n,n,\0,0,...},

'Sv = ̂ nmsns^kioi, IkaCTa , 0,

E,,= ^0(^+3/2),
Ev = •2t~w + huJo(N + 3/2).
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En utilisant la forme connue des éléments matriciels de l'opérateur A, on obtient
aisément (dans l'approximation dipolaire)

Ei^^v^ E <0,0,0|p,|ni,n2,«3)<ni,n2,"3|^|0,0,0)E VfvVyi _ 2 TTC

, E, -E,~ Vm-
vi-i
^ n, i rï, a n, »"1"2"3

^V e^e^k I . .
1\T, . , . 1\T, . I ' ' '

^ LiJ — NUJO —<JJ ~ NitJo

Comme ̂ nin^ns = ̂ ^(^''^^{y)'^^^) e^' l'éléii1611^ matriciel d'impulsion de l'oscil-
lateur linéaire (?7î|p|n,) n'est non nul que pour \m — n\ = 1, dans la somme (4), il ne
reste que des termes pour lesquels N = (rîi + n^ + ^3) = 1 (l'élément matriciel de la
composante p^ = pi de (4) est non nul seulement pour n\ = 1, n^ = 713 = 0, py = pt
pour n'i = 1, n\ = 713 = 0 et de même pour p z ' ) . Alors, on obtient

^ <0, 0, 0|i?,|ni, riz, "3}<"i, "2, "3|pfc|0, 0, 0)
ni"2"3

^Kilpio)^,^^,.,

où (l|p|0) = —(0|p|l) = i\/hmuJo/î est l'élément matriciel d'impulsion de l'oscillateur
linéaire.

Ainsi l'expression (2) prend la. forme

ÎTT 4 / 2 ^ Y c ^ _ e 2 ) 2

dw = —e1 ——— ———————dpf. (5
H \mViiJ ) (cJg — UJ-'Y

On écrit ensuite (ei -e2)2 = e.^e.^l'i^ik et on calcule, dans (5), la valeur moyenne sur
les polarisations du photon initial et la somme sur les polarisations du photon diffusé
à, l'aide des relations

7——^~/——^— ^ V^ / \ / \ ^- 1 s- KiKn\
[eka)i[eky)n = n^>_/ek<7)t(ek<7)n = „ \àin - p- 1 .

(7 \ '

Finalement, on obtient (0 étant l'angle de diffusion)

dw= 2v^ 2e ^ ^^+cos2e)dpf.m2 ^-(cJg — iJ-'Y

V^dÇl
Etant donné que d p f = -———- et en utilisant la relation entre la section efficace

(27i-)"7ic0

et la probabilité du processus (p = \/V étant la densité du nombre de photons) :
der = d w / j = d w / p c = V d w / c , on obtient l'expression définitive des sections efficaces
différentielle et totale de la diffusion élastique du photon par l'oscillateur chargé :

e^l+cos2^
^=Wcï(.^^^' (6)

, , _ STT e4^4

^-Tm^^-c.2)2- ( 1 )
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Les expressions obtenues (6) et. (7) ne contiennent pas la constante de Planck et
coïncident avec les résultats correspondants de l'électrodynamique classique.

14.16. En ne considérant que le degré de liberté de spin, on peut supposer que la
particule est localisée au point r = 0. Cherchons la probabilité de transition de l'état
init ial

^i = \l\lk,., , 0 , . . . ) , ^- /^J, (1)

à l'état final

I ' /= , \2 |1k^ ,0 , . . . ) , E f = f w ^ (2)

( X l e^ ,\2 sont les spineurs correspondants) sous l'effet de la. per turbat ion (voir 14.7)

V =- -fi • B^(0) = -i^à- ̂  i /——— (k A ekJ («^ - a[ko 1 ^"k(T - "kn

Le calcul de la transition s'effectue au second ordre du calcul des perturbations et sa,
probabilité s'obtient suivant la formule générale

h ^ E, - 1^
v^i

(4)

Dans ce problème, la somme sur les états intermédiaires \v) comprend quatre termes
correspondant aux états décrits par les fonctions d'onde

^ = X . J O , 0 , . . . ) , Ê .=O,
^ =X.s. l k^ i , l k^ ,0 , . . . ) , Ë ^ = 2 f w ,

avec \s^ = \ i / 2 1/2 ou \s^ = Yi/s -1/2 ^ 011 a également tenu compte de l'égalité entre
les énergies (pulsations) des pilotons : n;i = u^ = U J .

On voit aussitôt que la somme dans (4) s'écrit

v-^ \'Sv\'vi _ 27rc2j^2

^ E, - E,, ~ V^
^ v^\—— ='27^^(^ . (02 Ak2),-,J(v:.<r • (c, Aki),,,
•'-— I'J, — h,, V UJ~ i—• L

(Y2<7 . (ci Akih,J(x:,<r • (^ Ak2),u)}. (5)

Pour effectuer la somme sur s, i l faut écrire la première partie de l'expression (5) sous
forme explicite (ainsi, le premier terme dans l'accolade est égal à

Y2a°"a/3 • (e2 ̂ ^)\ s , ,l:tX*^ ,-/^~,ô • («-'1 A k i ) ^ i < 5 ,

et le second terme s'écrit de façon analogue) et utiliser la relation

: ^ , , A = f 1 ' ) ® ( 1 0 ) , + f ° ) ^ ( O f ) , = f 1 0 ) =S,,.^-\^"J\'.^ - \ o .,- 0 1
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Finalement, l'expression (5) est, égale à

E Vfv \'vi 271-C2^2 „ , „
p——— = a X•,s{(Tia•ii'Tkalk - (TkaïkVid^SXi

y EJi ~ CJV V ^
v^i

où on a introduit les notations

ai,2 = ei,2 A k i ^ , soit (a.i,î)i = £ î / , - ; (e i ,2)fc(ki ,2) ; .

Compte tenu de la propriété des matrices de Pauli

0'iÔk — O-kÔ-t == 2î£,fc;0-;,

l'expression (6) peut être simplifiée:

(6)

(7)

E VfvVvi AiTTC'-'^'-' „,

~P——~n~ := —.T-^^i^keikiX^iXï-C/, — l^i, V LU
(8)

V^d^
Comme d p f = -———-, d'après (4) , (8) et la formule liant la probabilité à la section

(27I-)•j/(C•j

efficace du processus :

der = d w / j = dw / p c = Vdw / ' ( •

(p =- 1/V est la densité du nombre de photons), on obtient la section efficace différen-
tielle de diffusion des photons par le moment magnétique sous la forme

A 4
da = ^—^/.•'^"ifcX^Xi l2^. (9)

I I LJ

Calculons, dans (9), la valeur moyenne sur les polarisations des photons incidents et
la somme sur les polarisations des photons diffusés. Pour cela, représentons le carré
du module de l'élément matriciel dans (9) sous la forme

\(o'l)2l£ikia-2iaïk\ = {o'l}'2l(a't)^£ikl£mnta2iaikCl'2main-

Compte tenu de (7), on obtient

aif tOln = ^ ^^£fcsp(eki(7i)s^' lp^nu-tu(eki(7i)u^lu; =

- l^'t. ^ _kl^.'\ _ 1 i . i ,
— „ i^ïpi^lw^ksp^nuw 1 "su ï i 1 — ^ ̂ Àps^nw^ "^1y*"'lty i

z \ "' / z

et de façon analogue

/^<l'UCI-îm = ^ips^mwskïpkïw

0-2
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Effectuons ensuite l'intégration sur les angles de diffusion du photon

/ kypk-swd^. =- —k'^Spu,,
J °

t V^ JO 471- , STT 2
/ / a2»a2)n""2 = ~^K £ips£,nps = ——K ami.

(72

Finalement, on obtient la section efficace de diffusion sous la forme

167r / J 4 i \ i \* 1 10 = ——• y y {0'l)2l(0't)-îl£ikl£int£kps£nwsKlpk'tu,

soit, en tenant compte de la relation connue £iki£int = Skn^lt — Skt^ln

a = ̂ ^(^i^iW2 + kM. (io)

L'expression (10) dépend de l'état, du spin de la particule avant et après la diffusion.
Selon l'énoncé, ki = (0,0, k), \\ = Xi/2,1/2; e^ si ^2 = Xi/2,1/2 (diffusion sans varia-
tion de l'orientation du spin), alors (<r)2i = (0, 0, 1) et, la section efficace de diffusion
vaut

167r ^ 9Î.2 327T/A^(Tn=^^2fc =^7^- (11)

En cas de retournement du spin ("spin-flip") ^2 = Xi /2 -1/2^ on a (<T)2l = ( l i ^ O ) et
la section efficace de diffusion vaut

-"-TE— <12'
La somme des expressions (11) et (12) est la section efficace totale de diffusion des
photons par le moment magnétique d'une particule de spin s = 1/2.

/-, l1^.Pour une particule de spin quelconque s, on a p. = —s. On invite le lecteur à montrer
s

par lui-même, en effectuant les transformations nécessaires dans la solution qui vient
d'être donnée du problème, que la- section efficace totale de diffusion des photons sur
des particules non polarisées vaut dans ce cas

_ lÔTT/A)2 ( S + l )
<T- ~9~ h^c4 s '

ce qui, pour s ^> 1, coïncide avec le résultat de l'électrodynamique classique pour
la section efficace de diffusion d'une onde électromagnétique par un moment magné-
tique, moyennée sur les différentes orientations du moment, dans l'hypothèse de leur
équiprobabilité :

167T ( K^\1a- = ̂  [^r)
(n étant le rapport gyromagnétique p. = KM, et M le moment cinétique de la parti-
cule) .
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14.17. La solution peut être obtenue à l'aide de transformations simples utilisées lors
de la résolution du problème 14.14. Vu que les éléments matriciels {L, M\n\L', M')
sont nuls pour \L—L'\ ̂  1, alors au second ordre du calcul des perturbations, outre la
diffusion élastique, on observe la diffusion inélastique des photons au cours de laquelle
ne sont excités que les états du rotateur avec L = 2. Les fonctions d'onde des états
finaux possibles sont de la forme

f f =YiM lk^,0, . . . ) , E f =3^ / /+^2=^ i ,

De façon absolument identique à ce qui a été fait dans la résolution du problème 14.14
(il ne faut tenir compte que de la différence entre les pulsations des photons incidents
c^i et diffusés (^2), on obtient

^M=c^l4d41(2^|«^|0,0)el,e2,|2[.———————-^ d^î,. (1)
C4 \_{fÏ + l^-2)(fÏ - l^\}\

L'expression (1) dépend de la valeur de M . Si l'on ne s'intéresse pas à l'état du
rotateur après le choc, il faut calculer, dans (1), la somme sur M . Pour cela, on écrit

|<2, M\mnk\0, 0)ei.e2fc 2 = e^e^ene^O, 0|rî;rîJ2, M}<2, M|n,n/,|0, 0)

et on utilise la relation

^(0, 0|n;^|2, M)(2, M\mnk\Q, 0)
M

^(0,0\nm,^\L, M}{L, M|n^|0, 0) - (0, 0|»ï;n^ |0, 0}(0, 0|n,n.fe|0, 0)/ -^ '
LM

= (0, 0\nm^n,nk\0,0} - (0,0\nm^\0, 0){0, 0|n,rtfc |0, 0}

= ——{ïSilSkm + SSimSkI — 26if:6lm}-

En établissant cette relation, on a tenu compte de ce que les termes de la somme sur
L et M sont non nuls seulement pour L = 2 et L = 0 et on a utilisé le fait que le
système des harmoniques sphériques est complet ^ \L,M}{L,M\ = 1, ainsi que les

LM
valeurs connues des intégrales :

(0,0\n,nk\0,0}= 1 ImnkdQ.= ^fe,
47T J d

i r i
{0,0\ninmnink\0,0) = — 1 n,nfc";"mrfiï = -r{'W;m + «Wfcm +^m4;}.

Finalement, on obtient la section efficace différentielle de diffusion inélastique des
photons en sommant sur tous les états possibles du rotateur correspondant au niveau
avec L = 2 :

da - E ̂ ' - ̂  [^,Jw-,.^] ' P + (e- • ̂ 'w.
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qui une fois moyennée et sommée sur les polarisations des pilotons (respectivement
avant et après la diffusion), prend la forme

d.v (13 + cos-^ G)d^
90c4 L (h +^2) (h -A^i)

et donne l'expression suivante de la section efficace totale de diffusion inélast.ique

167l-c^jd4 f / I2

rio-=
27 (A [(h+I^i)(h- ^i)

Dans les cas limites, la formule (3) donne

(2)

(3)

47r d4! Sh'
0, (4)

(c'est-à-dire près du seuil), et

167r rf1

27 Pc4'

L'expression (5) ne contient pas la constante de Planck, de même que la section
efficace de diffusion élastique des photons o-ei obtenue dans 14. f 4. La section ellk'ace
totale de diffusion

167T rf4

O'tot —— 0"él + O'inél — (6)tot e' ' ""' 9 pç4

coïncide avec le résultat de l'electrodynamique classique.

14.18. Dans la démonstration, il faut tenir compte du fait que le système des fonctions
propres de l'hamiltonicn est complet ^ |w)(m| = 1, des égalités UJ,nn = ~^nm et

m
Xmn = (•r'nm')* ainsi que des relations

f - ^ i „^mn-i'nin =- -. {'rn\[H ,x]\n} = --{m\ps n),

•i i^mn i |^ | \ 1 i i r r ; -- il \ 1 / \'^^ i \mn-1'»"" = -———(m\p^\n) = --^(•m|[//,^.]|/() = -(•iii\——\n)fi lin /.( dx

a) ^ K'ml.clïï.)!'' = '^(n\x\m)(m\x\n) = (n .1"' n)

b) Y^w,nn\{m\s-\n)\2 = «-E{("'IPî•ITO)(m x n) - <" •r m)(w|Âr|")}
m "/^ m

' / - - — — I V h 1 \ h= ^-\n ps-x - xp,,,\n) = —{n n) = ;
2/'

c) E^nK"1!2'!")!2 = ̂ E^I^I^^X"1!^!") = ̂ ("Ifôl") ;
ni A' m /*^ m

î

ci) E^nK"^-!»)!2 = -^E{<" E ̂ M^ "•) - <"1^1»")<^1^ ")}
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Les relations obtenues sont également valables pour les composantes y et z de r. Si
le potentiel U(r) est central et si l'état |n) correspond au moment / = 0, c'est-à-dire
est de symétrie sphérique, alors les seconds membres de toutes les relations sont les
mêmes pour les trois composantes (en vertu de l'équivalence de toutes les directions)
et on peut les écrire sous une forme plus symétrique :

a) ^("Ir2!») ;

c) o-^("|p2!") ;i>p,

d) ^("1(A^)1"}.

14.19. Les fonctions d'onde des états initia] et final du système "atome + photon"
sont de la forme

^ ^oIlk.^O,. . . ) , E, = /?o+/^i ,

'r/ = i ' o | i k^ ,o , - - - ) , Es = EO+K^
('I'D est la fonction d'onde de l'atome). La transition est réalisée sous l'effet do la
perturbation

v=1L.^A(t^•^+^EAÎ^ (1)
a=l a=l

(la somme est effectuée sur tous les électrons de l'atome).

La probabilité de transition (par unité de temps) est différente de zéro au second ordre
du calcul des perturbations suivant le paramètre "e" et, selon la formule générale, vaut

dw=^^+Y.X5^- dP J - Wh - f t • ̂  E,-E^
v^i

Dans ce cas, la valeur de l'élément matriciel V f , s'établit au moyen du deuxième terme
de l'expression ( f ) (~ c2) ; quant au calcul des éléments Vf,., et Vy,, on doit se limiter
à la première somme de (1).

En recourant à l'approximation dipolaire, c'est-à-dire en remplaçant les facteurs ex-
ponentiels figurant dans l'expression de A(r) par une unité : e^^r w 1 (cette ap-
proximation est valable car k = U J / C —>• 0), on obtient.

ÏTrZhe2

Vf, = ———— ei • 02 (3)
Vm^i

(Z est le nombre d'électrons ; on a tenu compte de ce que CLJ^ = CJ^ = ui).

Les contributions non nulles à la somme sur les états intermédiaires \v} dans (2)
proviennent des états de deux types. Leurs fonctions d'onde et les énergies correspon-
dantes sont :

^ =^ |0 ,0 , . . . ) , E ^ = E n ,
^ = ^ n | f k ^ . , l k ^ , 0 , . . . ) , E^= E,,+'2hw
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('Pn et, En sont les fonctions d'onde et les énergies des états atomiques).

Compte tenu de la forme connue des éléments matriciels de l'opérateur A(r), la, somme
s'écrit (dans l'approximation dipolaire)

E VfvVvi 27Te V^V^V^/nl- 1 \ / 1- ln\

ET^E- = W. E EE<°1^1")("1^10)ï, - Ev Vin2^
-, . ",„ a=ï 6=1ii-^-i n^.0

ei/î'^î , eue-2k , .^x i ———— + ————— ^ (4)
1̂  UJ -+- ùJQ,i LJOti — W )

OÙ WQn = (EO - E n ) / f l .

En utilisant la relation \0|pa|n) = î'mcJo,;(0|rn n) et en introduisant l'opérateur
z

moment dipolaire de l'atome d = —e^n-a, l'expression (4) peut être écrite sous
0=1

la forme

27T Y-' •> /ni i l w |i ln\ f el*•e2^ , ^ïiC-îk 1 i r ' \TT- 2^ ^o,, {0\di\n}{n\d.k\0) < ———— + ————— ^ . (5)
f ^ „ L^+^On ^On— ̂  J

n^-Q

Les deux sommes de l'expression (5) possèdent la structure tensoriclle suivante :

^ ^(0\d,\n){n\d.k\0)
/ , ——————-———— = A±{L^)ôik (6)
L-^ SJJQn±^l
n^O

(on a tenu compte de ce que l'état considéré de l'atome a un moment J = 0 et est de
symétrie sphérique ; la somme sur les états atomiques, comprenant la, somme sur les
projections du moment, sur l'axe de quantification, conserve cette symétrie). Après
avoir effectué une convolution sur les indices i et k dans (6), on obtient

^ (^ ^ 1 y^ ^nWl^^mO) ^ 1 y^ ^teldoni2 ^
3 ——' ^On ± ̂  3 z^ UJQn ± ̂

nyiO n^O

^ w- = -^ei.e,[A^)+A_(.)]. (8)
'——' H, - t^v V Lu
v^i

Si l'on fait, dans (8), un développement, en puissances de d;, on obtient

v-^ VfvVvi 47rei • es J v-^ ,, ,2 , 2 V^ |don|^ [ ,^
ÇE^=^- Ç-°»ld°"l +- Ç^- • 0)
v-,ti l_ n^O n^O J

En appliquant "la règle des sommes" et la formule générale donnant, la polarisabilité
de l'atome /?o :

V^,, d I2- îze2h 2 ̂  |dp»|2
/ . ^On dOn — ———,———, PO — 7T / . ^————
—^ ' 2m 3 z^ fi^on
n/O n^O
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("la règle des sommes" pour un seul électron a été en fait obtenue dans le problème
précédent, voir 14.18, b) ; sa généralisation au cas de Z électrons est immédiate),
on note que l'expression (2) prend la forme (il faut également tenir compte de la
formule (3))

27T f27r^ 12
dw=~tr\——r7——(el•e•^)\ d p } . (10)

27T ['2lTfwf3o 1-

=^[-^——(el•e2)\

En passant de la probabilité à la section efficace, en calculant la valeur moyenne
sur les polarisations des pilotons incidents et la sommant sur les polarisations des
pilotons diffusés (voir 14.13), on obtient les sections efficaces différentielle et totale de
diffusion :

da= ̂ (1+cos2^, ^)=^^4. (11)

Ces expressions coïncident avec les résultats de l'électrodynamique classique.

14.20. Le système "atome hydrogénoïde 4 plioton" se trouve dans l'état décrit par
la fonction d'onde (a = h2 /Ze^m)

fi = ̂ oMiik^, o , . . . ) = e— iî ,, o, . . . ) ,

^-9
Du fait de l'absorption du photon par l'électron sous l'effet de la perturbation

^^M-^^M' (2)

le système peut passer dans un état où l'on n'a qu'un seul électron dans le champ
coulombien du noyau. Vu que l'énergie de l'électron vaut dans ce cas £,, = E, =
hm—I ^ 1 = m(Ze'2)'2 /2H'2, on peut négliger l'action du champ du noyau sur l'électron
et choisir la fonction d'onde des états finaux possibles sous la forme

^^e'P^|0,0,...), E,=^ (3)

Ze2 c
(pour être plus précis, il faut que —— = a Z — <§;!). La probabilité de transition

nv, Ve
(par unité de temps) se détermine par la formule générale

d w = ' ^ \ V f , \ • 2 d p f . (4)

Compte tenu de la forme explicite de l'opérateur A donnée dans 14.1, on obtient
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Pour calculer l'intégrale dans (5), utilisons d'abord l'hermiticité de p et faisons agir
cet opérateur sur l'exponentielle située à sa gauche ; l'intégrale ainsi obtenue se calcule
en coordonnées spliériques avec l'axe polaire le long du vecteur K = p / f i — k :

STTa'^ih:L-^ -pe-/^, ̂  ̂ . f - ^ . r - r / ^ 3 , ̂  87r"^ (g)

./ J (1+a-K-)-(l+a-'K2)2

Compte tenu de l'expression de la densité d'états finaux

, / . /, , P2 \ Vpdydiï Vmp
dp, = J S ^ - I - ^ ) ̂ ^- = ̂ ^ (.)

et de la relation entre la probabilité et la section efficace du processus

da = d w / j = d w / p c = V d w / c (8)

( p = \/\' étant- la densité du nombre de pilotons), on obtient, selon (4)-(8), la section
efficace différentielle de l 'effet , photoélectrique :

32f2a3 (ei^-p)2/^ ^ „ , .
^= ^c [h^a^-W^- (9)

Comme e.. = p i ' / 2 w hkr <^ me2 (v <^. r ) , p ^> f i k . Compte tenu de cette relation et, de
la relation pa ^> h dans (9) , on calcule ensuite la valeur moyenne sur les polarisations
du phot.on à l'a-ide de la relation

7—————^ ^ V^/ \ / \ l s "'ï"'n \ P" • •) »
(«"le,(7 • ? ) • ' = „ ^(<•ïka)^(^kr,)„P,•i>n = ^-PiPn 1 "in - —,^- \ = —— Slll f ,

Z. Z. \ f ^ / /.a • '

et on obtient- la section efficace différentielle pour les pilotons non polarisés

fGe^sm2^ 5 / e2 \ / fi2 \2 n,\7/'-' . .,
da = ———————— = 32Z° ,- ——2 ,— sm- Od^ fO

nwca'p'' \h('/ \'inc / \fiui )

et la section efficace totale de l'effet photoélectrique

^^v^y'^2 ,„
3 \hc) \mc- ) \^)

(/o = f / ' 7/ = 13,6 eV est le potentiel d'ionisation de l'atome d'hydrogène).

La valeur numérique de ( f f ) pour Z = f et îw w 5 keV est 0,6 x lO"25 cm2.
L'expression ( f f ) , multipliée par deux (deux électrons A'), peut être utilisée pour
le calcul approché de la, section efficace de l'effet photoélectrique sur des atomes dif-
férents de l'atome hydrogénoïde (la contribution des autres électrons dans des états
excités est plus petite que celle des électrons /v : les électrons excités sont moins forte-
ment attacliés au noyau ; les électrons libres ne peuvent pas absorber de pilotons).

14.21. La solution de ce problème peut être obtenue par des transformations simples
utilisées lors de la solution du problème précédent4 . La permutation entre les états
initial et final ne modifie pas la valeur de |V/î |2 (vu l'hermiticité de l ' ) . ]1 faut
procéder aux modifications suivantes :

4 Notons que les sections efficaces de l'effet photoélectrique et du processus de recoinbiuaison
radiative sont liées par la relation simple du bilan détaillé (voir 13.60).
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a) dans l'expression de la densité d'états finaux

V^dÇt , , ,
^^W^ (/-^+^);

b) dans la relation entre la probabilité et la section efficace :

_ '^w -_ ^w _ ^^w

j p,/v, v,

c) remplacer la valeur moyenne sur les polarisations du photon par une somme (ce
qui introduit un facteur 2 complémentaire).

Après ces transformations dans les formules correspondantes du problème précédent,
on obtient les sections efficaces différentielle et totale de recombinaison de l'électron
sur le niveau fondamental d'un atome hydrogénoïde :

( 2 \ ^ / f-^ \ 2 / r \ ^)//2

d^o)= l6Z5 -) ( " ) ( ^ ) sm2^, (1)
ne } \me'- ) Ve /

^ 128^/e 2^ 3 / / / 2 ^//o^2 ^
aJ = -^/j W [me-) H • (2)

iNotons que les sections efficaces de recombinaison de l'électron (rapide) sur les niveaux
excités d'un atome hydrogénoïde sont beaucoup plus petites et que leur prise en
compte donne une section efficace totale de recombinaison ne différant de celle trouvée
dans (2) que de 20 %.

14.22. Le processus de photodésintégration du deutéron est analogue à l'effet photo-
électrique et le calcul de la section efficace de ce processus est, tout à fait analogue à
celui effectué lors de la résolution du problème 14.20. Donc, en prenant pour modèle
la solution de ce problème, on ne fera qu'indiquer les modifications à apporter aux
formules permettant de trouver la section efficace de photodésintégration.

La fonction d'onde 'S'o^r) doit être remplacée par la fonction d'onde du deutéron

^So(r)=^——c—— E , = f w - e ^ (1)

h2 h2

(eo = ——„ = ——- est l'énergie de liaison du deutéron, M la masse du nucléon,
2pa- Ma/

/.i = M / ' 2 la masse réduite du système composé d'un proton et d'un neutron). Dans
l'expression (2) du problème 14.20, il faut effectuer des substitutions suivantes :
e —>• — e , m —f M , r —S- r? = r/2.

La forme de la fonction d'onde ^J- reste la même ; toutefois, on a maintenant
E; = p2/2//, - r / M .
Les changements dans les formules (5) et (6) ne sont en fait dus qu'à la variation de la
forme de la fonction d'onde 'l'oM- En particulier, la formule (6) doit être remplacée
par l'expression

L-^ple-^^4^211

j r l+p^a2/r l+p^a2/^
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(en prenant en considération la nature dipolaire de l'approximation, on a négligé le
terme îk • r/2 dans l'exponentielle).

La densité d'états finaux est de la forme

^/^--ë®-^". -v^-^
et, à la différence de 14.20, on ne suppose plus f w ^> £o.

Finalement, on obtient l'expression suivante de la section efficace différentielle du
processus de photodésintégration du deutéron :

^ c2 ^p(e • p)2^ ^ e2 ^o^p(e • p)2^
hcM'^V/Ma^+p^/Mya hc M5/2^)3

qui, après le calcul de la valeur moyenne sur les polarisations du photon, prend la
forme

e1 fivWsm^
d<T= hc-M^W^^-

La section efficace totale de photodésintégration vaut

_ 87re2 h^^sop3 _ 8n e'2 h2 ^p(fw - gç,)3/2

cr- 3 ficAf5/2^)3 - 3 hc M (fw)3

Notons en conclusion que, dans la solution du problème, on a considéré les nucléons
comme des particules sans spin. Or, il est facile de comprendre que la prise en compte
du spin ne modifie pas les résultats obtenus (naturellement, dans les conditions où les
états de spin du proton et du neutron ne sont pas fixés, autrement dit que la somme
est effectuée sur les polarisations des nucléons).

14.23. L'état initial du système électron libre et vide de pilotons est décrit par la
fonction d'onde

vi^—e'p^io.o,...), ^=|^- œ
Sous l'effet de la perturbation

i?=-ze:+- l-Â(l•).p+———,Â2(r), (2)
r me im.c-

il peut se produire une diffusion de l'électron s'accompagnant de l'émission d'un pho-
ton. Les fonctions d'onde des états finaux possibles prennent la forme

l^——e'P^lii^O,...), Ef=-g^+^. (3)
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La probabilité de cette transition (par unité de temps), au second ordre du calcul des
perturbations, se définit à l'aide de la formule générale

27T E
v

v^i

£/, — il/,,
(4)

Notons que l'élément matriciel V/, n'est pas nul dès le premier ordre à cause du
second terme de (2) ; cependant, il contient le facteur Sp^py+tik exprimant la loi de
conservation de l'impulsion dans l'émission d'un photon par un électron libre. Or,
la comparaison de cette loi à celle de la conservation de l'énergie conduit, comme
on le sait bien, à l'impossibilité d'émission d'un photon par un électron libre ; ainsi
l'interaction de l'électron avec le champ extérieur, décrite par le premier terme de
(2) et aboutissant à la transmission d'une impulsion au noyau, constitue l'élément
essentiel du processus étudié ; le dernier terme de (2) (~ e2) ne donne au second
ordre aucune contribution à l'amplitude du processus.

Les états intermédiaires v dans (4) apportant une contribution non nulle sont décrits
par les fonctions d'onde de deux types :

1k.,0,...), ES 2m

(5)

E
ïm

la somme sur v\ et v'i se réduit alors à la somme sur tous les vecteurs d'onde possibles
K de l'électron dans l'état intermédiaire.

Compte tenu de la forme explicite de la fonction d'onde et de l'opérateur A(r) (voir
14.1), on obtient les éléments matriciels intervenant dans l'expression (4) :

(V),,, = -I-(Â(r) .p),,. = ——V^, L-W-pe-W
me mV V VUJ J

eh /27rfi
=m\|VuJ{ek•c7'îil)skl'lt+ît'

^ [ 1 ̂ (k.-^.r^ ̂  4^e2

V J r V(ki-K)2 '

(6)(Y)^ = -^ fi) = -^ r ic^-^w = - 4 n z e 2
\ r / f v l V(K-k2)2

ek,o / e-i<•ïtî+^rpei^rdV

(ek,<T • »-) <ÎK.,k2+k (PI,2 = fikl,2).
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La présence dans les éléments matriciels de facteurs de la forme rfi^ K+k permet.
d'effectuer la somme sur les états intermédiaires (dans la somme sur les états de type
i/i seul le terme avec K = ki — k est non nul et, pour les états de type ;/9, seul le terme
avec K = ka + k est non nu l ) :

f ________e^,u -k|________ ______ek,cr • ka______ 1
x f W^ïm - ̂ (ki - k)2/2m - tw /(2Â-f/2»7ï - h2 (ka + k)2/^»» J \ /

(/iq = /i(ki — ka — k) est l'impulsion transmise au noyau).

La densité d'états finaux vaut

, [ , ^ ^.V^k.Vd^k
dp•f=.|s(E•f-E^^W=

f / î-9 7 2 ï - ^ ) J ^ ) \ • l r ^ > ' } J / ^ ' ) i ' ) \
s ( h "2 , (. '̂n V^-rnk^ ,1^^}

= s { ~,— + hu} ~ ~^ /o u,̂ , •, dçt^ dçt^ diu d ——i- =J \ 2m 1m ) (ï-n-Y'h2 c" \ 2m /

= -l^——^J^^a^, 1k; = ̂ kl - ̂ /h\. (8)

D'après (4), (7), (8) et la relation entre la probabilité et, la section efficace du pro-
cessus :

_ ^"' _ ^u' _ m^ dw
j pv\ hk'i

on obtient la section efficace différentielle du rayonnement, de freinage :

f ^ \ l r y 9 \ 9 7e-\ (/e-'Y 0^2d(T=

^kll'lm - /,2(k| - k)2/2yTi - ̂  + ^k]/îm - h2^ + k)2/2m d^d^dii'• W

Vu que l'électron n'est pas relativiste et f w <^i me2, on a

fi2^ ^(ki-k) 2 ^ki • k A2?
——- - —-————— - huJ = ————— - ——— - h^ w - f w . (10)
2?» 2m m 2m

En effet,

fi2^ • k ^kik huJVi , h2^ h2^2 , ^
——————— < ————— = ———— <S 'lui, ——— = _———-, = TW -———^ < tW .— — -̂ ' n — t-t •/> — ti 9rri m, m. 2m 2mc- 2mc•J

De façon analogue

/r^2 f i^ka+k)2

— — - — — — — — — w t w , q = k i - k y - k w ki - ka. (il)
)'m ft-n2m ^m
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Compte tenu de (10) et (11), l'expression (9) prend la forme

da = ̂ ^ e 2 ) 2 ^ e^ • q ̂ d^. (12)hc Tr^ft^c2^!

La formule (12) fournit l'information la plus complète sur le rayonnement de freinage.
En nous limitant à l'étude de la composition spectrale du rayonnement de freinage,
procédons aux transformations suivantes.

En négligeant la polarisation des photons émis, effectuons dans (12) la somme sur
leurs deux polarisations indépendantes à l'aide de la relation

^—\ / ^ 2 V~' / \ / \ 1 f î " 1
(Gk.CT • q) = / (eka)i[ekv)nQiQn = Wn 6i/A^k , ^ '-1; — / ( C k ( 7 )i\^kv }•n{^•t'^n — ViVn 1 "în — ,^,

Alors

e2 (Ze'2)'2^ ( 2 _ ( q _ k ) 2 '
ftcTrV^c2^ \q k2^ = T-..^ ̂  - -IT- ^^- W

Si l'on ne s'intéresse pas à la distribution angulaire des photons émis, on peut faire,
dans (13), l'intégration sur les directions de leur vecteur d'onde (pour cela, on choisit
l'axe polaire le long du vecteur q) :

^8^(^____^^
3 hc iTq2 n'-^c-k]

En effectuant dans l'expression (14) l'intégration sur les angles des électrons diffusés
(on choisit l'axe polaire le long du vecteur ki , q2 = A'2 + fcj — 1k\k'i cos 0), on obtient
la section efficace différentielle du rayonnement de freinage en fonction de la pulsation
des photons émis (c'est-à-dire la répartition spectrale des photons) :

, 8 e 2 (Ze2)2 [(y^+^i-^)2-! ,
der = -————-—In -—————————————\ du (15)

Shcmc^Ei [ hu J \ '

(£'1 est l'énergie des électrons incidents). La section efficace totale du rayonnement
de freinage est infinie.

Vu que, dans la résolution du problème, l'action du champ du noyau a été assimilée
à une perturbation, les expressions obtenues sont valables si Ze1 /hv-^ ^1. En parti-
culier, les résultats obtenus ne sont pas valables si presque toute l'énergie de l'électron
incident est transmise au photon émis.



 



CHAPITRE 15

EQUATIONS D'ONDE RELATIVISTES

15.1. La solution générale de l'équation de Klein-Gordon peut être représentée sous
la, forme d'une superposition1

^(r,<)= ̂ ^(r^+^-^r^), ^±} = I'^^(ïi)^ (r,t} d3k, (1)

de solutions particulières de cette équation formant un système complet2 :

^±) ^ g±»(k.r-^)^ ^^ ^ ^/k2c2 + m^c4/^ > 0. (2)

La fonction \^^ décrit la particule avec l'impulsion p -=- fik et l'énergie £ = tw >
me2. La fonction 'î^ correspond formellement à l'énergie £' = —/IL<; < —me-' et à
l'impulsion —hïi. Cette dernière solution, après avoir effectué l'opération de conjugai-
son de charge, constitue la fonction d'onde de l'antiparticule d'énergie £ = Tu ^ me"'
et, d'impulsion /ik (voir 15.2).

En nous limitant dans l'expression (1) aux superpositions 'S^^, <t '(~) ne contenant
que les fonctions 'I''. ou bien 'î', (soulignons encore une fois que seules ces solu-
tions de l'équation de Klein-Gordon décrivent les états physiquement réalisables d'une
particule libre sans spin !), portons ces fonctions 'S1'-' dans l'expression de Q donnée
dans l'énoncé. Une intégration élémentaire donne

ç(±)^(2^ r^(±)^)]2^ (3)
me- J

où on a utilisé la relation

1 II faut souligner qae la solution générale (1) de l'équation de Klein-Gordon a un sens formel, vu
qu'elle ne décrit aucun état à une particule. Les états à une particule ne sont décrits que par les
fonctions ^>W (r, / ) et ^-) (r, t) séparément (voir 15.2).

2 Faire attention à la notation utilisée pour la fonction d'onde ̂  ' .
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D'après (3), Q^ a un signe déterminé (niais différent pour les fonctions 4'W).

Soulignons que bien que Q^ et Q1'^ possèdent des signes déterminés, les expressions
correspondantes sous l'intégrale, //^(r, /.), n'ont pas, en général, cette propriété ; /^+/

et —p" ne peuvent pas être interprétés comme des densités de probabilité.

Pour des particules chargées, on peut donner aux grandeurs p^'1 ci p ( ~ } une inter-
prétation très simple en les associant à la densité volumique de charge. Pour une
particule de charge e, l'expression cp^1^',!) avec la normalisation (^+^ = 1 peut, être
assimilée à la densité de charge dans un état, à une part icule. La, grandeur r/'.i^^r, <)
est la densité de charge de l'antiparticule ; la, normalisation Ç^ = — I donne
automatiquement les signes opposés des charges de la particule et, de l 'antiparticule
correspondant,e.

Pour les particules neutres, il n'y pas, en général, d'interprétation évidente des gran-
deurs /^^(r, < ) . Toutefois, il ne faut pas voir ici un défaut de la théorie, vu que les
caractéristiques spatiales locales d'une particule sont dénuées, dans le cas relativiste,
de sens physique profond. Cela est lié au fait que ]a localisation d'une particule dans
u n petit, domaine de l'espace nécessite l'application de forts champs extérieurs. Mais ,
dans de tels champs, de nouvelles particules peuvent apparaître et le problème cesse
automatiquement d'être un problème à une particule. Pour cette raison, dans les
théories relativistes, le sens physique de la fonction d'onde de la particule comme de
1 ampl i tude de probabilité ne se conserve qu'en représentation p (et. non en représen-
tation r !).

La grandeur //^(r, /,) peut d'ailleurs être interprétée comme la densité de probabilité
d ' u n e particule (et, , respectivement, — / / ^ ( r , / ) de l 'antiparticule) si l'on calcule la
valeur moyenne par rapport à un volume spatial pa.s trop pet i t .

15.2. L'invariance de l'équation de Klein-Cordon pour une particule libre

(-/rc-'-'A + mV1)^!-,/) - -/)——'ï ' (r ,<) (1)

par rapport à la transformation (" signifie que si ^ ( r , ^ ) est la solution de l 'équation
(1), '}',. = C^ l'esl. également. En effectuant dans ( 1 ) la conjugaison complexe, on se
convainc de façon évidente de l'invariance étudiée de l'équation.

Comme C'-' = I , selon l'énoncé, la solution générale de l 'équation de Klein-Cordon
peut, être écrite sous la forme

^1 - ^(+)(I•,()+1'(-)(r,^ - 'ilw(r,t)+('''^lw(r,t), (2)

(les fonctions ^+^ et ' S ' ' soûl, définies dans le problème précédent : notons que les
signes " ± " montrent la nature de la dépendance temporelle des fonctions d'onde
correspondant, anx énergies ou pulsations positives (-)-) ou négatives ( — ) ) . Cette
solution inclut aussi bien les fonctions d'onde de la particule vl/'"^ que de l 'antiparticule
^t et, ne décrit, aucun état physique à une particule. L'expression (2) n'a pas
d'interprétation an sens du principe de superposition h a b i t u e l , car, dans cette
relation, une par t ie des solutions, décrivant, l 'antipart icule, subit une transformation
antilinéaire.
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Notons que le sens physique de la transformation (7, interprétée comme une conju-
gaison de charge de particules sans spin, apparaît dans l'étude non pas des particules
libres mais des particules chargées dans un champ électromagnétique extérieur qui
agit différemment sur les particules et les antiparticules (voir 15.3).

A partir de la relation ^c = C^ = 'S* on obtient

YP^=^_, , ^c,p = ̂ -p, ^.,,n=^_^, ^,;=^;.

En efFet, si ^ oc exp(?'k • r) est la fonction propre de l'opérateur p correspondant à
la valeur propre hït, la fonction de charge opposée ^c oc exp(—î'k • r) correspond à la
valeur propre —/ik, etc.

15.3.
a) Pour une particule de charge e dans un champ électromagnétique extérieur,

l'équation de Klein-Gordon

{ c2 (-ihV - ^A"! + m^c4 \ 1' = (ih— - ey} f (1)
l \ c ' } \ àt )

s'écrit, après la conjugaison complexe,

( r) ~\ / ^ï \ '^
^ c2 [-rtV+ '-A'T +m2c4 ̂ c = [ih., +e^ j f,- (2)

qui représente l'équation de Klein-Gordon pour une particule de charge —e et de
même masse m.

b) Après avoir effectué, dans (1 ), simultanément la transformation C de la fonction ^S
et la transition à un certain nouveau champ électromagnétique A —>• A(-, if —>• i f p
on passe à l'équation

(c2 (-ih^+'-A,}2+m2c4}^c= (ih-^+e^} ^ (3)
L \ c ' J \ m )

qui pour Ac = —A, ific = —y est de la même forme que l'équation (1).

c) Etudions un champ électromagnétique constant, (les potentiels A, y ne dépendent
pas du temps). L'équation (1) possède, dans ce cas, des solutions stationnaircs de
la forme ^e == <.'~l£tlh'il(l•). Parmi ces solutions, il y a, des solutions correspondant
aux valeurs positives et négatives de l'énergie e de la particule (comparer au
cas d 'une particule libre lorsqu'on introduit, adiabatiquement un champ). Les
solutions correspondant à e > 0 ont le môme sens que dans le cas d'une particule
libre : elles décrivent les états possibles de la particule (il en est de même pour
le cas d'une superposition quelconque ^W de ces solutions particulières). Les
solutions pour e < 0, de même qu'une superposition quelconque de telles solutions
^!^~\ n'ont pas de sens physique direct ; mais la fonction 'I';.' = C'^^^ = ̂ '(-)",
considérée comme fonction d'onde de l'antiparticule, a un sens physiciue. En
effet, ^C possède une dépendance temporelle correcte et satisfait à l'équation



316 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

de Klein-Gordon (2) d'une particule de charge —e opposée à celle de la particule
dont la fonction d'onde est 'I'1'4'. Donc, la solution générale de l'équation de
Klein-Gordon d'une particule dans un champ électromagnétique, comme dans le
cas d'une particule libre, est de la forme

\]/ = ^(+) + i^(~) = \[/(+) + C^^.

L'interprétation donnée plus haut de la transformation C comme celle de conju-
gaison de charge réalisant la, transition de la particule à l'antiparticule est basée
sur le résultat obtenu au point a) de la solution. De ce point de vue, l'invariance
de l'équation de Klein-Gordon établie au point b) traduit sa symétrie par rap-
port au remplacement, d'une particule par son antiparticule : à tout état de la
particule décrit par la fonction d'onde '•^''^(r,^) correspond un état absolument
identique de l'antiparticule avec la fonction d'onde .̂ (r, t) = '^'^(r,/) (dans
ce cas, il faut intervertir le signe des potentiels du champ électromagnétique lors
du passage à l'antiparticule, en accord avec le sens physique de la conjugaison de
charge).

15.4. Compte tenu de la. forme de l'opérateur de conjugaison de charge C' pour des
particules sans spin ^c = C'9 = Î'* (voir 15.2 et 15.3) et en effectuant dans l'équation

'j2

(-?^2c2A-^m2c4+2mc2 [ /)^= -/ î——1' (1)

la conjugaison complexe, on obtient une équation absolument identique pour la fonc-
tion de charge opposée3 :

(-/('C'A + mV + 2TOc2^)^, = -^——l'c (2)

c'est-à-dire que l'équation de Klein-Gordon pour une particule dans un champ scalaire
est invariante par rapport, à la conjugaison de charge (notons que lors du passage de
(1) à (2) le champ scalaire extérieur n'a pas varié, contrairement au champ électro-
magnétique pour lequel, pour assurer la symétrie de charge, il fallait mettre le signe
moins devant les potentiels).

Les équations (1 ) et (2) sont de forme identique, sauf que la. première décrit la particule
et la seconde, l'antiparticule. Si la fonction d'onde ^(r , /) décrit, dans le champ I ? un
état de particule physiquement réalisable, un état absolument analogue, décrit par
la fonction d'onde ^c = \^ cs^ également possible pour l'antiparticule dans le même
champ, ce qui démontre le caractère identique de l'action du champ scalaire sur la
particule et son antiparticule.

15.5. La parité intrinsèque d 'une particule sans spin est définie par la transformation
de sa fonction d'onde dans la réflexion des coordonnées ^-"^(r,/) = ^^(r , / ) et vaut
respectivement +1 et —1 pour les fonctions scalaire et pseudo-scalaire.

3 U(ï'.i) est une fonction réelle analogue à un potentiel réei dans le cas non relativiste.
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Les fonctions d'onde de la particule et de son antiparticule sont liées aux différentes
solutions particulières de l'équation de Klein-Gordon pour une même fonction ^'(r,<)
(scalaire ou pseudo-scalaire) qu'on peut écrire sous la forme (voir 15.2)

^ ̂  ^(+) _(_ vj,(-) ^ ^(+) ^_ c'-qi(+) ^

où 'S!1^'1 = C^^ = '?(-)*. Les fonctions ^SfW et ^+) décrivent respectivement les
états de la particule et de l'antiparticule.

Les fonctions ']?(+) et 'I'(~) se comportent de la même façon lors de la réflexion des
coordonnées (c'est-à-dire qu'elles sont, toutes les deux, scalaires ou pseudo-scalaires) ;
il en est de même évidemment des fonctions ^(-) et ^ S f - ' (la conjugaison complexe ne
modifie pas la nature scalaire ou pseudo-scalaire de la fonction). Donc, les fonctions
^l+' et ^^ se comportent de la même façon lors de la réflexion des coordonnées,
ce qui démontre l'identité des parités intrinsèques d'une particule sans spin et de son
antiparticule.

Il faut souligner que, pour les particules relativistes, les parités intrinsèques des bosons
peuvent être, en principe, déterminées sur la base de la loi de conservation de la
parité, car il est possible d'avoir des processus de création et d'absorption des bosons
séparément. Dans le cas non relativiste, au contraire, le nombre de particules (de
chaque espèce) ne varie pas, et, par suite, la parité intrinsèque du système reste
toujours la même. Donc, il est impossible de distinguer la nature de la fonction
d'onde par rapport à la réflexion des coordonnées, et, pour simplifier, on suppose que
la fonction d'onde est scalaire.

Pour les particules de spin quelconque, les parités intrinsèques de la particule et de
l'antiparticule sont les mêmes pour les bosons et opposées pour les fermions.

15.6. En mécanique quantique non relativiste, l'orthogonalité et la normalisation de
la fonction propre de l'opérateur hermitien se définissent par la relation

/ ^^.(r^f^dV = S { f - f ) (ou S f i f pour un spectre discret), (1)
J

dont la forme est étroitement liée à la conservation au cours du temps de la norme de
la fonction d'onde f ^^dV.

Pour l'équation de Klein-Gordon, c'est la grandeur

Q=^^^^-(^^}dv ^Zmc" J { ot \dt ) J

qui se conserve au cours du temps, et c'est justement cette expression qui doit être
utilisée pour la normalisation de la fonction d'onde.

Représentons la fonction d'onde 'îp^ sous la forme

M )̂ = c'W^1^-'-^^, s(k) = Vp2c2 + m^c4 > me2, (3)

où ^p décrit la particule d'impulsion p et d'énergie £, tandis que ^p correspond de
façon formelle à l'impulsion —p et à l'énergie —e, et décrit l'antiparticule d'impulsion
p et d'énergie £ (voir 15.2).
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En remplaçant, dans (2), les fonctions 'Î et, "fi* par, respectivement, les fonctions
d'onde ^Sp ' et ^l • * , on voit que l ' in tégra le est proportionnelle à S(p — p'). C'est, la
généralisation, dans le cas relativiste, de la propriété d'orthogonalité ( 1 ) . En choisis-

/ TfïC
sant dans (3) C.'^^p) = \———7,—— on obtient la condition d'ortiionormalisation

y (^^{•(p)
dn système de fonctions sous la forme

^/{^^^•-(^iî1-)*?1}^-^-.'!.

^/{<"•^w-(^'•)ti•TI}"l'-o•

15.7. Si la solution ^^(r, /.) de l 'équation de Klein-Cordon qui décrit l'état physique
d 'une particule est, représentée sous forme d'une superposition de fonctions (comparer
aux solutions des problèmes 15.1 et 15.6)

*(+) = / m(" i ( p - r - e t ) / r i

P V C^IWP)

et comme

^W= /«(^(p)^^/)^,^ / J———————a( W =j'aW(v)^(r,1)cl3p= ^^^^«^(i^e'»''-1--^'/7-^ (1)

la grandeur Q^', constante dans le temps, peut être représentée sous la forme

C^^-^ ( {^ (+)*^^(+) - f'^+>} M/(+4 dV = ( aW(y}\\Pp. (2)
2mc- ./ { ôt \ôt ) J J

Par analogie avec le cas non relativiste, la fonction a^(p) (plus précisément, «^(p, / )
= fl^^^e"''''^) doit el.re assimilée à la fonction d'onde de la particule eu représen-
tation p avec la normalisation Q^ = 1.

De façon analogue, on peut introduire la fonction d'onde de l 'antiparticule en représen-
tation p, en utilisant le développement de la solution ^(-) (r, /) de l'équation de Klein-
Gordon su r les fonctions ^p"^ = ^p^* :

vl^-' = y\,(-)(p)^-)(r,f)d3p=L/^——^a(-)(p)e-'(')•l•-^

ainsi que la relation de la fonction d'onde de l ' ant ipar t icule ^C ( ï ' , t ) avec ^I'^1 :
'I'̂  = C'\Si•~) = ̂ ( - ) > > (voir 15.2). On voit que la fonction d'onde de l 'antiparticule
en représentaliion p a la- forme o ^ ' f p , ^ ) = ( 7 , ^ ' * ( p ) e - ^ £ < ' , et la condit ion (le nor-
malisation (J \u[. (p, /^-'f/'^ = I ) esl. éqi l ivalenl-e à (^-* = — I .

Notons que la relation entre les fonctions scalaires (ou pseudo-scalaires) ^l'^, 'I''
et les fonctions d'onde de la particule et de 1 antiparticule en représentation p diffère
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du ras non relativiste par la présence du facteur complémentaire ^/mc1 / € { p ) dans
le développement de 'l'^l et 'î' en ondes planes. C'est, justement cette circons-
tance qui ne permet pas d'interpréter, dans le cas relativiste, les fonctions d'onde
en représentation r comme des amplitudes de probabilité. On aurait pu penser que
l'introduction de la fonction

^'(P^e^——^ (3)

—, / i \
(et, de façon analogue, celle de la fonction ^r pour l'antiparticule) comme fonction
d'onde de la. particule en représentation r lèverait cette difficulté. Mais bien que cette
fonction satisfasse à l'équation de Klein-Gordon et que l'intégrale ^l^^^rfV se
conserve dans le temps (exactement comme dans le cas non relativiste), l 'assimilation
de la grandeur p = l^1-4''1!2 à la densité de probabilité présente tout de même de

9
sérieuses difficultés, car on viole l'équation de conservation div j + —p = 0. De
plus, l'introduction de cette fonction pour décrire un état de la particule rencontre de
grands obstacles sous l'aspect purement théorique aussi, vu qu'elle ne possède aucune
propriété particulière par rapport à la transformation de Lorentz. En effet, en prenant
en considération le résultat du problème 1.51 et la relation s(p) =- ^/p^c2 + m^c4, on
a, selon (1) et (3),

^(r,i)=(^rA^}l/\W(r,t).
\ me /

c'est-à-dire que la relation entre ' ' f ^ ' et la fonction scalaire ^S^' se fait par un
opérateur non local démuni de propriétés simples par rapport à la transformation de
Lorentz.

15.8. Un état quelconque d'une particule libre est décrit, par la solution '^ ' '^ ' ( r ,^) de
l'équation de Klein-Gordou constituant une superposition de solutions particulières
correspondant à des énergies positives (voir 15.1). La fonction 'S^' peut être écrite
sous la forme

a(+)(p,()=a(+)(p)e- îc ' ï/ / ' (2)

est la fonction d'onde d'une particule en représentation p au sens habituel de la
mécanique quantique (voir 15.7). Avec la normalisation

/^(p,/)!2^! (3)

la valeur moyenne de l'énergie de la particule est donnée par

-= 1 s ( p ) a ( + ) ( p , < ) | 2 d 3 p = 1 « (+)< (p, ̂ V'P2^' + n^c1 «(+' (p, t) d3?. (4)
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Selon (1 ) , on a

(5)

En utilisant (5), récrivons (4) sous la forme

? = — — 1 — — ^ /"(A2 + mV)^)* (r, /,)e!:P•(l-r'V'i^(+) (r', 0 ̂ p (Pr' (Pr
(27Trt)"mC- ,/

= -—————^ I ^(+}*(l•J.)(-h2c2A+m'cl)elp(r-r')/r'^(+\>(r',t)d•spd3r'd3r (6)
(27I-/^)J^nt- J

(noter l'ordre des facteurs dans la dernière intégrale).

Après l ' intégration sur p dans (6), et compte tenu de la formule

^ y...... .-.••>/V,, =,(,.-,..),

on intègre par rapport à r' :

^=—— I^(+)*(^,()(-/^2(-•2A+m2c4)'I'(+)(I^/)rf3r. (7)
me- J

On peut obtenir une autre expression pour '£, équivalente à (7), si l'on utilise la. relation
découlant de (2) cl, (5) :

-,^(p,,)^^&".———L——/.-,-—————. (8)
l i dt \/£ v»?(- ,/ dt [ l i î l iY ' l "

D'après (8) et (4 ) , on obtient

-,â/(^(+"'•••")l7•t'+'(r•"c'3•• 'i"

Les expressions (7), (9) pour H supposent la, normalisation (3) correspondant à la
condition

^)(P,O|V,,- n^.^-'^^i^i. (io)
./ 2-inc- J [ m àt J

[/étude i i ienée se transpose directement au cas d Une antiparticule si l'on utilise pour
la description de son état la Fonction conjuguée de charge ^ ( r , / ) .

Notons que, selon (7) et (9), l'expression de l 'énergie moyenne d'une particule sans
spiu peut être écrite sons la forme

. = tr- [ {^^ + ̂  . ̂  + ̂ l^pl rf3,..
2»») ./ c()t. cm /;,-
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qui est analogue (à un facteur de normalisation près) à l'énergie du champ scalaire
(pseudo-scalaire) classique satisfaisant à l'équation d'onde

-A+^gt2+K2)\s'^t)=o•

L'énergie de ce champ est E = ^Tood3r, où îoo est la densité d'énergie du champ qui
constitue la composante du tenseur énergie-impulsion et dont, la forme est [1]

[ g\fi* 9\if ~\
Î O O C X ———--——+V1 ' * .V^+K 2 ^^ .

càt c9t J

15.9. Le problème se résout de façon analogue au précédent. La valeur moyenne de
l'impulsion est donnée par l'expression

P= lpa{+)(y,t^d3p= faW^p^paWÇp,^3?. (1)
•/ J

En utilisant les relations (voir les formules (5) et (8) du problème 15.8)

"(P,,)=/*^(,,,).—/«^,

4^^)(p,,)./e-.P'/"|^)(^^,

l'expression (1) se transforme en

p = (2.^/^+)t(r'^peîp(r-^^^

= 7———S—— / lr(+)'(^^)AeîP(r-r')/f i9vr(+)(r^)d3pdVd3r. (2)(27I-/t)ûmcz J or 9t

L'intégration dans (2) se fait d'abord par rapport à p (elle donne un facteur propor-
tionnel à ô(r — r')) et, ensuite, par rapport à r', et l'on obtient l'expression cherchée

p^/^(r,^^)(.,^, (3)

On voit que l'expression (3) peut être écrite sous une forme plus symétrique

h2 I- ( o^(+)* (9^(+) i9^(+)*^(+)1 „
p=-2n^J[^-^^+-9^^-}dr• W

L'expression (4) de l'impulsion moyenne d'une particule sans spin a, à un facteur de
normalisation près, la forme de l'impulsion d'un champ scalaire classique (comparer à
la remarque analogue relative à l'énergie du problème précédent). Les composantes de
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l'impulsion du champ sont définies par l'expression P, = \ T^d^r^ où T,.o est. la densité
d'impulsion du champ qui constitue les composantes du tenseur énergie-impulsion avec

f(9'r O'S 9^* 9^]
Tio oc - —— —— + —— -,— •\_ Ox, ot ut 9x,J

15.10. Le problème se résout de façon analogue aux deux problèmes précédents. En
partant de la relation

1= 1 a(•+^îawd'•sp= -i 1 fl^^p, t ) p A Vp a^^p, / ) (Pp

et en utilisant les transformations identiques à celles décrites dans les solutions de ces
problèmes, on peut obtenir l'expression cherchée :

1_ -\ f ^ ( r , i ) f r A 0 ) ^W^OriY
me2 J \ OT/ OT

ou sous une forme plus symétrique :

, h [ (9^(+> W+1 W(+)* 9^+)} ,3
^-^y^l 9r Oi + 9t Or } d r

(."est la forme du moment L d'un champ scalaire classique (comparer avec la remarque
relativement à l'énergie et à l'impulsion des problèmes précédents). Dans ce cas,
l'expression de la densité de moment À du champ peut être représentée sous la forme

\(i\t) = -rA-n-,
/)

où 7r(r, / ) est la densité d'impulsion du champ (voir problème précédent).

15.11. Les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde soûl. solutions de l 'équation
stationiiaire de Klein-Gordon pour une particule dans un champ magnétique

( ^ \
\ r2 fp - ^A) " + m-'c4 l ^ = c2^ ( | )

(e est la charge de la particule, B ^- rot A). Cette équation peut être obtenue à partir
de l'équation de Schrôdinger non relativiste par substitution de (e2 —m2»"'1)/^»»?"' à E

i-(p-f-A\\\=E^. (2)
2m \ c !

En utilisant le résultat connu de la. solution de l'équation (2) pour un champ magné-
t ique homogène (voir 6.4 et 6.6 du Tome 1 où la solution a été obtenue pour différentes
jauges du potentiel vecteur), on obtient

e" „ = mV + ̂ c2 + 2mc2?^^(ï^ +1/2), n = 0, 1, . . . , ui = ( |«o/mc > 0,

?,,,„ = i^Vrn^ + pic'2 + 2mc2^(n +1/2). (3)
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L'interprétal.ion de deux valeurs de Cp^n qui ne diffèrent que par leur signe est iden-
tique à celle faite pour le cas de la particule libre. L'une, ëp^n > rnc2, représente les
niveaux d'énergie de la particule (dont la charge est e), tandis que l'autre, £p^n <
—me 2 , correspond à l'antiparticule (de charge — e ) , l'énergie de l'antiparticule étant
(—£) > me2. Les spectres d'énergie de la particule et de l'antiparticule sont les mêmes
(ce fait est, évident a priori, car l'expression (3) ne dépend pas du signe de e ; or la-
quelle des deux particules, de charge +e ou —e, est considérée comme particule et
l'autre comme antiparticule est une question de convention).

Il s'ensuit de la formule (3), comme dans le cas non relativiste, que le spectre d'énergie
du mouvement transversal est discret ; toutefois la distance entre les niveaux voisins
dépend maintenant de la composante longitudinale de l'impulsion, les niveaux n'étant
plus équidistants.

15.12. Les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes des états sta-
tionnaires sont solutions de l'équation

'-h2 c^A + 2mc2?7(r)]1' = (e2 - m^4)^, (1)

qui est l'équation de Schrôdinger habituelle dans laquelle l'énergie E est remplacée
( '} r) A \ /1\ 9par e" — m c ) / 2mc .

Pour les états avec le moment cinétique / = 0, la fonction d'onde a une symétrie
sphérique. En procédant, à la substitution de la fonction R(r) == r^tr), l'équation (1)
devient

-^ï1'^^"' <2'
La solution de l'équation (2) pour le potentiel considéré U ( r ) avec (e2 — m^c4) < 0
est de la forme (R(0) = 0)

R(r)=S. Asm^»-^, r < a,
1 Be-^, r > a ,

K= v/(w2c4-£2)7/^2c2 > 0, (3)

(dans le domaine d'énergies £2 > m c4, le spectre est continu et, dans un état sta-
tionnaire, la particule n'est pas localisée dans un domaine limité de l'espace).

La condition de continuité pour la fonction R et sa dérivée au point r = a donne une
équation transcendante

ïmUpa2 ^ 1 /2mt/oo2 , , „
tan \j^—— - 4a = -^V~fi^ - Kna ' (4)

définissant le spectre d'énergie pour les états s liés.

Les principales particularités du spectre apparaissent sans peine si l'on considère la
relation de ce problème avec celui des niveaux du spectre discret d'une particule non
relativiste dans un puits de potentiel sphérique rectangulaire :
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1) dans un puits d'une faible profondeur, il n'y a pas d'états liés et ces derniers
n'apparaissent que si î/ofl2 > n^h2/Sm ;

2) si la profondeur du puits (en fait le paramètre U^a2} augmente, de nouveaux
états liés apparaissent, tandis que pour les niveaux déjà existants la valeur de
(m^c4 — £^) augmente (traduisant l'accroissement de \En\ avec la profondeur du
puits dans le cas non relativiste), c'est-à-dire que £^ diminue si la profondeur du
puits augmente ;

3) pour une certaine valeur critique des paramètres du puits, l'énergie (plus précisé-
ment £2) du niveau le plus bas prend la valeur £2 = 0 ; en posant dans (3) et (4)
£^^Q := 0, on obtient l'équation déterminant les paramètres critiques :

J mca W^. , 1 /2(7oc. , ^
t a " S - , — V — — 2 - - l r = V — — 2 " ~ 1' 5

n V me" V me

D'après (5), la valeur (7ocr dépend de la largeur du puits a, mais en tout cas
UQ^ > me2/2. Dans les cas limites :

me1 TT2/»2

a) a » h me : t/Ocr « —— + „——^,
2 y (6)

b) « <$; h/me : UQ^ w me2-—„ „ „ » me2

Sm-d.-c2

(les expressions (6) déterminent la plus petite racine Uy,, de l'équation (5) ; quant
aux autres racines, elles correspondent aux zéros de £2, pour n > 1).

Si les paramètres du puits dépassent les valeurs critiques, la solution formelle de
l'équation (4) donne, évidemment, £2 < 0, c'est-à-dire l'énergie £o devient, une grandeur
imaginaire témoignant ainsi de l'instabilité de la procédure même du problème.

Pour comprendre les causes de l'apparition de cette instabilité, il faut prendre en
compte le fait suivant. La. solution du problème permet de trouver la grandeur £„,
de sorte que £,,. = ±^£^. Les deux valeurs de l'énergie différant par le signe doivent
être interprétées de la même façon que dans le cas de la particule libre : l 'une d'elles,
£„ > 0, donne les niveaux d'énergie de la particule, l'autre, £„ < 0, correspond
à l'antiparticule dont l'énergie vaut —£„, > 0. En effet, avec la diminution de la
profondeur du puits tous les niveaux £„ > 0 montent, vers le haut el, passent en un
continuum £ > me2 , tandis que les niveaux £„ < 0 rejoignent le continuum £ < —me".
Donc, le spectre d'énergie de la particule et le spectre de l'antiparticule sont les mêmes
dans le potentiel, c'est-à-dire que le potentiel agit sur ces dernières de la même façon
(contrairement, par exemple, au champ électrostatique ; comparer à 15.4).

Pour les valeurs critiques des paramètres du puits, l'énergie de l'état fondamental de
la particule et de l'antiparticule prend la valeur £o = 0. Il est alors possible de créer
spontanément des paires "particule | antiparticule" (ou de particules solitaires si elles
sont neutres), et ce fait justement est la raison de l'apparition d'instabilité dans la
solution du problème à une seule particule, mentionnée plus haut.

Ainsi, pour une particule relativiste dans un champ suffisamment intense, le traite-
ment du problème à une particule n'a plus de sens physique. La situation est la
même pour des champs peu intenses s'ils varient très rapidement dans le temps, de
sorte que les composantes de Fourier du "potentiel" U(w'), correspondant aux pul-
sations w ^ mc^/h sont très différentes de zéro. De façon formelle, la non validité
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de l'approche à une particule est liée ici à l'impossibilité de "séparer" les solutions
de l'équation d'onde en parties indépendantes de pulsations positives et négatives (à
cause des transitions entre elles). Rappelons que cette séparation est, indispensable
pour pouvoir interpréter des solutions de l'équation d'onde relativiste.

15.13. Les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde correspondantes des états sta-
tionnaires sont solutions de l'équation de Klein-Gordon

/ 7p2 \ 2

{-h2c2A+m2c4}f=[e+——) ^. (1)

Compte tenu de la symétrie sphérique du problème, on recherche la solution de
l'équation sous la forme ^(r) = Ri[r)Yim(6, f ) - II s'ensuit de (1)

f h?_ 1 d 2 d ^ [ ( l + l / î ) 2 - ! / ^ } Ze^e ZV ^ _ g2 - m^4

i ~~a~~>~l~r ~r ~^~ — — — — n î — — — — — —;— — ~n—9—ï r " — — ^ ï — " • (-)|̂  2m, r- dr dr Imr-- mc/r Zmc-r" J 2mc"

L'équation (2) a une forme analogue à l'équation de Schrôdinger pour la partie
radiale R de la fonction d'onde d'un état stationnaire {^n^lrn = RnriYim) d'un atome
hydrogénoïde en théorie non relativiste :

F A2 1 d , d ^ [ { l + l / î ) 2 - ! / ^ Ze21 _ _
\ —^—~î~^r ~r + ———o—?——— - — r "">-' = ^n^itïn^[ 2m r-- dr dr Zmr-' r J

que l'on obtient après des substitutions formelles (a = e2//^)

Z^^, ( /+ l /2) 2^(^+l /2) 2 -Z 2a 2 , E,^^'——^. (3)
me-' zmc'-

En utilisant l'expression connue des niveaux d'énergie de l'atome hydrogénoïde non
relativiste

m(Ze2Y m(Ze2)2
F , = F — \ / — ___________' /_________ IA\
" • - ' - " Wn1 2 / ^ 2 ( ^ + l / 2 + / + l / 2 ) 2 ' /

et en y effectuant les substitutions (3), on obtient

(e2 - mY)^, + 1/2 + ̂ /(l + 1/2)2 - Z^a2} = -Z2a2£2,

d'où

r i172
r7'< '> \

î } i Z Q'" ,.£n,.l = me2 i 1 - —————-—————————————————————-^ } (5)
[ Z^a2 + [n, + 1/2 + ̂ /(^+l/2)2-Z2a2 j J

(de façon formelle, dans le second membre de (5) il aurait fallu introduire deux signes
"±". Mais la solution avec le signe "—" n'a pas d'interprétation physique : la formule
(4) ne change pas si l'on passe de Z à — Z , mais elle ne correspond pas à un état
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lié car le potentiel devient répulsif et les états du spectre discret n'existent pas ; de
inciiie le potentiel coulombicn de (2) pour £ < 0 est aussi répulsif).

Pour Za <§; 1, il s'ensuit de (5)

2 ^(^2)2 ^ ^{Ze2}2 ( 1 3 \
Enr1 Es £nrt - mc w ——WW - (za} -!^ 1,2/TT - 8nJ • (())

Le second terme de (6) est une correction relativiste au résultat de la théorie non rela-
tivistc. Comme ou le voit, la. prise en compte d'effets relativistes lève la, dégénérescence
"accidentelle" des niveaux dans le champ coulombien.

Pour Za > 1/2, la formule (5) fournil, des énergies complexes (d'abord pour les états
s et, ensuite, pour les autres valeurs de l), ce qui est le signe d'instabilité dans ce
problème. Ce fait s'explique facilement si l'on remarque que le terme —/^c^^mc^2

figurant dans l'équation (2) peut être considéré en langage de la théorie non relativiste
comme une partie d'un potentiel attractif. Pour Za > 1/2, cette attraction devient si
forte qu'il se produit une chute sur le centre (voir [1]). Cependant, lorsqu'on prend en
compte la taille finie du noyau, cette instabilité liée à la chute sur le centre disparaît4.

15.14. En écrivant la. fonction d'onde ^(r , / ) , satisfaisant à l'équation de Klein-
~ / p'mc2^

Clordon, sous la forme ̂  = exp ( ———— ^, la fonction ̂  est solution de l'équation :
Y h 1

_^LA^=//4^--^-^ (1)
2m 9t îm^Qt2 { '

Le cofacteur exponentiel dans la fonction d'onde correspond à la représentation de
l'énergie de la particule sous la, forme £ = me2 + E. Pour les états stationnaires

.9'S'E fi2 y . E'1 .
ih——=E^E, ,——^a7ï^B=-.——2^-Ot 2mc- of/ 2mc2

Etant donné que la solution générale est une superposition de fonctions d'onde 'I'̂ '
et, pour les particules non relativistes E <^. me2, le deuxième terme du second mem-
bre de l'équation (1) est petit par rapport au premier (pour éviter des malentendus,
soulignons que la solution considérée de l'équation de Klein-Gordon est une superpo-
sition de solutions particulières correspondant à e ^ me2). En négligeant ce terme
petit, on obtient l'équation de Schrôdingcr d'une particule libre à l'approximation
d'ordre zéro

p^ - ̂ . (2)
2m ai

1 Toutefois, i)0iir un noyau de rayon fini R, l'augmentation de sa charge conduit , pour une cer-
taine valeur Z^r (dépendant du rayon H} à l'apparition d'une nouvelle instabilité dans le système
étudié dont la cause physique est analogue à celle analysée au problème précèdent : dans un
champ électrostatic|ue suffisamment intense (comme au sein d'un champ scalaire) il devient én-
ergét iquement possible de créer spontanément des paires "particule | antiparticule", de sorte que
le problème à une seule particule perd son sens physique.
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Pour déterminer la correction relativiste à l'équation (2), représentons la fonction
d'onde 'I', solution de (1), sous la forme ^ =: <Po + ^i où |^'i| <§; ^'o| et écrivons
l'équation (1) de la façon suivante :

|̂ o + ̂ ) - ̂ o + ̂ ) = -^l^o + ̂ ) (3)

Le second membre de cette équation peut être transformé avec la précision exigée en

2

^0=-^f^) ^0<~l i Q U ï - ' î l f » l -*- U9t2 h 2 V 2m / 4m2/i2

Compte tenu de cette équation, l'équation (3) prend la forme

fil _ _1̂  ̂  - ,A f4)
\îm Sm3^} 9t ( )

L'équation (4) a la forme d'une équation de Schrôdinger avec l'hamiltonien

;4P PH =
2m Srn^2

qui est une généralisation quantique naturelle de la formule

___________ _2 _4P7-7- / ^ f ) ^ ^ 4 " P
2m,

H = VP c + m c ~ mc

de la théorie classique.

15.15. L'équation stationnaire de Klein-Gordon

[c2 (p - ̂ A) 2 + m^4] 1' = (e - ey}2^

pour |ey| <^ me2 et |I?| <^ me'2 (e = me2 + E) peut être écrite sous la forme

2m
+ ey - E ^ =

(E-ey)2

2mc2 (1)

où le second membre est beaucoup plus petit que chacun des termes du premier mem-
bre. En négligeant le second membre, on obtient à l'approximation zéro l'équation de
Schrôdinger de la théorie non relativiste.

Pour trouver la correction relativiste à l'équation de Schrôdinger représentons dans
(1) la fonction d'onde sous la forme ̂  = ^o+^i où ^o est la solution de l'équation de
Schrôdinger et ^i décrit les effets relativistes, de sorte que l^i <g: ^o . Dans ce cas,
le second membre de l'équation (1) peut être transformé avec la précision cherchée en

( E - e y ) 2 , ( E - c y Y 2 1
-——————(^ + ̂ ) w ————T-^" = ——2mc2 2mc2 2mc2
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Ainsi l'équation ( 1 ) devient

{^-^^——) 2m 8m,3c2

Autrement dit, c'est une équation aux fonctions propres et. valeurs propres de l'ha-
miltonien H qui est, la généralisation quantique de l'expression

H 1 ( - e^2 2. 2 4 , " (P-^)" (P"A) ,H = \ P - -A c + TO c + e^ - me" w —————— - ————— + ey
V \ c / 2m 8m"c-

de la théorie classique.

15.16. Limitons-nous au cas des faibles énergies, c'est-à-dire c' = me-" + /?, où \E\ <^.
me1. L'équation stationnaire de Klein-Gordon

{-fi^A + m,2c4}^ = (£ - ey?)2^.

peut alors être écrite sous la forme

ri^.l-^^^l,^,,
1̂  2m 2mc- me" Imc- J

analogue à l'équation de Schrôdinger avec le potentiel effectif

, eE (e^)2 E'2 (e^)2

U,f, = ey + ——-y> - -——- - ,——- w e-f - ^——^.
me- z.mc-' Imc- 2mc-

Si ey| > 2mc2 , alors dans le domaine correspondant de l'espace ('\.n < 0, c'est-à-dn'e
que l'interaction de la particule et du champ est. attractive quel que soit le signe de
sa charge.

15.17. Comme pour les particules non relativistes, on a der = \f\~dt1, où / est
l'amplitude de diffusion définie par la forme asymptotique (r — oc) de la solution
^po dp l'équation stationnaire de Klein-Gordon

J_-^A + zerle - (-z^eî)2-\^S,(+) = il̂ )
[ 2m mc^r 2mc2r2 J P° 2m P° ' ________ ,^

^)(r) ̂  exp f^) + ̂ îfcr, (. . ^/pJ^m2^).

L'équation est écrite sous la forme d'une équation de Schrôdinger avec le potentiel
effectif (dépendant de l'énergie totale £ de la particule)

v.^^-^. mrnc-r 2mr"r~

Ainsi de nombreux résultats de la théorie de la diffusion des particules non rela-
tivistes se transposent directement, au cas rclativiste. En particulier, cela est, vrai
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pour la détermination de l'amplitude de diffusion par le calcul des perturbations ;
l'approximation de Born fournit l'expression

,. m r -iq-r.,3 ( P - PO ÏPO . 0\ ,^^--wj^ d r [(l=^^-g=-h-slnî)• (3)

Une certaine précaution doit être prise en établissant les conditions de validité de
l'approximation de Born : l'analogie mentionnée plus haut entre les équations (1)
et l'équation de Schrôdinger utilise comme caractéristique des particules libres (pour
•r —> oo) la grandeur d'impulsion (et non pas de vitesse ou d'énergie !). De sorte que les
conditions connues de validité de l'approximation de Born en théorie non relativiste
se généralisent au cas relativiste de la. façon suivante :

\U^\ « X \U^\ « - .̂ (4)
ma ma"

Pour le premier terme de l'expression (2) la première des conditions (4) exige que soit
satisfaite l'inégalité

< -p-, ou —— < -" (v£=pc2,\el\~ e) (5)
ma ne c

(autrement dit, le calcul des perturbations n'est pas valable pour des valeurs de Z
suffisamment grandes, il faut que Z <$; 137).

La validité du calcul des perturbations pour le second terme de (2) est limitée par la,
deuxième inégalité de (4) exigeant que

(Zeei)2 h2 ( Z^\1\——2-y- < ——2, ou —— < 1 (6
mc-v ma- \ ne )

C'est une condition plus faible que la précédente (5).

On voit que dans le calcul de l'amplitude de diffusion suivant les formules (2) et (3)
on peut négliger le second terme de (2). En effet, d'après (5) et (6), le paramètre du
calcul des perturbations utilisé pour le développement est Za. Dans ce cas, le second
terme de (2) donne une contribution à l'amplitude de diffusion de l'ordre de (Zo)2,
c'est-à-dire identique à la contribution du premier terme au second ordre du calcul
des perturbations (ce dernier n'étant pas calculé, la prise en compte du second terme
constitue donc un excès de précision).

Compte tenu de ce qui vient d'être dit, ainsi que de la valeur de l'intégrale

Ue——d3^,
J r q2

on obtient l'amplitude et la section efficace différentielle de diffusion :

_2Ze^ da_ ^ 3 ̂  P^V __^__
JB fiW ' d^î \ J \ ~ \2vopo) sin4^)'
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15.18. L'amplitude de diffusion d'une particule chargée sans spiii dans un champ
électrostatique y ( r ) , dans l'approximation de Born, a pour expression

/„=—— fu^-^d3,:
27i-/)/ J ;1)

I I - -^-^(r) - t̂ l̂l! 1'2}
'- "f ~ •) T\' ) o •) \"1me" 2mcz

(pour la discussion générale des formules (1) et (2) voir le problème précédent).

Dans le cas ultra-rela.tiviste £ w pc — oo, on peut négliger le second terme de (2), et
alors

/BW-2^/^e-îq•rd3r=-2^^• ^

Donc,

-/m^=4^^'//ll^lw (4)

(rappelons que (Kî = —27T(7cosfl = '-^-rff/2).

Pour p — oo, la limite supérieure dans l'intégrale (3) peut être prise égale à l'infini
(intégrale convergente) et la section efficace de diffusion cr(£) pour s —>• oc tend vers
une constante (en théorie non relativiste a ex E~\ —>• 0 pour E — oo ; voir 13.9).

La validité de l'approximation de Born dans ce problème est définie par la première
dey expressions (4) du problème précédent et exige e^o <g; /«•/<( (^'n et d. sont la-
grandeur caractéristique et le rayon d'action du potentiel).

Notons que la validité du résultat obtenu implique que le potentiel, pour r —>• oo,
doit décroître plus vite que r~~' ; sinon, la section efficace de diffusion devient infinie,
comme dans la théorie non relativiste, à cause de la divergence de l'intégrale dans (3)
à la l imi te inférieure.

15.19. L'équation d'onde stationnaire pour une particule relativiste sans spin dans
un potentiel constant peut élire écrite sous la forme

{ - ^ A + !J(r)} ̂ =^ ^pï =e'2- m2^),
^ 2'iit J 2m

qui est identique à l'équation de Schrôdinger non relativiste.

Vu que l'interprétation de la fonction d'onde d'une particule libre sous forme d'onde
plane est identique dans les théories relativiste et non relativiste, l'approche générale
du problème de diffusion en théorie non relativiste, se basant sur la résolution de
l'équation d'onde stationnaire possédant la forme asymptotique exigée à des grandes
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distances ("onde plane + onde divergente"), se transpose directement au cas rela-
tiviste. L'amplitude de diffusion, à l'approximation de Born, est donnée par la même
expression que dans le cas non relativiste :

fB=-^/u^rdv=-^u^•

Donc, la section efficace de diffusion (comparer à 13.6)

m2 ^'hî ~

-î I \"ww

pour e — oo est définie par l'expression (pç, % e / c )

2 2 /•oo -i

^"^l I^'W^-

La condition de validité de l'approximation de Born est \Uo <^. hpo/ma, où Uo et a
sont des grandeurs caractéristiques du "potentiel" et de son rayon.

15.20. L'hamiltonien de la particule est H = ça • p + me1 j3 . Pour trouver les
commutateurs, il est utile de tenir compte du résultat du problème 1.9 du Tome I,
ainsi que du fait que deux opérateurs, dont l'un (p, 1, etc.) agit sur les variables
spatiales et l'autre (a, S, etc.) sur les variables de spin, commutent entre eux.

1) [p , f f ]=0 ;

2) [ l i ,H ] = [l,, ça • p] = ccik[li,pk] = icSzkiCtkPi ^ 0 ;

3) [î2, H} = [̂  , H] = î, [î i , H] + [k, H]î, = iceikiâk (îipi + pih ) + 0 ;

rv. î ( <Ti 0 \ ( 0 (Tk\ ( 0 ffk \ ( f f i 0 \
comme L,,cr/; = „ n ~ n n4) \ o o-, ) \ o-fc o y \ffk o ) \ o o-, )

_ ( 0 0-,-o-fc - O-A.O-, \ ̂  (' 0 2î£,fc;cr; ^ ^n.
- \ o-io-k - 0-fcO-i 0 J \ 2î£,fc;o-; 0 / ''''' ''

et [S,,/3]=:0
-^ ^ c ^ ^

on a [Sî,-ff] = _[I;,,aft]pfe = iceiki^ipk = -iceiki oikpi ;

5) S2 - ^ <T ° V <T ° ^ - ( a2 ° ^ - ( ï ° } - 35) s - [ O <r A 0 < r J - ( , 0 ^ J ' V O 3 J - 3 '

^ , 1 , 3
s" = -S = - et commute avec H .

4 4

En utilisant des commutateurs 1), 2), 4), on trouve sans peine les commutateurs
6), 7), 8) :

6) [?,,^]=0;



332 PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE

7) \Ï\H}-.[JU^H}=Q;

8) [S . p, H] = [E,, 7î]p, + S,[p., 7Ï] = 2îC£./,;a^p, = 0 ;

9) îîp = -pR, on a [îi, H] = [H, a • p] - -2ca • pR i- 0 ;

10) [P, me2/?] = 0, [P, H] = [f3R, ça • p] = cf3Ra • p - ça • pftR = 0 ;

11) [75, H] = 2mc2 ( i n ) e^ P0111' une particule de niasse m = 0 ce commutateur

devient nul.

Dans le cas non relativiste, les neuf premiers opérateurs commutent avec l'haniiltonien
de la particule libre H =• p2 /2m (le dixième opérateur est la généralisation de
l'opérateur réflexion au cas relativiste d'une particule de spin s = 1/2).

La commutativité de l'opérateur g avec H traduit l'homogénéité de l'espace, de même
que la commutativité de j avec H traduit son isotropie. Séparément, les opérateurs
s et 1 ne commutent pas avec H . Cela signifie que, dans le cas relativiste, il existe
une certaine corrélation entre l'état de spin possible de la particule et. son mouvement
orbital. La commutativité de P avec I I est la manifestation de l'indiscernabilité dans
l'espace des directions de "droite" et de "gauche".

15.21. Etant donné la commutativité de l'hamiltonien H = (ça • p + me2 /3) avec
p, il existe des états dans lesquels l'énergie et l'impulsion de la particule possèdent
simultanément des valeurs déterminées. La fonction cl'onde de ces états est,

1'p,,(r,ï)=u(p,£)exp [-(p. r-£t)\ . (1)
L" J

L'équation statiounaire de Dirac est de la forme

(ça • p + me f 3 ) u ( p , e) = su(p, e)

ou pour des spineurs à deux éléments

u ( p , e ) = ( v \ } ca.p^+mc^=ey
\ X J C(T-pip-m.cz\= e\ \

La seconde des équations (2) donne

^ = ̂ ^(r • ̂  (3)

tandis que la première, compte tenu de (3) et de l'égalité (<r • p)2 = p2 donne

9 9
c P / 2\-^f = (e - me )y ,

e + me/

d'où s2 — m2c4 = p^2, e = di^/p^2 + m^4 (sinon, on n'a qu'une solution triviale
\ = y = 0). En outre, le spineur if reste indéterminé et peut être choisi de façon
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arbitraire (et ceci de deux manières différentes pour chacune des deux valeurs de
e). Donc, pour une impulsion donnée p, il existe quatre solutions indépendantes de
l'équation de Dirac de la forme (1) pour lesquelles les bispineurs u(p,e) sont égaux à

( yi \ / f if \ \ 1 V2 \
CCT • P , u(p, £ = — E ) = C<T • P , (4)

rf^1 ) \ -E+mc^2 J
u(p, e=E)= _ca_p_ , u(p, e = - E ) = [ co- p

E+mc2^ / \ -E+mc2^E+mc2

où E = + ̂ /p2•c•'•-\-m^(A (soulignons que le second des bispineurs (4) correspond à
une énergie négative de la particule).

Comme l'équation de Klein-Cordon, l'équation de Dirac possède des solutions corres-
pondant à une énergie négative de la particule. L'interprétation de ces solutions est
identique à celle de l'équation de Klein-Gordon : la fonction obtenue par action de
l'opérateur de conjugaison de charge sur la fonction d'onde de la particule avec une
énergie négative est la fonction d'onde de l'antiparticule (voir 15.27).

Pour établir la forme du spineur ip, (et la fonction d'onde (1)) et obtenir un système
complet des fonctions, utilisons la commutativité de l'opérateur hermitien A = S • p
avec les opérateurs H et p. De l'équation A^peA = A^pgA, où

[ i 1 / VA \
fpEA == "(P,£, A) e x p , ( p • ! • - £ < ) , u ( p , £ , A ) = co-• p ,

L" J \ £ + me2 r A )

il s'ensuit

(o- •p )yA = Ay.A, ou ( — • n ) y?A = À^A, n = —, A = 2À|p|. (5)\ï 1 |p|

La solution de l'équation (5) est bien connue dans la théorie non relativiste du spin
(voir 5.12, 5.14 et 5.36 du Tomel). Les états de la particule avec une valeur déterminée
A (les valeurs propres de À sont ±1/2) s'appellent les états hélicoïdaux.

15.22. Introduisons dans les expressions connues

j = c^f*a^ s ic^-y^, p = ^S*^! s ^1/3^ (1)

la forme la plus générale de la fonction d'onde d'état d'une particule de Dirac avec
IT 1 ' 1 ' ^ - _ - _ _ ' ' / l - _ _ _ _ 1 7 ' _ • _ /__ r) _ r ) 0 _ d ^ - _ - - ' ? ^l'impulsion p déterminée (et avec l'énergie £ = i^p^2 + mV > me2)

\i 1
^p,,(r,^)=u(p,£)exp ,(p.r-r f) ,

L" J
(2)

où le bispineur u vaut (voir le problème précédent)

^N(^=N(^\, ^^-- W
\ x / \ £ + mc2 • / ' ze

La valeur de N est choisie pour que la norme du bispineur u coïncide avec celle du
spineur y, c'est-à-dire u*u = i f * f - Rappelons que

u* = N(v\ x*) = N L\ y" ̂ -^} , (T • P)2 = P2,
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on obtient

p = \S!*\Si =. »(*(( = y* y, (4)

i^vr^c^^cA^w "'^V () "V c^p ")v ,+,^A"- " ) \ £Tn^ )

'̂ ( î̂ ) ( (<T+a^ y ) =7^^<r((^•P)+(ff•P)(T^•(5)

L'expression (5) peut être simplifiée si l'on utilise la relation O-;((T • p) + (o" • p)o"î =
(iT,(Th + f f k f f i } p k = ïSikPk = 2p,, de sorte que

. Sc^p , c2? , ,
J = .. i ,-,,,.2 y y = ———y V='Vy {P= /'V, (6)

C |~ i l IL C-

où v est la vil-esse d'une particule relativiste classique d'impulsion p.

15.23. La fonction d'onde de l'état considère est de la forme

'F= u(p)exp \ - ( p - r - e t ) ,
ri

où le bispineur "(p) vaut

"(P) =N ^ } = N c^p , A' = î±m^.
^ ) \ FTn^^ 1 v 2£

(voir 15.21 ; on a utilise la norme u*u = y*y = 1 ) .

La. valeur moyenne du vecteur de spin (avec p = (0,0. p ) ) a pour expression

é^S» ,V2 / ^ , c a - p \ ( a- () \ / y \
s = -^=-Y[^y-e-^)[o - ) [ ^ ^ )

AT'2 ( 2 ^

= -T^1< 7 + ( .+^)- ( < T•P M < T•P )}^=

N'2 ( v^c2 1= ̂ ^(.r^^h (1)

Vu que o-^ = 1, o-^o-^ ^ —cr.cO-^ = î'o-y et cryCr^ = —o'sO'y = ?'(7-,. on obtient, selon ( I ) ,

AT 2 /' 2 2 'i ^_ A? , f 7'1 < 1 TOC" *
sr = ̂ ^ i"1- - (.Tmc^^; y=~2^y a••"p'
_ wc2 , _ J ,

(en théorie non relativiste s= ^y*irip).

Selon (2), |5 |̂, 'Sy <^ me" / 2 e , de sorte que, dans un système ultra-relativiste, £ ^> fin"'
on a ~s^,~Sy —?• 0, c'est-à-dire que le vecteur de spin moyen est dirigé suivant l'axe z
qui est parallèle à l'impulsion de la particule (si, évidemment, y*o^y ^ 0).



XV - EQUATIONS D'ONDE RELATIVISTES. SOLUTIONS 335

Les limites imposées aux valeurs s^ et ~Sy signifient que les états de spin possibles d'une
particule dépendent de son impulsion. Ce fait est le corollaire direct de l'équation de
Dirac et est lié à la noncommutativité des opérateurs de spin et de l'hamiltonicn.

15.24. Pour la transformation unitaire étudiée on trouve (U^ = U, U^U = UU^ = F

V ( Y 1 W 1 0 '\ ( 1 Ï \ / O ^
^ = ^ = 2 ^ 1 -1

S' = U'SU^ = S,

1 0

a' =UaU1 = -

De cette façon, les opérateurs de spin dans les représentations nouvelle et initiale sont
de la même forme, tandis que l'équation de Dirac dans la nouvelle représentation

{ça' • p + mc2/?')^' = ih—^' 'F' = U^

écrite avec deux spineurs ^' = { } , prend la forme
\ r! }

9 „ .
î/î-Q,^ = crr -pS. +mc ri, ih—1] = —crr • pr] + me ^.

C't

15.25. Dans le système de référence K , où la particule est au repos et £ == me2, son

' ) , où i f o est un spineur.état de spin est décrit par le bispineur u(0) =

Dans le système K ' , en mouvement par rapport au système K avec la vitesse —v, la
particule possède une vitesse v et une impulsion p = mv/\/l — ( v / c ) 2 , tandis que
sou état de spin est décrit par le bispineur u(p) qui s'exprime en fonction de u(0)
selon la formule connue de la transformation de Lorentz pour les bispineurs :

u(p) =u =Su(0),

S = cxp ( ——a • ïi0 j = ch — — sh -^-a • n ( th 0 = v / c ) ,

n = — v / y est le vecteur unitaire de la vitesse du système K' par rapport à K .

Utilisons les relations (th0 = v / c )

G _ th G _ v / c _ pc

2 - 1 + \/1 - th2^ - 1 + ̂ 1 - ( v / c ) 2 ~ e(p) + mc2

(1)

(2)

ch ^ =
/ l + ch 0 /c(p) + ?»c2

2mc2
'\ - th2;

et, selon (1) et (2), on obtient

u(p) - f ( A |) ^0sh |) 'y^o
/£ + me1

2mc2

<fio
CtT • p

——————2^0e + me
(3)
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L'expression (3) du bispineur u(p) est en accord avec la solution générale de l'équation
de Dirac trouvée dans 15.21. En ce sens, l'élément, essentiel du problème est l'éta-

blissement du l'ait que le spineur y dans le bispineur u(p) = ( J est le même dans
\ ^ /

tous les systèmes d'inertie (à la norme près) et vaut 1,30.

En utilisant la norme y^yu = 1, on obtient le vecteur de spin moyen de la particule
dans le système K ' , où son impulsion est p :

^*Su £+mc2 F c'2 \
^ = —;— = —;,—vo i °" + 7——^ °" • P °" °" • P r ï""-M U 4e ( (£•+»«(")- J

Sa relation avec le vecteur de spin moyen dans le système propre de la particule
so == ^y^<r^i) s'établit facilement si l'on choisit l'axe z le long du vecteur p :

_ me2 _ _ me2 _ _ _
•'''a'.p = ——S3•,o^ sy,p = ——•''î/,0' s!'',p = sz,'J (4)

(comparer a la solution di t problème 15.23).

15.26. Etant donné que

[", 1
^p,A = "A(p) exp . (p • r - et) ,

"A(P) =( co-^P „- , "̂  = (^,^ [.0"PJ ^
V e+mc2^ ) Y e+mc-y

on obtient

l'^l'A = Î (^UA=^- 1 + / \ ' p), VX = £ ^,^«^A',
L (e+mc')-J .s-+ me2

d'où s'ensuit l'orl.liogonalité des états de spin de la particule correspondant a des
valeurs différentes de À.

Les réponses aux questions posées dans l'énoncé deviennent évidentes si l'on tient
compte du résultat obtenu dans le problème précédent. Selon ce dernier, le spineur

y clans le bispincur i((p) = ( ^ ) décrivant- le même état physique de la particule

(d 'une impulsion déterminée), dans différents systèmes d'inertie, est-, au facteur de
normalisation près, identique dans tous les systèmes de référence. Dans le système

( V \propre de la particule, le bispineur est, de la forme u(0) = ' et donc, U A ( O ) =

r J . Mais dans le système propre de la particule, l'équation (cr • ii)y\ = \y\ est

équivalente à

(S. n)^(O) =À^(0) (1)

c'est-à-dire constitue une équation aux fonctions propres de l'opérateur S • 11 = 2S • n
(deux fois la. projection du spin sur l'axe dirigé le long du vecteur n). Ainsi, le sens
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évident du vecteur n est clair non pas dans le système de référence où l'impulsion
de la particule vaut p, mais dans le système où elle est au repos, en déterminant
la direction selon laquelle la projection du spin de la particule possède une valeur
déterminée égale à À/2.

Le vecteur l/îy^a-ipo définit le vecteur de spin moyen dans le système propre de la
particule. Pour éviter tout malentendu, soulignons qu'on étudie dans ce problème les
états de la particule avec une valeur déterminée de l'impulsion, donc on peut parler
du système propre de la particule.

Pour ce problème de classification suivant le nombre quantique À des états de spin
de la particule avec une impulsion déterminée on peut donner une forme co variante.
Introduisons pour cela l'opérateur A = ('75? = i^s(^/ • f + 74^4), où v, = (v, 1/4)
est un certain quadrivecteur unitaire (c'est-à-dire v] = i/2 -)- i/j = 1 ) orthogonal au
quadrivecteur impulsion de la particule pi = (p, i e / c ) : Vipi = 0. On laisse au lecteur
le soin de se convaincre que l'équation aux fonctions propres

AUA(P) = AUA(P) (2)

est équivalente à l'équation (<r •ïi}y\ = \y\ où la relation du vecteur tridimensionnel
n avec le quadrivecteur Vi est définie par la condition que, dans le système propre de
la particule, Vi = (n,0).

15.27. La solution de l'équation de Dirac, correspondant à des valeurs déterminées
de l'impulsion p et de l'énergie e (e = ±\/p2c:' + m'^c4) de la particule (voir 15.21),

^p. = f c^P ^ ) exp [-(p • r - et)] = ( e - me2 \ï> ) exp [-(p . r - et)} (1)
\ £ + m c 2 ' p / L" J \ \p ) L" J

pour £ ^ me2 a. le sens physique de la fonction d'onde d'une particule avec l'impulsion
p et l'énergie e. Pour £ < —me 2 , la solution (1) (notons-la ' 1 ' ' ) de même que la
superposition de telles solutions ^(-) 5 n'a plus le sens concret de fonction d'onde d'un
état quelconque de la particule. Cette solution décrit l'antiparticule, et la fonction/ _ i _ \ ^~~
d'onde de l'antiparticule ^C s'obtient par la conjugaison de charge C de la fonction
\^(~i : <I<^ ~= C ' f ' 1 . Comme on le sait, cette transformation, avec le choix standard
des matrices de Dirac, s'écrit comme

>pW = C^-) = ̂ 4^ = 7274(^(-)<•^), (2)

soit de façon plus détaillée en indiquant les indices bispinoriels :

(^+))» = (72^M^(-)*/î)^ - (7274M^(-)*)^

= (^.A^^*),, = (7274/?)^(^(-)*), = (72)a^(-)^ (3)

(on a tenu compte dans (3) de ce que /3 = 74, f î 1 -=- 1, f t s ,i = / 3 ^ s ) -

5 Notons la correspondance de ces notations avec celles utilisées auparavant pour la particule sans
spin (voir 15.1).
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En utilisant les relationsÏL•"'("'r \p)ex"4(p^-E"]• --(^ ^)
(T* = ((7-1 , —(T-), (Ty), ("r-.)(T* = —(7(72,

on obtient, selon (3) , la fonction d'onde de l'état de l'antiparticule correspondant à
la solution "non physique" (c'est-à-dire pour ? ^ —me") de l'équation de Dirac sons
la forme ( 1 ) :

^ = (^ -^)(^;.^xp[-^,,.,.-..)]

- (-^^O"" H'-•••-"] <"
Dans cet, état, l 'antiparticule possède l'impulsion p' = —p et, l'énergie £' = —c =
\/p2c2+^1r'(A ^ me2. Noiant ^c;p' = —'"'l 'vip'ï récrivons (4) sous la forme

^(^,J"p[^ .-4
(lui par sa forme coïncide avec la fonction d'onde analogue de la particule (avec
l ' impuls ion p' et l 'énergie £'). La fonction d'onde de l'antiparticule avec une hélicité
déterminée ^ ' ,1 ^ satisfait à l'équation

^•n^^^A^^,, n^p'/lp'l,

d'où on obtient

. ( f • i l 'yc.p ' .À = A^,;p ' ,À. (6)

Compte tenu de la relation établie plus liant entre le sp i i ieur ^;, ;pi dans la fonction
d'onde de l 'antiparticule avec le spineur \p dans la solution ' • y ' de l 'équation de
Dit'ac ( y c ; p ' = —w'-'V^p')^ 011 note q1-113 l 'écination (6) est équivalente à l ' équa t ion

- , o - . n ' \ _ p ^ - ^ À ; v _ p ' , Â , soit -_cr • i i \p,À = ^\p.\ (7)

Cela signifie que, pour la conjugaison de charge 'I'" = f11!'^, le noml)i'e quantique
À (hélicité) conserve sa valeur (tandis que l'impulsion et l'énergie changent de signe).

15.28. La commutativité de l'opérateur hermit.ien 75 = ( i ,> ) avcc

,-. . 0 a \^
7 7 = c « . p = c ( y I p

est évidente : [75, H] = 0.
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Pour comprendre le sens physique des valeurs propres ^ de l'opérateur 75, cherchons
les fonctions propres communes ^p,e,^ des opérateurs H , p et 75 qui commutent entre
eux. Ces fonctions sont de la forme (comparer à 15.21)

^,,=fca^ )exp[-(p.r-£J, e = ±pc, (1)\ —e—y?,^ / L " J
De plus, il s'ensuit de l'équation 75'!'?^^ = ^p^^i que

C<T p C(T p
-—————^P,^ = Wp,^ -VP^ = I'-—————fî>,H, (2)

d'où f i 2 = 1. c'est-à-dire les valeurs propres sont égales à ^ = ±1.

La fonction (1) , pour £ = pc > 0 (notons-la ^ p E , ^ ) , est la fonction d'onde de la
particule avec l'impulsion p et l'énergie e = pc. Alors l'équation (2) peut être écrite
sous la forme

o- . n^ = -Wp,,,, S . n^p+^ = -/^p^, n = p/|p|,

d'où on voit le sens physique des valeurs propres f i : la grandeur A = —1/2//,
est l'hélicité de la particule, c'est-à-dire la projection du spin sur la direction de
l'impulsion.

Pour £ = —pc < 0, on a pour la fonction (1) (notons-la ' I ' — )

o- • ny.p,,, = ^p^, S • n^^p^ = /^i-'p1^,

de sorte que l'hélicité est ici donnée par À == 1/2/(. Pour £ < 0, la fonction d'onde
'I'^.;' = ^''t'-n, n = 72 ̂ i.'* décrit l'état de l'antiparticule avec l'énergie £' = pc > 0,
l'impulsion p et l'hélicité À = 1/2/;. (voir le problème précédent).

15.29. Vu que P^_ = P±, les opérateurs hermitiens P± sont des projecteurs (voir 1.35
du Tome I).

Compte tenu de la relation établie dans le problème précédent entre les valeurs propres
de l'opérateur 75 avec l'hélicité, on voit que l'opérateur P^, est le projecteur sur
l'état avec l'hélicité A] = —1/2 pour la particule et avec l'hélicité À2 = 1/2 pour
l'antiparticule. Pour l'opérateur P_, les signes de l'hélicité sont inversés. Pour éviter
tout malentendu, soulignons que, dans ce problème, on étudie l'action des opérateurs
P-^ sur la fonction constituant la solution de l'équation de Dirac avec m = 0 : ca-p'S =
ih—^S, c'est-à-dire que, pour l'antiparticule, il ne s'agit pas de sa fonction d'onde ^è
mais de la solution ^ ^ l de l'équation de Dirac. Il faut avoir en vue que la relation
P^'Sf = '!> prend avec la conjugaison de charge la forme P^c = ̂ c autrement dit
P-l- devient P_ et, vice versa : cela est lié à l'égalité C^ = —75C7.

15.30. Les équations de Dirac pour des spineurs à deux éléments avec m = 0 prennent
la forme (<r = îs = 's/s)

.,,9y ^ c^ ^ Q\ /, c^ ^
zh-. = ça- •px = -s -p\, i.h-. = C<T • py = -s • py. (1)
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Elles contiennent deux spineurs y et \ qui décrivent les propriétés de spin de la
particule avec s = 1/2 par rapport à une rotation purement spatiale du système de
coordonnées et qui se transforment de façon indépendante lors de cette transformation
(mais pas lors d'une transformation de Lorentz).

La généralisation naturelle des équations (1) pour une particule de spin arbitraire s
consiste dans l'identification dans ces équations de if> et, \ à deux fonctions de spin
correspondant au spin s et possédant, chacune 2s + 1 composantes ; dans ce cas, par
s il faut entendre l'opérateur du spin de grandeur s (dont la forme en représentation
s^ est bien connu).

Pour le spin s = 1, il est commode d'utiliser non pas la représentation s; mais la
représentation vectorielle dans laquelle les composantes de la fonction de spin sont les
composantes cartésiennes du vecteur (voir les problèmes du paragraphe 4, chapitre
3 du Tome T) , tandis que les opérateurs composantes du spin se déterminent par les
relations

Sidk = -i£ikl ai.

De plus, ï • pa,k = ïipicik = —hsjki-^-ai = h(ïot a)^, c'est-à-dire (s • p)a •=- hïot a,
et, en identifiant dans les équations (1) y et \ respectivement aux vecteurs E et ?B,
récrivons-les sous la forme

--'-E = rot B, ---'-B =: rot E,
c ai c at

constituant une partie du système d'équations de Maxwell. Les deux autres équations :
div E •= 0, div B = 0 sont des conditions supplémentaires auxquelles satisfont les
vecteurs E et, B.

On trouvera l'exposé détaillé de la mécanique quantique du photon dans [8].

15.31. La densité de courant et la densité de charge d'une particule de Dirac sont de
la forme

j = ec^a^ = îRc^'7'î', p = e^*^ = e^"/4^. (1)

Soulignons que les expressions (1) sont valables aussi bien pour une particule libre
que pour une particule se trouvant dans un champ électromagnétique extérieur (bien
que les composantes du potentiel électromagnétique A et AQ n'interviennent pas dans
(1) de façon explicite !).

Dans la limite non relativiste (l'énergie de la particule £ w me2), le spineur \ dans le

bispincur <t' = ( j , satisfaisant à l'équation

ih— -- ccr • (p - -A) y - mc\ + eAo\,
ôt \ c /

vaut approximativement (ih9— w mc2^)

1 (- e A ^
X w Q——o" • [P- -A y>zinc \ c l
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c'est-à-dire \ <^ |y|, de sorte que

^

Donc,

(2)

T = f^, [————<T . [p - ̂ A) J ) = (^*, 1- 1-p- -Al if* a
2mc \ c i ,\ [2mc \ c / J / \ 2n- (3)

Utilisant (2) et (3), on obtient, selon (1), aux termes d'ordre (1/c)2 près

p = e^*^ w eipy*,

j = .c,-(^ ^ )»

= ^ ( y ^ o — ( ( - p - - A ) y * - o -V 2mc \ v c / ^
f ^ - - ( P - § A ) ^ ^
\ <T^ /

= 2^{^ < T ( < T • ( P -^ A ) )^- ( ( P + ^ A )^• 0 ^ )^}•

Utilisant la relation o-iO-^. = J,;; + ieikio'l, l'expression (5) se simplifie :

g r / € \ / / / ^ € \ \ 1
J'î = „— ̂ cna-h [ p k - - A k j f - I I P A - + -AA.I y*i f f k f f t f î

= -— \ V*PiV - (piV*)^ - —Aiy*y + i£iki[y*o-ipkip + {pky*)criy] '>2m { c J

et comme

(4)

(5)

r . 9 ( 9 A 1 Q , , , , ,,
^iki \y fri——y+ I ,—y l criy\ = £,/;;-—y 0-;^ = {rot(y o-y)},,i. (-1 r i i nda-fc \ dï-fe 1 t-i

dî-A.

on obtient

îefï €^ eîî
J = -^—[y*Vy - (Vy)*^] - ——A^y. + ——?1(^0^).2m me zm (6)

Les expressions (4) et (6) coïncident avec les formules de la théorie non relativiste de
la densité de charge et du courant d'une particule de spin s = 1/2, possédant une
charge e et un moment, magnétique de spin ^ = eh/2mc (voir [1]).

15.32. Compte tenu de la forme explicite des matrices de Dirac et du tenseur

v,v —

1

B»
\

0
-B,

iE.^

B,
0

--B,
ÎEy

-By

5,
0

iE,

-iEx
-iEy
-iE,

0

\

1

F^=-F^=iE,,
Fik = S i k i B i ,
i,k= 1 ,2 ,3

l'hamiltonien du problème se transforme en

H = ça • p - K/3'S • B + iKf3a • E + me2/?. (1)
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L'équation ih—^ =-11^ écrite en ternies de spineurs à deux éléments y et y dans la
()i

( V \fonction d'onde bispinoriclle <!' = | ) est de la forme
\ X J

ih—ip =- C(T • \>\ + mc^if + ina- • E\ — KO- • B^>,
c'î

(2)

(/;—\ = ccr • py — mc"\ — iiîcr • Ey + Kcr • B;\.

Pour passer à la limite non relativiste, quand l'énergie de la. particule £ w me2, i l faut,
comme d'habitude, dégager de la fonction d'onde le facteur exfi^—imc2^/!!), c'est-à-

i ~ i /' V \dire l'écrire sous la forme ^ = cxfiÇ—im.c^t/h)^ = exprime2/,//!) ( r J et tenir

compte de l'inégalité

0 ~ih—^i ~ |/7'r| <77(c- ^ (;s)

dans l'expression

,/,-^vl» = e-"'"'^/71 \mc2Ï + ih9-^
(H. 9t \

[E étant la grandeur caractéristique d'énergie d'une particule non relativiste). La
seconde éeination de (2) prend alors la forme

'2mc"\ — KCT • By + ifi—\ = (ccr • p — lucr • î'i)y. ('l)

Compte tenu de (3) et, de l'inégalité KB\ <^. mc2 il s'ensuit de (4) que

Y w —— L • p - ^(T . E) y (5)
Zmc \ c )

d'où, comme dans le cas d'une particule libre non relativiste, |-v| <€ \f\-

Reportant (5) dans la. première équation de (2) (en séparant au préalable le facteur
exp^îmc2^/??,), on obtient

ih—ip = —— ( o" • p + —-<T • E ) ( a • p — —cr • E ) (p — KO- • 'Bip. (6)
(H 2m \ c ) \ c J

En utilisant la relation a-iO-k = Sik +i£iklo'i et en écrivant a- - p = 0-,?; et o- • E = o - k E k ,
il vient

(o- • p) (a • E) - (o- • E) (o- • p) = p • E - E • p + ip A E • <r - ?'E A p • a (7)

avec

p E - E p == -i/tdivE,

p A E - E A p = -î'firotE - 2E A p = -2E A p
(8)
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Compte tenu des égalités (<T • p)2 = p2, (7) et (8) et en négligeant le terme propor-
tionnel à ( E / c ) 2 , écrivons (6) sous la forme

;-! ^~ 2 / fc \

ih—y = -p-^- K<T •Bw+ -K- f--divE- EAp • o - ) f>. (9)
OT 2m me \ 2 /

En tenant compte de la petitesse du spineur % par rapport à (p et en le négligeant, on
peut se borner dans la limite non relativiste à la description de la particule de spin
s = 1/2 par un seul spineur y (comme cela se fait dans la théorie non relativiste).
Alors, l'équation (9) est une équation de Schrôdinger avec l'hamiltonicn

^2 / fc \

H = -p--K<y.B+-'^ ( - - d i vE -EAp-o - j . (10)
2m me \ 2 )

L'absence dans // du terme de la forme de eAy témoigne du fait que la particule est
neutre (A(] est le potentiel scalaire du champ électrostatique extérieur), tandis que la
présence du terme —KO- • B indique que la particule possède un moment magnétique
valant f i = K.

Le dernier, troisième terme de (10), décrit l'interaction spin-orbite. De plus, le
K /-.terme ———E A p • o" de cette interaction est la généralisation quantique de l'énergie

me
d'interaction du dipôle magnétique classique en mouvement dans le champ électro-
statique (voir 13.43).

L'hamiltonien (1) (et sa limite non relativiste (10)) est utilisé pour la description du
i^i'

neutron dans un champ électromagnétique. L'expression - ;— jJ^r^vFri , est aussi uti-
lisée pour la description de l'interaction avec le champ électromagnétique du moment
magnétique anomal // de particules chargées de spin s = 1/2. Alors l'interaction de
la partie normale du moment magnétique valant eh/îmc (comme de la- charge e de la
particule avec le champ) se décrit, comme on le sait, par l'expression —m • A + cAo.

15.33. Le spectre d'énergie et les bispineurs adéquats se déterminent à partir de
la solution de l'équation de Dirac dans un champ magnétique (e est la charge de la
particule)

\ca • [p - ^A) + mc-'p] u = eu, ^e(r,t) = ue-^^ = ( v } e-1'^,

6 Pour une particule de spin 5 == 1/2, possédant une charge e et un moment magnétique ;u, la
"séparation" de ce dernier en parties normale et anomale est régie par la relation

eh _ , eh
2mc' îmc

Ainsi, l'équation d'onde relativiste de cette particule dans un champ électromagnétique est

ih—f = !, ea • fp - ^A") + me2 fi -|- eAo + ^-^-P^T-ivFrv \ 'ï'.
(5( 1 V c / 2 J
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(e - mc2)^ = crr • (p - -A) \,
\ f 1

(1)

(e + TOC2)^ =- ça • (p - -A) y ,
\ c 1

En é l iminant le spineur \ du système ( 1 ) , il vient

(- - mY)^ = c2 (<r . (? - ^A) ) ^. (2)

Etant donné que (voir, par exemple, 6.22 du Tome I)

( a - - ( y - '-A'}}2 = ( p - '-A}" - ^o-• B (B = rot A),
\ \ c• / / \ c / c

l'équation (2) peut être écrite sous la forme

f 1 / e \ '' eh 1 e2 — M^c4

(P--A) - — — a . B y = , ^, (3)
[̂  2)7i V c / 2n;r J 2mc^

qui ne difrère que par la substitution de (e2 — ïTï2^4)/^»?^'2 à E de l'équation de Pauli
pour une particule de spin s = 1/2, possédant une charge e et un moment magnétique
// ^ f l i / ' 2 n i . c . Cette équation dans le cas d'un champ magnétique homogène B|) a été
résolue dans 6.21 du Tome I . Avec la. jauge du potentiel vecteur A = (0, /^n. ' ' ,0), la
solution de l'équation (3) est

^ - "^•4 = 2mc2 Lo(». + 1/2) - ̂ ^ + |̂ ] , „ =0,1.

(4)

r- — r'F.^pyy+p^)/1' pviii-npyp^a-, — (-'^ ^^P -^(.c-^'
2o2 l cUo

I' | / / - / ^ ( ) / //.c.
avec L<;|| = ———- et a = i / ———. Ici, le spineur constant, y^ est une fonction propre

inc y |e|^u
de l'opérateur o"; correspondant, aux valeurs propres cr;, = ±1 (rappelons que l'axe z
est dirigé le long de Bo).

La seconde des équations (1) défini t le spineur \np p . a ^ e^ ainsi la fonction d Onde
't'nyï p . CT, d'états stationnaires.

Le nombre quantique s,; = (1/2)(T; en théorie non relativiste définit la projection du
spin de la, particule sur l'axe z . Dans le cas relativiste, o"^ perd ce sens car le spineur
\,,,,yp.n, n'est plus fonction propre de S-z et, donc, la fonction d'onde '^npypsu.. n'est
plus la, fonction propre de l'opérateur ^ = (1/2)E;.

Selon (/!), aux nombres quantiques donnés n, p ^ , 0-2 correspondent, deux valeurs de
l'énergie opposées. L'une d'elles, £ > me2, représente le spectre d'énergie de la par-
ticule ; l'autre, s < —me'', correspond à l'antiparticule possédant une énergie posi-
tive (comparer au cas d'une ^ particule libre étudié dans 15.27). Ainsi les spectres
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d'énergie dans le champ magnétique de la particule et de l'antiparticule sont iden-
tiques ; c'est un résultat physique évident (comparer au cas d'une particule sans spin
étudié dans 15. 11).

15.34. L'hamiltonien de la particule de Dirac dans un champ électrostatique extérieur
a pour expression :

H = ça • p + rnc2? + e,Ao(r) = Ho + V, V = e,Ao = z^.
r

La perturbation V provoque des transitions entre les différents états d'une particule
libre.

La fonction d'onde de l'état initial de la particule, avec une impulsion pi , est normée
de façon à avoir une densité de flux unité (voir 15.22) :

(e et v sont, l'énergie et la vitesse de la particule), tandis que la fonction d'onde
de l'état final, avec une impulsion p2, est normée de façon à avoir une densité de
probabilité unité :

^^V^f^i^-p^p.T-.d, .=^=1 (2)
' "c \ e+mc2 T l / L ' 1 J

(les spineurs y, et y / dans (1), (2) sont normes à l'unité : |v?i , f | " = 1, l'énergie de la
particule dans les états initial et final est la même).

La probabilité différentielle de transition par unité de temps, au premier ordre du
calcul des perturbations, définit la section efficace différentielle de diffusion [1] :

da = dw = ~^-\Vfi ^ d p f (3)

où la densité d'états finals vaut

, { s, ^ ^Pf f x i p^de-sd^ _ pedfl
dpf = J à{£f - ̂ (^ = J 6(£ - g2) (2^ = ̂ )V (4)

et l'élément matriciel de la perturbation a pour expression (q = (p2 — p i ) / K )

,,,. / .̂ ..A. . ̂ _^i i c2i^ [i + ̂ •^y'] „ ,5)
J J 2e- \/v J r J [ (s+mc2)2 J

En utilisant la relation (0 étant l'angle de diffusion)

((T • p2)(<T • Pi) = P l i P ï k f f i V k = P2iPlk(Sik + i S i k I O - l )

= Pi • P2 + îp2 A pi • o- = p2 cos 0 — ïpi sin 0 a • v,

^ = p l / \ p 2 , .̂ 1, , ^=1,
IPI A p 2
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ainsi que la valeur de l'intégrale

{ C-'q'- 3 _ 47T _ TTh2

J r r ~ q2 ~ p^sm^O/ï)'

écrivons (5) sous une forme plus commode :

r7 » '_f

Vf , = —J ' . . ^ {(£+>u.c2)2 + p2 c'^cos (9-^c2 singer •v } i f i . (6)
2sp-^v(£ + me-) s m ( P / 2 )

Les expressions (3), (4) et (6) définissent la section efficace différentielle de diffusion.
Celle-ci dépend de l'énergie de la particule, de l'angle de diffusion, ainsi que des états
de spin de la particule avant et après la diffusion décrits par les spineurs i f i cl y J .
t'A} négligeant les effets de polarisation accompagnant la diffusion, effectuons dans la
section efficace différentielle le calcul de la valeur moyenne sur les états de spin de la
particule du faisceau incident (en le supposant non polarisé), ainsi que la somme sur
les états de spin de la particule diffusée (on indique cette opération plus bas par un
trait au-dessus de l'élément matriciel). En util isant la relation connue de la tfiéorie
non relativiste (voir [1])

K(/1+'72'T-^,|2 =1/11-+1/2

on obtient

/ '2 ^

| y* ( ( i- + me2 )2 + p2 c2 cos 0 - ip2 c2 sin 0<r • i/) y, 2 = 4g2 (e + me2)'2 il-1— siir(Él/2)
\ c2 ,

et, finalement, l'expression de la section efficace différentielle de diffusi

der = da = ——^eel)''—— (l - v— snr'^/2)) dil. (7)
4p2•y2siu4(0/2) \ c" \ ' ' } ' '

A la l imi te non relativiste, v / c <^ 1, p w mv, l'expression (7) devient la formule de
Rutfierford.

Indiquons la condition de validité du résultat obtenu : |^f<"i | <S. f i v .

15.35. L'expression de la section efficace différentielle de diffusion peut être obtenue
directement à partir de la formule (7) du problème précédent si l'on y effectue une
substitution

^^-l^-^^r-.e, Lwe-'-^^A^),
p- sur (0/2) ./ r J

de sorte que

•'"^(•-^w2')-" <"
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Utilisant les relations h^q2 = 2p2(l — cos 0) et dÇî = ^^-dç2, on obtient la section
efficace totale :

p2 r î p 2 / ^ _ / ^2,,2 \

^-î^i ^)(i-^2)^. m
Pour e —?• oo on a p w e / c , v M c. Compte tenu de ce que, dans l'intégrale (2),
est essentiel le domaine des valeurs q1 < R~ , où R est le rayon du potentiel Ao(r),
on en déduit que, pour e —>• oo, la section efficace de diffusion tend vers une valeur
constante :

e'1 {'w ~
lim a(e) = ao = ' . / A^(q)dq2

e->o3 47rn-(~ Jo (3)

Notons que la convergence de l'intégrale dans (3) à la limite inférieure (g2 —)• 0)
suppose une décroissance suffisamment rapide du potentiel Ao(r) pour r —>• oo,
notamment |Ao(r)| < B / r 2 (de même que dans le cas non relativiste ; autrement
la section efficace de diffusion totale devient infinie).

15.36. Utilisant la relation

-fr^A - e2 + n^c4 = (ça • p + me2? - e)(ca • p + me2/? + e)

et la forme connue des fonctions de Green d'une particule libre, solutions de l'équation
de Schrôdinger

(_A- Â-V^^r') = J(r-r'), ^(r,!-') = _ ̂  ^\——'\

on obtient

(-fi2c2A - fi2,^.2)———————^-^
4:7^hzcz\r - r'\

= (ça • p + me2/? - £)(ca • p + me2 f3 + e}———————ç^1^-^ = S(r - r')^-KTi.-'-f- r — r'^Tr^c2 r-r'

On en déduit l'expression des fonctions de Green cherchées :

Gw(^' r/) = T———^01 • P + mc2^ + £)^-^4nh•!cz |r — r'

ou, avec l'indication explicite des indices bispinoriels,

-l'+'l ] i g±îfc|r-r
G e « B = -,--^,^2(-ihca•v+mc f3+£)^——————7' ' \vh'-c-' |r — r'

En utilisant la relation

. 9 9 . 9 2 4 / • ^ ' ^ y . / - - 2\—h c A — £ + m c = (i,cp + mc'J)(—^cp + 'nie )
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de façon absolument analogue, on obtient la forme des fonctions de Green :

-icp + me2 e '̂-'l1'-1''! -hc-y • V + £74 + me2 e l̂1-1''!
47I-/^2c2 |r-r'| 47T•/i,2c2 |r - r'

15.37. Après avoir écrit l'équation de Dirac sous la, forme (ei étant la. charge de la
particule)

(ça • p + me2/? - e)<P(r) = (eicc • A - eiAo)'I'(r)
^ / i \

et en utilisant la fonction de Green Ge (r,r') trouvée dans le problème précédent,
représentons-la sous forme d'une équation intégrale :

l'(r) = ̂ o(r) + [G^(r,r')[eia • A(r') - eiAo(r')]^(r')dV,

où '•Po (sst la solution générale de l'équation de Dirac pour une particule libre d'énergie
E . Choisissant pour ^o la fonction d'onde d'état de la particule avec une impulsion
donnée pi = fiki, on obtient l'équation

^(r) = ̂ (p^1-1- + 4^,(c" • P + "̂  + £)

x /'f ' ', [ela-Air^-e^r^y^dV'. (1)J |r — r

l'our r —)• oo, le second terme du deuxième membre de (1) prend la forme (comparer
à la solution du problème 13.1)

mp^+f (Ç/exp{-.^} hc,.AM-e,.W]<'(,-W,.-) .

Dans cette expression l'opérateur impulsion ne doit agir que sur le facteur e'^''' :

pe'6'' = hk-e'1"' ; l'action de p sur les autres facteurs, 1/r et exp f , —ik^^- ^ , donne

des termes asymptotiquement négligeables qui décroissent, pour r —> oci, comme r~2.

L'équation (1), pour r —>• oo, devient

<+ )(r)=»l(pl)e î k l• r+^ e^,

où le bispineur

F = "'^^f^ /exp{-^ . r'} ha . A(r') - ̂ (r')]^ (r')dV' (2)

avec p2 = /îkz = hkr/r représente l'amplitude de l'onde diffusée (comparer à ]3.1).

L'approximation de Born consiste à remplacer dans (2) la fonction d'onde exacte
^k ( r /) P^' sa valeur non perturbée ^(pi^c'1111 'r. Posant (q = k;> k] ) , on obtient

/^ W P\, = ^B"l(P]),

^ c a•p 2 + m^+ £ /'€--•'[€.«. A^-C^)]^. (3)
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L'opérateur (matrice) F^ est la matrice de diffusion à l'approximation de Born. Ses
éléments matriciels u^(p2)^B"i(pi) avec la normalisation des bispineurs u[ ^u^^ = f
définissent la section efficace différentielle correspondante :

d(Tl2= ^(PZ^BMPi)!2^' (4)

(soulignons que l'expression (4) dépend des états de spin des particules avant et après
la diffusion décrits par les bispineurs correspondants). Si l'état de spin de la particule
diffusée n'est pas fixé, la section efficace différentielle est alors, conformément au sens
de l'amplitude de diffusion bispinorielle, définie par l'expression der = F* F d f î y .

L'expression (4) où Fy est déterminé par la formule (3) peut être simplifiée si l'on
tient compte de ce que, selon l'équation de Dirac, on a

(ça • p2 + me /?)u(p2) = eu(p2), u*(p2)(cc( • p2 + me" f 3 ) = eu* (p^)

On en déduit alors que

^(Pï^BMPi) = «2(P2)GBÎ<l (Pl ) , (5)

avec

GB=^^2/'e-< l r[«.A(r)-Ao(r)]dV. (6)

La section efficace différentielle

do-i2 = \U^(p•.s)GBUl(p•i)\2d(.î•.! (7)

(soulignons que (7) est identique à (4))

pour un champ purement électrostatique est décrite par l'expression

r 2,. 2

r f<r i2= ^^ /e- ^ < ^ r Ao(r)dVu2(P2)yl (Pl ) ^2. (8)
el£ / p-^q•r.4„rT.uv„î('l->„'>„, CT->, I

Î^C2

On voit que (8) coïncide avec les résultats pour la section efficace différentielle de
diffusion obtenus dans 15.34 et 15.35, tandis que le calcul effectué d'après la formule
(8) de la section efficace différentielle de particules non polarisées dans un champ
coulombien Ao = Z e / r ne fait que reprendre la partie correspondante de la solution
du problème 15.34.



 



CHAPITRE 16

LOIS DE CONSERVATION

16.1. On a

P i + P 2 + p 3 = 0 et £1 + £2 + £3 = Qo avec Ça = mv^/2 = p^/2m. (1)

L'énergie cinétique totale des S^"" et 3^""' particules peut s'écrire sous la forme

, _ , , , p2 , /^el _ P2 , ffl(v2 - V3)2 . .
£23 = £2 + £3 = 2M + ̂  - 4m + ———4——— (2)

où P = p2 + p3 = — p i , M = 2m est la masse totale et ^ = m/2 est la masse réduite
des deux particules.

Selon (1) et (2) on a

3p2 m(v2 - V3)2 ,, 2 [ m(v2-V3)21
4m +———4———= Q 0 - ^^o-———4———J' (3)

de sorte que l'énergie cinétique de la 1"°" particule est d'autant plus grande que la
vitesse relative des deux autres est plus petite.

L'expression (3) détermine l'intervalle des valeurs possibles de l'énergie de la 1"'" (et
donc des deux autres) particule 0 < £a < 2/3Qo (soulignons que si l'énergie d'une des
particules est égale à l'énergie maximale possible 2/3Ço, les deux autres particules
ont alors à la même vitesse).

16.2. On a

P l + P 2 + P 3 = 0 , £l +^2 +53 = QU = h. (1)

II est clair que la loi de conservation de l'impulsion ne peut être satisfaite que si
(pa = V2m^ > 0)

\P2 - P3\ < Pi < Pi + P3, (2)
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de sorte que (1) et (2) définissent les valeurs possibles pour les énergies des particules
produites lors de la désintégration (et donc de l'ensemble des points à l'intérieur du
triangle auxquels ou peut faire correspondre une désintégration).

Introduisons le système de coordonnées représenté sur la fig. 12 (le point 0 est au
centre du triangle). Soit le point C (de coordonnées .r, y) le point correspondant à
une désintégration autorisée par la cinématique.

Figure 12

On obtient alors

h v^ 1
£ 2 = 3 + ^ x - 2 y -

e) = „ +î/,

li y/3
—•f — —( / .
2 2" (3)

La valeur de ?i est évidente et, de façon analogue,
en introduisant le système de coordonnées x ' , y'

(voir figure), on trouve sa = ^ + y' et, en util-
isant les formules de. transformation des coordon-
nées par une rotation (dans ce cas, une rotation
d'angle 27T/3), on trouve la valeur de e-^ donnée
dans (3).

A partir de (2) on obtient p2 + pj - 2p2p3 5: P'i 5: p'i + p'i + 2pip3 qui compte tenu de
(1), s'écrit -2^/£2?3 ^ '^i - Çn < 2 ̂ ^3, d'où

(4)

En substituant dans (4) les valeurs des énergie obtenues dans (3), on obtient x^+y2 ^
/f'/9 = Q ^ / 9 , qui est l'équation du cercle inscrit dans le triangle (son ravon vaut
/ , /3=Qo/3).

16.3. Soient p., = m.v.,, A', — m.'(^/2 et pb, E^ les impulsions et les énergies des
particules a et b dans un système de référence K.

Dans le système A"', se déplaçant à la vitesse V par rapport au système K , on a

^ -T^-V) 2 ,

Un simple calcul montre que

s' = (pi + p[)2 + 2(»«, + m,)« + ̂ ) = s,

c'est-à-dire que s est, en fait, une grandeur invariante par rapport aux transformations
galiléennes.

Dans le système où la particule A est, au repos, on a p, + p,. = 0, de sorte
.s = -2(m, + m,)(/^,,, + ^,,,,,) = •2MQ».
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16.4. Le problème peut être résolu de façon analogue au précédent. On peut aussi
se passer de calculs si l'on remarque que s +1 = 0.

16.5. Représentons l'énergie cinétique de la particule a avant le choc sous la forme
9 -n9 1_ m^j _ P2 /<.,

^-—T-ÏM^-T' (1)

où M = m. + m,,, où // est la masse réduite P = m^-v,, l'impulsion totale du système
et où v^i = v,. Alors,

„ _ ^2., m, _ ̂  ( mA
-"» — —o—— ~ —7,— [ l ' 1 • v"/2 p. 2 \, m^j

Compte tenu du fait que l'impulsion d'un système isolé et, donc, l'énergie cinétique du
mouvement de translation du centre de masse .E'c.m. = P2 /2M se conservent, on voit
que l'excitation de la particule b ne peut s'effectuer qu'aux dépens d'une partie de
l'énergie E égale à f w ^ f ï (le second terme dans (1)). La condition ^v^i/2 >_ Qo,
selon (2), détermine alors les valeurs £', pour lesquelles l'excitation peut se produire :

E,> (l+m^) Ço=£-seu,i.
\ "îb/

Cas limites :
a) £'..„,! a» Qo pour m. ̂  m,,;
b) -&,eu,i « ("î,/mb)Ço » Qo pour m., » m^.

16.6. Compte tenu du diagramme obtenu pour une diffusion élastique (voir [5]), on
voit aussitôt que dans ce cas, le diagramme a la forme donnée sur la figure 13 :

Figure 13

1) AD = po = m^v,., est l'impulsion de la particule a avant le choc dans le système
du laboratoire (c'est également l'impulsion totale du système) ;

2) OB = -^^^-'-^v. est l'impulsion de la particule a avant le choc dans le système du
centre de masse ;
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3) OC est l'impulsion de la particule a après le choc dans le système du centre de
masse ;

4) AC est l'impulsion de la particule a après le choc dans le système du laboratoire ;

5) CB est l'impulsion de la particule b après le choc dans le système du laboratoire.

Le point C est situé sur le cercle dont le rayon OC vaut la valeur de l'impulsion des
particules dans le système du centre de masse après le choc :

OC = V(05)2 - Ï^Qo,
m.rrti,

ou fi = —————.
m^ + "ÎL

Cette relation vient de la loi de conservation de l'énergie, qui, dans le système du
centre de masse, prend la forme

î, = Tf + Qo

où 7} et Tf sont les énergies cinétiques du mouvement relatif avant et après le choc :

_ OB2 OC2

T! = —,—— et Tf = ~n——2/^ 2/<

Dans une collision élastique Qo = 0, de sorte que OC = OB et lorsque l'on passe
d'une collision élastique à une collision inélastique, on modifie la valeur du rayon du
cercle OC.

La figure décrit le cas de m, > m^ ; pour m, < m^ le point A se trouve à l'intérieur
du cercle de rayon OB.

Si au cours du choc, au lieu d'une excitation de la particule, on a passage d'un état
excitée à un état énergétique inférieur, on a Qo < 0. Dans ce cas le rayon OC est
plus grand que OB, et, comme on le constate, il se peut que la particule b (au repos
avant le choc) ait après la collision une direction opposée à celle du mouvement de la
particule incidente a.

16.7. L'invariance galiléenne des grandeurs s, t, u peut s'établir par un calcul direct
(comparer à la solution du problème 16.3).

Dans le système du centre de masse pa = —pb- Alors p^ =; \/îp.Eo (// étant la masse
réduite), pa • p^ = p^cosO, où EQ est l'énergie cinétique du mouvement relatif des
particules et 0 est l'angle de diffusion dans le système du centre de masse. On trouve
aussitôt

s = 2(m, + m^)Eo, t = -4/^o(l - cosf?),

u = -4^Eo(l + cos 0) - g^'-^)^
m, + m.i,

de plus, ,s + t + u = 0.
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16.8. Compte tenu du résultat du problème 16.3, on voit que pour le premier des
mécanismes de réaction proposés la grandeur s a une valeur bien déterminée SR =
2MQo (M = m,, + m^ est la masse de la particule R), de sorte que la distribution en
s a la forme

dm = CS(s — sit)ds. (1)

Pour le second mécanisme il faut
s'attendre à ce que la distribu-
tion en s soit plus étalée (fig. 14).

Il est connu que la valeur de
l'énergie du système susceptible
de se désintégrer (particule insta-
ble) n'est pas déterminée mais a
une largeur de l'ordre de F = h/r
(r étant la durée de vie de la par-
ticule). L'énergie de désintégra-
tion Qo est donc aussi comprise
dans un intervalle de largeur F et
la prise en compte de ce fait con-
duit à un certain élargissement
de la distribution S (1) représen-
tée sur la figure 14 par une ligne
discontinue.

dw
~ds

oc F

SR

Figure 14

L'observation expérimentale directe des particules à très courte durée de vie (on a,
par exemple, r ~ 10~23 s pour des particules dites de résonance étudiées en physique
des particules élémentaires) s'avère souvent impossible (elles parcourent de très
petites distances entre le point de création et le point de désintégration). Toute-
fois l'existence de corrélation impulsion-énergie pour les produits de désintégration
permet d'identifier ces particules instables et d'étudier leurs propriétés (il n'est pas
difficile alors de généraliser cette étude pour des désintégrations à trois particules ou
plus et de tenir compte de la nature relativiste de la cinématique des processus).

16.9. Soit x —/• x' = x'(x) une transformation des coordonnées x (pour abréger, on
les note par une seule lettre) du système.

L'opérateur 0 associé à cette transformation est défini par la condition

^ ' ( x ) = Ô f ( x ) =^(.c'),

où ^ ( x ) est une fonction d'onde quelconque.
(1)

Faisons agir par l'opérateur 0 sur la fonction H^Çx), où H a-, — est l'hamiltonien
\ d x )

du système. En utilisant (1), on obtient

OH x,- ^x)=H x',—— )W=H
' 9x'Ox ' 9x'
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r— / 9\ - / <9 \ -1{OH ( x — \-H ( x 1 — — )0 ^)=0,
t Y 8 x j \ Qx1 ) J

et étant donné que la fonction d'onde ^(x) est arbitraire, on trouve

- - / 9 \ - / 9 \ -
07Ï a-,— -ff a-',—— 0=0. (2)

\ à x } \ àx' )

L'invariance de l'hamiltonien par rapport à la transformation considérée signifie que
H (a-, -^-) = H (a;', —)• La relation (2) montre alors que 0 commute avec H .

^~ ^~ 1 ' "\a) Pour une translation, l'opérateur 0 est de la forme 0 = exp ( - a • P l (voir 1.12,

b du Tome I). Sa commutativitê avec H est équivalente à la condition [P, H] = 0
( - \correspondant à la conservation de l'impulsion du système 1 P = ̂  Pu ) •
\ " /

b) Pour une rotation du système de coordonnées, on a 0 = expÇiipy • L), où L est
l'opérateur moment orbital total du système de particules (voir 3.1 du Tome I).
La commutativitê de 0 avec H , équivalente à la condition [L, H] = 0, correspond
à la conservation du moment orbital du système.

c) Pour une réflexion des coordonnées, O^(rn) = ^(—i-n) et la commutativitê de 0
avec H signifie que la parité est conservée.

L'hamiltonien d'un système isolé de particules sans spin (pour les particules avec
spin voir plus bas) est invariable relativement aux transformations étudiées plus
haut et cela est lié aux propriétés de l'espace libre : son homogénéité, l'isotropie
et l'équivalence droit-gauche (il est vrai que cette dernière équivalence et donc la loi
de conservation de la parité sont perturbées les interactions dites faibles).

Un potentiel extérieur peut, perturber ces propriétés et l'hamiltonien du système de
particules peut alors ne plus posséder un degré de symétrie aussi élevé que celui
du système isolé. Cependant certains éléments de symétrie ainsi que les constantes
du mouvement correspondantes peuvent être préservés dans ce cas également (voir
problème suivant).

En ce qui concerne la rotation d'un système de particules avec spin on doit faire la
remarque suivante : en présence d'interaction dépendant du spin (interaction spin-
orbite, forces tensorielles), l'hamiltonien du système n'est plus invariant par rapport à
la transformation de rotation des seules coordonnées spatiales, décrite par l'opérateur
0 = exp(îy?o • L). L'isotropie de l'espace se manifeste dans ce cas par la commu-
tativitê de l'opérateur moment total du système J = L + S avec l'hamiltonien, ce
système correspondant à l'invariance de l'hamiltonien du système par rapport à la
transformation réalisée par l'opérateur Ry = exp(îyo • J ) .

16.10. Selon le problème précédent, la présence dans le. système de constantes du
mouvement (impulsion P, moment L, parité P) est liée aux propriétés d'invariance
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de l'hamiltonien du système par rapport aux translations, rotations et réflexions de
coordonnées (c'est ainsi que l'invariance de l'hamiltonien par rapport à la transla-
tion suivant une certaine direction donne lieu à la conservation de la projection de
l'impulsion totale du système sur cette direction, etc.).

L'hamiltonien d'un système de N particules dans un potentiel extérieur a la forme

N ,.9' fi2

s = -E-^^- 1'îî i î*yî
2m

n=l

+ (7,,t(ri,.. . , r N , t ) = H o + U ^ ( r i , - - - , rw ,< ) , (1)

où ?7mt est l'énergie potentielle d'interaction des particules du système entre elles.

L'hamiltonien du système en l'absence de potentiel extérieur, Ho, présente la plus
haute symétrie : il est invariant par rapport à une translation quelconque, à une
rotation et à une réflexion de coordonnées (les opérateurs P, L, P commutent avec Ho
et sont des constantes du mouvement). Le potentiel extérieur perturbe (partiellement
ou complètement) cette symétrie, de sorte que c'est la symétrie du potentiel extérieur

t/^(n,... ,rN,t)=Y,Un(rn)
n

qui détermine la symétrie de l'hamiltonien (1).

A son tour, la symétrie [/,„( est définie de façon univoque par la nature de la symétrie
des sources du potentiel extérieur et pour la déterminer il faut choisir un système
de coordonnées adapté à la symétrie du système physique étudié. Or la symétrie du
système se traduit par l'indépendance de U^ par rapport à certaines coordonnées
(par exemple, de l'angle azimutal autour d'un axe de symétrie, etc.).

Etant donné les considérations exposées plus haut, la forme explicite des opérateurs
projection de l'impulsion et. du moment sur un axe (par exemple, sur l'axe z ) :

î> -fcV^ 9 ? \~^ 9pz=-lh2^o^' LZ=-l2L-^^
n °~" n avn

où y est l'angle azimutal dans le plan perpendiculaire à l'axe z ainsi que la conservation
de l'énergie du système pour -1—V^ = 0, on aboutit aux conclusions suivantes sur les
constantes du mouvement.

1) Les constantes du mouvement sont E, P^;, Py, P^, L^, Ly, L, et P.
Vu que, pour un système isolé, les mouvements relatif et du centre de masse sont
indépendants, les lois de conservation de E, L, P peuvent être précisés : elles
se conservent non seulement pour le mouvement du système dans son ensemble,
mais également pour chacun des deux mouvements.

2) Le système possède une symétrie axiale par rapport à l'axe du cylindre, l'axe
z , et est invariant par translation suivant cette direction. Donc, en coordonnées
cylindriques,

U^=^U^pn)
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et les constantes du mouvement sont E, Pz, L^ et P.

3) Le système est invariant par rapport à toute translation suivant une direction
parallèle au plan x , y créant le potentiel extérieur, possède une symétrie azimutale
par rapport à l'axe z perpendiculaire au plan x , y et une symétrie de miroir par
rapport à ce plan ; donc,

^=]^n(M

n

Les constantes du mouvement sont E, Py., Py, L^ et P.

4) Le système possède une symétrie centrale par rapport au centre de la sphère ;

U^=^Un(\Vn\)
n

(r = 0 est le centre de la sphère). Les constantes du mouvement sont E, L^, L y ,
L,, L2 et P.

5) Le système est invariant par rapport à la translation dans la direction y limitant
le demi-plan x , y créant le potentiel extérieur et possède une symétrie de miroir
par rapport à ce plan, de sorte que

^,xt =^^n(.En, Zn\)-

n

Les constantes du mouvement sont E et Py.

6) Le système possède une symétrie axiale par rapport, à. l'axe z passant par les
points, sources du potentiel extérieur ;

U^t = ̂ Un(pn,Zn).

Les constantes du mouvement sont E et L ^ .
Dans le cas particulier, quand les points portent une même charge : Un =
Un(pn, zn\)^ G^i 1e1 parité P se conserve aussi.

7) Si la direction des forces agissant sur les particules est, fonction du temps, le
système ne possède aucune intégrale mécanique de mouvement. Si, par contre,
ce sont les intensités des forces qui dépendent du temps et non pas leur direction
(commune pour toutes les particules du système), alors, en choisissant l'axe z le
long de cette direction, on a,

et, donc, les constantes du mouvement sont P.,., Py et L ^ .

8) La symétrie du système est celle du cas 2) :

U^=f(t)^Un{pn).

n

Les constantes du mouvement sont Pz, Lz et P.
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9) En choisissant les axes x , y , z le long des axes principaux de l'ellipsoïde, il vient

^.xt = Y^(\-Cn\,\yn ,M).
n

Les constantes du mouvement sont E et P. Pour une ellipsoïde de révolution,
son axe de rotation z est un axe de symétrie axiale et L^ est une constante du
mouvement.

L'axe de l'hélice est l'axe z, le pas de l'hélice est a, l'angle de rotation autour de
l'axe est i f .

10)

La fonction

U^t =^_,un (Pn ,Zn,Vn)
n

est invariante par rapport à la transformation

fn —>• fn + Sa, Zn —>• Zn+ ——SaZ7r

(de sorte que pour Sa = 27l", on a Sz^ = a) pour des pn, fixés :

xu V-I9^ 9U^, \ .( JY- 9 a V- 9 L, n«W.xt = ) . <, -a——Sa + -a——Szn }• = Sa < > -— + — ? , ^— > U,^ = 0.
^ [ 9yn QZn J [~ ^yn Î7r n 9zn )

Cela signifie que l'opérateur U,_^ (et, par suite, l'hamiltonien H) commute avec
l'opérateur

V ^ n V^ 9 _ l It.'f a D \

L. 9^ + ̂  ̂  9^ = -^ + ̂ >-

a
Par conséquent, les constantes du mouvement sont la combinaison L^ + —-P,

ZTrh
ainsi que (comme ^U^ = 0) l'énergie E.

11) En choisissant l'axe z le long de l'axe du cône, on a pour un cône à une nappe

U^t = ̂ Un(pn,Zn)
n

et les constantes du mouvement sont E et L z .
Pour un cône à deux nappes

U^=^Un(ftn,n\Pn, -n

et il y a de plus comme constante du mouvement la parité P.

12) L'axe du tore est l'axe z et le plan équatorial du tore est z = 0, alors

U^=J^Un(pn•"n. \fn ^ '-n

Les constantes du mouvement sont E, Lz et P.
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16.11. En utilisant la règle de dérivation par rapport au temps d'un produit d'opéra-
teurs (voir 7.1 du Tome I)

^(/l/2)=[^/lJ/2+A^/2.

et compte tenu de ce que d'après l'énoncé — / i = — / 2 = 0 , o n obtient —(.fi/a) = 0 ;
de façon analogue, on a ^(/2/l) = 0- De cette façon, /i/2 et f - ^ f ï , comme les
combinaisons données dans l'énoncé du problème de ces opérateurs (ces derniers étant
des opérateurs hermitiens si /i et /2 le sont) sont des intégrales du mouvement.

16.12. L'assertion de ce problème est le corollaire direct du résultat obtenu dans le
problème précédent, car Py = i [ P ^ , J z ] = i(PxJz — J s P x ) - La commutativité de Py
avec l'hamiltonien du système H (P^ est une constante du mouvement) signifie que,
pour ce système, l'espace est homogène dans la direction x ; de même la commutativité
de J\ avec H témoigne de la symétrie axiale par rapport à l'axe z (donc les propriétés
mécaniques du système ne varient pas lors des translations suivant l'axe x et des
rotations autour de l'axe z).

Comme on s'en aperçoit aussitôt, le système est donc aussi homogène par rapport à
toute direction du plan a;, y (et non pas uniquement suivant l'axe x ) , ce qui aboutit
à la conservation de P^ et de Py.

La symétrie étudiée dans ce problème est, par exemple, celle d'un système de parti-
cules en interaction se trouvant dans le potentiel d'un plan homogène infini (du plan
x , y ) , voir problème 16.10, 3).

16.13. L'assertion du problème est le corollaire direct du résultat obtenu dans le pro-
blème 16.11, vu que J^ = — i ( J x J y — J y J x ) - Sa relation avec les propriétés de symétrie
du système peut être précisée (comparer avec le problème précédent) : la conserva-
tion de J y; et de J y est liée à la commutativité de ces opérateurs avec l'hamiltonien
du système et vient de la symétrie axiale du système par rapport aux axes x et, y .
L'existence dans le système d'une symétrie axiale par rapport à deux axes différents
qui se croisent entraîne automatiquement sa symétrie axiale par rapport à tout autre
axe présentant un point commun avec les deux axes mentionnés plus haut, et entraîne
donc la symétrie centrale du système (invariance dans les rotations autour d'un axe
quelconque passant par le centre de symétrie).

16.14. Dans les deux cas, les constantes du mouvement sont l'énergie E, les projec-
tions du moment total de la particule J = 1 + s et, donc, le carré du moment j2. En
outre, dans le cas a) parité P est une constante du mouvement.

Vu que les fonctions propres de l'hamiltonien peuvent être choisies comme fonctions
propres des opérateurs commutant avec lui et entre eux, on voit que les fonctions
d'onde indépendantes des états stationnaires de la particule prennent dans le cas a)
la forme

^.^-/M^, h , 2 = j ± l / ' 2 ,
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où ^ j i j , sont les fonctions d'onde spin-angulaires d'une particule avec un spin s = 1/2
(voir 5.41, 5.42 du Tome I) ; alors la parité de l'état est P = (—l) ' 1 ' 2 , et l'équation
de Schrôdinger se réduit à une équation unidimensionnelle de la fonction f ( r ) .

Dans le cas b), les fonctions d'onde des états stationnaires sont de la forme

^ E j j , = A(r)^,(=J+l/2j, +/2W,;=,-l/2,,,,,

et l'équation de Schrôdinger se réduit à un système de deux équations différentielles
linéaires pour des fonctions /i(r) et f i ( r ) .

16.15. L'hamiltonien de la particule H = p2 /'2m — (U[)B • cr prend dans le cas a) la
forme

h2 f l 9 9 1 92 92 } _ , ,
H = -—— <, -^-P-a- + —,-^—i + ̂ -) f - l^oB(p)a,,2m [ p 9p 9p p1 Qy Qz1 J

et les constantes du mouvement sont E, p ^ , l ^ , s^ et P.

Dans le cas b),

h2 f i 9 9 i y y \ „ / , / . .
H = -—— < --JT-PJT + —,-^—) + 0-2 f - ^oB[p){-smya^ +cosy(Ty),2m [ p dp dp p- ày dz2 J

et les constantes du mouvement sont E, pz et j , = l^ + Sz •

16.16. Compte tenu de la forme de l'hamiltonien H = p2/^»! — Fo • r on obtient

^G=âG+^=-F04[FO• r-p]=o•
La valeur moyenne de l'opérateur G, constante du mouvement, est indépendante du
temps, de sorte que

(G)= f'Slt(r,t)G'S!(r,t)dV=(p(t)}-I'ot= cte = po,

autrement dit (G) est égal à l'impulsion moyenne de la particule à l'instant t = 0.

Le résultat de ce problème est une généralisation du résultat de la mécanique classique
selon lequel, dans un champ homogène le vecteur po = p(t) — Fot (soit v(t) =
p(0) + Fot/m) est une constante du mouvement et est égale à l'impulsion de la
particule à t = 0.

16.17. Le spin du pion est J^ = 0, de sorte que le moment total J de deux pions
dans le système du centre de masse (c'est également le système où la particule A°
est au repos) coïncide avec le moment L de leur mouvement relatif, J = L, et ce
même moment (on a conservation du moment) est égal au spin de la particule A° :
J A = J = L.
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La parité du système des deux pions (dans le système du centre de masse) est

D _ / 1 '1 ̂  p p _ ( 1\^ — t I \ ^ A
^2V — (—^f - ' T T - ' T T —— l"1; — l,"1,)

où (—^)L est la parité due au mouvement orbital de la paire, P^ = 4-1 (bien que la
parité intrinsèque du pion soit P^ = —1). En raison de la conservation de la parité,
la parité intrinsèque PA de la particule A° doit être égale à PA = P'iv = (~^)JA •

La relation établie entre le spin et la parité de la particule A° (il est évident que
J A = L est un entier) pour la désintégration de la particule A° —> ^T+^T~ est la seule
restriction imposée venant de la conservation de la- parité.

Dans le cas de la désintégration A° —)• 27r°, il y a une restriction supplémentaire liée à
l'identité des deux pions. En effet, la fonction d'onde de deux 71-0 doit être symétrique
par rapport à la, permutation de leurs coordonnées spatiales. Mais, dans le système
du centre de masse de deux 71-°, la permutation des coordonnées est équivalente à la
réflexion des coordonnées. Dans cette réflexion, la fonction d'onde est multipliée par
(—l) 1 ' , de sorte que l'invariance de la fonction d'onde restreint les valeurs possibles
de /; : L = 0, 2, 4 , . . . Donc, la particule A° doit posséder une valeur paire du spin et
une parité positive.

Les nombres quantiques J\ possibles sont donc :
a)0+, l - ,2+,3- , . . . ;
b) 0+,2+,4+, . . .

Si la. particule A° se trouve dans un état avec une valeur déterminée J z = M , on
aura. pour les pions produits lors de la désintégration L, = M . J = L et J^ = M
définissent de façon unique la dépendance angulaire de la fonction d'onde des deux
pions sous la forme Y^Af(n) (n = p / p , p étant l'impulsion relative des pions). La
distribution angulaire des produits de désintégration A° —>• 27r" est donc de la. forme

^w i^ / \ i 2^=|y.M(n)i.

16.18. Supposons que la particule V ait une valeur définie m de la projection du
spin sur l'axe 2. En raison de la conservation du moment, les pions produits lors de
la désintégration possèdent un moment de mouvement relatif L = J\r = 1 (le spin du
pion est 0) et L^ = m, de sorte que la dépendance angulaire de leur fonction d'onde
est définie de façon unique et a la forme y:i,,-,(ii) (n = p / p ) -

Pour une particule V dans un état décrit par la fonction d'onde de spin de la forme
\ = ^c,n\,,, (^ |c,n 2 = 1), la dépendance angulaire de la fonction d'onde des

m m
pions produits lors de la désintégration a la forme ^ = ^CmYim; de sorte que leur

m
distribution angulaire est donnée par

dm
(ffî

^c,»ri^(n) = ̂  c^,yi^(n)y^,(n). (i)
in m. m '

En passant dans l'expression (1) à la matrice densité de polarisation

Cm.C-in,' ^ Pm.nî' — ^m^iri'
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et en utilisant la forme explicite des harmoniques sphériques

on obtient la distribution angulaire des pions produits lors de la désintégration
V -^27T :

7 Q

— = — {(pu + p _ i ^ _ i ) s i n 2 0 + 2/3oo cos2^ - 2 Re /?i,_i (x^^sin2^
d & 2 OTT

+ 2 Im p ï ^ - i sin 2y sin2 0 — ->/2 Re pio cosysin20 + \/2 Im pio sin ̂  sin ÏQ

+ v^2 Re /9_io cosy5sin261 + -hv^ Im p-io sin y sin 261 ?• ,

où 0, y sont les angles polaire et azimutal déterminant la direction de l'impulsion de
l'un des pions. On a de plus pu + poo + P-i,-i = 1-

16.19. Le moment total J et la parité P du système initial Ti-'d sont égaux à J -— 1
et P = P^. Vu que le moment est conservé, les deux neutrons dans l'état final ont
aussi un moment total J = 1 (dans le système du centre de masse), et comme pour
ces derniers J = L + S (L étant le moment cinétique du mouvement relatif, S le spin
total), les valeurs suivantes des nombres quantiques L, S sont possibles :

1) L - 0, S - 1 ;
2) L = 1, S - 0 ;
3) L - 1, S - 1 ;
4) L - 2, S - 1 .

(1)

On note toutefois que la condition d'antisymétrie de la fonction d'onde du système des
deux neutrons leur interdit de se trouver dans les états avec les nombres quantiques
1), 2) et 4) de (1). En effet, les fonctions de spin avec S = 1 et S -=- 0 sont respec-
tivement symétriques et antisymétriques par rapport à la permutation des variables
de spin des deux neutrons (voir 5.17 du Tome I), tandis que la symétrie des fonctions
spatiales pour un L donné coïncide avec la parité de ces fonctions ( — 1 ) (puisque la
permutation des coordonnées est équivalente à leur réflexion par rapport au centre
de masse). Donc, la fonction d'onde antisymétrique par rapport à la permutation des
variables de spin et d'espace des deux neutrons a les nombres quantiques L = 1 et
S == 1. La parité de cet état est négative, et la conservation de la parité dans ce pro-
cessus permet de conclure que la parité intrinsèque du pion est négative, c'est-à-dire
que le pion est une particule pseudo-scalaire.

16.20. Comme le spin du pion vaut zéro, le moment total J du système de pions
coïncide avec leur moment orbital L et comme le moment est conservé, L = J r = 0.
Selon 10.17, la parité orbitale de l'état du système de trois particules avec L -=- 0
est positive et, comme la parité intrinsèque d'un pion (et, en général, d'un nombre
impair de pions) est négative, on conclut que la parité du système de trois pions avec
un moment nul est négative. La particule r doit avoir la même parité intrinsèque si,
lors de la désintégration r —>• 3-71-, la parité est conservée. Alors, la particule r ne peut
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évidemment pas se désintégrer en deux pions (comparer à 16.17). Donc, l'existence de
canaux de désintégrations en deux et trois pions d'une particule de spin J = 0 traduit
la violation de la conservation de la parité dans ces désintégrations (plus précisément,
dans l'une d'elles). L'expérience a montré que les mésons K peuvent se désintégrer
en deux et en trois pions et donc qu'il y a violation de la parité.

16.21. Pour résoudre ce problème, il faut tout d'abord établir la forme de la dépen-
dance spin-angulaire de la fonction d'onde du système TrN avec un moment J = 1/2.
Etant donné que le spin et la parité sont J^ == 0~ pour le pion et J^ -= (1/2)4' pour le
nucléon, on remarque que pour une valeur donnée J du moment total du système TrN,
le moment orbital L du mouvement relatif peut prendre deux valeurs : L = J ± 1/2.
La parité du système TrN vaut P^n = P^Pi^—l^ = —(—l) 1 ^ de sorte qu'en fixant J
et -PB-N on détermine de façon unique L.

On trouve alors que dans le cas a) (c'est-à-dire pour PB = —1) , L = 0, de sorte que la
dépendance spatiale de la fonction d'onde du système TrN ne dépend pas des angles
et que sa dépendance spin-angulaire prend une forme triviale :

I^N^XN (1)

le spineur ̂  décrivant l'état de spin du nucléon coïncide avec le spineur \e qui décrit
l'état de spin de la particule B (plus précisément, \^, = e'";^). Ceci découle de la
conservation du moment dans la désintégration :

" ] - /- 1 \ 1
X*B-ÏXB = ̂ Xl^XB = f^JI^N = X*N L + «ff XN = «X^O-XN- \ •" / z

Etant donné que la fonction d'onde ne dépend pas des angles, la distribution angulaire
des produits de désintégration est isotrope.

Dans le cas b), on a L = 1. La forme de la dépendance spin-angulaire de la fonction
d'onde se déduit du résultat obtenu dans le problème 5.38 du Tome 1 :

Î N = C(a- • n)x, n = p / p , (2)

avec \ = e'Q'YB• La distribution angulaire des produits de désintégration est donnée
par l'expression

dw
cffî

c'est-à-dire que comme dans le cas a), elle est isotrope.

ex ̂ ^, = |Cfx;(<T • n)2,̂  - IC-lYeXB = \C 2 = cte,

Enfin dans le cas c), comme il n'y a pas conservation de la. parité, la parité du système
TrN n'a pas de valeur déterminée, et la dépendance spin-angulaire de la fonction d'onde
est une superposition des fonctions d'onde (1) et (2) :

^TTN = (a + bîr • n)^B,

tandis que la distribution angulaire des produits de désintégration a la forme

dw_
rfO

ex 1̂'̂  = Xl(a* + b*a • n)(a + bS- • n)^

^(lo^+l&P+aRea^.ii^K (l+^———<;o-)B-n
\ a -h |0| ,
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La propriété caractéristique de cette distribution est l'asymétrie "avant-arrière" des
particules produites lors de la désintégration par rapport au vecteur de polarisation
(0% de la particule B. L'existence de cette corrélation entre la direction du vecteur
axial (O-)B et la direction du vecteur polaire n, non invariante par rapport à la réflexion
des coordonnées, est justement la manifestation de la non-conservation de la parité
dans ce processus.

16.22. Pour la désintégration A —>• 2n, on ne peut pas le faire. Ceci vient du fait
que pour un système de deux pions (et, en général pour un système composé de deux
particules de spin nul) il y a une relation univoque entre le moment J du système
et la parité P^ = [—1)J (comparer à 16.17). Donc sur la base de l'analyse de la
seule distribution angulaire des pions, on ne peut pas distinguer la désintégration
d'une particule A de spin J et de parité P = (~^)J en deux pions avec conservation
de la parité de la désintégration d'une particule de parité opposée (—l)'7'1'1 et sans
conservation de parité.

Pour la désintégration B —>• TrN, c'est possible. Dans ce cas, la non-conservation de la
parité dans la désintégration se manifeste dans le fait que le système TrN ne présente
pas, en général, de parité bien déterminée. Donc, dans la dépendance spin-angulaire
de la fonction d'onde des produits de désintégration on a deux termes

<6 — ^W -I- xlirf")
-•-7TN —— •"-7TN 1 ^ - T T N ï

correspondant aux différentes parités (±1). L'interférence de ces termes donne lieu à
l'asymétrie de la distribution angulaire des produits de désintégration :

^ - V^ = (^ + ̂ y*) (^) + ̂ )) '

qui se manifeste dans la différence entre les probabilités de production vers l'avant
et vers l'arrière de particules par rapport au vecteur (Je) qui est le vecteur de spin
moyen de la particule qui se désintègre. Un exemple de cette asymétrie est donné par
la désintégration d'une particule de spin J = 1/2 étudié dans le problème précédent.

16.23. Les états de spin des photons 7 se déterminent par leurs vecteurs de pola-
risation ei et es satisfaisant à la condition de transversalité ei • pi = e^ • pa = 0,
pi 2 = ±p/2, où p est l'impulsion relative des photons dans leur système du centre
de masse (qui est en même temps le système propre de la particule qui se désintègre).

D'après l'énoncé, les photons 7 possèdent un moment total nul, leur fonction d'onde
ne doit pas varier dans les rotations et, en vertu de la conservation de la parité lors de
la désintégration, doit rester une fonction pseudo-scalaire dans la désintégration d'une
particule pseudo-scalaire et scalaire dans la désintégration d'une particule scalaire.

Ces conditions définissent de façon unique la dépendance spin-angulaire de la fonction
d'onde des photons 7 sous la forme :

a) l-z^O") = C 7 ( e i A e 2 ) - p ;
b) ^2•,(0+)=C(e,•^),

d'où la démonstration du problème.

(1:
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Notons que la forme établie (1) de la fonction d'onde d'un système de deux pilotons
qui sont des bosons identiques est en accord avec la condition de symétrie de leur
fonction d'onde par rapport à la permutation des particules au cours de laquelle
ei —^ es, e2 -+ f ] , p —^ -p (car p = pi - pz).

16.24. Faisons d'abord une étude générale en prenant en compte le spin du nucléon.
Admettons qu'avant la collision le nucléon a une valeur déterminée .s; = ±1/2 de
la projection du spin sur l'axe z dirigé le long de l'impulsion du pion incident. Il
est évident que, d'après l'énoncé, la projection du moment total J;, constituant une
constante du mouvement, vaut J ^ == S z , car la projection du moment cinétique du
mouvement relatif L,; sur la direction de l'impulsion est nulle (voir le problème 3.8 du
Tome f ) . Donc, dans l'état final, la projection du spin de la particule B vaut également
Jg^ = s; (il est essentiel, ici, de ne considérer que les événements pour lesquels la
particule B se propage dans la même direction que le pion incident ou dans la direction
opposé, car autrement, dans l'état final, L\ ~^- 0). Il est clair cju'en passant, au système
propre de la particule B (la vitesse du système étant dirigée suivant l'axe z) la valeur
J B Z , de la projection de son spin est conservée. Donc, dans son système propre, la
particule sera caractérisée par la valeur JB^ = s., de la projection de son spiii .

Dans la désintégration B —> rr N, la dépendance spin-angulaire de la fonction d'onde
du système TrN se détermine de façon unique par les conditions suivantes : le moment
du système vaut ,/B, la projection du moment est s^ et la parité du système est égale
à la parité Py, de la particule B. Les fonctions correspondantes ^J^;./. =.i- ont été
obtenues dans les problème 5.41 et 5.42 du Tome I, la valeur l = Jy, ± 1/2 est définie
par la conservation de la parité dans la désintégration : PQ = PnPvs(—^)1 = — ( — 1 )'.
La distr ibution angulaire des produits de désintégration est égale à dm = ^ J ^ I , , ^ ̂ dSî.
Dans le cas on le nucléon n'est pas polarisé, on doit calculer la valeur moyenne sur s^ :

^^{l'î './B.U/al'+l^-i/z2}.

Pour JB S> 1, on peut négliger le spin du nucléon et considérer la désintégration
13 -+ TT N comme une désintégration en deux particules sans spin. Alors JB doit
être considéré comme entier (c'est-à-dire on remplace JQ par JR + 1/2), tandis que
,/B; = sz = ±1/2 est remplacé par JQ^ = 0. La. distribution angulaire des produits
de désintégration prend alors la forme

dw y 2,/B + 11 D / / n i2 /n
^ w |y./B,o(")l = ——[^—^('•"sff)!-. (1 )

lin reportant dans (1) l'expression asymptotique des polynômes de Legendre

^(COS^/I81"^1^7^.
/ V ̂  ^m0

et en remplaçant le facteur qui oscille rapidement sin''[(./B4- I^^-I-TT^] par sa valeur
moyenne égale à 1/2, on obtient la distribution cherchée :

dw 1
(ffî M 27r2 sin 0

dw = 1 .
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16.25. Notons par l'indice i les particules dans l'état initial et par / celles dans l'état
final, de sorte que

f t , /=^ , /+Î3 , , / . (1)

La loi de conservation de la charge s'écrit ^ q, = Y ^ q / , et celle de l'isospin (plus
' f

précisément, de sa projection Ty) ^ÎB, = ^ÎB/. Alors, d'après (1), on obtient
î f

^Y, = Y^Yf qui montre que l'on a conservation de l'hypercharge.
i f

16.26. L'opérateur dans l'espace d'isospin doit s'exprimer en fonction des opérateurs
suivants : l'opérateur unité 1, les opérateurs composantes de l'isospin du nucléon f,
et du pion îk. Comme les opérateurs r, t sont des opérateurs vectoriels dans l'espace
d'isospin et que l'opérateur recherché doit être un scalaire, écrivons d'abord toutes
les combinaisons scalaires possibles de ces opérateurs :

l.T2,^2)2,...,^2)2,...,^),^)2,... (1)

Les opérateurs r2 = 1/2 • (1 + 1/2) = 3/4 et t2 = 2 sont multiples de l'opérateur unité
(comme d'ailleurs leurs puissances) et ne sont donc pas linéairement indépendant de
l'opérateur unité. De plus, on remarque que les valeurs propres de l'opérateur T • t
sont

,- , , „ - f —1 dans l'état avec T = 1/2, / „ >
Valeurs propres de r • t = < , /„ , , , , . . ^ „ ,„ W[ 1/2 dans 1 état avec T = 3/2,

où T est la valeur de l'isospin total du système TrN (voir le problème 3.34 du Tome I).
Vu que l'opérateur (r • t) n'a que deux valeurs propres différentes, selon le problème
1.27 du Tome I, on a

( -^• t ) 2=|( l - - ' - • t ) ,

de sorte que (r • t)" pour n> 2 s'exprime en fonction de 1 et de T • t.

Ainsi, de tous les opérateurs isoscalaires (1), seuls 1 et T •t sont linéairement indépen-
dants, de sorte que

U= Vi+W-t}, (3)

où Vi et V't sont des opérateurs indépendants des variables d'isospin.

Compte tenu de (2) et (3), on trouve les opérateurs U(T) de l'interaction pion-nucléon
pour des états ayant une valeur déterminée de T = 1/2, 3/2 de l'isospin total :

[7(r=l /2)=Vi-V2, ^ (T=3 /2 )=V i+JV2,

et on peut écrire l'opérateur (3) en fonction de U(T) :

- ̂  U(T=1/2)+2U(T=3/2) _ î[U(T= 1/2) - U(T = 3/2)] ^ ̂
0 0
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16.27. Le problème se résout d'une façon analogue au problème précédent. La seule
différence est la forme de l'opérateur (t] • ta) (ti et ty sont les opérateurs d'isospin
des deux pions) qui a ici trois valeurs propres différentes :

{ 1 dans l'état avec T = 2,
Valeurs propres ti • ta ^ — 1 dans l'état avec T = 1,

—2 dans l'état avec T = 0,

de sorte que les opérateurs linéairement indépendants sont 1, ti • ta et (ti • t^)
(( t i • ta)3 = 2 + (ti • ta) — 2(ti • t a ) 2 ) . Ainsi l'opérateur de l'interaction TTTT a dans
l'espace d'isospin la forme

U = V\ + Ç a ( t i - t a ) + V 3 ( t i - t a ) 2 .

Les opérateurs représent.'int l'interaction des pions dans les états ayant, une valeur
déterminée de l'isospin se it :

U(T = 0) = \\ - ÎV-i + 4V3,

Û{T= 1)=. Pi -9a+V3,

U(T=2)=Vi+V-i+V3.

Finalement,

U = -U(T = °) + ÎU(T = 1) + U(T = 2) - U(T=1)-U(T=2) ^ ^
0 ^

W{T = 0) - W(T = 1) + 0(T = 2) , , „-(ti • t ^ j .

16.28. Compte tenu du fait que pour le pion l'opérateur charge est lié à la composante
<3 de l'isospin par la relation q^ = ets (e > 0), on voit que l'opérateur recherché
représentant l'interaction coulombienne entre de deux pions est de la forme

V - ——î2——^1)^2)l--|,,_,^3 <3 .

16.29. Compte tenu de la relation entre les opérateurs charge du pion et du nucléon
et les composantes ^3 de l'isospin (e > O):

€
VN = ^(1 + 2ï3), ÎTT = e<3,

il est facile de voir que l'opérateur recherché est de la forme

^
V^ = —————^(1 + 2T3)<3.. 1 -1 - I ^ ' ̂  f " ^>.

i-Tr-rwl

16.30. Etant donné que pour un système de deux pions la permutation des coor-
données des pions est équivalente à leur réflexion par rapport au centre de masse,
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la symétrie de la fonction d'onde spatiale avec une valeur donnée du moment ciné-
tique du mouvement relatif L (égal au moment total J = L) coïncide avec sa parité
(—l) 7 - ' . La fonction d'onde de deux pions qui sont deux bosons identiques, doit être
symétrique par rapport à la permutation de leurs variables : coordonnées et variables
d'isospin. Donc, dans l'état avec L donné, la partie d'isospin de la fonction d'onde
des pions doit être symétrique pour les valeurs paires de L et antisymétrique pour les
valeurs impaires de L.

Compte tenu de la valeur de l'isospin du pion T = 1 et de l'analogie formelle des
propriétés du moment et de l'isospin (y compris les règles d'addition d'isospins), on
conclut, en s'appuyant sur le résultat du problème 3.39 du Tome I, que la partie
d'isospin du système de deux pions par rapport à leur permutation est symétrique
pour l'isospin total T = 0 et 2 et antisymétrique pour T = 1. Donc, dans les états
avec L pair on a T = 0 et 2 et, pour L impairs, on a T = 1.

16.31. Compte tenu de l'analogie entre des propriétés du moment cinétique et de
l'isospin et compte tenu de la symétrie de la partie isospin de la fonction d'onde du
système de deux pions, on conclut, en se basant sur le résultat du problème 3.39 du
Tome I, que l'isospin total de deux 7r° ne peut prendre que deux valeurs : T = 0 et
T = 2 (la fonction d'onde de l'état avec T = 1 est antisymétrique par rapport à la
permutation des variables d'isospin des pions), de sorte que

T2=^T(T+l)w(T)=6w(T=2). (1)

De plus, en utilisant le résultat du problème 3.37 du Tome I, on obtient ((^3)^0 = 0)

T2 = 2^(<, + 1) + (t^)^^)^ = 4. (2)

D'après (1) et (2), on trouve : w(T = 2) = 2/3, w(T = 0) = 1/3.

16.32. Dans les états considérés du système TrN, les composantes ts de l'isospin du
nucléon et du pion possèdent des valeurs déterminées ((^)p = 1/2, (<a)n = —1/2,
(ts)^+ = 1, (ts)^0 = 0, (ts)^- = —1). Compte tenu de l'analogie formelle des pro-
priétés du moment cinétique et de l'isospin, ainsi que du résultat du problème 3.37
du Tome I, il vient

T2=^(^+1)+M4+1)+2(^M<3)N= 11/4+2(<3)^3)N. (1)

D'autre part, pour le système TrN, il n'existe que deux valeurs de l'isospin total :
T = 1/2 et T = 3/2. En notant par w(l/2) la probabilité d'avoir la valeur T = 1/2
(w(3/2) = 1 - w(l /2)) , on obtient

T^s^rcr+^wcr) = i5/4-3w(r= 1/2). (2)
T

En utilisant (1) et (2), on trouve :
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a) pour les systèmes Tr'^p et TT"!! : T2 = 15/4, w(3/2) = 1 (résultai à fortiori
évident) ;

b) pour les systèmes TT+II et 7r-p :_T2 = 7/4, w(l/2) = 2/3, w(3/2) = 1/3 ;
c) pour les systèmes 7i-°p et 7i-°n : T2 = 11/4, w(l/2) = 1/3, w(3/2) = 2/3.

16.33. Le problème peut être résolu de différentes façons. Par exemple, en tenant
compte de l'analogie des propriétés du moment cinétique et de l'isospin, on peut se
servir des coefficients de Clebsch-Gordan. L'addition de deux moments identiques en
un moment total nul a été obtenu dans le problème 3.47 du Tome I. Appliqué à. ce
problème, on trouve

^7=0(2^) = —{^i(l)^-i(2) - ^o(l)^o(2) + ^_i(l)V..i(2)}. (1)
V3

Ici, 'l'f=o(27r) est la fonction d'onde d'isospin de deux pions avec T = 0 ; ^'(.,(1) ou
i/^,,(2) est une fonction d'onde d'isospin d'un pion avec une valeur déterminée de la
composante ty, de l'isospin (/,3 = 1 ,0 ,—1) .

Les probabilités de désintégration de f° dans les deux canaux (TT^'n~ et 27f0) sont
proportionnelles aux probabilités de présence des pions dans ces états pour T = 0 (en
vertu de la conservation de l'isospin dans la désintégration). D'après (1), la probabilité
de désintégration en deux 71"° vaut WT=o(27r°) = (l/v'3)'1 = 1/3 (rappelons que pour
le 7i-°, ts = 0). De même, WT^Q^'^TT'} = 2/3, de sorte que

^(fO^^-) _

U^'^TT") \ )

Donnons encore deux autres solutions à ce problème :

1) Considérons la désintégration d'un nombre N de particules f°. Après leur désin-
tégration, il se forme N w ( f 1 —f n'^ir') mésons ^+, le même nombre de mésons
7T~ et. 2yVu'(f° —> 27r°) niésons TT° (dans la désintégration f° —>• 271-°, il y a forma-
tion de deux 71-°). Il est clair que le système initial composé de f° est symétrique
dans l'espace d'isospin (vu que Tf» = 0). L'état final comprenant les pions de
désintégration doit donc être également symétrique. Cette symétrie doit donner
un nombre égal de pions dans les états de charge différents ̂ , 71-°, n~, ce qui
conduit immédiatement à la relation (2) établie plus haut.

La solution donnée est très explicite du point de vue physique. On peut l'utiliser
également dans les cas plus complexes (voir, par exemple, 16.35).

2) Utilisons le résultat, du problème 1.48 du Tome I, selon lequel 1^(5) |2 = |^c(A)|2

(les notations sont celles du problème 1.48). Identifions à B les opérateurs com-
posantes t'^ ' et, fi) de l'isospin de deux pions et à A les opérateurs carré de
l'isospin total des pions T2 et de sa. composante Ty,. La relation prend alors la
forme

1^3 (^•(f)!2-!^)^^)!2. (3)
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En posant dans (3) T = 0, t^ = ^3 = 0, récrivons cette relation sous la
forme ?^=0(271-°) = w'^o(T = 0) = 1/3, où on a tenu compte de la valeur de
la probabilité obtenue dans 16.31, que le système de deux pions 7r0 ait un isospin
total T = 0.

En accord avec ce qui a été dit antérieurement, la valeur trouvée de WT=o(27i-0) =
1/3 donne la relation (2). Dans ce dernier procédé on utilise la possibilité de
calculer les coefficients de Clebsch-Gordan (plus précisément, de leurs carrés) en
utilisant la relation (3).

16.34. La partie isospin de la fonction d'onde de trois pions avec T(37r) = 0 peut
être obtenue en prenant en compte des faits suivants :
1) l'analogie formelle des propriétés du moment cinétique et de l'isospin ;
2) la possibilité de décrire l'état d'un des pion séparé avec t^ = 1 par le vecteur y>

dans l'espace d'isospin (la relation entre la représentation vectorielle et la représen-
tation f . 3 habituellement utilisée est alors identique à celle du moment cinétique,
voir 3.67 du Tome 1 ; ainsi, le pion 7r° (^3 = 0) est décrit dans l'espace d'isospin
par le vecteur i f i ^a ayant les composantes y^o = (0, 0, 1));

3) la fonction d'onde avec l'isospin T = 0 est un scalaire (ou un pseudoscalaire) dans
l'espace d'isospin ;

4) à partir des trois vecteurs y g décrivant les états d'isospin des trois pions parti-
culiers, on ne peut construire qu'une seule fonction d'onde d'isospin scalaire (ou
plutôt pseudo-scalaire) d'un système de trois pions :

'I'r=o(37r) = <^i • (y>2 A (^3) = £ikiyuV-2kV3i- (1)

La fonction d'onde d'isospin trouvée correspondant à la valeur T(37r) = 0 est mani-
festement antisymétrique par rapport à la permutation des variables d'isospin de deux
pions.

Comme la fonction d'onde d'isospin d'un système de trois 71"° est symétrique par rap-
port à leur permutation, la fonction d'onde antisymétrique (1) ne comporte pas de
terme correspondant aux trois pions 71-° démontrant ainsi l'impossibilité de la désin-
tégration donnée dans l'énoncé.

16.35. Pour ^.++ et A~ , il n'y a qu'un seul canal de désintégration : ^++ —?• Tr^'p,
A~ —^ 7T~n tandis que pour A4' et A° il y a deux canaux de désintégration, par
exemple,

A+

Pour obtenir les probabilités relatives des désintégrations de A4' suivant ces voies il
faut tenir compte qu'en vertu de la conservation de l'isospin le système TrN se trouve
dans un état d'isospin avec T = 3/2 et Ts = 1/2, et sa fonction d'onde d'isospin peut
être représentée sous la. forme

1'T=3/2,T3=1/2 = C'i^Tr^i^N) +C2^o(7r)V. ' i /2(N),
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où ï/^tsW e^ ^t,(N) sont les fonctions d'onde d'isospin normées du pion et du nucléon
dans un état avec une valeur déterminée de la. composante (3 de l'isospin. Les pions
Tr4', 7r°, TT" correspondent aux valeurs ^3 == 1 , 0 , — 1 ; pour le proton et le neutron,
on a ^3 = 1/2,—1/2. Les grandeurs \Ci\2 et IC^I2 définissent les probabilités des
états de charge (respectivement de ^n et 7r°p) du système pion-nucléon et, donc, les
probabilités de désintégration A4' suivant les voies (1).

Compte tenu de l'analogie des propriétés du moment cinétique et de l'isospin, on
note que Ci et C'a représentent les coefficients correspondants de Clebsch-Gordan, et
leurs valeurs peuvent être facilement obtenues suivant les formules connues de ces
coefficients. On donnera, cependant, deux méthodes de calcul de \C\ 2 et \C^ 2 qui
n'exigent pas la connaissance de ces coefficients.

1) On utilise l'égalité

WTT^,^) = \^TTM\t^)\2 = |vf,^,)(T,T3)|2 = w,o)^)(r,T3) (2)

(voir (16.33)) selon laquelle la probabilité d'un état de charge défini par les nom-
bres quantiques ^3 ,tg dans l'état du système avec les valeurs données T et
7y = f-j +^3 est égale à la probabilité de la valeur totale d'isospin ï" dans l'état
du système caractérisé par les nombres quantiques (3 ,^3 (en ce sens, l'égalité
(2) peut être appelée "relation de réciprocité"). Pour le système TrN envisagé,
les valeurs du second membre de (2) ont été obtenues dans 16.32. Ceci pris en
compte, ou obtient |C'i|2 = w - f ^ s / î Ç ^ n ) = w^+n(T = 3/2) = 1/3, etc., de sorte
que

w(A+ ->• 7r+n) _ w(A° -> 7r-p) _ 1
w(A+ -ï. 7r°p) - w(A" — 7i-°n) - 2 ' u

2) On utilise des arguments physiques suivants. Ecrivons les voies de désintégration
possibles de la particule A en indiquant leur probabilité relative ((Ui + «'2 = 1) :

A4"1' —> ^p, A'—.Ti- 'n ,

A + . [ 7r+n' "'1' .\o f TT^P, wi, ,^
A — ? • • » ( • ) ^ X — S - < o (^1

1 TT'p, W2, [ TT 11, î f '2 .

En écrivant (4), on a tenu compte du fait que les probabilités de deux désintégra-
tions, dont l'une est la réflexion de l'autre dans l'espace d'isospin, sont égales (dans
cette réflexion toutes les particules de la réaction possédant certaines composantes
/3 d'isospin sont remplacées par les particules correspondantes du multiplet avec
la valeur opposée de ^3) ; c'est ainsi que «'(A"1' — n'^i)) = w(A° —?• T!-~p).

Examinons un faisceau de particules A non polarisé en termes d'isospin, c'est-
à-dire où tous les états de charge de A sont en nombre égal N ( } . Parmi les
produits de désintégration, pions et nucléons, les pions sont en nombres suivants:
N(ir+) = N ( T T - ) = No(l + wi) , 7v(7i-°) = 27VoW2 == 27Vo(l - W i ) . Sur la base de
considérations physiques, il s'avère évident que le faisceau de pions dans l'espace
d'isospin doit être de même non polarisé, de sorte que les différents états de charge
du pion sont représentés de façon identique : A'f^) = 7V(7r°) = N { T T ~ ) . Cette
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condition donne wi = 1/3 et aboutit à la relation (3) établie plus haut par une
autre méthode. Notons que, dans ce cas, le faisceau de nucléons de désintégration
est aussi non polarisé, c'est-à-dire N ( p ) = N(n).

16.36. Le problème se résout de façon analogue au problème précédent et on trouve :

w(N*+ -^ 7r+n) _ w(N*° -^7i--p) _
w(N*+ -^ 7i-°p) - w(N*° -^ 7i-°n) -

16.37. Puisque 7^ = 0 et Tv =1, les états finaux des deux réactions constituent deux
états d'isospin d'un même système physique (pion + deutéron) avec un isospin égal à
T = 1, ne différant que par la composante Ty, de l'isospin. Comme on a conservation
de l'isospin, ces réactions ne sont autorisés que pour un état du système nucléon-
nucléon initial avec un isospin T = 1. Dans la réaction pp -4 d^, les deux nucléons
se trouvent justement dans l'état d'isospin T = 1 (et T^ = 1), tandis que dans la
réaction pn —> dn0, dans l'état avec T = 1 (et Î3 = 0) est évidemment représenté
avec la probabilité 1/2 (de même que pour l'état avec T = 0, T^ = 0).

Suivant les conditions de sélection des sections efficaces da, les deux réactions sont
absolument identiques du point de vue de degrés de liberté de coordonnées et de
spin ; en vertu de l'invariance d'isospin le rapport de leurs sections efficaces est égal
au rapport des probabilités des états d'isospin avec T = 1 dans les états initiaux,
c'est-à-dire à deux, ce qu'il fallait démontrer.

16.38. Comme T^ = 0, le deutéron joue, dans les réactions considérées, du point
de vue de l'isospin, le rôle de "catalyseur" au cours du processus de "dissociation" du
proton p en un nucléon et un pion :

p ^ N ( T = l/2)7r(T= 1).

Dans l'état initial, T = 1/2, T's = 1/2, et comme on a conservation de l'isospin, le sys-
tème pion-nucléon dans l'état final, possède les mêmes valeurs pour T et Ty. D'après
la condition de sélection des sections efficaces da les deux réactions sont absolument
identiques du point de vue des degrés de liberté de coordonnées et de spin, de sorte
qu'en vertu de l'invariance de l'isospin le rapport de leurs sections efficaces est égal
au rapport des "poids" des états iiTr'1' et p7r° du système pion-nucléon dans l'état avec
T = 1/2 et Ts = 1/2. Ce rapport vaut 2, ce qui démontre l'assertion du problème
(comparer à la solution des problèmes 16.35 et 16.36).

16.39. Notons par da(ï), da(îï) et da(îîî) les sections efficaces différentielles des
réactions considérées.

Les réactions (II) et (III) correspondent à la réaction 7r~p —^ TrN ne différant que
par les états de charge divers du système pion-nucléon dans l'état final dont l'isospin,
d'après l'énoncé, vaut T = 3/2. Comparons (d<7(II)+d(T(III)) à. do-(I). Les réactions
étudiées sont absolument identiques du point de vue des degrés de liberté de coor-
données et de spin, et en vertu de l'invariance de l'isospin (compte tenu du rôle
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supposé dominant de l'état T = 3/2 dans l'interaction TrN) le rapport des sections
efficaces (do-(II)+do"(lII)) : dcr(I) est égal au rapport des "poids" des états d'isospin
avec T = 3/2 dans les états initiaux •7^-p et Tr^'p du système pion-nucléon. Ces "poids"
valent : 1 pour le système Tr^'p et 1/3 pour le système n~\) (comparer à 16.35), de
sorte que

(d(T(II)+do-(III)) : Ar(I) = 1 : 3 . (1)

Cherchons le rapport rf(r(II) : rio-(IIT). Il est égal au rapport des "poids" des états de
charge 7r°n et n~p du système pion-nucléon dans l'état avec 77 = 3/2 (et ï'3 = —1/2)
et vaut 2 (comparer au résultat du problème 16.35), c'est-à-dire

do-(Il) : do-(III) = 2 : 1. (2)

De (1) et (2), on déduit la relation cherchée:

do-(I) : do-(II) : do-(liï) = 9 : 2 : 1 .

16.40. En vertu de la symétrie d'isospin, les probabilités de transition, les sections
eflicaces différentielles, etc., de deux processus liés l 'un à l'autre par les substitutions
p —> il, n — p, Tr'1' — TT~ , n~ — TT'^ et 71"° —> 7r0 sont égales (dans
l'espace d'isospin, ces deux processus constituent des réflexions par rapport au plan
perpendiculaire à l'axe Ï3).

Soulignons de plus le fait suivant : la substitution de particules par leurs corre-
spondants doivent naturellement s'effectuer dans l'état, initial et dans l'état (inal.
Appliqué aux réactions considérées, cela signifie (nie les caractéristiques d'impulsions
et de spins du proton et. du neutron dans les états initiaux des deux réactions doivent
être échangées.



APPENDICE

OSCILLATEUR HARMONIQUE LINÉAIRE

La résolution de l'équation de Schrôdinger pour un oscillateur linéaire

fe2 l. 2

HÏn = -^W + -Y^nÇx) = E^n(x)

donne les niveaux d'énergie En = hui(n + 1/2), n = 0, 1, 2, . . ., ui = \ / k / m , et les
fonctions d'onde normées correspondantes des états stationnaires

.I^c- ( 1 V74 1 ^I^H ( x }
" ~WJ Vy^ ^a)'

où a = \/h/mm, Hn(z) sont les polynômes d'Hermite.

Donnons les premiers polynômes d'Hermite :

H o ( z } = l , H i ( z ) = 2 z , f f 2 ( ^ ) = 4 ^ 2 - 2 .

HARMONIQUES SPHÉRIQUES

Les harmoniques sphériques Yim(6,'f) sont les fonctions propres normées des opéra-
teurs du moment orbital carré de la particule l2 et de sa projection /.a sur l'axe z :

i^Y^e,^ = - [——— fsm^ 0 ) + ——j—} Vim = i(i + i)v^,sinooo \, 00 / sm O o 2 ^ }[sm090\ 90 J sin2^2^.
- _ 9
IzYlm = -l^—Virn = mYlm,df

et ont la forme1

- ( - - [ } — ï — i ' . ' ' ' \ "sini'"! Q__^___J_^V
-1 / V 47r ('+ ml)' ^cos^M

1 La phase dans la définition des fonctions sphériques est la même que dans [1].
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où PI (-'I, P" sont respectivement les polynômes de Legendre et les fonctions de
Legendre associées.

Quelques premières harmoniques sphériques sont :

V 2 ± i = ±^ ^ c o s O s m f f e ^ , Yy ±2 = -\/-15- sin2 6^'^.
' OTT ' V 327r

FONCTIONS DE BESSEL

La fonction de Bessel est la solution régulière en z =: 0 de l'équation de Bessel

z^w" + zw' + (z2 - ,/-)w = 0.

Elle est donnée par la série

(-l)*^)2^'-'
^r(k+^+i)r(k+i)'

La deuxième solution indépendante (singulière en z = 0) de l'équation de l3cssel est
donnée par la fonction de Neumann Ni,{z) définie comme

Jv(z) cos vv — J^i,(z)
N^z) =

Pour v = n.

On utilise également les fonctions d'Hankcl lit, (z) et Ht, ' ( z ) définies comme

H^^(z}=J^z)±iN^z).

Pour l'argument z imaginaire, on introduit les fonctions de Bessel modifiées et les
fonctions de MacDonald :

Pour z —>• 0, ces fonctions ont le comportement
1

•Uz)

N^w-^C2} pouri/>0, A?o(2)»^ ln^,
7T \Z / 7T Z

/ 1 \ 1 / ' Q \ Î Î (̂

Kn(z) » ——„—'- ( - ) pour n = 1, 2 , . . . , Ko(z) w In —
z \z / 72'
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ici 7 = e0 = 1, 781.. . est la constante d'Euler, C = 0, 5772.

Pour les grandes valeurs de z , ces fonctions ont le comportement asymptotique sui-
vant :

FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE
ET FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE DÉGÉNÉRÉE

La fonction hypergéométrique est définie dans le cercle \z\ < 1 par la série

q/3 z a(a+ 1)/3(/? + 1) z2

^^-^l+y^ 7 ( , + 1 ) — — 2 T + • • •

et, pour \z\ > 1, elle s'obtient par prolongement analytique de cette série.

La fonction hypergéométrique est une solution de l'équation

z(l - z)u" + [7 - (a + /? + l)z]u' - af3u = 0,

Les paramètres a et f 3 sont arbitraires et 7 ^ 0, —1, —2, . . . La deuxième solution
indépendante de cette équation différentielle est donnée par la fonction

z^P^ - 7 + 1, a - -y +1, 2 - 7, z)

qui possède une singularité en z = 0.

Si a (ou /?) est un entier négatif (ou nul), a = —n, la fonction hypergéométrique se
réduit à un polynôme de degré n et peut se mettre sous la forme

y l - T f l _ v)1+"-P f i n

^-^•"-'^h.ll.^n-l)^^"-^-

La fonction hypergéométrique dégénérée est définie par la série

_ a z aia + 1) z2

F(w)=l+7n+:y(7T-02.+•••
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convergent quel que soit z fini. Le paramètre a est arbitraire et 7 9^ 0 , — ] , — 2 , . . .

La fonction hypergéométrique dégénérée est une solution de l'équation

zu" + (7 — z)u' — au = 0

dont la deuxième solution indépendante est donnée par la fonction

^- '^(0-7+1,2-7,^)

qui possède une singularité pour z = 0.

Si a est un entier négatif (ou nul), a = —n, la fonction hypergéométrique dégénérée
se réduit à un polynôme de degré n et peut se mettre sous la forme

1 ,/n
pl-ri •v z\ — ________________z\~~ie^——(e-•^^T+"-l'|r \ '" i h ~ 1 — / , i \ / , -,\'•• " i n V " r7(7 + l)... (7 + n - 1) dz"

PARTICULE DANS LE CHAMP COULOMBIEN
(ATOME HYDROGÉNOÏDE)

Les fonctions d'onde des états liés dans le champ coulombien d'attraction U = — a / r
avec a > 0 peuvent être représentées sous la forme ^n^lrn = I^nl('r}Ylm(Q, y) ("r étant
le nombre quantique radial, n = nr +1+ 1 le nombre quantique principal), où la. partie
radiale de la fonction d'onde est donnée par l'expression (a = h'2 /ma)

R , - -^./("-^D'e-'-/"0 f^V/2^1 ( ï r }
nl~ ^a3/2^ [("+0!P \^J "+; { n a } '

où L^(z) sont les polynômes de Laguerre généralisés. L'énergie de cet état est égale
ma

à En = ——^—7. Les parties radiales de la fonction d'onde des premiers états sont
2/î-n-

.Rio = —^<î~''^a' (état fondamental 1s),
R^=^^-^e~r"a (ét^2s),

^21 = ^——e-"/20 (état2p).
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