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CHAPITRE I : INTRODUCTION A LA MECANIQUE DES MILIEUX
CONTINUS

1- Objet de la mécanique des milieux continus

La mécanique des milieux continus est le domaine de la mécanique consacré aux
mouvements des corps déformables: gaz, liquide ou solide, en utilisant les
données et les méthodes de la mécanique rationnelle. La mécanique des milieux
continus étudie les corps matériels qui remplissent l'espace de fagon
ininferrompue, continue, et dont les points changent de distance lors du
mouvement. Les problemes essentiels de la mécanique des milieux continus qui
font l'objet d'études sont présentés de la maniére suivante :

- action d'un fluide sur un corps en mouvement : avion, obus, navires, sous-
marins, voitures, etc....

- écoulement d'un fluide dans des ftubes ou plus généralement dans divers
mécanismes (pompes, turbines, turbomachines)

- écoulement d'un fluide dans un milieu poreux

- hydrostatique ot équilibre des liquides et des corps flottant ot immergés

- les mouvements des gaz lors d'une explosion ot d'une combustion

- les mouvements turbulents des fluides

- I'étude des mouvements et de I'équilibre des corps solides déformables : la
théorie de |'élasticité, fatigue des corps



2- Hypothéses de continuité

a- continuité du milieu

Un milieu continu est un milieu dans lequel toutes les propriétés physiques
varient d'une fagon continue d'un point a un autre. Par exemple la masse m est
une fonction continue des variables x, y, z, , par tout sauf sur un nombre fini
de surfaces ou de lignes (surfaces ou ligues singuliére)

b- Continuité des transformations

Il faut admettre que les fonctions qui composent les équations de mouvement
d'un milieu continu, sont continues et dérivables par rapport a toutes les
variables, en effet :

Deux points infiniment voisins a t =0 restent infiniment voisins at =T

Deux points infiniment voisins a t =T proviennent de deux points infiniment
voisins a t =0

Conséquence

un volume V; - o se transforme en un volume V+

une surface fermée S; - o se transforme en une surface fermée St
une courbe fermée C; - o se transforme en une courbe fermée Cx

La masse contenue a l'intérieur d'une surface matérielle fermée reste

c- Phénoménes ne respectant pas la continuité

Formations des trous

e Cavitation dans les liquides



e Fissure dans les solides

Glissement relatif de deux parties du milieu

e Sillage dans les liquides

e (Glissement ou failles dans les solides



Pour tous ces exemples, il y a une non continuité dans le milieu. M et M' ne
sont pas voisins.

3- Cinématique du milieu continu

La cinématique du milieu continu a pour objet [d'éfudier le milieu en terme de
déplacement vitesse et [accélération et ceci sans faire intervenir les forces
qui entrent en jeu.

Pour effectuer cette étude, il est nécessaire de [définir la portion du milieu
continu dont on étudie le mouvement et le repére de position choisi

3.1- Description du mouvement

Pour décrire le mouvement d'une particule du milieu continu, on s'intéressera
aux différentes fonctions suivantes :

Fonctions vectorielles

X Trajectoire de la particule
_ o dx dx;
U=— Ou Uj=—1 Vitesse

dt dt

_ 2

— du \ d X 7] 7
Y =— Ou Yi = ' Accélération

dt dt?

Fonctions scalaires

P Pression

p Masse volumique
T Température
Etc..

Il existe deux méthodes de description du mouvement :

- méthode de Lagrange
- méthode d'Euler


ASUS
Texte surligné 

ASUS
Texte surligné 

ASUS
Texte surligné 

ASUS
Texte surligné 

ASUS
Texte surligné 

ASUS
Texte surligné 

ASUS
Texte surligné 


a- Méthode de Lagrange

Soit une particule occupant la position Mo (xi°, x2°, x3°) & l'instant to et la
position M(x1, X2, x3) a l'instant t

to t1
Mo M

X]_O X1
X20 X2
X3O X3

Le mouvement de la particule au point M sera connu si :

x1= x1 (x1°, x2°, x3°, 1)
x2= x2 (x1°, x2°, x3%, 1)
x3= x3 (x1°, x2°, x5%, 1)

(xi°, x°, x°, t+) sont appelées variables de Lagrange

La méthode de Lagrange consiste a individualiser une particule du milieu continu
et de la suivre dans son mouvement. Les coordonnées de la particule en un point
sont exprimées en fonction de la position initiale et du temps. (On s'intéresse a

I'histoire d'une particule matérielle déterminée)

b- Méthode d'Euler

Soit un point M fixe de |'espace de coordonnées (x1, X2, X3)
A linstant 1o , il y a en M une particule de vitesse Uy

A linstant t , il y a en M une autre particule de vitesse U ( ui(x1, x2, x3, 1),
uz(x1, X2, X3, 1) , us(x1, x2, x3, t) )



u= ui(xi, 1)
u(M,t)

M(X1, X2, X3)

Dans la description eulérienne, la description cinématique du mouvement se fait
a partir de l'analyse des vitesses des particules en un point fixe. (x1,x2,X3,t) sont
appelés variables d'Euler. En effet, la méthode d'Euler consiste a considérer un
point fixe de |'espace et a étudier en fonction du temps, les caractéristiques des
autres particules en ce point. (On s'intéresse en un point de I'espace a I'évolution
des caractéristiques du milieu)

c- Trajectoire et ligne de courant

Trajectoire

On appelle trajectoire dune particule, la ligne géométrigue de positions
qu'elle occupe au cours du temps.

La trajectoire est calculée a partir du champ de vitesse :

_dx dx;
u=— ; Uj =——
dt dt
dx dx dx
Avec uq 2—1 : Us :—2 : u3:_3
dt dt dt

D'otl I'équation de la trajectoire

dxyq B dx, B dx3 B
Up(X1,X2,X3,t)  U2(X1,X2,X3,1)  U3(X1,X2,X3,1)




Ligne de courant (visualisation du champ de vitesse)

On appelle ligne de courant a linstant 1o, toute courbe tangente en chacun
de ses points au vecteur vitesse des particules.

/ to= cte
/'

L'équation de la lighe de courant est obtenue a partir de la définition

U dx
UAadx=0 i i k
(V] (VP us
dX1 dXz dX3

Uz dX3- us dXz =0
U dX3" us dX1 =0
U dXz" uz dX1 =0

D'ot le systeme différentiel
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dxq B dx o B dxs3
Up(X1,X2,X3,tg) Ua(X1,X2,X3,tg) U3(X1,X2,X3,t0)

Remarque
Dans le cas d'un mouvement permanent ou stationnaire (c'est a dire que la vitesse
de la particule en un point de I'espace est constante en fonction du temps). Il'y a

coincidence entre la trajectoire et la ligne de courant.

Ligne d'émission

Cest la ligne géométrigue correspondant a |'ensemble des particules qui sont
passées a l'instant t par le méme point fixe A

N

Trajectoire

Ligne d’émission
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CHAPITRE II- ETUDE GENERALE DU VECTEUR CONTRAINTE ET DU
TENSEUR DE CONTRAINTE

1_INTRODUCTION

Soit un corps naturel continu, parvenu a un état d'équilibre, apres des
déformations, sous l'action des forces qui lui sont appliqués. Le corps est supposé
limité par une surface extérieure connue S.

X3 n

X2 M > T

ds

X1

Les forces agissant en chaque point M du corps sont de deux sortes :

- les forces intérieures
- les forces extérieures

Les forces intérieures d'origines moléculaires s'opposent deux a deux et par
conséquent s'annulent.

Les forces extérieures agissant sur le corps peuvent étre de deux sortes :

Les forces de volume ou force a distance

Elles proviennent de l'action sur D de fout ce qui est extérieure au corps pris
dans son ensemble. Ces forces qui se réduisent en général aux forces de
pesanteur sont proportionnelles au volume de |'élément sur lequel elle agissent;;
s'écrivent :

fdv = (fx i +fy J+fy K)dv Dans (o, X1, X2 X3

fxi , fx2 , fx3 sont les composantes des forces volumiques suivant les frois
directions

Les forces de surface ou force de contact

Ce sont des forces appliquées aux éléments de surface du corps. Ainsi autour
d'un point M de la surface du corps, la force appliquée a I'élément de surface dS
sera proportionnelle a dS et pourra 2tre représentée par :

12



TdS = (T, i +T, j+T,k)ds
T dépend de la position du point M de la surface et de l'orientation de dS
autour de M

T peut étre décomposéen T =T +T =TA+T{
T : Composante normale & dS, appelée contrainte normale, tension, ou

compression
T, : Composante paralléle & dS, appelée contrainte tangentielle, contrainte de

glissement, ou contrainte de cisaillement

2. TENSEUR DE CONTRAINTE

Nous allons montrer que le vecteur T pourra s'exprimer en fonction des
contraintes s'exergant respectivement sur trois éléments de surfaces
triangulaires passant par un point M (x1, X2 X3 )

Considérons pour cela un tétraedre infiniment petit MABC, les points A, B, C
étant choisis respectivement sur les axes My1, Mx2 , M3

Désignons par T la contrainte exercée par le milieu extérieur sur la face ABC du
tétraédre, dS est l'aire de cette face

ﬁ:(n17+n2]+n3_R) x3 4

v

deZ

—

v

Y

de3

X1 3
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N est le vecteur unitaire de la normale a cette face dirigée de l'intérieur vers
I'extérieur.

Désignons aussi par

Gy la contrainte exercée par le corps continu sur MBC du c6té > 0
1

Gy la contrainte exercée par le corps continu sur MAC du c6té > 0
2

Gy la contrainte exercée par le corps continu sur MAB du c6té > 0
3

Convention de signe

- dans le cas ou Gy s’exerce du coté des x >0
(+ G : appelée compression)

- dans le cas ou Gy s’exerce du coté des x <0
(- : appelée traction)

Si on prend la résultante des contraintes exercée par le milieu extérieur sur le
tétraédre, on obtient :

AVCC de]_ = nx]_ ds
dez = nx2 ds
de3 = nx3 ds

(nxt, hx2 , N3 ) sont les cosinus directeurs des angles formés par N et les axes (
X1, X2 , X3 )

SOIT T_lenxl_zenxz _cyxgnx3 :0
Ceci peut s'écrire dans la notation indicielle T; —ojnj =0
Rappel

La notation indicielle est une convention, elle permet d'universaliser I'écriture
des équations, de simplifier et faciliter les calculs.

14



-- L'indice muet : c'est lorsque l'indice est répété deux fois dans un mondme, ce
mondme en fait est remplacé par la somme de tous les termes en donnant a
l'indice les valeurs 1, 2, 3

3
AiBi :AlBl +AZBZ +A3B3 = ZAiBi =Aij :AkBk

=1
-- L'indice franc : c'est lorsque l'indice ne peut apparditre qu'une seule fois dans
le monome

Aj = B;jjC; A1 =A11C1 +A12Co +A13C3
Ay =A21C1 +AxCy + Ax3C3
A3z =A31C1 +AzCo + Az3Cy

On peut vérifier que cette relation est vraie quelque soit la position du

tétraedre par rapport aux coordonnée ( x1, X2 , X3 ).

Alors T=06y Ny +Gx Ny +Gy Ny
1 1 2 2 3 3
=(ox x 1 +0x x J+0x x KNy +(0x x 1 +0x x J+0x x K)Nx_

+ (GX1X3 I +0y x ]+0xx, k)nX3

—_

D'oll les composantes de T suivant (M, 1, j, k)

Tx, =0xx Nx +0Oxx Nx +0Oxx Nx =011N1 +012N2 +O13N3
Tx, =0x x Nx, +Ox x,Nx, +Ox x Nx, =021N1 +C22N2 +C23N3

Ty, =0x x Nx +0x x Nx, +0x x Nx =031N1 +032N2 +033N3

Ou sous la forme

Tj =ajjn;j (i.j)Xr123
La composante Gj; du tenseur de contrainte est représentée par :

i : le numéro de l'axe ou la direction du vecteur
j * le numéro de I'élément de surface considéré

Les composantes T sont des fonctions linéaires des composantes Gij.

15



Propriétés du tenseur Gijj
- Les composantes T sont des fonctions linéaires des composantes Gij-

: Cij=Cj
ce qui conduit a un tenseur de contrainte symétrique

011 ©12 =021 ©13 =031
‘Gij‘: c21 O G23
031 032 033

- Les composantes de méme indices : G11,092,033 sont les contraintes
normales

- Les composantes d indices différents: G12,013,0632 sont les
contraintes tangentielles.

Ces différentes composantes peuvent étre représentées de la maniere suivante

G32
033 G23

3 G22

v

X2

X1 031

G21

011

16



3. EQUATIONS GENERALE DE I'EQUILIBRE

i- Conditions d'équilibre

Un corps est dit en équilibre lorsque l'ensemble des forces appliquées a la
surface équilibre I'ensemble des forces massiques appliquées a ses éléments de
volume.

ii- Equations d'équilibre

Considérons un parallélépipede infiniment petit de la figure ci- contre

+Gy +0dGy
3 3
X3 —

dX3 ‘ E I / F

A

/ M dX2

Xm l

Les forces s'exercant sur cet élément de volume sont :

X1

- les forces massiques agissant sur I'élément de volume (dxidx.dxs) et dont les
composantes sont :  (fx1 (dxidx2dxs), fxz (dx1dx2dxs), fx3 (dx1dx2dx3))

- les forces surfaciques ou contraintes (tractions) peuvent déterminés de la
facgon suivante :

17



Sur la face MGEF normale aMy , agit la contrainte — &y dxodx3 et & pour

composantes respectives
— 6X1dX2dX3 =|— zexldXZdX?;

Sur la face parallele ABCD agit la contrainte

O0C x x
(oxx + —dx1)dX pdX3
17" Xl
- 05 x Ox, x
+(Gyx + —)dXodX3 =|(Oy x + “~dxq)dxdx3
1 Xl 2771 Xl
OCyx x
(oxx + “—dxq)dxodx3

En faisant le bilan des forces surfaciques sur les deux faces paralléles, on
obtient :

Pour les autres forces traversés par M,, et M,, ,ona:

00 X, X, 00 X, X,
P dx, dx, dx, x dx, dx, dx,
2 3
00 X, X, 00 X, X,
TR dx, dx, dx, . dx, dx, dx,
2 3
00 X3 X, 00 X4 X,
— dx, dx, dx, ———— dx; dx, dx,
0X, 0 X,

En faisant le bilan de toutes les forces a I'équilibre

18



* z .Fvolumes =6

>f

surfaces
en remplagant xi, X2 , x3 par 1,2,3
On obtient ainsi les équations de I'équilibre d'un milieu continu

M oo, oo,

x1

X oo,

OX, ' 0X, O X, '

M. oo, . oo, . oo, Cf -
OX 0X, OX, ?

NTg oo, . oo, . oo, L E - o
0 X O X O X s

iii)- Application a un fluide au repos

a)-les équations de la statique des fluides

Pour un fluide au repos. Seules les forces de pression qui interviennent.

Avec o; =-Pg;

011 =0y =0y =—P O =013 =0,3=0

et IEV = force de pesanteur par rapport a l'unité de masse

f 0
F,=F=|f |=| 0
f -9
Dot oxq i %, 00, 00
OX,  OX,  OXg
0% 5 00, N 00,, N 00,3 _ 0
oX,  OX,  OX
0% 3 003, N 00;, N 00,4, _pg=0

19



Suivant les 3axes 0Xy: —=0
0%,
= oP . . .
0X9 : o =0 Equation de la statique des fluides
2
0)_{3 .= ﬁ -0 = 0 —— E - _
OXy OXy

b- Cas de I'equilibre d'un fluide incompressible dans un champ de pesanteur (
p = Ccte)

0%, = —oh

% - — P(h) = pgh +cte

Si h =0 Cte = Patm

= P=pgh+P,, équa‘rion de I'hydrostatique

Enposant  y=pg poids volumique

AP=P-P,, =

b)- Fluide compressible en équilibre dans un champ de pesanteur,
p=1(xy,2)

) oP oOP
Nous avons toujours: —=—=—pg
OX, 01

p est déterminée a partir de I'équation d'état du fluide considéré
Cas d'un gaz parfait a T = cte

Un gaz par‘fai‘r PV = nRT  — |:)m =nRT

20



_Pm PM

PTWRT RT.
o __PM
0z RT

Tap —jmaz

Mg, _
RT (z2-2)

Mg
_7(2_2 ) . %4 . .
P(z)=Pe ™ °, Loi d'évolution de la pression

On peut aussi déterminer la loi d'évolution de la masse volumique

M
e P,M e—R—T@’(z—zo)
RT

4. PROPRIETES LOCALES DU TENSEUR DES CONTRAINTES

Principe de réciprocité ou principe de Cauchy

X3

Xz

X1

Soit le vecteur contrainte T de composantes T; s'exercant au point M d'un
¢lément de surface dont la normale a pour cosinus directeursyi. La projection de

21



la contrainte T sur une direction quelconque 7' de cosinus directeurs n'i aura
pour expression :

TA' =T, =T,n +T,n, +T,n,
et comme Ti=oc11Nni1+012N2 + 013N3

To=0c21N1+022N2 4+ 023N3

T3=0o3N1+032N2 +033N3

—> Tini =cunini+oc12n2n1+oc13N3N1+o21N1N2 + c22N2N"2 + 523N3N"2

+031N1N3+032N2N3+033N3N%

Tini =cunini+o22n2n2+ o33NsN’s +o12 (N2N1+ NiN'2 )+ o13(NsN1+N1N's)
+ o23(N3N'2+N2N's)

On retrouve la méme expression pour la quantité T'in; . C'est le principe de
réciprocité ou principe de Cauchy qui s'énonce de la maniere suivante :

Si l'on considére deux plans, la projection du vecteur contrainte relatif a lun
deux sur la normale du second ne change pas quand on permute les deux
plans, c'est a dire :

TA'=T'A ou Tin'i =T 'ni

Contrainte normale
La contrainte normale est donné par la projection de T sur la normale i :

22



et si on veut déterminer T, par rapport aux composantes du tenseur de
contraintes, il suffit de faire fA=n" dans la relation précédentes (1)

To=Th=Tini =01N +02N5+033Ni + 2 o12N1N2 + 2 613N1N3 + 2 G23N2N3

Contrainte tangentielle

Elle appartient au plan normal a i qui contient l'aire sur le quelle s'exerce la
contrainte T

Ti=T-To=T—Tnhi

En module

Té=T7"-Td comme TZ = TF + TZ + TZ
TE=T +T + T -T#

5. DIRECTIONS PRINCIPALES CONTRAINTES NORMALES PRINCIPALES

On appelle directions principales du tenseur des contraintes les directions X,
telles que T et X' soient colinéaires.

Autrement dit, une direction est principale si, et seulement si pour cette
direction, la contrainte tangentielle est nulle.

Ceci a pour conséquence, qu'il existe au moins un repére orthonormé, dit principal
du tenseur des contraintes dans lequel la matrice représentant ce tenseur est
diagonale.

a) si le repére R est principal, la matrice |c'ij|est de la forme :

o1 0 O
‘Glij‘Z 0 o2 O
0 0 o3

23



Les 3 scalaires o1, 02, o3 sont appelés contraintes normales principales ou
valeurs propres du tenseur des contraintes

-si o1 # oc2#03 les directions principales sont les axes du repere principal R

-si o1 =o02#03 les directions principales sont l'axe oxs et toute direction
issue de O normale a oxs, le tenseur est dit de révolution

- si o1 = o02=03 toute direction issue de O est principale, le tenseur est dit
ophique.

b) si le repére R n'est pas principal

* les contraintes principales o1, 02, o3 (ou valeurs propres) sont calculées a
partir du systeme.

det (‘Gij‘ - GIE):O

Ou en notation indicielle  det (oij — 0 8ij)=0

o1 O12 013 1 0 O
|Gij|= 021 022 023 et le=|0 1 O
O3l 032 033 0 0 1
ou o122 O13 1 0 O
—= det| 021 022 o3| -0 |0 1 0|=0
O3l 032 O3 0 0 1
ou—0 o1 o13
det| o212 o22—0 o023 =0
o3t 032 03— 0O

On obtient un polynéme en c°

3 2
o —(611+622+033)O' +(611622 + 0203+ 038011 —(6122+6223+G321))0

2 2 2
+ 011022033 — O11 03, — 012033+012023 031+ 022021032 — 0Oy O31= 0

qui peut s'écrire sous la forme :

o0 -Ic?+ IIc+ IIT =0

24



Avec |l=ocu+ocx2+ocs+lll =0

Il =cu c2+02 033+033 011 — (0‘122 + 05+ 0'321): %(O‘ii oii — Oij Gij)

o110 12 013
i =det|0'ij | =det| c20220023
031032033

I,II,III sont appelés: invariants élémentaires attaché au tenseur oij

* Les axes principaux des contraintes principales sont donnés par les
vecteurs propres.

En effet, soit T  le vecteur contrainte colinéaire @ X'.

X 'Vecteur propre, si 3 o (valeur propre) e R, tel que

oijX'j =oXi

Ce systeme admet pour chaque valeur o ; une direction principale X'

Par la suite, les composantes de la contrainteT , dont la normale n'; & pour cosinus
directeurs n'y, n'2 n's seront donnée par la relation (dans le repére principal) :

Ti=o1n1 To=o02n'"2 Te=o3n's

avec n'Z+ni+n?=1

T? T} TS
=N — = 0 — = n} — = n;
o 1 o 2 < 3
L T; TS , :
> = + — + — =1 Ellipsoide des contraintes
0, =P O3
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6. REPRESENTATION DE MOHR

i- Principe de la représentation de Mohr

Le principe de représentation de Mohr est basé fondamentalement sur le
vecteur contrainteT . Il consiste & représenter T dans un plan (T, , T: ) (appelé
plan de Mohr ). lié a la facette que nous étudierons.

A

Tt
Plan de Mohr
Th Th

(@) ; >

; =

i T
T !

Connaissant le tenseur de contrainte ojj , on se propose de déterminer le domaine
engendré par I'extrémité du vecteur contrainte dans la plan de Mohr lorsque n
subit une rotation.

Cherchons dans le repére principale, les composantes n; du vecteur normal n tel
que (o1, 02 ,03) et (x'1 , Xy, XY ) soient les contraintes et directions
principales.

Si T = niGiX_I;

T =n,o,x', +n,o,Xx"', + Ngo;X",

T?= T2+ T¢=nZo? + nfof + nio?

Aussiona Tn=Th=01n?+ o2n?+ osn
Avec n’+nj+ng =1 |af=1
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On obtient le systéme d'équation suivant

Ti+Té=0oin{ + o ni+ o5n}
Th= o1n? + o2n2+ o3n?

1=n/+n3+n2

Ceci peut se mettre aussi sous la forme :

2
0_12 (722 0'3? nyg Tn2 + th
o1 o1 o1]|n?| = Tn
1 1 1 n2 1

La résolution de ce systéme linéaire non homogéne est donné par :

2 2 2 2
Thi+T o5 o3

det| Tn o2 03

, 1 11 . .
nl = 012 0-22 0-32 n2= ................. , n3= .................
det| Th 02 o3
111
n2_ (Tn2 +Tt2)(0'2—0'3 )—0'22(Tn—03 )+G32(Tn—0'2)
Z=

0'12(0'2 — O3 )—0'22(0'1— o3 )+O'32(O'l— 0'2)

_ T¢+(Tn—02)(Th—03)
(o1—02)(01—03)

Les expressions analogues pour n; et ni s'obtiennent en effectuant des
permutations circulaires sur 1, 2, 3

T2 +(To—03)(Ta—01)

e = (02—03)(02—01)

T +(To—01)(To—02)

N = (o3—01)(03—072)

Les 3 équations permettent de délimiter le domaine parcouru par le vecteur
contrainte.

Pour faciliter le raisonnement supposons que : n’, n; ,ny sont >0et o1, o2 .03
La positivité de nf,n7,n?  fournit les inégalités suivantes
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(1) Te+(Th—02)(Th—03) >0
(2) Té+(Th—03) (Ta—01) <0
(3) Te+(Th—01) (Th—02) 20

Ces relations peuvent se mettrent aussi sous la forme :

2 2
9 _o2+03)  (02+03

2 2
9 _ 02403 | o2+03
m(n . j_ ( . j

* Cette inégalité montre que T est dans le plan de Mohr, extérieur au cercle

centré au point d'abscisse (02 eras j et de rayon (02 ;st

* L'équation (2) montre que T est intérieur au cercle centré au point (62 ;03 )

et de rayon (02 ;st
* L'équation (3) conduit d un résultat analogue a (1) mais cette fois-ci avec

(01,02)
A

Tt

(n, =

(nl = (n3 =

v

/
|

A4

01— 02

02— 0O
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Ces résultats montrent que pour lorientation de la facette considéré,
l'extrémité du vecteur contrainte se trouve a l'extérieur des 2 plus petits
cercles (diameétrecio: et o203 ) et a l'intérieur du cercle de grand diametre

(diameétrecios), les frontiere de ces cercle sont respectivement atteintes pour
n=0,n=0,n3=0, les 3 cercle sont appelées cercles principaux ou cercle de
Mohr.

ii. Etat de contrainte plane

Le tenseur ojj est dit plan lorsqu'il existe un repére orthonormé(o, x,,x,,X;),
dans lequel la matrice | ;| s'écrit :

ououl
|0ij| =|ououl cad que o13=023=033=0
0 00

i) Effectuons la représentation de Mohr lorsque n est repéré par un repére
principal (o, xijxi)

o, 0

Soit la contrainte plane ‘aij" =[ ] s'exercant sur un plan

0 o,

traversé perpendiculairement par ox,

—> A
X"
—> A —_—
X2 n
\ — n(2)
é T
t
o o2
2 (2) ‘
— —
X’1 (1) o1 n(1)
By

Les composants du vecteur contrainte
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T,=0,n, cosa =n, —sina=1t,

= |
|

T =

T,=0,n, sina = n, S lsina = t,

On sait aussi que :

Tn =T n=01008°a + o25in’a =o1nf+o2n3

[ 1+4cos2a 1-cos2a) o1 o1 o 02
Tn—O'l[—z j+0'2(—2 )— 5 + 5 coS2a + 5 o CoS2cx

Tn=%((71+0'2)+ %(Gl— O'2)C082a

et Ti=Tt=—c1c0sasina + o2sinacosa =— Zsin2a + 22 sin2a

2 2

th%(UZ —Gl)Sin 2a

T peut s'écrire dans le plan (fi, T ) :

-

(01-02)008(~2at )Jfi +3 (01— 02 )sin (~2a0)T

(o1+02)+ 5

N~
N~

Ces équations montrent que T décrit un cercle centré sur l'axe des Tn en I

oO1+02
2

O1—02

) (O'l >—O'2)

dabscisse

et de rayon

De plus une rotation d'angle « de i correspond a une rotation dangle -2«
sur le cercle.

o1 et o2 Sont les extrémités du cercle, on peut vérifier aisément que si :

20=0 Th =016t Tt=0
20=7 Tn=0c2¢et Tt=0

Surlerepére ( o , %, , X', , X3 ) a =
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- 4 -
X2 n
—
T
o
S (o)) | 01
M X1 R
20 T,

i) Effectuons la représentation de Mohr lorsque

orthonormé quelconque de base (o, X1, X5, X3 )

011 O12

Soit | contrainte plane ‘aij‘:(a i
21 22

perpendiculairement par o0X; .

v

n

N est repéré par un repére

j s'exergant sur un plan traversé

n(2)
G22
C12 B
e G21
t (2) >
@ 1) o1 n(1)

»

»

—_—
X1

Remarque : par convention, on posera que la contrainte tangentielle exercée sur
la facette o,,=—0,, (elle est orientée au sens opposé de oX; )

Les composantes du vecteur contrainte T exprimés par rapport (o,>*<1 , X2, >“<3)
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_ |ouni+o12n2 Ni=CoS & _|—sing
T=|o2tN1+022N2 Avec i |{nz=sin @ t| coséd
0 0 0

D'ou To=T A =0110080C0SO+ 5125INOCOSH + G21C0SASINO+ o 225iNPsin &

Th = 011€080C0SO+ 2 0125IN@C0SH + o225INGsind

En posant cos26=2cos@sind 00529:—1+c2529
sin26 =2sindcos @ sinzg=1- 02520
T (1+c032¢9j+ Sin 20 o1z (1_%529)022
Th= % (0'11 + 022 % o1 — 0'22) €0S20 + o125in26
De plus,

T =Tt =—0110058SiN@— 125IN@SiN@+ 02108260 + o225INE@CcoSEH

022 .:
+ > sin26

T = —9sin20- 612(

1—c0529) (1+c0328j
2 — |+ 022

2 2

012 012 o021 o021
(o22 —an)smze—T + 957 0820+ 5 + % 00520

NIH

Tt = % (022 —0'11)Sin29 + 012008268

* calcul des contraintes principales oiet o2 d partir du tenseur de contrainte

Oij

det(|0'ij|—O'|E):O = det(all_o_ o1z j =0

021 0O022—O0O
= (ou-o0)(c2-0)-0’=0

cuocn—ocoun—ococn+oc’-c5=0

c’—oc(ou+02)- 04 +o1102=0
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A= (G11+ 0'22)2 +40% —4ono22 = (0'11— O 22 )2 + 407,

' O‘11+ 022
D'ou ol=—F—

0'11+ 022

O2=——"57"—

Donc le cercle considéré est de centre

%\/ o11— 022 + 402,

O01—02

R= 5

Construction directe

:%\/(o-n— 02) +40}

—%\/ o11— 0'22 1403,

O1+02

_outo2

2

2

et de rayon

On peut alors construire le cercle de Mohr en connaissant les 2 points

diamétralement OppOSé P(O‘ll, 021) et Q (0'22, —0'12)

Tt

O21

v

o2

G22

-021

33
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CHAPITRE IIT : ETUDE DES PETITES DEFORMATIONS ET DU TENSEUR
DU TAUX DE DEFORMATION

1 -Le tenseur du gradient du vecteur déplacement

Une propriété essentielle du milieu continu, c'est qu'une fois soumis a des
contraintes, les «éléments de volumes subissent des changements de position,
d'orientation et de forme que nous allons préciser.

Considérons dans un référentiel cartésien, la position du point P d'un corps
continu avant et apres la déformation (déformation infinitésimal)

Avant la déformation P (x1, x2, X3 )
Apres la déformation P’ (x'1, X'z, X'3)

Le deplacemen‘r du pom‘r du corps apres la déformation est représenté par le
vecteur U = pp' = op' — op qui aura pour composante suivant les 3 axes.

Ut = X1— X1

U2 = X2— X2 noté aussi Ui = Xi — Xi
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Us = X3— X3

Le vecteur u; est appelé vecteur déplacement (ou déformation). La donnée de u
en fonction des x; détermine complétement la déformation du corps.

De méme qu'au cours de la déformation du corps. Les distances entre les points
du corps varient.

Soient deux points infiniment voisins (avant la déformation) P(x1, X2, x3 ) et
Q(x1+dxq, x2+dx2, x3+dx3). Si dx; est le rayon vecteur entre ces deux points
avant la déformation, il devient aprés la déformation dx'i = dxi+ du; et les
composantes du vecteur PQ sont :

dx'1 = dxi1+ du:
dx'2 =dx2+du?2
dx's = dxs+dus

et comme u; dépend des x; cdd que ui=u1(Xz,X2,X3)
U2 =U2 (X1, X2,X3)

Us=Us (X1, X2,X3)

Par conséquent

dUlZ%Xm+%dX2+%dX3
duz= glj(j dx: + gii dxz + glj(j dxs
dUl:%Xm-F %dm +%dX3
=
dx, = dxi+ gl:(i dx1 + S)L:z dxz + 2?(: dxs
dx, = dx2+ gl:(i dxa + gl;(z dxz + %dm
dx, = dXs+ gl:(j dx1 + gl:(z dxz + % dxs
Ou encore dx{=dxi+g—::;dxj (j=1,2,3)
PG =PG + du
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Aussi on peut écrire . PQ +QQ'= PP’ + PQ’
OG- PP+ PO PO
QQ=i +PG+ di- PO

PQ' = PQ + du
8U1 aul aul
du, = —=d —dXx, + —dx
" o, Xt OX, o OXs °
— ou ou ou
du =|du, = —2dx, + —2dX, + —=dx
. Y=o T T ey, e e O
OU, OU, OU,
du, = L2gx, + Mgy, + WHU3g
s o, fF OX, X2 ¥ OXs Xs

ou ou o du
axl 6X2 6X3 Xm
I ou ou, ou, dx
= du = 2 2
0%, OX, OXg dx,

OU, Ous OUg
0%, 0%, 0Xg

du=|G|dx =|G| PQ

dx'y,dx,, dx'; sont les composantes du vecteur P'Q' qui peut s'écrire sous la
forme :

PG = PG + &

FQ:FQ+‘G‘ @ avec @'zﬁ +du
=y
= PP'+ |G| PQ

|G| désigne le tenseur gradient du vecteur déplacement équivalent a
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ou;  ouy ou, %
0%,  OX, O0X%s 0 X, dx
— — - 1
|G| _ 8u2 aUQ 6U2 du :| G | PQ U= 6u2 dXZ
0%, O0X, 0X%3 0X, dx
Ou;  Ou, OUg oug ?
00X, 0%, O0Xs 0 X3
Remarque

Dans le cas des petites déformations, les termes de la matrice |G| sont trés
petits devant 1.

sl

c a d que la variation de la déformation relative au corps est trés petite devant
la variation d'un point du corps au cours de la déformation.

2- Le tenseur du taux de déformation

Le tenseur |G| peut &tre décomposé en une somme d'un tenseur symétrique
| Alet d'un tenseur antisymétrique |Q|

[G] =[a]+[Q]

Les deux tenseurs | A| et |Q| ont pour coordonnées
1 6Ui an 1 6ui aui
Aj=1] T T e =1 &0 20
! 2(8)(]‘ +8Xij ) Z[GXJ' 0 X;

cadque

37



Uy 1f Ouy  OUp ) gf OUy  Ous
0X, 2\ Ox, OX, 2\ Ox; 0OX,
€11 €12 €13
1 auZ 5U1 5U2 l auZ au::,
Al=lei| =13 =2+ — Sl ot || =
4] ‘8 " 2| ox, " ox, 0X, 2| ox,  ox, i” 8822 izs
31 32 33
1f QU5 Ouy) [ Ou; Ou, Ous
2\ OX, OXj 2\ OX, OXs 0X3
0 1f Oup _Ouz) 10Uy Ous
2l ox, 0%, ) 2| ox3 Ox, 0
Q= |4 Mo 0 BIRCCE SN o ‘53 _if
2\ 9x, Ox, 2\ 0x;  OX, =8 !
S 2 $1 0
1f Ous _Ou ) g dus ou, 0
2\ Ox; OXg3 | 2\ X, 0OXs
Par conséquent la formule (1) QQ =PP'+ |G| PQ  se transforme en

QQ' =PP' + |A| PQ +|Q|@
Si on considére le vecteur o (51 L EL, & 3) associé a la matrice |Q|

Ona || PO - APG

ou; Ou,
: OX, OX
1
avec w=| (=3 TS| - Loty
& ou, ou,
ox  0X,

U est appelé vecteur
dou QQ' =PP'+ [A| PQ +@ APQ
Il en résulte que la transformation Q a Q' fait intervenir trois caractéristiques :

1- une translation infiniment petite (z)définie par PP
2- une rotation infiniment petite (R) définie par le vecteur w (51 &y 53)
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3- une fransformation linéaire (D) appelé déformation pure définie par le
tenseur symétrique | A|=| ¢ ;| (appelé tenseur du taux de déformation)

11 €12 &3
|A|=‘€ij‘= €1 €22 £33
E31 &3 &3

Si Q=] ¢ i; est appelé taux de déformation unitaire
sii#] ¢ i; est appelé taux de déformation angulaire

3- Définitions élémentaires du taux de déformation

Nous allons considérer une déformation autour d'un point O.

Pour cela considérons avant la déformation un triédre tri rectangulaire, issue du

—_— — —

point O(o, X1 4 X, ,x3) telque OA=dx; , OB=dx , OC=dx;3

Apres la déformation, il devient (0', X'y X', o, X' )

> 1
3
C
dx
O dX2
\\ B
dx .
] /2
A~ \
\\\ 4\\
? \ u
! —> =
u+du s,
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* On définit la déformation longitudinale unitaire suivant ox, ('allongement

unitaire)

O'A'—OA:duleu1 X, 4
OA dx, AX,

En=

De méme pour les composantes

AU
u, AU,
et & 33 =
AXZ AX3 >

& n=

* On définit la déformation angulaire des axes ox, et ox, c'est l'angle qui a

£12=7% -6

notee >

Ceci par un volume situé dans le plan (x1 , x2 )

A
X2 P
Aup -7 ,/I
AXZ '//?’/ e I,/
I/I ’,—’Tu
II ,—"” AUZ
’ _,f", \ llyl o
AXq X1
Au
Avec W, ~—2
AX,
Au
Y, = !
AX,
i - l AU 1 AU 2
ep=Y+¥Y, = 5 +
AX,  AXy

AU,
AX 4

avec &3 ~ %[

42l

X1

j et ¢4, =

1 AU3
= +
Z[sz

40

Au,
AX,
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Remarque

* La déformation longitudinale sera considérée comme positive, s'il y a
allongement dans la direction considérée.

* La déformation angulaire est considérée comme positive, s'il y a
diminution de I'angle droit.
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CHAPITRE IV- LES RELATIONS FONDAMENTALES DE LA DYNAMIQUE
(LES EQUATIONS DE CONSERVATION)

1- Rappels mathématiques

Théoréme de la divergence

Ce théoréme permet de transformer une intégrale de volume en une intégrale de
surface.

Soient S la surface fermée entourant le domaine V. A(M) un vecteur défini

dans V et sur S et n le vecteur normal a dS
Le théoréme s'écrit :

. . S A
jvduvAdV=LAndS=jSAnds ;
dS !
Flux du vecteur A sortant par la surface S ;A >
M n
V
A
si A A, n |n,
A N

Cette formule peut s'écrire sous la forme :

I(aAlJraAeraA3

%, OX, axsjdv - IS(A1”1+A2n2+A3n3)dS

Qui peut s'écrire

[ 9A 4y - [ A dS  formuled'Ostrogradasky
\Y axl S

*x

si f est une fonction scalaire

IV grad f dV = L fndS formuledeGauss
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* Formule du rotationnel

[[rtAdv = [ (0 AA)ds

* Formule de Stokes

Elle permet de transformer une intégrale de surface en une intégrale
curviligne.

En effet, si on considere une surface S limitée par une courbe fermée C, sur
laquelle, on fixe un sens de circulation

—_ — —

js nrotAds = IC Adl le travail (circulaire) de A le long de la courbe

fermée
= au flux de son rotationnel qui s'appuie sur
cette
courbe.

2. la dérivée particulaire

Soit une fonction f (M ,t) définie dans le repére (o_xi ,0X, o_x;) lorsqu'on suit le
point M dans son mouvement la fonction f (M ,t) est une fonction g(t) de la

seule variable t .

Par définition, on nomme dérivée particulaire (ou dérivée matérielle), la quantité
df

dt
Eneffet,si f(M,t) = f(x,X,X;,t)
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df aerc’?fdlerafdx2+c’9fdx3
dt ot ox, dt ox, dt 0x, dt

En posant u;, = ax
dt

df of of o0 f of
—=—+ U +U,
dt ot 0% 0X, 0%,

Qui peut s'écrire aussi sous la forme

—=—f+J-grad f =a—+u.—
ot

* la dérivée particulaire d'une fonction vectorielle A (M ,t), lorsqu'on suit M dans
son déplacement

d_A:%_F(J grad)K__A'_{_ J%
dt ot 0 o,
terme local terme convectif
- — 0 0 0
u-grad = u,— + U, — + U,

0X, 0X, 0 X,

Si le vecteur A est égal au vecteur vitesse U

di  ad . ad _u? _
y =— =—+(u.grad)i = —+ grad — + (rotu)Au
Accélération Accélération locale Accélération convective

* Dérivée particulaire d'une intégrale de volume (théoréme de transport)
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Soit une intégrale de volume définie par :

| :If(M,t)dV

La dérivée particulaire de I donne :

di df -
— = | (—+ f.divU)dVv

dt J(dt )
E—j(—m.vfu U.gradf )dV
E_j(—m.va)dv

Et d'aprés le théoréme de la divergence

_ gy v+ [fU
v S
Si | estune quantité vectorielle 1 = IA
Vv
a_ j%dv +[AU.fids jap‘ v + [ AU,.dS
dt ot
Vv S Y S
‘;—' _ [Py [AU,.ds
tya S
Remarque :
Si:f=1 | = Idv =V volume dans le domaine D
Y
dl " .
i 0+ jUn.dS Débit volumique sortant de S
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Le lemme fondamental

Soit f (M) une fonction continue dans un domaine D.

Siona: J.f(M)dV:O
D

Alors pour VD la fonction f (M) =0

Ce lemme peut €tre aussi utilisé sous la forme :

Si [f(M)dv = [g(M)dv alors  f (M) =g (M)
D D

3- Les Equations de conservation

i- Equation de conservation de la masse ou équation de continuité

Soit un volume V d'un milieu continu que l'on suit dans son mouvement et dont la
masse M = [ pdv

Vv
Etant donné quil n'y a ni source ni puit, M reste constante lors de son
déplacement.

La dérivée particulaire ™ _ ij.p.dV =0
dt dtV

D'apres le théoréme de la dérivée particulaire d'une intégrale de volume

d dp Ly
ajp,dv _J v +\_/[p.d|vU.dV =0

j (d—p + pdivU)dV =0
o dt

Etant donné que V est arbitraire (lemme fondamental)
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‘jj—/t’+ pdivU =0  Equation de Continuité

Si le milieu est incompressible p =cte alors :

divﬂ=%+%+%=0
OX, OX, OXg

Application a un écoulement d'un fluide permanent
Il a rappeler que le débit massique a travers une surface S :

- le débit : c'est la quantité de fluide par unité de temps

- le débit volumique : surface x vitesse

- le débit massique : masse volumique x débit volumique = p xS xV
Lorsque la vitesse n'est pas constante a travers la section.

Q= [wds Q,=pQ

Si on applique la conservation de la masse de I'écoulement permanent d'un fluide
a travers une conduite

S2

U,

La conservation de la masse s'écrit pour le cas d'un écoulement permanent
PLS U= P, S, U,

Pour le cas d'un fluide incompressible
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ii- Théoréme de Quantité de Mouvement

Soit un domaine D de volume V et d surface S en mouvement

.I__’

L'équation de conservation de quantité de mouvement est donnée par le
théoréme de quantité de mouvement

41 - 2 - R

Par définition, les éléments de réduction au point M pour chaque torseur

K = jp.ﬁ.dV
[KI=1 . SN
My (K) = j OMAp.ddV
D
7=[p7av
[Al= rS
Mo(7) = fOMAM dv
D

Fod = [ R0V + [TdS

[Fex]=1 o 3 S
Mo (Fext) = [(OMAp.F,.dV) + [ (OMAT)dS

D D
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Cette égalité entre es torseurs se traduit par 2 égalités vectorielles

% j pa.dV = j p.R.dV + jf.ds F, = Force de volum% unité de masse
v Y, S

Ceci peut s'écrire sous la forme :

%j puidV = [ p R, dV + [T.ds
V \Y S

Le vecteur contrainte : Tj = ojjn;
d
ajp.ui.dv = J.'O'FVi dVv + Iaij.nj.dS

Vv % S

D'apres le théoréme de la divergence

a . .
J‘ﬂdv = .[a”n]dS
Y an 3

d foloxt
Ej.p.ui.dv = [ PR, AV + jaT'_‘.dv
v Y, v )

De méme
d [puav = opY) gy 4 [ pujup.s
dt,) o ot :

= j%.dv +J'p.ui.%.dv
v @ Vv %

- jui.‘jj—p.dv + J‘p.%.dv + J.p.ui.%.dv
v v @ Vv %

d du; do OUj
— | puidV = | p.—LdV + |u; (= + p.—1)dV
dth ! Jp dt J Cqe 7P axi)

ﬁ_/



J‘p.%.dv = [pFy Qv +jﬂ.dv
v t v v an

V est un volume arbitraire

D'ou I'équation du mouvement du corps continu

du; 0ojj
— = pF, +—1L
r dt » Vi an
A l'équilibre
dui _
dt
doijj

On retrouve P fi=0 avec: fi = p.Fy,

J

iii- Equation de conservation de |'énergie

Rappelons le théoreme de I'énergie cinétique

dEc
—~ =P, +P
dt ex Int
Puissance des forces extérieures . Puissance des forces intérieures
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Si on reprend I'équation du mouvement

dul 60‘ij
= pF, +—
P- at P-Fy;

Si on multiplie les 2 membres par u;

Uj dui _ ui-F: +U; —aaij
P dt PUi-Fy; I.an
d u? o(uj.oij) ou;
p— (=) =pu i F S L ij- !
dt 2 6Xj axj
Considérons un domaine D de volume V et de surface S
d u? o(uj.cjj) ou;j
—(—).dV = pu;.FR,. .dV + dv — —'dV
P dt( 2) PUi-Fy; axj 5‘Xj

Intégrons cette équation dans le domaine D de volume V

-[pdt 7)dV Ipu,F dV+I(

NV T
X v axj

jp—dv [ pui.Fy AV + [ug.oijn; .0 - ja,, i gy

Vv S Vv
/v\_v_/\V/\V/

%f/_/

/ f

Forces de volumes Forces de surfaces

— _/

v

;

Puissance des forces extérieures

Puissance des forces intérieures




Cette équation peut s'écrire sous la forme

Avec

dEc
—= =P, +P;
dt ex int

Pext = J.p.ui.FVi av +Iui.aij.nj.d8

\Y S

OU;
Pint = —J.O'ij.—ldV
Y an

* Maintenant énongons le premier principe de la thermodynamique dans le cas

général :

¢ _, .

= + —
dt % dt w

E : énergie totale

Puissance des forces extérieures

Avec: E=U+Ec

U : Energie interne du systéme

Ec : éner‘gie cinétique

dQ _
dt
travers V)

52

\Y

T

Puissance thermique
(Taux de chaleur regue par le systeme)

U = [epdv

e : Energie interne massique

= Chaleur regue par contact (a travers S) + chaleur regue a distance (a




= Iq.dS + Ir.p.dv r : taux de chaleur massique

S Vv
q : taux de chaleur a travers dS
= —Iq-ﬁ-ds + fr-p-dV q=-Gfi=-K.gradT.i (Loi de Fourier)
S v

du | dEc _
E— — nds + | r.pdVv

gt ar et I " \J; P
Comme di = Pex "‘Pint

du -
— E+Pint = —Iq.n.dS + Ir.p.dV
S v

ije_p_dv = —jq.ﬁ.ds + jr.p-dV —Pint
dt s v

——— jp—dv = j%q:dv +\./|.r.p.dV +Jaij.gx—“;dv

Le volume est arbitraire

Equation de conservation de |'énergie
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CHAPITRE V : APPLICATION AUX ECOULEMENTS DES FLUIDES
PARFAITS

1- Dynamique des fluides parfaits

1.2. Introduction

La dynamique des fluides parfaits concerne, le mouvement des fluides non
visqueux

1.3 - les équations d'Euler

En mouvement, les forces agissant sur la particule d'un fluide parfait sont :

- les forces de volume : exemple, la gravité
- les forces de surfaces : exemple, la pression

- les forces d'inertie : proportionnelles a I'accélération y et au volume.

Cet ensemble de forces satisfait la loi de Newton :

En statigue y =0 donc X F =0 . En raisonnant sur un élément de volume
parallélépipédique on avait trouvé comme équations régissant I'équilibre :

oo
O0X

ij

+ pFv, =0 avec oi; = — Py

J

op

0X,
ap

_8x2
op

_6x3

Donnant : -

+ pFv, =0

+ pFv, =0

I
o

+ pFy,

En dynamique des fluidesy = 0. Donc & partir des équations précédentes, au
second membre, on ajoute le terme m 7 .

Ce qui donne :
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—

SF = m y avec m;: pdx, dx, dx,

N

0

- p+val=p71
1

op

- +pkR,. =
ox, TP =P
ap

- +pkR,. =
ox, TP =P

Ceci peut s'écrire sous la forme vectorielle :

—_—

y = (jj_l: = FV — — grad p équation d'Euler

SR

Ces équations sont valables pour un fluide non visqueux, compressible

incompressible.

1.2.Autre forme des équations d'Euler

Soit le champ de vitesse u , tel que :

du,
dt

u _
U u1 avec 7 _du du,
2 4 dt | dt
Us du,
dt

ou

On obtient ainsi la formule classique des équations d'Euler, valable pour un fluide

parfait :

du ou ou ou

L4 U, —+ U,— + u, l=F\,—lap
dt 0X, 0X, 00X, Lop 00Xy
du ou ou ou

2 F U, —2 4 U,—2 + u,— = R, _1op
dt 0X, 0X, 0X, P p OX,
du ou ou ou

Pru, —+ u,— + u, 3:Fv—lgp
dt 0X, 0X, 00X, P p 00X,
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1.3- La relation de Bernouilli

Soit I'équation du mouvement permanent d'un fluide parfait.

—

du _— —
— = pF, — grad
P qt pry — 0 p

Cette équation peut se mettre sous la forme suivante :

d—J— £+ grad£+ rotu AU =pF, — grad p
Pyt ~Par *° TP pFy

Hypotheéses

, ou
- Pour un écoulement permanent T 0

- Pour un écoulement irrotationnel rotu =10

—_—

—_—

- Si FT[ dérive de la force de pesanteur F, = — grad gh
- Si p=cte

u’ — —

p grad > = — pgrad gh — grad p

2

P
= grad(u—+ gh+£) =0
2 p

— + gh +

P cte Equation de Bernouilli
2 Y

1.4- Interprétation Energétique

L'équation de Bernouilli est une forme particuliere du théoréme de la
conservation de I'énergie appliqué a l'unité de poids de I'écoulement d'un fluide
non visqueux.

2
1u” + P h -
2 9 P9 \
énergie cinétique énergie de pression énergie potentiel
par unité de poids par unité de poids par unité de poids
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I'énergie par unité de poids est I'équivalent dimensionnel d'une hauteur définit
2
par I qui est appelée la charge totale.
24 P9

1.5- Interprétation graphique

Sur un plan représentant le tube de courant considéré, on porte verticalement
2

les quantités — , 2 h
29  pg
i % ligne de charge
h, =—
V%—\ ligne piezométrique
y
p

tube de courant

y [

»

Plan de référence

h : cote du point considéré
hp: cote due a la pression
h+: charge totale

Y

g + h : Hauteur piezometrique
o,

1.6.Application du théoréme de Bernouilli

Pour appliquer le théoréme de Bernouilli, il faut :
- Définir la nature de I'écoulement (permanent, non permanent, rotationnel ou
irrotationnel, visqueux, non visqueux)
- Fixer judicieusement les points amont et aval du tube de courant pour
lesquels on applique le théoréme
- Fixer un plan horizontal de référence

a- Formule de Torricelli
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Un grand réservoir contient un fluide qu'il laisse échapper par un orifice étroit
de section S. On se propose de calculer le débit du fluide qui s'écoule.

A

S section de l'orifice
w section contracté

g =C(1 C : coefficient de contraction

L'expérience montre que les lignes de courant sont paralléles et rectilignes a la

sortie de la section contractée

- Donc on considere |'écoulement irrotationnel
- On choisit un plan de référence passant par l'orifice B
- le point A sur la surface libre, le point B apres l'orifice

Donc Bernouilli, va s'appliquer entre un point A quelconque de la surface libre et
un point quelconque B de la surface contractée.

2
V—A+ &+hA=—B+ -2 + hg
29  pg 29  pg
Au point A V, = 0 grand réservoir
Pa = Pam
h, =h
Au point B hy = 0 référence
Vg 0
Ps = Pan dans l'orifice 8Xp3 =0
2
D'ou 0+ Pam L h Ve | Pam
P9 29 P9
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et V¢ = 2gh = V,=,/2gh

D'ou le débit @, (m3/s) = wV, =cs,/2gh

b- le tube de Pitot

C'est un appareil qui obéit au principe de Bernoilli et qui permet de mesurer les
vitesses d'écoulement en un point.

Si le tube de Pitot est placé dans un écoulement paralléle et uniforme, Bernouilli
donne entre A et B :

ﬁ+&+h—£+&+h
A=

29 £9 29 £9

Aupoint AV, =0 (Point darrét)
h,=0 (Référence)

Au point BV, =V (écoulement uniforme)
hg =0 (hy=h, =0)

' V2 _ Pa—Pg —V = 2(pA_pB) _ 2pHggAh
29 ol’) P flide P flide
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c- Tube de venturi

C'est une fuyaurie convergente - divergente qu'on intercale dans une conduite de
section S;dont on veut déterminer le débit

P1 ! IAh
; e - = : P2
S : U, : S, » U,
—_—
@
@D
Avec la section S;et S;, Bernouilli s'écrit :
2 2
u_l+ ﬁ'i‘h _u_2+ &+h2
29  pg 29  pg
h, = h, =Référence
uon P

29 pg 29 pg
Avec la continuité S u, = S,u, (fluide incompressible)

o P _u-ouw _u
29

P9 P9 29 u;

P — P _ﬁ(l_S_ZZ

Py 29 S/
[2 _
D'ou u, = S Sl -
~ i ot
Sf
p1 - pz

La différence se détermine a l'aide de deux tubes piézometriques ot a

P9
I'aide d'un manometre différentiel relié a deux prises de pression statique.
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D'ou le débit dans la conduite
Q (ms/s) =U,S,

1.7- Généralisation de |'équation de Bernouilli

i) Cas des fluides réels (fluides visqueux)
Pour un fluide réel, I'écoulement s'effectue avec frottement, et par conséquent
I'effet de viscosité provoque une perte d'énergie le long de I'écoulement et le

bilan énergique par unité de poids n'est plus constant.

On dit qu'il se produit une perte de charge. Ainsi entre deux points A et B de
I'écoulement, on aura :

usi uz
L Pu +h, |- | = + e + hg | = AH
29 P9 29 P9

AH : Perte de charge entre les ponts A et B
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Chapitre VI : Application aux écoulements des fluides visqueux

1- Dynamique des fluides visqueux

Nous avons déja vu qu'un milieu continu en mouvement est caractérisé par
I'équation de conservation de quantité de mouvement :

%_ +50'ij
P dt P Vi an

Si on considére la loi de comportement du fluide visqueux est celle d'un fluide
Newtonien :

ojj =—Pdjj+7ij avec  zjj = 2u.jj + A& Oij
oij = —Pdij + 2 .65 + e G

Ou sous forme matricielle

loj| = —P.Ig +2uleij| + At 1

On aura donc les composantes suivantes :

* Pouri= | g9j =1

Gllz—P+T11= —P+2.ﬂ.%+l(%+aﬂ+%)
aXl 8x1 8x2 aX3

092 =—P+T22 =— P+2.ﬂ.a&+i(%+%+%)
aXZ 8X1 8x2 8X3

033 = —P+Z’33 = — P+2.ﬂ.%+ﬂ(%+&]—2+%)
8X3 aXl 6x2 8X3

*Pour i=j =0

%_{_aﬂ)

O19 =091 =112 = ..(
12 21 = 12 oo X
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ou ou
O13 =031 =743 = p(—= + 1)

8X1 8x3

8u2 6u3
O3p =093 =733 = .(—=+—7)

OX3 aXz

Si on revient a 'expression g;j celle-ci peut s'écrire sous la forme :

ou;
oij =P + (4 Thy 1 Mk
;o )

. OUj
Avec &ij =2+ et U = g =divi =V.u
axi axk

duI uj uj 0aij

=p (Ui =) = pF, +—2
e Pl e
au; u; oP 0 , ,ou; OUj ouy
—+u L + A.— 6
A Ja ) X OXi ((8x ax)) axj( Xy i)

Supposons que u et A sont constantes

ou; au, P, 0 o auj ouy
PG HUI o) = PR g i (GO axj(axi) ax(axk)
ou;
En posant i(—J) = i(V.u) = i(divU)
8Xi 8Xj 8Xi aXi
U au, P ouy
—+u R, ———+udu+pu—(—
P i3 ) p. ox . ”a (8)() v (ak
ou; OU; oP 0
p( d UJ a—l = IO'FVi —&'F,U.AU +(/J+ﬂ)87(VU)
Xj i

Sous forme vectorielle :
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,o.(%u +0.V0) = p.R, — gradP + Al + (u + A)grad (div.0)

Pour le cas d'u fluide incompressible p=cte divii=0

On obtient les équations de Navier - Stokes

,0(?5u +0.Vi) = p.lfv — gracTP + u AU

Projetée suivant les 3 axes 0¥;,0Xy,0x3

du P %, 22w
= PRy
dt aXl 8X1 8x2 8X3

du P . 82u2+82u2 0°u,
Xy o oxk  ox %

du oP 2us 0%u, A
3_ o, JL 23+ ZsJr 23
ol 8X3 8X1 8X2 8X3

2- Equation de conservation de |'énergie

La relation donnée par la mécanique des milieux continus

Avec e énergie interne par unité de masse
q : taux de chaleur passant a travers dS
r: terme source

D'apres la loi de Fourier g; = —k.S—T
X

gi : flux de chaleur

64



k: la conductivité thermique

et d'apres la loi de comportement

Gij = _P5ij +Z'ij

de o0 , 0T OU;
— =—(k—)+r.p+(-P&; +7;;) —
pdt 8Xi( axi) P+ (=P TlJ)an
de o , 0T o o

—=—(k=—)+rp—P— g —
Pt "ok Ko TP P o T o,

Posons y =r.p le terme source

¢ =1 % Dissipation visqueuse par frottement
1

Lde_ 0oty pau

dt 6xi 5Xi OX:

+y+¢

Equation de I'énergie écrite autrement

* en fonction de I'enthalpie

On sait que :
h=e+— h: enthalpie par unité de masse
Yol

L'équation de continuité

do . dp O
—+ pdivi=—+p—=0
a7 dt 7 ox
% = _ld_p = pi(l)
OXi p dt dt p
P _p 0 1)

aXi dt p
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de o, 4T d 1
—=—k—)-Ppo—(—)+y+
P 8xi( axi) pdt(p) v+

Sachant que h=e+ P
o,

QZ%_FE(E):E_FECI_P_FPE(E)
d dt dt p° dt pdt dt p

dh dP o , oT
———=—Kk=—)+w+
r dt dt aXi( aXi) Ve

* en fonction de I'entropie

Comme de=TdS _Pav avec S : entropie par unité de masse
m

de =TdS —Edv
m

P _Lypvy-Yap
m m m

=  —
d(PV) = PdV +VdP P)_d_P

—d(=
PP

Dot de =Tds - d(E) +d—P
PP

— dh:de+d(E)
P

P

dh=Tds—d(D)+ P 4 a®y
pp P

dh :Tds+d—P

P
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dh o ds dp
Pat ~ P at dt

ds 0 oT
—— T~ (KX)) 4w+
dt 6Xi( aXi) Ve

* en fonction de la capacité calorifique & pression constante

h est fonction d'état en particulier, on peut I'exprimer en fonction des variables
(P.T)

oh oh
dh = (—=)7dP +(—)pdT
G dP+ (e
oh oh 1
Avec (=)p=C, et ()r=—@Q-pT
(5P =Cp S p( BT)
B : Coefficient de dilatation cubique

__ Lt
B= p(ﬁ.l_)p

Pour le cas des gaz parfaits = —%

Par conséquent  dh=C,dT + l(1— ST)dP
o,

D'oll @:de—T+l(1_ﬂ_T)d_P
dt da p dt
dh dP 0o oT
—— ——=—(K—)+y +
Pa T at o a) TV
dT dP dP dP © oT
—— Ch—+——pT———=—(K—")+yw+
PO Ta e 8xi( axi) vé
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dT dP 0 oT
e —— p.Cp.E—ﬂ.T—:—(K—

. +y+
dt 8xi axi) Ve

Si: p=ce /—> B=0

3.- Résumé : Formulation mathématique des problémes de Mécanique des
fluides (Ecoulement Laminaire)

Les grandeurs locales et instantanées que I'on cherche a calculer sont en général
au nombre de six P,p, T, uj. Elles sont lies par 6 équations couplées, qui

expriment pour un fluide visqueux Newtonien :

- I'équilibre local du fluide (équation d'état)
- la conservation de la masse

- la loi fondamentale de la dynamique

- la loi de conservation de I'énergie

Dans le cas d'un fluide de viscosité et de conductivité thermique constante, nous
avons :

Equation d’état f(P,p,T)=0
d—p + p.divii =0
Continuiteé dt
dl_j S ] 11 e - —

p— = p.F, —gradP + 1. AU + (1 + A)grad (div.u)
Mouvement dt

'O'Cp'd_T_ﬂ-T-d_P = K.V2T +y+¢
Energie dt dt

En général F, et y sont données par la nature du probléme et ¢4 est la
dissipation visqueuse.
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Pour le cas d'un fluide incompressible, le systeme se découple en 3 équations :

Continuité

Navier - Stokes

Energie

divi =0 p=Ccte

d = t .
pd_l': = p.F, —gradP + AU

dT 2
Ch—=KVT+y+
PC v+e

Si le fluide est supposé parfait (non conducteur de chaleur et non visqueux) et
non chauffé (v =0) et si le fluide se comporte comme un gaz parfait,les

équations s'écrivent :

Equation d'état :

Continuité :

Mouvement :

Energie :

P= pli/l—T

((jj_/t) + pdivi =0
p% = p.F, —gradP
pcp%%—ﬂngzo

4- Quelques solutions analytiques des équations de Navier - stokes

4.1-Ecoulement Laminaire entre 2 plaques paralléles

X2

fluide

- »
X
X3
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Hypotheéses

1- p=cte, fluide incompressible

2- Les plaques paralléles s'étendent a l'infini suivant la direction X,, —

3- Ecoulement laminaire unidimensionnel, u, =uz =0

4- Ecoulement permanent, % =0
5- Fluide non pesant, F, =0
6- On néglige v =¢ =0

ou  dup Ouz _
8X1 6x2 aX3

Continuité : 0

— %zo ——
X

L'équation de Navier - Stokes

Suivant la direction 0% :

8u1 8U1 aul aul oP

P+ Th S iyt = Sk

ot aXl 8X2 8X3 aXl

2
 —— —@-F,uﬂ:o
aXl 8X2

Suivant la direction 0x;

_oP _
8X2

0

Suivant la direction 0x3

_oP _
8X3

0

U = f (X2, X3):>

(1)

70

=0

u = f(xp)



Donc d'apreés les équations de conservation

P=P(xq)
Up =y (X2)
1) — ﬂ = EE
Xy 0%
ay_1p
OXo 1 OXq
1 0P %3
|:> Ul(Xz) =———+ A.X2 +B
2] aXl 2

4 2- Ecoulement Plan de Couette

X2
A

v

Hypotheses :

- Plaque supérieure en mouvement de translation (V)
- Plaque inférieure fixe

Rappel de I'équation du mouvement entre 2 plaque paralléles

2
Ul(Xz) = ld—Px—z-i- A.X2 +B
uaxg 2

1

Les conditions aux limites
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Siix=0 uy=0 B=0

2
Xo=h w=U Uzlj—Ph?JrAh
A OXq

4 . \ P N4
Pour le cas de I'écoulement de Couette, on considere j— =0 (I'écoulement est

X
, ;. U
provoqué par le mouvement de la plaque supérieure), A= o
1 A} . . U
D'ou le profil de vitesse Up(xp) = X2
X2
A
>
» X1
4.3- Ecoulement Plan de Poiseuille
A X2
A
h
A 4 > X]_
Hypotheéses :

- 2 plaques sont au repos
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- Ecoulement engendré par g—P
X

L'équation de base

U = id—ng + AXy + B
2y Xm

Les conditions aux limites

Siix=0 uy=0 B=0

xo=h w=0 0=—IPp2 ani0
Z/J Xm
—— A= —id—P
2/,1 Xm
D'ou le profil de vitesse
1 dP
i == (G ~hxp)
2/1 dX]_
La vitesse est maximale pour duy _ 0 duy _ icll—P(Z.xz -h)=0
dX2 dX2 2.,u Xm
h
Uy = Upmax Pour : Xy = 5
PR
A
V\
h U max
A\ 4 > Xl
1 dP h? h?
Unx =5— (-
2 y7] Xm 4 2
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—ihzd—ID Avec : d—P<0 la pression décroit dans le sens de
8./,! Xm dX]_

Umax -
I'écoulement.

2
X5 X
Dol U =AU (-2 — 22
1 max ( h2 h)

* si on calcul le débit volumique g, par unité de largeur

dg, =wdS Avec: dS = dxp

h n X9 X%
Qy = J.o Up.dxo = j4.U maX(F_h_Z).dXZ
0

h
2 3 2 3
X X h h
Qv = "'-Umax{_2 -2 :l = 4-Umax{___:|

2h 3p2 . 2h 3p2
2
Qv = gUmax h
A X2
— >
U »
. mex > Umoy
2
Qv :§Umax.h :Umoy.h
2

Umoy = gumax
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4 .4- Ecoulement Plan de Couette généralisé

X2
A
LY
A >
h
y > X
Hypotheéses :

- Plaque supérieure en mouvement de translation (V)
- Plague inférieure fixe

- le gradient de pression S—P #0
!

L'équation de base

1
V7] =—d—Px§ + AXy, + B

2/,! Xm
Les conditions aux limites

Xo=0 uy=0 B=0

X2=h U]_:U U—id—th-l-A.h

B 2/1 dX]_

—— A=——-——Nnh
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S ¢ eSS SV

1" oudx 2 G ,udx12)2
1 dP, »

=——(X5—hXy))+—X

1 2.,udxl(2 2) 2

On constate que le profil est une combinaison linéaire des
précédents :

d_P < O
Xm
ri: P.o
Xm
d_P > 0
Xm
- Pour : g—P <0
X1 X2
A
> U
—
> Xl
L'écoulement est parabolique, mais non symétrique
- Pour : dp >0
Xm
X2
A
> U
—>

v
=

2 résultats



L'écoulement est renversé dans une partie de I'écoulement

Il serait intéressant de calculer le gradient de pression critique au niveau
duquel, il y a renversement de I'écoulement.

X2
A
> U
dP
— dP
g 0 > D o 0
> X1
@® _
Xm B
dP du dP
—eriti est obtenue en posant, —+ =0 pour: X, =0 avec — #0
(dxl)crlthue P dx, P 2 dx
Comme up = id—P(x§ —h.xo) +Ex2
2.1 Xm h
dy _ 1P, U
dX2 2.1 Xm h
. 1 dP U
Pour : x, =0 _ﬂh'(d_xl)critique . 0
dP U
 — —eritiqne = 24—
(dxl)crlthue H h2
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Si on pose la variable sans dimension

Ainsi on obtient le profil suivant :

X X
w=PUEZ-CDH+%

U
h

Et on aura pour :

P=-1

P<«1

U =-—Xp

X X U
u1=U(f—(f)2)+FxZ

X X U
u1=U(f—(f)2>+FxZ

X
u =+ (2)°

X X U
up = PU (ﬁ—(ﬁ)Z)TXZ

X2

h? dpP
P=— ()
2,LlU Xm

Ecoulement plan de Couette

Ecoulement parabolique non

symétrique

Ecoulement parabolique non

symétrique

Ecoulement critique

Ecoulement renversé

v
c

P=-7 a1

v

X
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TD DE MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

EXERCICE 1

On considere le champ d'écoulement bidimensionnel permanent d'un milieu continu défini
par le champ de vitesse suivant :

u, =-Ax,
u, = +AXx,

A est une constante

1. Déterminer I'équation et l'allure des lignes de courant
2. Déterminer le champ des accélérations

EXERCICE 2
Soit le mouvement caractérisé par :

U1: U01 exp (k"')
U,= Ugz exp (kt) ou k est une constante
U3= Uos exp (k"')

1. Déterminer la nature de la trajectoire du milieu continu en mouvement.
Déterminer les champs de vitesse et d'accélération en utilisant les représentations
Lagrangiennes et Eulériennes

EXERCICE 3
Soit le mouvement plan d'un milieu continu, défini par son champ de déplacement :

ax, +bx

1 y2.x2 2 y24x2
X£+X5 X{+X5

ax ) —bx
2 1 a b étant des constantes

1. Montrer que le mouvement est celui d'un milieu incompressible.
2. Montrer que le mouvement est irrotationnel.
3. Déterminer le champ d'accélération.

EXERCICE 4

L'air est considéré comme un gaz parfait et on admettra que la température est
constante.

1. Etablir la loi de variation de la pression en fonction de l'altitude.
2. A quelle altitude z, la pression est elle moitié de la pression atmosphérique Pqsp.

79



3. Tracer la courbe de la variation de la pression avec la profondeur dans l'eau et
avec l'altitude en supposant que la pression atmosphérique régne au niveau de la
mer.

On donne : la masse molaire de I'air M=29g, T=290K et R=8.32 J/mol.°K

EXERCICE 5

Soit un réservoir ouvert, équipé de deux tubes piézométriques et rempli avec deux
liquides non miscibles :
- de |'huile de masse volumique p;=850 kg/m3 sur une hauteur h;=6 m,
- de I'eau de masse volumique p,=1000 kg/m3 sur une hauteur h,=5 m.
On désigne par:
- A un point de la surface libre de I'huile,
- B un point sur I'interface entre les deux liquides,
- C un point appartenant au fond du réservoir
- D et E les points représentants les niveaux dans les tubes piézométriques,
- (0, 2) est un axe vertical tel que ZC=0.
Appliquer la relation fondamentale de |'hydrostatique entre les points:
1. Bet A. En déduire la pression PB (en bar) au point B.
2. A et E. En déduire le niveau de |'huile ZE dans le tube piézométrique.

EXERCICE 6

Soit un tube en U dont les branches sont trés longues de section s= lcm?, est
ouvert aux deux extrémités. Il contient de l'eau. D'un coté, on verse 10 cm® d'huile, la
différence de niveau des surfaces libre est x=15 mm.

1. Calculer la densité relative de cette huile.

2. On relie la branche qui contient de I'huile a une conduite de gaz pour mesurer la
pression de ce gaz. l'autre branche du tube est toujours en contact avec
I'atmosphére. La surface de séparation de I'huile et de I'eau se déplace de y=15
cm. Calculer I'exces de pression du gaz sur la pression atmosphérique.

EXERCICE 7

Soit en un point M d'un milieu continu, la matrice associée au tenseur des contraintes o

7a 0o - 3\/5
o= 0 28a 0
~3J/3a 0 13

Définie par rapport a (X;,X,,X;), k est une constante et a est un paramétre de charge :
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Quel est I'état de la contrainte en M pour a=0
Déterminer les contraintes principales pour a=1
Déterminer les directions principales

Calculer la contrainte appliquée au point M sur la facette de normale (/2/2,
J2/2,0)

5. Effectuer la représentation de Mohr

Hwn=

EXERCICE 8

Dans le cadre des petites déformations, on donne le champ des déplacements :
u, =kx,
u, =kx,
Uy = Kkx,

Ou k est constante petite

Déterminer le tenseur des déformations ¢;;

Déterminer les allongements unitaires principaux

Déterminer les directions principales

Déterminer le vecteur de rotation w ; En déduire le vecteur tourbillon

Hwnp =

EXERCICE 9

Soit I'écoulement plan de Couette d'un fluide visqueux entre 2 plaques paralléles
dont I'une est mobile de vitesse Ug

X
A 2

\ 4

v
=

1) Déterminer le tenseur des déformations
2) Déterminer le tenseur des contraintes

3) Déterminer le vecteur contrainte T agissant sur un point M du fluide dont la
normale i a pour cosinus directeurs (1,1)

EXERCICE 10
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Un réservoir cylindrique représenté par la figure est ouvert a l'air libre, a une section
Sa de diametre D, = 2 m. Il est muni, d sa base, d'un orifice de vidange de section Sp et
de diametre Dg = 14 mm. Le réservoir est plein jusqu'a une hauteur H=(Z, - Zg) =25 m
d'un liquide considéré comme fluide parfait, de masse volumique p=817 kg/m’.

Partie 1 : On considére l'orifice fermé par un bouchon.

1. En appliquant la relation fondamentale de I'hydrostatique, déterminer la pression Pg au
point B.
2. En déduire la valeur de la force de pression Fp s'exergant sur le bouchon.

Partie 2 : L'orifice est maintenant considéré ouvert.

On procede a la vidange du réservoir.
Le liquide s'écoule du réservoir par l'orifice. Sa vitesse moyenne d'écoulement au point A
est notée V,, et sa vitesse d'écoulement au niveau de l'orifice est notée Vp.

1. En considérant V420 et en appliquant le théoréme de Bernoulli entre A et B, établir
I'expression littérale de la vitesse Vg en fonction de g, H et a.

2. Calculer la valeur de a. L'hypothése de considérer un niveau H du fluide variant
lentement est elle vraie ? Justifier votre réponse.

3. Calculer Vg en considérant I'hypothése que V4=0.

4. Calculer le débit volumique Qy du fluide qui s'écoule a travers l'orifice.

5. Calculer la durée T du vidange, si ce débit restait constant.

EXERCICE 11

Une conduite de section principale S4 et de diametre d subit un étranglement en B ot sa
section est Sg (Voir figure) On désigne par a = 5,/5; le rapport des sections.

Un fluide parfait incompressible de masse volumique p, s'écoule a l'intérieur de

cette conduite. Deux tubes plongent dans la conduite ayant des extrémités
respectivement A et B.

Par lecture directe de la dénivellation h, les deux tubes permettent de mesurer le débit
volumique Q, qui traverse la conduite.

1) Donner |'expression de la vitesse Vg en fonction de V4 et a.

2) Donner I'expression de la différence de pression (P4-Pg) en fonction de p, V4 et a.

3) Donner I'expression de la vitesse d'écoulement V4 en fonction de g, h, et a

4) Donner l'expression du débit volumique Q, en fonction de d, g, h, et a .En déduire
I'application numérique du débit Q, pour d=50 mmeta=2,

Sp >
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EXERCICE 12

Soit I'écoulement laminaire permanent d'un fluide visqueux dans un tuyau, obéissant a la
loi de distribution des vitesses :

V(y)= ay(b-y)
On donne p= 4.10% Pa/s, p= 900 kg/m3, R=5cm et V=16 m/s

1. Exprimer les coefficients a et b en fonction de R et Vi

2. Calculer la force de viscosité par unité de surface Fs pour des couches fluides a
la distance y distance y de la paroi du tuyau.

3. Calculer en N/m? le module de la force de viscosité a la distance R/3 de la paroi

EXERCICE 13

Soit le mouvement permanent d'n fluide visqueux incompressible entre deux plaques
horizontales distantes de h. L'écoulement du fluide se fait suivant une seule direction
X, le mouvement est provoqué par :
e Le mouvement uniforme de vitesse V, de la plaque supérieure, de cote y=h, alors
que la plague inférieure est fixe
e Et un gradient de pression, appliqué a la direction de Ox,. G est une constante

positive
ap_
&—_G
1. Montrer que le champ de vitesses du fluide en M est indépendant de
I'abscisse x .
2. Montrer que I'accélération du fluide est nulle en tout point M
3. Ecrire I'équation de Navier-Stokes au point M du fluide et déterminer la
loi de pression au point M. Etablir la loi de distributions de vitesses v(y) du
fluide
4, Calculer la force de viscosité par unité de surface F, au niveau de chacune
des deux plaques, puis au hiveau du plan médian (y=h/2)
5. On se place, dans le cas de I'écoulement de Couette. Déterminer la loi de

vitesses v(y)

83





