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INTRODUCTION GENERALE

La MMC
Etude de I’équilibre et du mouvement des systémes matériels continus déformables soumis a

des sollicitations mécaniquesetthermiques

Objectifs :
Déterminer les champs de déplacement. de vitesse, de densité volumique, de température, de
contraintes, de déformation

Notion de milieu continu
Un domaine (D) d’un milieu matériel est dit continu si :

vV M (x,, X,, X;) et V t on peut définir des grandeurs physiques locales relatives a ce

milieu matériel

Echelle d’observation

La validité de I’hypothése de continuité dépend de 1’échelle d’observation.
Applications :

le calcul des structures

la biomécanique

la mécanique des fluides

le génie civil,

la recherche de nouveaux matériaux

Prérequis :
Maths : Algébre et analyse tensorielle, Fonctions de plusieurs variables (dérivée partielle,
différentielle)

Ouvrages intéressants :
Jean Coirier MMC cours et exercices corrigés, Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et
d’Aéronautique, Poitiers France. COI 531(026)

Jean Salencon MMC, I- Coreepts généraux, Ecole Polytechnique, Paris, France. SAL531

Paul Germain et Patrick Muller Introduction & la MMC, Université Pierre et Marie Curie.
GER531

Michel Maya Cours de Mécanique des Milieux Continus, Ecole Nationale Supérieure des
Arts et Métiers, Paris, Poitiers France
hitp://www.mmaya.fi/PDE/MMCWeb.pdf

Nicolas Moes MMC, Ecole Centrale de Nantes France.
https://pedagogie.ec-nantes.fr/meefi/ Vibra/een/MMC-Cours.pdf

Eric Ringot, MMC Université Paul Sabatier, Toulouse, France
http://www.systemx.fr/meca/lm/mmc_general.pdf
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PLAN DU COURS

Chap. 1 : Mouvement des milieux continus
Chap. 2 : Déformations des milieux continus
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Chapitre 1 : Mouvement d’un milieu continu

I Particule:
C’est un volume élémentaire composé d’un grand nombre de molécules entourant un point
et possédant les mémes propriétés physiques

II Description du mouvement :

I1.1 Lagrangienne : Suivi des particules (une par une)

X3

(D) at
(D) ato

X1
Nous avons : at: \;cl(—th, X2, X3,_~tﬂ
c.a.d. : identité d’une particule fluide M est décrite par la position My qu’elle occupait a to.
C’est la description lagrangienne du mouvement. (X, X,, X;, t) : variables de Lagrange

Pour toute grandeur physique G, nous avons |G(X,, X,, X;, t)

Exemple : Mouvement défini par: (x, =X, (I + a); x, =X,; x;=X;) (acte)

Dérivée temporelle d’une grandeur :

. dG oG
Pui G(X,, X,, X,, t)al — =
uisque G(X,, X,, X;, t)alors P
Pour une grandeur vectorielle, E(Xl, X,, X;, t) alors : _a;’_i}_ = %Ct_;

Exemple : Dans le mouvement défini par: (x, =X, (1 + af); x, =X,; x;=X;) (o cte),

R a,a
. . - 00M s .
Le vecteur vitesse est donnée par: V' = o = | 0 |. Le vecteur accélération est donné
t
0
I 0
ar , JOoM 0
par: ¥ =g
0



11.2) Description eulérienne :
L’attention est fixée sur les points géométriques M (X, X2, x3) d’un domaine (D) fixe et on
observe les particules du milieu passant en ces points. (Photographie instantanée du

mouvement).

/ M(qu‘,xz,x?,) \

0 | ~ GM.D)

O X2 (D) (domaine
géométrique fixe)

X]

A Dinstant t, passe en M( x1,X2,X3), une particule Mo du milieu.

Les grandeurs physiques sont exprimées en fonction de M et t : |G (M,1) = Gl X5 X5 B

C’est la description eulérienne du mouvement. (Xi, Xz, X3, t) sont appelées variables d’Euler

—_ at
Exemple : Mouvement défini par : V(M) [bxlj
c

La grandeur vitesse est exprimée en variables d’Euler

Dérivée temporelle d’une grandeur :

, . dG 0G 0G dx
Si la grandeur est scalaire alors ——=—+——+
d ot Oox, dt
Or a5 v, alors : cilc i §+gmd(}.l7 avec (grad G), _9%G,
dt dt ot ax./

dG G, oG,
= P
o ox, !

Si la grandeur est vectorielle alors :

!

G(M G~ 5
d_(_ﬁzé_.JrgradG V| avec (gradG), :ZG
’ X

Soit encore:
dt ot

J




Exemple : Grandeur vitesse :

av o

M, t ———:——+ ra
7( ) o &

14 17 (gradV :matrice gradient de vitesse)

- at
Ainsi dans le mouvement défini par : V(M) [bxl}
» ¢

- 0 0 0 a
%It/— — | 0| et gradV = |b 0 0|=y (M,t)=|abt
0 0 0 0

Dérivée temporelle selon un champ de vitesses quelconque

Pour calculer la dérivée d’une grandeur scalaire G (x,f) , nous avons €crit:

dG _ oG oG dx dx, : . dG oG
+— 2"t et remplacé — par v, ; ce qui nous a donné : —=—— + grad G. v
@ o Ox, dt dt dt

C’est une dérivation selon le champ des vitesses v : dérivation particulaire ou matérielle

Si la dérivation s’effectue selon un champ de vitesse quelconque w, 1l suffit de

8G _ oG
', et nous aurons alors : G - 9— + grad G.w
J o
; 5G G
Dans le cas d’une grandeur vectorielle, nous obtenons : P = —5t—+ (grad G )w

Relations entre dérivée particulaire (selonv ) et dérivée selon w

5 = mmm o=
d—G- = o6 +gr grad G. v (v, =v—w :vitesse relative)
dt ot
aa G &G
=L 4 (gradG v,
o o
Exemple:

Mesure de la variation temporelle de température d’un fluide:

oT or _or
a) Si le thermometre est ﬁxe on va mesurer ——car :
ot St o

b) Si le thermometre suit le mouvement du fluide, on va mesurer:

£+gde.; car : gzt—a—ergde.\;
ot d ot

¢) Si le thermométre posséde un mouvement propre w7V, on va MmESUrer

O\ radT.w car: 2L =% 4 grad T.w
ot ot ot

-6 -



I1-3 Mouvements permanents- Mouvements uniformes :
Le Mouvement est dit permanent (ou stationnaire) si le champ des vitesses est indépendant

det: E'(M)

Le Mouvement est dit uniforme si le champ des vitesses est indépendant de M : 7 (1)

1I-4 Trajectoires , Lignes de courant, Lignes d’émission :
11-4.1 Trajectoire :
Définition : Lieu géométrique des positions successives d’une particule.

Equation : M € trajectoire si  JdM =V dt Soit encore si 6{/\‘ = CI{A: L;ECJ =dt
! 5 3
x, = x (X, ., X, . X;.1)
Aprés résolution 1 4%, = x, (X, . X, | Xy, 1) équations  paramétriques
Ky = Xy (X o Ay . Xy I)
de la trajectoire

11.4.2. Ligne de courant :

Définition : Elle est définie a un instant donné t: courbe tangente aux vecteurs vitesse.

N.B. : -Ligne de courant # trajectoire (cas général)
-Si le mouvement est permanent : Ligne de courant = Trajectoire

En effet :
Soit une ligne de courant a un instant z formée d une infinité des points infiniment voisins:

My M My M.

Question : Est-ce que cette T"Cprut étre une trajectoire d une particule P qui passe en M, a
un instant 7, ?
Autrement dit : Une particule P qui passe en M a /, suivra-t-elle cette courbe géométrique

qui est la ligne de courant a I'instant t ?

Réponse : Si le mouvement est permanent. les vitesses aux points
My M5 MLy ssimsizss somennssn . (—— ne changent pas au cours du temps. La particule P suivra

n

alors la LC . En effet lorsque la particule P arrive au point M4 a I'instant ¢, . elle aura la
vitesse V (P.1,) =V (M,.7) car P =M, et mouvement permanent. La particule P passera

- —
donc au point infiniment voisin M, ou sa vitesse sera: V' (P.t;) =}V (M .r)car P =M, et
mouvement permanent. La particule P passera donc au point infiniment voisin M, et ainsi de

suite ........



Equation: ¥ M e LC (a tdonn¢) a’X/[ /l I7 M, t)

dxl = AII/‘
on doit avoir <dx,= AV, A\ parameétre
dxy = AV,

ou encore : dx _dy, _dx
. nw o n o n

La résolution donne 1’équation de la ligne de courant a t.

I1.4.3. Ligne d’émission :
Définition : On appelle ligne d’émission d’un pont P, & un instant T : Le lieu des positions a
]’instant T des particules qui sont passées en P aux instants antérieurs (<T

N.B : La ligne d’émission est donc relative a un point et 4 un instant.

Exemple : Ecoulement fluide bidimensionnel tel que :

17(1) (V‘(’;mj Vio, Voo, o0 ctes

20

19) Trajectoire. : %&:%:dt = dx; = Vidt = (Vip + at) dt et dxy; = Vodt =
1 2
a
xlz——tz—kaZJra,, . .
2 équations paramétriques
x, = Vyt + a

et par élimination de t :

2 . . .
x = =% (xz—aJ + -V‘Ao(xg—az)ﬂzl équation de la trajectoire.
2Vz’0 Vzo

= Trajectoires : Paraboles

2°) Ligne de courant a to.
%:% = — dx__l __:% =% xl :ﬁ_ + Cte
noon Vietaty Vi Vietaty  Va

Lignes de courant: droites
3°) Ligne d’émission a I’instant T relative au point P(A1,A2)

Un point de cette ligne d’émission est au point courant (xl , X, ) al’instant T :

v =27 + VT + g
2

x, = VoI + a,



2

o ) . = gt + Vol + &
Et était au point P(A1,Ax) a 1<T : 2

4
4, = Vit + a,

et par élimination de g, ef a, entre ces deux relations, on obtient :
a
X = 5 T -1*) + Vo(T-0) + 4

x, = VT-1) + 4

Ce sont les équations paramétriques de la ligne d’émission recherchée



~Chapitre 2 )
Déformation d’un milieu continu




I Description de la transformation

Considérons la figure suivante schématisant la transformation d’un domaine d’un milieu continu entre les

instants o et t :

Ez (D[)
Configuration courante a t
(D) °

Configuration de référence a to

1 R—

Vecteurs position :

OM,=X,6+X,6,+X,8,=X,8=X

=
OM, =x, &+x,8,+x,8=X€=X=X

T

Vecteur déplacement :

ii=OM, '~ OM,=%-X

Description lagrangienne :
Variables de Lagrange : T i)

Pour toute autre grandeur physique-Gsnous avons G =G( X0

Description eulérienne:

Variables d’Euler (X,7)
Pour toute autre grandeur physique G, nous avons G=G(X,1)




II Tenseurs de la transformation
1I-1 Tenseurs gradient déplacement:

En description lagrangienne : #(X.0)= & t donné :|dii = grad i dX = HdX| avec

H tenseur gradient déplacement en description lagrangienne

En description eulérienne : |u(X,t)=> a tdonné : du =grad udx = H d%| avec| H

—_—

H tenseur gradient déplacement en description eulérienne

II-2-Tenseur gradient
I1-2-1-Définition

Au cours de la transformation le vecteur infinitésimal d X se transformeen d X

7
Nous avons  x,=x,(X /) atdonné: dx,= il X,
: ox
Soit encore dx, =F, dX avec e
. ﬁX/

ou encore : |d¥=FdX Le tenseur F est appelé tenseur gradient

- =] =¥ —
La transformation inverse donne : |[dX = F dx=F dx=GdXx| avec GA = !

i

Le tenseur F (= (_7) est appelé tenseur gradient

11-2-2 Expression de E en fonction deE -

Nous avons : ¥=X +1ii Alors : d¥=dX +di
Soit encore dx, =dX, +du,
Dot 2L dx, = dx, + 24 gx,
ox, ox,
Ou encore : I:?d)?:?d)?+gmdz}d)? D’ou: F :(}'F—ﬁ)

—

I1-2-3 Expression de _F_ en fonction dez_g

G peut étre exprimé en fonction du tenseur déplacement:

- . = =
X=X+ii=>dX=dx-du >F di=dx—-H dx

Qll
I

? I
off|

D’ou




I1-3 Tenseurs des dilatations
I11-3-1 Définition

Considérons la transformation des vecteurs infinitésimaux dX et dX , schématisée sur la figure suivante:

== = _ N = _\I =
Nous avons: dx=FdX et dx'=FdX' Ce quinous donne : d?c’.d)?':(FdX) FdX'

Soit encore : dx’ .d%' (dX) F Fdi'= (dX) C dx'

"ﬂll
Hjll

E

tenseur des dilatations en description lagrangienne

e
Par ailleurs dX'.dX' = (I* d“j Fodx!

*

ol

AV dX' =(d%) F F de'=(d) C d¥'

*

avec —E_ = F~

=G G|tenseur des dilatations en description eulérienne

I1-3-2 Expression de E en fonction dez k]

—_

]

Vel H +H J<H H

Alors : :—(E*:(?-—:[?—)’ (; ﬁ

II-4 Tenseur des déformations
11-4-1 ‘Définition
Nous avons : dx f’—d)?dff':d)?(a—i)d)z':d)?(2—l§)d)?'

= e = , . .
Avec : —(C I )| Tenseur des déformations en description lagrangienne




Par ailleurs : d% .dx '—dX dX '=d% .dx'~ fo' f(ZE)d"'

— 1 —% _

Avec  |E =—— (C ~1)| tenseur des dilatations en description eulérienne

11-4-2 Expressmn de _E_ en fonction dez H

1
E——(H +H)+ H H

—

Soit encore:

il 2 Ju. | 1| du, 8
E =— B S aliss 9N Tl Oty tenseur des déformation de Green- Lagrange
‘20X, @X, ) 2 oX, 0X,

11-4-3 Expression de z en fonction dez_

—k

=% ] ==%==

—(H +H‘)——H H

m 1

Soit encore :

e l{ﬂu Ju, jmlé’ukﬁvz—w

y tenseur des déformation de Euler-Almansi
b2 Ox ﬂx 2 Ox, Ox,

III Transformation des longueurs et des angles

I11-1 Dilatation

Soit dX.=dX é un vecteur infinitésimal en My porté par le vecteur unitaire €
On définit la dilatation dans la direction € par:

Mg e N d} JdXC d¥ =JsCz

dX dX

Siée=e alors:

A(M 58 )=+JC, =1+2E,

III-2 Allongement unitaire
Allongement unitaire selon la direction € :




III-3 Glissement ou distorsion angulaire
Soient dX =dXé et dX =dX é avec & Lé

On définit le glissement ou la distorsion angulaire au point A, dans les directions initialement
e G E s o NI
perpendiculaires ¢ e/ € par :}/(Mo;e.e ):5_(p

Nous avons : dx .dx' :d)?é: dax’
Or di .d%' =dxdx cos@ = dxdx siny
Alors dxdx siny =dX dX'é C @

dx dx' ) eCe
; Ou encore : |SIny = — =
dx dx AM,,e)A(M,,€)

1

9V
Al
xQ

Soit encore siny =

Dans le casou € =¢, ef ¢ =e,,nous avons:

2F
p 4 I
;/(Mo,e,e) Arcsm[\/»\/_] icsm[\/HzEH\/HzE 1

IV Transformation d’un volume infinitésimal
Considérons le volume infinitésimal dV formé par 3 vecteurs A,Bet C. Sa transformée est volume dv

formé par les vecteurs a,ber c.
Nous avons

4V = A(BAC) = det([Zz,B, é]) et dv=a.(b AC)= det([a,é ,5])
Cherchons la relation entre dV et dv :

dv = det([a,é , 5}) = det(F[,Z, B, é}) = detfdet([z, B, é]) =det FdV
Rappel : det(A B)=det Adet B
Donc finalement |dv = det Fdv

La dilatation volumique est donée par: |—— =det F




Applications directes

Applicationl
On considere une déformation homogeéne uniaxiale définie par les relations suivantes:

x=AX ;%= X,5x0,= X,
Detemnnel les tenseurs : gradient, gradient des déplacements, des dilatations et des déformations
Fel | C e E
Déterminer les dilatations et les glissements angulaires
Déterminer la dilatation volumique

Réponses :

(200} (Aa-1 00} (2 00}  [A-100

F=l0 1 0|:H=| 0 00;5=01o;§:éo 00
0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

- d \Jdx .dx 1 - =
A(Mye)= o NDAE L % ax = JéCe
dX aX X
:>/1(Mo;é,):/"t;/1(Mo;éz)=1; ﬂ,(MO;éB):I
sm]/(MO, é,6 )= ARk

/I(Mo,é)/l(Mo,é‘)

) ¢ C ¢
1,67): - - ~
. /?’(M()ve )/,l’(M09e7)

= siny(M,,e =0; siny(M,,e€.¢é,)=0; siny(M,,e,,e;) =0

Dilatation volumique : ;ZV = det F=7T

Application?2
On considére une déformation homogeéne isotrope définie par les relations suivantes :

= AX;x, = AX,1x, = AX,
Detelmmer les tenseurs : gradient, gradient des déplacements, des dilatations et des déformations
F H C et E ;

Déterminer les dilatations et les glissements angulaires.
Déterminer la dilatation volumique

Réponses :
(A 0 0}  [4-1 0 (A0 0} (A1 0
F={0 4 0[H= -1 C={ 0 2> 0 ;E:% 0 A1 0
0 0 4 0 A-1 0o 0 X 0 A7 -1
A% A ] = = L=
A(Mye)= o NT A= iR C ax = Jec
adXx X ax
:>/1(Mo,e) A; A(Mo,e) A A(Mo;é’}):l
siny(M,,e é,6)= eﬁC —
AM,,e)A(M,,e)
_ o ¢ C e, . o . o
=siny(M,,e.e,) = s =0; siny(M,,é,e,)=0; siny(M,,é,,e)=0

A(M €)My, e,)

Dilatation volumique : % —detF =A°



Application 3 :

On considére le champ de déplacement donné par les relations suivantes : u ()? ,t) =¥-X=kX,¢

Déterminer les tenseurs: gradient, gradient des déplacements, des dilatations et des déformations

—_ —F — ——% — =¥ = —%

lagrangiens et eulériens : F,F ,H ,H C,C E.E .
Déterminer les dilatations et les glissements angulaires

Dilatation volumique : —
Réponses .
Nous avons : x,= X, +kX,; x,=2X,; x =X,
F :%;H :%;
Tooax, T oX,
1 k£ 0) 0 k& O 1k 0 0 & O
F=l0 1 0|:H=|0 0 0[;:C=F F=|k K +1 O,E:%(?—B:%k K0
0 0 1 0 0 O 0 0 1 0 0 0
z*—VH =9
Nousavons: x, = X, +kX,; x,=X,; x,=X, = X, =x ~ke; X,=x,; x,=4X,
1 -k 0
FoeLF o010
ox,
' 0 -1 13
:':4:1100’: B ~k 0
Autre méthode : F =F (=G)=—=|-k 1 —l|;detF=1=F =0 1
etFl g 0 1 0 -1 1
. (0 k0O
H,,_gi"_ H =0 0 0|(=x—-X=he; ty=x,-X,=0; uy=x,~X,=0)
! 0 0 O
) (1 -k 0
C =F'F =60 :>? : ~k k2+1 0
1
. 0 -k O
E = —1)_—— K k’
0
=4/eC §:>/1(M0, 1)~1 /I(MO, 2) Nk + X(MO, )—
siny(M,,é,,¢,) = eICe, k ; siny(M,.é.¢,)=0: siny(M,.e,.é,)=0

AMy.6)AM,E) i +1

Dilatation volumique : v = det F =]
av




V Transformation d’une surface infinitésimale orientée
Considérons une surface élémentaire dS formée par les vecteurs A(= dX yet B(=dX ") et orientée par le

vecteur unitaire N . Sa transformée est la surface ds formée par les vecteurs d (= ch)etZ; (= Ec') et orientée

par le vecteur unitaire 7.

v

Nous avons : dSN=AAB et dsii=dnb

On montre alors que : |dsi= detF F dSN
Démonstration :
Nous avons : ds7i=ad Ab = (ds n), =(@n b), = dsn, = E44,b,

a=FA et b=FB=>a,=F, A, eth =F,B = dsn =5,F F,A B,

1q9°7q kr="r 1q
Multiplions les deux membres de I’équation dsn, = ¢, F, F, A, B, par F,, et faisons la sommation sur1i:

kr<7q
Fnds=¢ F F F_A B (N.B:Ilnyapasde sommation sur p)

n'ti //A ipT jgT krtg

Soit encore £ nds = det 7 4, B,

F‘I 4

En, —(? j n, :(F n) A )
n P

La relation F, nds = det FA B, peut alors s’écrire : (? ;zds) =det F (121/\]?) s p=1,2.3
I?
r

mpi /?(]I

Donc ?’st = det? N dS

_ -1
D’ou finalement : nds = det F(F ) NdS CQFD

Rappels':
1) (anb), =¢yab,
Eig3 =& =&y =+ &5, =8,3 = &3 =1, Tous les autres ¢, sont nuls

%) detd=s5.6 A A A
6"

pyr“Tip*=iq

3) £,4,4,4, det A

i q [)l/l
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VI Dilatations principales

C est un tenseur symétrique donc diagonalisable

Il existe alors une base orthonormée (base formée a partir des vecteurs propres) : base priﬁcipale (61,52,63)

[ 0 0
Ou C=0 ¢ O
0 0 e

‘it ve

Les valeurs propres v, sont positives car €' matrice définie positive (en effet dXC dX = dx.dx = dx’y0)

v, =7

Nous avons : C C, =¢,C,

—_—

Alors, en multipliant a gauche par al ,lvient: C, CC, = a’c/a =c, car _,’/ C = HZ’,

2

=1

Or ¢ Ce=A’ (M,;€), alors | ¢, = A’ (MO; q.) : A(Mo;é,.) la dilatation dans la direction C,

5
Ainsi,|C=| 0 A%, 0
0 0 A%

Conséquence importante :

=y ==

Nous avons : C = F F = detC = (det?)2 — det F = \/detz dou : |det F = A4
Rappel

Les invariants scalaires d 'une matrice T sont .

T :fr?; 1 :%((n?) = (?)} I :det?

VII Déformations principales

Nous avons : E:%(é—f )

A —1—
[ (jl
2
On déduit alors que la base principale de E estla méme que celle de C et les valeurs propres de E sont
A7 -1

1

Alors: E a =

e = = E :déformations principales
- -
4 4 0 0
2
. - *-1
Ainsi, nous avons |[E=| 0 i > 0
2
0 0 A4
i 2 (C=F,,Cy=E> ,Cy=Ey)
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VIII Décomposition polaire

La relation dx=FdX montre que F transforme dX en d% .

Cette transformation peut étre décomposée en un mouvement de corps rigide ( translation + rotation) suivi
d’une déformation pure.

Mathématiquement, F étant inversible (puisque detF # 0 ), peut étre écrit sous la forme : F :El_f VR

Ou R tenseur orthogonal 1.e. R R RR ] (= detR—l)

U V tenseurs symétriques définis positifs

R représente le mouvement d’un corps indéformable
U , V représentent le mouvement d’une déformation pure
U=2

= =2 ==

Nous avons E:? ? 5??U U (puisque R R —[)
)

Dou |C=U = Uracmecaneeae(

] =, N
C=U = lesveteurs propres de U sont identiques a ceux de

c
vi 0 0
En effet, dans la base principale de U:U=|0 v, O
0 0 w 5
B v’ 0
Ce qui eptraine : C=| 0 v,> 0
0 0 v?)

(U 002,073)
D’ou (ﬁl,ﬁz,ﬁs) base principale de C
Par ailleurs, nous avons montré que les valeurs propres de C sont : (42,42, A2)
Dot (v, = 4,v, =4, v, = 4)
2 0

0
0

0
Finalement: U = A, 0
0 A

2 (ﬁl_[;z,ﬁ1)

E === ==

Par ailleurs, nous avons : C FF =VR RV V (puisque R R = ])

= ==

d’ou|C. V =5 V racine carrée de C

|
1
|
Cl
J
=l
Il
||
S
= |
ll
<l
=l
U
=
I|
&l
ol

Nous avons ou €ncore




IX Déformations infinitésimales d’un milieu continu

IX-1- Hypothéses des petites perturbations (H.P.P)
- Déplacements infiniment petits / dimensions caractéristiques du systéme matériel étudié

o
- Les gradients des déplacements sont infiniment petits / [’unité, % (1
j
IX-2- Conséquences des H.P.P:
oG JG
1°) Pour toute grandeur physique G,
) g physiqu X 5x

oG JdG é’xl oG ﬁxz oG Ox,
X, ﬂxl oX, &xz oX, ﬁx; oX,
Comme: ¥=X+i soit: x, =X, +u,
Alors ox, 1. Ou,  Ox, Ou, 0%y _Ou

0X, ax,’ ox, oxX, axX, 6X

oG 2G ou, +0"G 6u, oG Ou,

Nous avons :

D’ou: = 1+
oX, OIx 0X, ﬁx,ﬁfr’r Ix, 0X,
Comme en HPP, o ({1 alogs: ge e
X, o"Xl é’xl
T)Efzﬁ
= ~ ou _ Ou,
Nous avons: H =gradu ; H, =—"- et H grad u; H
X, 8x
0 .
Comme en HPP : o ~ T H,=H,
oX, o, ' '
3| E ~E~ &
Nous avons E—%(H +?\+%?i,et E —(H +H )+1H H
Dot en HPP : E zEz%(? +H)=¢

o™l

4°) Fz7+2
En effet F:7+2fz7+2?

50)/1(M0,e)~ l+ece
En effet, nous avons

A(M,:6)= j}’; JECE ~ 8T +26)2

Comme é1¢é =1 alors:A(M;é)~1+2éce

Q
+
N
o




Sié=¢ alors:|A(My;€)=~1+g,
6°) 5(M0;é’)~"?é
En effet :

5(M0;5):dx6;XdX:A(Mo;é)—lz ??@—1
en HPP:5(M,;é)~1+ésé~1=écé

Si & =¢ alors|6(M,;é )~¢g,

7o)y (M,;6,6)~26 & &'
Le glissement angulaire est défini par

7(Mo;é,é'):%—¢

Et sa valeur est donnée par : siny =

. We §' —e
Alors siny =y ~ == =—wm~2c e’

(1+éeé)(1+8£¢)

Si é=¢ et & =¢,.nousavons: |y(M,:¢.¢é,)=2¢,

8°) Décomposition du champ du déplacement
Nous avons : ¥=X +i Alors d% =dX +dii = ( j+ﬁ)df(

Décomposition de H -

Nous avons : ﬁ:%(?“f‘? )+%(?—? )

; 1{ du, Ou, | 1( 0u Ou,
Soitencore : H, =— P L p— P
210X, oX,) 2\0X, oX,

1 el = -
5 (H + H )=¢|(tenseur des déformations en HPP)

1 el —_— == . . .
E(H —H )=w]|(tenseur des rotations : antisymeétrique)

Nous pouvons alors écrire : | =& +@

Alors en HPP : di=d¥ +dii ~( I +&+@)d¥ =d¥ +sdX + o dX

13
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Supposons que dX représente, dans la configuration initiale, deux points infiniment voisins M, et N,. Le

vecteur dx représentera alors, dans la configuration courante les deux points M et N, transformés des deux
points initiaux dans le champ de déplacement.

(N, N
N
ars 2%

M, (M)

Nous avons: dX=M, N, et di=MN

alors: MN =M, N, +& M, N, +o M, N,
Comme u(M,)=M,M  u(N,)=N,N
Alors : My, My(=0) = My N, +u(N,)+NM —u(M,)

D’ou finalement : |U (N, ) -:U(MO)+;MO N, +oM, N,
Ainsi, le champ de déplacement HPP se décompose en :
- Translation
- Déformation pure
- Rotation

9°) Transformation d’un volume élémentaire

Nous avons dv =det ?dV . Par ailleurs puisque E = ? ? alors : det? ={(det ?)2 d’ou det? =4 detz

A0 0
Or C=| 0 2,0 ( voir paragraphe VI)  d’ou: det F = AA A,
0 0 A%

TG

Donc %:ALA . Par ailleurs, en HPP, 4 :(1+g,.,.):>%:/112223 ~(1+g)(1+&)1+8)~1+¢ +¢, +eg,

: dv = -
Nous avons donc finalement : —6}; ~1+tre =divu

10°) Décomposition polaire
Nous avons I_?:EE En HPP R=7 [f=9

J— E ] = ==
F=I+ =%(H +H )+%(H—H)

0 0
Soit encore : F, =6, +l[%+l +l Ou, o,
2\ ox, ox 2 ox, oOx

!

a ul _ a u./
ox, 0Ox

!

En HPP : l[
2

ou, Ou,

ox, O

] =g, . Parailleurs o, = l[
. T

Alors en HPP : ? = 7 ‘e + j Soit encore : ? = (7 + ;)(7 + ?) (car we négligeable)

D’ou finalement F:EE avec E:(;-;) et 5:(?%;)
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X-3 Probléme inverse: conditions de compatibilité
Probléeme posé : Quelles sont les conditions qui permettent de reconstituer le champ de déplacement u (3

éléments :u, ) a partir de la connaissance du tenseur des déformations € (6 €léments : ¢, ) ?
; 1{ou, Ou, 1( ou, Ou,
Nous avons :¢g, =—| —+—| el ®,==| ————
2( ox, ox b2\ 0x, Ox
Alors :
dw, 1| d’u O u,
ox, 2| ox ,0x,  0Ox, Ox, —_

oo, 1[ 0y, . Pu,  Ou o u, ]

Ox, 2\ 0x,0x, Ox,0x 0Ox 0Ox, Ox, Ox;
0w, 1| 0 (0w 0w | 00w 0u
ox, 2|o0x \0ox, Ox ox, | ox, Ox,

aa){/ _ agl/\’ . ag/f/

Soit encore :
; ox, Ox, 0Ox

0w, d¢, 0%

Ou encore en changeant I’indice ken 1:

ox, Ox, 0Ox
’w, o, o d’e, o's, Og
Comme L= ! alors nous obtenons : P Z w9 B, b=
Ox, Ox, 0Ox, Ox, —_— Ox, 0x, Ox,0x, Ox,0x, Ox,0x,
Soit sous forme développée :
825H+82522_2 o’ g, 5 0’ g, +i 0g, Ogy 0g, -5
axzz ax,2 ox, Ox, ox,0x, Ox,\ Ox, Ox, Ox,
0’ g, . 0’ &, o 0’ &, " 0’ ‘922,,‘+‘_a,_ fe, Og, 88y "
8x32 axzz ox; 0%, Ox, 0x, Ox,\ Ox, Ox, O
e, 0¢ 0’ e 0’ e o (dg, 0O¢, O
;3+ ;1 ) 3L _0 B, Y 2 Hewm Som |og
ox, ox, 0Ox, Ox, ox,0x, Oxy\ Ox, Ox, Ox,

Ce sont, les conditions de compatibilité. Si elles sont vérifiées, il est possible de reconstituer le champ de
déplacement a partir du tenseur des déformations

Démarche a suivre:

1) On détermine les composantes du tenseur antisymétrique o 4 Dlaide des différentielles totales

exactes :
ow deg,
do, =—"dx, = Oty %% |y
. Ox,  Ox,

2) On détermine les composantes du champ de déplacement a [’aide des différentielles totales exactes :
du,=u, dx, = (50. +a, ) dx,

J

3) On calcule les constantes d’intégration apparues dans les étapes 1) et 2) a partir des conditions aux
limites
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Remarque : Ces conditions de compatibilité sont en fait les conditions d’intégrabilité de la différentielle :

do, 0% i, = 0sy 0% dx
", lar,  ox ‘

!

0B

Rappel : La différentielle A(x,y)dx+ B(x,y)dy est intégrable si %:—

oy Ox

Forme intrinséque des conditions de compatibilité :

] =

E——

orad(dive )+ grad (dive ) — grad(grad(tr(e)) - A & =0

Rappel :
- |4
o [ grad V} = L
i OX,
a‘AH 3 aAlZ + aAD
ox, Ox, Ox,
° [élﬁjJ - R ey 1 oy S Oy + Oty
! Xy ax] axz ax‘
_ 04;, N 04, N 04;,
ox, Ox, Ox,

o o Agll Ang Ang
. [Ag} =Ag, = Ae =|Ag,, Agy, Asy
/ Agy, A&y Agy

-
29

Application

Dans un cube occupant le domaine 0<x <a, le tenseur des déformations en HPP est

2
=S3axx, —4ax; 0
= 2 7
e=| —4ax; Saxx, 0]|;a constante réelle
0 0 0

1- Déterminer les composantes du tenseur antisymétrique @ et les composantes du champ de

déplacement; dans le cube——
Conditions aux limites :
- Le sommet situé sur I’origine O est maintenu fixe
- Le sommet de coordonnées (a,0,0) est maintenu le long de Oe,

- Le sommet de coordonnées (0,a,0) est maintenu dans le plan (O.é€,.¢,)

. o~ TP (T s
2- Dans quelle région du cube, une petite fibre de direction ¢ = —\/—:( e, +é,)s’est —¢lle rétrécie
5 2

Réponse :
ow oe
1- Nous avons : dw, =——"dx, = Oy _Ofy dx, , soit :
boox, ox, 0Ox

dw,, =(-3ax, +8ax,)dx, +(0 —5ax,)dx, + (0 - 0)dx,
dw,,=(0-0)dx, +(0-0)dx, + (0 —0)dx,
dw,, =(0-0)dx, + (0 —0)dx, + (0 0)dx,

donné par :
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a)lz(xl,xz,x‘}):gazx]2 —gowcz2 +®,,(0,0,0)

L’intégrétion donne : w,,(x,,x,,X;) = ®,,(0,0,0)

5 (X;, X5, %) = ©;(0,0,0)

On ne connait pas les CL sur @, : mais on connait les CL sur v .
En effet, la CL n°l entraine : u979;0)=0. La CL n°2 entraine : u,(a,0,0)=u,(a,0,0)=0. La CL n°3
entraine : ©;,(0,a,0) =0

Pour le champ des déplacements, nous avons : du, =u, dx, = ( &, +a)//)a’x , 5 soit encore

du, =—3ax,x,dx, + (—%axﬁ —gaxzz +@,,(0,0,0))dx, — a,,(0,0,0)dx,

3, 5
du, =dx, + (»—%&x{ + 5 6%, — 6,40, 0, 0)) + Sarxpxde, +a5, (0, 0,0)d,

du, = w,,(0,0,0)dx, — @,,(0,0,0)dx, + 0dx,
L’intégration donne alors :

~

u, z—gaxfxz —%ax; +1,,(0,0,0))x, — @,,(0,0,0)x; +2,(0,0,0)

u, z—%axf +§axlx22 - ,,(0,0,0)x, + ®,,(0,0,0)x; +u,(0,0,0)
u, =,,(0,0,0)x, = @,,(0,0,0)x, +1;70,0,0)
1,(0,0,0)=0; %,(0,0,0)=0; 2,(0,0,0)=0

En tenant compte des CL on trouve 3
©,1(0.0,0) = 0;0,(0,0,0) = 0; @,,(0,0,0)= -~

2

3, 3
——— 5%, %yl —éaxg —l—ozazx7
2 : 6 6 :
, . . 13 5.5 » 13 2
Le champ des déplacements est alors donné par : u = —Zaxl F Eax,x2 + Zaa X,
0
— - 5 - 5 —
0 Eaxf —Zaxl——ad’x, 0
. . = 5 5, 5 4, 13
Le tenseur des rotations est donné par : @ = ——2—axl“ + Eaxz“ +Zaa Foy 0 0
0 0 0

2) Il ya rétrécissement de la petite fibre de direction ¢ = wj;z—( e +e,) si 0(e)0

Or o(e) = E;E =2ex%, —8ex] ;. 8(e)X0= x,(x,—4x )0.

x,(x, —4x,){0 est la région du cube ou il ya rétrécissement de la fibre



X-4 : Représentation graphique d’un état de déformation

X-4-1 : Ellipsoide des déformations

Dans la base principale (£, £,.&, ), le tenseur des déformations HPP s’écrit:

(& 0 0
e=0 & O

\0 0 &)
L
Considérons un vecteur unitaire quelconque : n=|n,
5 )6 .55)
_  [4=an
Le vecteur déformation A=¢g 7 s’écrit : 4,=¢,n,
A, =g, n,

Or le vecteur 7 est unitaire : 1> +n,” +n," =1

A2 A 2 A 2
Alors : [+ +—2-=1
& & &

On peut dire alors que dans le repére principal, I'extrémité du vecteur déformation
ellipsoide: ellipsoide des déformations ( ellipsoide de Lamé)

décrit

18

un
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X-4-2 : Cercle de Mohr des déformations

g 0

Dans la base principale (&, £,.£, ). le tenseur des déformations HPP s’écrit: £=| 0 g 0
0 0 g

Considérons un vecteur unitaire du plan ( £ ) 7 :cosezﬁrsineg

Soit  le vecteur 7 =—sinf ¢, +cosbe, g

A
82
t n
0 &
Nous avons : A=¢7i :(ﬁ; m)n+(fen) (un vecteur quelconque s’exprim Z:(A n)n+ (A 1)
Or enHPP:é(MO;ﬁ)zﬁ: y(Mo,l n)z ; Alors: A=gi =67 %

Cherchons la courbe décrite par I’extrémité du vecteur 4=¢7i lorsque @ varie :

s+8 &

. —-£
S=¢, cos’ O+g,sin’ = 5 2_cos(—20)
On peut montrer aisément que :

%:(g7 —g ) cos@sinf= 2 875 §in(-20)

‘ g +e
Nous avons alors (6 ———2-

2, Yy _ &5 TE v
)+(2) (—2 )

ar e el & +e & —&
L extrémité du vecteur A=e7n  décrit le cercle de centre (<—2,0) et de rayon(=—=) lorsque &

varie (on suppose ici &, )¢, ) : C’est le cercle de Mohr des déformations.

IHustration :

L’allongement unitaire maximum est obtenu pour —260 =0 soit =0 etona: &

max ]

L’allongement unitaire minimum estobtenu pour —26 =~z soit 6 =7/2 etona: &

max 2
Les glissements angulaires extremum sont obtenus pour :
—20=-3m/2et-20=-7/2 soit 0=3x/4et O=n/4 etona: (}/—) =t(g ~¢,)

max
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Détermination des directions et valeurs principales a partir du cercle de Mohr :
578 A5 cos(—26)
2 2 —

Ainsi, en mesurant trois allongements unitaires selon trois directions différentes, nous obtiendrons trois

Nous avons : 0 =

équations qui permettront de déterminer (&,,&,) ef (&,.¢,)

Exemple :

Soient  (6,.6,.6.)  allongements  unitaires selon  les directions (Zi,Z; @ ) avec :
(5];1) =0 (inconnu) ; (E,,E) =0+a; (EI,E) =0+2a

Nous avons :

S, = d 282 +8.75 co5(-20)

B = i ;gz + & ;gz cos(—2(0 + a))

5=5%% & ;gz cos(—2(8 +2a))

‘ 2

Exemple: a=n/4
& +& g =8

Posons : d = et r=

d:@+i

2
On trouve alors : {7 = \/ (5. -68,) +(5,+5.-26,)°

a

5,,6,) sont connus,

Ainsi si - (6,
- ondétermine d et r ce qui permet d’avoir: (&,&,) ; (§=d+ret g,=d-r)

- ondétermine €= 0 cequipermet d’avoir: (&)

Mesure des déformations (Jauge de déformation)

La jauge de déformation est un fil électrique résistif déformable.

; Gt : L
Sa résistance électrique est donnée par : R = %
p : Résistivité électrique du fil

S : section du fil
L : longyeur du fil

La jauge est collée sur la surface libre du solide & étudier selon une direction choisie.
Toute variation 5L de la longueur du fil entraine une variation de sa résistance électrique JR selon :

SR _6p 8L 6SS

R p L S
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L. 2ﬁ =-=2v, oL ; v, © coefficient de Poisson du fil (C’est le rapport entre 1’allongement
r L '

S=xr =

or ;
: Notons bien que ces deux allongements

. o oL ., .
unitaire longitudinal T et ’allongement unitaire transversal
7

sont de signes opposes)

Par ailleurs, on montre que 5—/) est proportionnel a % e
. OR oL .
Nous pouvons donc écrire : — = kT (k facteur de jauge)

Ainsi, si ’on mesure oR , on détermine JL .

E St jauge au
: repos

PR
}




22

XI Cinématique de la déformation

Jusqu’a présent, nous avons étudié la transformation d’un milieu matériel continu entre deux instants :
initial et final. Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons a sa transformation entre deux instants voisins t
et t+dt.

XI-1 Tenseur gradient de vitesse
1°) En description lagrangienne :

Nous avons (¢ )= 2 (F(¥,nai )= 170 g
at dt dt

o | AFE.D | _dE (XD OF, (X0 _g(_ax_) ENCAN:
dt dt ot ot ox, or) oX,
ij
dF i q . . o .
Alors : — =gradv|; gradv tenseur gradient de vitesse en description lagrangienne
d’ou finalement : %(dﬁ = gradvo¥-
2°) En description eulérienne
Nous avons montré que argit) | iy
dt oxX,
1 :
Par ailleurs — = 06, 05
r Ox, 60X,
D’ou: ar =grad “?
dt
. d *v.: . *A. = *_’_‘_' . *—’__'_’
On déduit que : ;{—[(di )=(grad v F)dX = grad v( FdX) = grad vdx soit finalement g;(d)? )= grad Vdx

—

*

grad v tenseur gradient de vitesse en description eulérienne

Rappel : [A F}}?:j[?};}




23

X1-2 Tenseur des taux de déformation
1°) En description lagrangienne :

—d—(d;c.df')=i((rﬁa:>2).(?d)?'))=—d—(d5(§d* )
dt dt dt
Comme E = } + 2E

Alors %(df.d;‘c'):%(d)?.ci)?'+m,.fd)?')
1

Soit encore :

\gdg.djv) . zdy._@dy'!

dt dt

@()?,t):%?—<)?,t): E(Xz‘) est appelé taux de déformation Lagrangien

Le tenseur

2°) En description eulérienne

Nous avons :

%(d)?.d)?'):z%%—).di#df.ﬂ?:(gmd ﬁcﬁj .Ec'Jra’.(gmd ﬁd)?'):di ngad ﬁj +(gmd v || dx'
1
o | 2D
Finalement i(df df’)-deEdfc' avec : 3—1( rad*117+ md*?;) ou encore —l(—a—vLJr?—’—)
G i - 17000, o,

D est le tenseur des taux de déformation (en description eulérienne)



Remarque :
E :—__1_ @’_4_@_’. _*_l%%
o2\ dx, O, 2 Ox, Ox,

" - du,
EnHPP E, ~| 24425 |-
"2\ oOx, Ox

I

Donc en HPP, Nous avons : | D, = ¢,

Interprétation : Champ de vitesse

*

Pour deux points infiniment voisins M et N, nous avons dv = grad v aM

Soit encore : V(N)=v(M)+ grad ¥ MN

Ou encore : ¥(N) :\7(M)+%(gl"adql7+gmd I\7 )W«#%(grad

D’ou: [V(N)= vwn’zﬁﬂﬁﬁﬁv Soit encore

v—grad v)MN

H(N) = $(M) + DMN + 0 A MN

E tenseur des taux de déformation: D, = l(——
Y2 0k, O

ov,

I

J

&V/
—)

1

1 v,

Ol

2 )

tenseur des taux derotation: Q) =—(————

ov

J

ox,

e . e B
Q vecteur tourbillon ; Q= Erot V

Autre écriture :

F(N)=F(M)+DMN + QA MN = d(ZN)

:DW+5MN

d(dM) =-—
dt

Comme MN = dM alors :

:DdM+53]\7[:§_d_A7[+ﬁ/\W

24
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X1-3 Taux d’allongement unitaire-Taux de glissement angulaire

Nous avons : —%(didf):dﬂ;cﬁ

Posons : di=dle, ;

alors : 2(d*)=dP*é2D & =dI* 2D,
di

soit encore 2—— WD g1 2ar D,
dt
1 d(dl -
D’ou Eg—(c}t—) = D,,| taux d’allongement unitaire selon ¢

Par ailleurs, soient dx=dl e, et dx'=dl,eé,
Nous avons: d%(d)?.d)?')zd)?2§df'

lel_ize@ = dl,dl, 82D & =di,dl, 2D,

En négligeant le taux d’allongement unitaire et supposant le glissement angulaire faible, on obtient :

Soit encore :

d(dl, dl,e, éZ)zdl dl, d(e.e,) _dl,d, d(cos(m/2— 7)_dl dl, d(siny) _dl dl, da(y)
1

dt dt dt dt dt

Dot finalement : |7 = 2D,,| Taux de glissement angulaire selon les directions ¢, ef e,

XI-4 Taux de dilatation volumique
Pour simplifier les calculs, considérons un parallélépipede infinitésimal en M orienté selon les directions

principales de D
Nous avons dv =(dM,,dM,,dM,)

Alors d‘;") (d(‘jf D v M)+ (a’Ml,d(dM D aMy+ (dM],dM,,M‘—))
Or ﬁz—(i—fM’—):EdM,Jrng, —DdM +QndM,

Et puisque W/ | directions propres de D
Alors __ZS—d—MT, =y, d_]\z
Nous pouvons alors écrire :

d(datfv) — (d,dM, + O ndM,,dM, M)+ (dM,,d,dM, + QA dM,,dM) +(dM,, dM,,dy dM, +Q A dM)

ou encore d(;;v) =d,(dM,,dM,,dM,) +‘(£~2 A M, W;, M) F oo

Le terme : (Q A Wl Ei/\/f,c_z’]_\i ,) =0 car a’T/[, mutuellement orthogonaux.

d(dv)

D’ou =(d, +d, +d)(dM,,dM,,dM,)

Soit encore : d(dciv) =(d +d, +d,)dVv
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1 d(dv)
dv dt
Ainsi, un mouvement sans variation de volume est caractéris¢€ par la condition divv =0

D’ou finalement : =(d, +d,+d;)= divv| Taux de dilatation volumique

Exemple : Fluide incompressible

XI-5 Taux de variation d’un vecteur aire :Fidls

= =—i-1
Nous avons : ds#ii= detF F  dSN

Par souci de simplification, posons J =det F' et E =F

-1

=}

dGids) _dJ =" saey 749 Ras
dt dt dt

Nous avons CZZ—{ =J divv .

G ¢ [ac ]
Calculons alors —— (Notons que = —
(Notons que =, { i } )
Nous avons : ?E = 7 = _c_ling?_G :(:)
' dt dt

Comme dd—f = (grad;)? alors : ?? =— [(graa’v)?}g

Posons I = grad;

Alors —:f? et ?d—o——Lf?}E——L[FG} —Z?:—f
1 dt
— —_— =l
J— — _—]= i = =
76 _ 749 FI- G195 _ 75
t dt dt
d(iids) _ dJ = iG - d e

La relation =G NdS+J E—NdS s’écrit alors : —(ﬁds):J( j )G NS - J(L G ) NdS

dl‘
Comme (Z El) N=T (G N) alors : ——(nds) J(dzvv)G NdS—-JL (G N)dS

= ==/-1

=t o
En utilisant 4 nouveau la relationdsii=detF F  dSN (soit encore: dsii=J G dSN ), nous obtenons

finalement : E;E (nds) =(divv)n- (grad \7) 7




Chapitre 3 Contraintes dans un
milieu continu



I-Classification et modélisation des efforts

I-1 Classification
Les efforts exercés sur tout domaine (D) d’un systeme matériel (Z) sont de deux types :

- Les efforts exercés sur (D) par les systémes extérieurs au systétme () : efforts extérieurs.

- Les efforts exercés sur (D) par le complémentaire de (D) dans () : efforts intérieurs.

1-2 Modélisation

Les efforts extérieurs sont généralement des actions a distance facilement modélisables par une densité de
forces (force d’attraction terrestre, force électromagnétique, force d’inertie......

Les efforts intérieurs sont des actions locales de liaisons moléculaires dont la modélisation n’est pas aisée.
Dans ce cours, nous utiliserons, pour la modélisation de ces efforts intérieurs, le postulat de Cauchy.

II Postulat de Cauchy- Vecteur contrainte

Postulat de Cauchy : .
_ Les efforts exercés sur une partie (D) d'un systeme matériel par le complémentaire de (D) dans le

systéme (L) peuvent étre représentés par une répartition surfacique de forces.
_ Cette densité surfacique ne dépend du domaine considéré que par la normale extérieure au domaine
pour le point d'étude
Ainsi, sur chaque surface élémentaire ds autour d’un point M et orientée par la normale 7, les éléments du
systtme () situés dans la région de M et n'appartenant pas & la partie (D) exercent sur les éléments du

systéme (Z) appartenant a la partie (D) une force élémentaire dF déterminée par : dF :f’(M ,ﬁ)ds
dF

T(M ,ﬁ) = ;Z_ . yecteur contrainte en M dans la direction 7.
s

N.B: 7'(M.ii) est défini en description culérienne




(OS]

Remarques :

Y:(Mﬁ) esten N/m’: Pa (Pascal)

T(M.-r)=~T(M.n)

Démonstration : Soit (P) le plan perpendiculaire & # passant par M et coupant un domaine (D) selon
une surface (X). Soit (D)),(D,) fels que: (D)= (D,)u(D,). Soient (S,),(S,) et (S)=(S,)v(S,) les
frontiéres de respectives de (D,),(D,) et (D)= (D,)w(D,) .(voir figure).

Appliquons la RFD aux domaines (D,),(D,) et(D)=(D,)u(D,) :
[prav= [ fav+ [T (M.7i)ds + [T(M.i)ds (1)

D, B s, T

[ppav= [ fav+ [T (M, ~7i)ds + [T (M.~A)ds (2)

D, D, S, X

jpydv: jﬁm jf(Mﬁ)ds (3)

(3)- ((1)+(2)) donne: [T (M, 7i)ds + [T (M,~7)ds =0

Cette relation étant valable quelque soit la surface (£) entourant M, alors T (M, i) = —T (M, i)

Autre démontration
(L application de la RFD & un cylindre élémentaire de hauteur h montre aisément que lorsque h

tend vers 0, nous obtenons : T (M,-n)= —f(M,ﬁ))

T[M,ﬁ]




III Tenseur des contraintes

Soit ds un élément de surface triangulaire ABC entourant un point M. Soit O” un point infiniment voisin de
M

v

Appliquons La RFD & un domaine matériel élémentaire de forme tétraédrique O’ABC ayant trois faces de
normales —€,,—¢, ef —¢, :
}dmzf(M JA)ds +T(M ,—€,)ds, +T(M ,—€;)ds, +?dv ; 7 densité de forces volumiques (actions a

distance) —_—

Alors : ydm=T(M ii)ds —T(M.é)ds, —T(M.&,)ds, ~T(M,&,)ds, + fdv

Les arétes de O’ABC étant en o(g) alors }dm et 7dv sont en o(g’) et les forces de surface sont
en o(g’)
Dot T(M, i) ds=T(M,é)ds, +T(M,é,)ds, +T(M,&,)ds,
4
Or ds, :‘n,ds avec n= n, | (voir démonstration en fin de paragraphe)

1y

Alors T(M,7)ds=T (M .é)n, +T(M.é,)n, +T(M,é)n,

Posons :
T(M,i)=T¢&+T,¢ +T¢é
T(M.é)=0,¢+0,8é+0,.&
T



71]:}’2] O'l]+n2012+n3(7]3
Alors T2 =n0,,+n,0,, +n, O3

=m0, +n,0,+n,0,,

Soit encore : T,:a,j n,

Ou encore : [T(M,#)=c7i| o : tenseur des contraintes en M ( tenseur de Cauchy)

Interprétation :
o, Force qui agit perpendiculairement a la surface unité normale a Ox;
o, : Force qui agit tangentiellement & la surface unité normale a Ox; et qui est parallele a Ox;

N.B: | o est un tenseur symétrique‘ (démonstration voir chapitre 4)

Démonstration : ds, =nds
Nous avons 4B A AC =2ds n =2ds(m e +én, + mg,) (1)
Par ailleurs,

ABAAC =(40'+0'BYA(AO0'+0'C)

=0'CAO'A+O"ANOBar+O'BAO'C
=2ds,e, +2ds,e; ++2ds,e, (2)

(1) et (2) conduisent finalement a: ds = nds

IV Contrainte normale- Contrainte tangentielle

Nous avons 7 (M,7i)=T,n+ Tt avec T, =T (M,#).n —onnet T :f(M,ﬁ).?:?ﬁ?

T, Contrainte normale : projection de 7' (M, 71) sur la normale 7

7, Contrainte tangentielle ou de cisaillement : projection de f(M ,ﬁ) sur le plan tangenten M a (D)




V Contraintes principales

o étant.symétrique a coefficients réels, il est diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles.

(e O 0
Il existe alors une base principale orthonormée (5’1,5‘2,53) Ou |oc=0 o, O
0. 0 o

o, : contraintes principales S —

1

Remarque : Les €léments de surface dont les normales sont orientées selon les directions principales ne
subissent pas de contraintes tangentielles (cisaillement)

En effet, par exemple n = ;—1 !
B o 0 01 o,
T(M,i)=cii=| 0 o, 0| 0|=]|0|=>T(Mi)=0,0=T(M0c)=0
0 0 o,)l0 0

VI Invariants du tenseur des contraintes

La détermination des valeurs principales du tenseur des contraintes o conduit aussi a la détermination de
trols  invariants  scalaires de ce tenseur: coefficients du polyndme  caractéristique

P.()=det(o-A )= -2 +& 1 =&, A+&, .

Avec: ¢ =t Z; Ey zé[(trg)— i (gv)j i &g —deto

& =0 +0,+0,

. oo 1
Soit encore sous forme indicielle : |1, :§< i O 5 —0; O )zalaz 407 U4,

&, =det (o*u ):0‘10‘20’3

VI1I Décomposition du tenseur des contraintes

On décompose le tenseur des contraintes en une somme d'un tenseur sphérique o et d'un tenseur déviateur

(ou déviatorique ) ,, comme suit :

( s 0 0 =
== = o, ro .
o,=sI={ 0 s—8 avec: s= % =——— (contrainte moyenne)
J

e e _ 5 LO O AS
o=0,+0, ou -

oS  Op O3

0),=| Oy Ogg—8 &y

O3 O3 O3 — S

Remarques :

- olz) -0 of5) (7] _

2- Letenseur o, estsymétrique et admet les mémes directions principales que le tenseur o



VIII Tenseur des contraintes particuliers
1) Tenseur sphérique

0
1l est de la forme : o= 0 :f(M,ﬁ)//;ﬂ
o

o o Q
© 9 @

Exemples :
- Fluides & I’équilibre avec o =—p : pression hydrostatique

- Réservoir sphérique sous pression extérieure uniforme p

2) Tenseur de révolution

@ 0 0
o 0

(4

11 est de la forme : o=| 0
0 0_o,=0,

Exemple :
- Eprouvette dans une cellule a la pression uniforme p et a laquelle on superpose une force

—~(p+F/S) 0 0
0 | ;S section de I’éprouvette.

longitudinale F : :: 0 =y
0 g ~p
3) Tenseur uniaxial
(o 0 0
o est uniaxial dans la direction ¢, sl : o= 0 0 0
0.0 0

Si 0,)0 : tenseur de traction simple
Si ,(0 : tenseur de compression simple

F/S 0 0
Exemple : Eprouvette soumise a une force de traction F:o=| 0 0 0] ;S section de I’éprouvette.
0o 00
4) Tenseur de cisaillement simple
6 @, 0

o est de cisaillement simple (ou pur) dans les directions ¢, et ¢, 8%

ﬁg

012 2

f(M,;l)ZO‘IQa ; f(M,é?;):O'm;\




Remarques :

1- T(M,e;)=0 —_
2- V%ePlan(e—,Z); n et f(M,;z)Sont symétriques | bissetrice de Z'angle(g,;) .
1°72 1>72
Effet :
n 0 o, 0Yn n,0,, 1,
n= n, | et T(M.n)= o, 0 O0Ol|n |=|no, |=0,|n
0 Lo 0 0JLo 0 0
cos(;@,é )=cosa=n, et cos(f(M,zZ),é7): cosa =M:n = a=a' (voir figure)
o | ' [Faem]
e]

3- Contraintes principalesde o: o,=0,, ; 0,=-0,,;0;=0

e +e, e, —¢ —
177 22 71,

NCRN IR

4-  Directions principales: (

5) Tenseur de contraintes planes

o tenseur de contraintes planes dans le plan (¢, €,)si: |0=| 0, 0, 0

Remarques :
1- Vn T(M.,n)e Plan(;,ez)

2- e, estun vecteur propre de o associé a la valeur propre oy =0




Exemple :
Surfaces libres d’un matériau

s ‘ n
Surface libre

N o, 0, 050 0 O =
En tout point de la surface libre : T(M,n)=0=>0cn=0=|0, 0y 05, ||0]|=]0|=70,=0
o Oy o))\ 0 Ty =

o, o, 0

Ainsi, en tout point de la surface libre : o= Oy O U
0 0 0
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IX Contraintes en description lagrangienne

Le vecteur contrainte, au point M et a I'instant t (description eulérienne), est défini par:
- dF = mo
T(M,ﬁ):7:> dF:T(M,I’l)dS ]

s

Conlmef(M,ﬁ):j Wi alors: dE =o fids

Par ailleurs, nous avons la relation entre les vecteurs aire initial et final ( dSN et dsii ):
— 85 TN
nds=detFF F NdS
= = =1
Pour éviter toute confusion de notation, posons J =det " et G =F

Alots : 7ds=J G NdS.dot dF=Jo |G NdS} - JFE’}MS -

==

Introduisons alors le tenseur : M=JoG

Nous aurons : | dF = ﬁ NdS

IT est appelé tenseur des contraintes de Boussineq ou de Piola-Lagrange

La relation dF =I1NdS montre que I présente cependant un inconvénient majeur.. dF est défini en

description eulérienne tandis que N dS est défini en description lagrangienne. Il est alors impératif

d’introduire une force fictive lagrangienne dﬁo définie par : df = F dﬁo ou dFO = E dF .

- ——

Nous aurons alors : dF, -G dF :E[EN}ZS :JE{:E_’N} as = J|:GGG }NdS

e oo |

En posant : E =JGoG

Nous pouvons écrire : |dF, = S NdS

S est appelé : tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff

Remarque :

o est un tenseur purement eulérien___
IT est un tenseur hybride lagrangien-eulérien.
S

est un tenseur purement lagrangien.
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X Représentation graphique d’un état de contrainte

X-1 Ellipsoide des contraintes

Dans la base principale (o1,02,03) le tenseur des contraintes s’€crit :

o 0 0
=0 o, O
0 0 o,
H
Considérons un vecteur unitaire quelconque : ="
& (01.02.03)
_ Ii=oyn
Le vecteur contrainte 7 =cn s’écrit : 1T, =0, 1,
(73 =037
Or le vecteur 7 est unitaire : n’> +n,” + n’ =1 .
T2 T 2 T 2
Alors : [+ +—5=1
G, @, O

On peut dire alors que dans le repere principal, Iextrémité du vecteur contrainte 7=ocn décrit un

ellipsoide: ellipsoide des contraintes ( ellipsoide de Lamé)

[
!
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X-2 Cercle de Mohr des contraintes

Dans la base principale (o1,02,03) e tenseur des contraintes et le vecteur normal s’écrivent :

LS 0 0 g
0 0 o, s o B By

Supposons par exemple ici que o,)0, )0,
B (Tl =0, n
Le vecteur contrainte 7=c 71 s’écrit : T, =05 n,
Iy=05m,
La contrainte normale estdonnéepar: 7, =T.7i=> T,=on’+0,n +omn’ (1)
Le carré du module de la contrainte est donné par : 7> =T +T° = T} +T’ =o/n’ +o; n," +o3in’ (2)

. 2 2 2
Par ailleurs, nous avons : n,” +n,” +n,” =1 (3)

Associons & ’extrémité de 7 un point A(T,,T) dans le plan (7,,7) repéré en coordonnées cartésiennes et

cherchons le lieu géométrique de A pour différentes directions de 7

Pour cela. on résout le systéme linéaire en (n,”,n,” .n,”) formé par les trois équations précédentes (1), (2) et

3):

s T+, -0, ~0y)
(0, —0,)(0,~03)

,_TP+(T,-0)(T,-0)

m,

@

On trouve alors :
(0, ~0; (0, —0y)

T+ (T,-0)(T, o)
S (oy-o)(oy-0y)
Rappel : Nous avons supposé ici que o,)0, )0,
T+, —-0,)T,—0,) 20
(n}.n.n2) étant positifs. alors : 3§ 1, +(7, =0, )(T, —0,) <0 (IT)
7+, —o 0T, —o,) =0

9 O_-)_*'O-—v 2 O-r)_‘o--\ 5
724 (1, - 2%y (2" %y 50
g dey > =] 5 )
5 o,+0,, 0,0
Soit encore : 11" +(7, — 32 L) —( ’2 D <0 | (1)
17 (7, -2y - (D22 20

' 2 2

Ce systéme d’inéquations montre que le point A(7,,7;) doit se trouver dans la région limitée par les trois

1

o, +0, &, =0

1 o3+ 0,
cercles: I, de centre (—T—,O) et de rayon:—= !

,0) et de rayon: el ;03 ;

; I, de centre (

o, +0, o,—0,

I'; de centre ( ,0) et de rayon : .Ce sont les cercles de Mohr ou le tricercle de Mohr.
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Illustration :

v

Propriétés des cercles de Mohr :

1°9Si 0, =0, =0, =0, alors T, =0, etT,=0 . Les trois cercles se réduisent au point 4(c,0)

Exemple : Fluides parfaits —_—

2°)Si 0, =0, #0, alors I'|=I, et Iy se réduitaun point .

3°) Si A(T,.T)) se trouve sur les cercles limites, la facette orient€e par 7 contient alors une direction

principale.

En effet, par exemple si A se trouve sur I', alors nous avons d’aprés les équations IL.1 et LI:
0

T°+(T,~0,)T,—0,)=0 = n,=0. Ainsi : n=|n, et la facette de normale 7 contient alors la
"5 )(61.5:0%)

direction principale o.

——

A O" 3 -

S

v
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1
4°) Dans le cas choisio,)o, )0, , nous avons : |7, (Dans le cas général - T, zasup‘a, —O‘j‘ )

O, t0;,
et la valeur correspondante de Ty, e, = ————

La normale orientant la —faeette sur laquelle s’exercent ces contraintes est telle que:

n’=n,’ :—;— et n,=0 (D’apres les systemes (I) et (II))

/
7
S
e
0
v

Dans la base principale (o1,02,03) le tenseur des contraintes et le vecteur normal s’écrivent :

o 0 0 cosé
b 1 . .
o= 0 o, 0| et 7= sind
0 0 o 0

o, n =0,cosd
Le vecteur contrainte 7=cn s’écrit : | o, n, = 0, sind
0

Associons a ’extrémité de 7 un peint-4(7,7)) dans le plan (7,,7,) repéré en coordonnées cartésiennes et

cherchons le lieu géométrique de A pour différentes directions de # ( différentes valeurs de &)

Nous avons :
T =0 ,cos’@+0,sin’ 0
A, = O e
T, =—0,cosdsin @+ o, cosdsin &

B B —sind

car: I, =T.ii=cni. i et T, =T.(=ci.l avec [=| cosf
0
> = i ;02 %179 ¢o5(-20)

A(T,,T) peut encore s’écrire : A(7,,7)) =
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,I) sur le plan (7,.,7;) est donc le cercle de centre

n T

Le lieu géométrique de  A(7,

n

C (U1 +9 ,0) et de rayon:————al ;Gz
21
C .
) 0 0, T,
A
Remarques :

- Lorsque | facette tourne de & autour de M o5 dans le plan réel, le point figuratif A(7,,7)) tourne
de—20 autour de C dans le plan image (7,,7)
- T estextremum pour —20 =-7/2 et—20=-37/2 ie. O=n/4 et0=37/4

Recherche des contraintes et axes principaux a partir du cercle de Mohr
o, o, 0

Considérons le cas des tenseurs de la forme : o=| 0, o, 0
0 0 oy

Notons tout d’abord que M oi(=M e3) estun axe principal associé a la valeur propre o, = o7,

Cherchons alors : Mgu et Mc;z

. . S ] = (o, ©
o1 el o> étant dans le plan (er,e2), travaillons avec le tenseur plan 0:( " ]2]

Op On
- . =_ - - =_ - . [cosd -~ [—siné
T =T.n=on.n e I =T.t=on.t avec n=| et 1=
sin® cosd
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. [0 I, =0y | Oxn
Pour @=7/2 ; n= ;= T =4
1 I, =-o, —Oy,

Construction géométrique
Onplace AetA’. Soit C =AA4'"MT, ; On trace le cercle de centre C et passant par A et A’

Alors o, et o, (valeurs propres) se déterminent par I’intersection du cercle avec MT,

Onpassede AaB (B=Cerclem MT,) par une rotation d’angle —o = angle (MeT,Mgl) = %

En effet : 4 correspond a ~7:(M ,n=e) et B correspond a (M, n =0,)
On passe de A a B par une rotation d’angle : —« . Donc on passe de ¢ a &, par une rotation d’angle :
ol?2.

On superpose alors  Me, aMT, pour représenter I’orientation de M o par rapport aMe,

—= I,

A t
82 _
0,

Y
\ 4
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X-3 Représentation géométrique des tenseurs de contraintes

o 00
Le tenseur des contraintes o =| 0 o, 0 | peut étre représenté¢ par un point image P d’un espace
0 0 o,
cartésien orthonormé Oo 0,0,
X
O-'i

_

O

Précautions a prendre :

- Deux tenseurs qui ont les mémes contraintes principales mais des directions principales différentes
ont une méme image

- L’ordre des o, est quelconque

(o, 0 O
- o= 0 o, 0 |estreprésenté en réalité par 6 points image dans le cas général car la numérotation
0 0 o,

des o est arbitraire.

Propriétés :
- L’image d’un tenseur sphérique est :

1/3
la droite (A) d'équation: o, =0, =0, de vecteur unitaire 5=|1/3] :axe hydrostatique
1//3
- L’image d’un tenseur uniaxial est I’un des axes Og,
- L’image d’un déviateur est le plan () L (A), passant par O, etd'équation: o, +0,+0,=0

- La décomposition d’un tenseur en un tenseur sphérique et un tenseur déviateur correspond a la
projection perpendiculaire sur (A) ef ()

- Les projections des axes Oo, sur (7) donne les axes Oc, faisant entre eux un angle de 27 /3




Chapitre 4
- Lois de conservation




I) Expression générale d’une loi de conservation
Une loi de conservation d’une grandeur physique peut s’énoncer de la maniére générale
suivante :
Dans un domaine (D), la variation d’une grandeur physique A au cours de I’intervalle de
temps dr est €gale a la somme de la quantité produite ou extraite a ’intérieur de (D) et de la
quantité échangée a travers la frontiére 0D de (D)
Soit encore :

. d adv= J-a dv+_[ ds
dr dt 5

a : La densité volumique dansTD)
a, : La densité volumique produite ou extraite par unité de temps dans (D)
a, : La densité surfacique associée au flux de A échangé atravers 0D

IT) Loi de conservation de la masse
II-1) Forme intégrale

Pour tout domaine (D) d’un systeme matériel que 1’on suit dans son mouvement (donc
constitué toujours des mémes particules), sa variation de masse au cours du temps est nulle:

am,
dt

=0| Comme m-f,odv alors : —J-,odv

D

Par ailleurs, nous avons (Théoréme de transport voir Annexe) :
g Todu= ja—pdv+ [ pyiide
d ; 0 o

alors : J.—dv+ Jpvnds 0

oD

soit encore, en utilisant le théoreme de la divergence : J-—'O dv+ J‘dlv(pv) dv=

I1-2) Forme locale

En utilisant le théoréme de I'intégrale nulle, on obtient la forme locale de la loi de
canservation de la masse (ou équation de la continuité):

op . 5
——+div(pv)=0
o (pV)

De plus nous avons les relations :

div(pv)=pdiv(y)+Vv. gradp et —:aa—ﬂ?.gmdp
!

. , . .. |d L
On obtient alors une autre forme de 1’équation de continuité : —r—d—«+ pdiv(v)=0




Conséquence :

d
< fpf dv= J.p—]—:dv Cest le théoréme de Reynolds
dt D 2 dt

Démonstration :
Nous avons :

g’; J.pf dyr= J.% dv+ J. p [ v.nds( dapresle théoreme de transport)
o L) D

oD
:jaﬂJr divip f 7) |dv

pIdivi E)+v.grad(p )

B .
= %w.gmd(of) + p fdiv( E)}dv
D

Il
Se—o},

d N
— g

df L dp
iy pl B
L™t dr

d”;f + p fdiv( V) |dv = | pfi—]:Jrf(%erdiv( ) dv:bjp%{-dv

=0(équationde continuité )

Rappels :
Théoréme de la divergence :

Si A champ vectoriel différentiable sur(D) alors : J‘;lh’ ds= f div( Z)dv
oD (D)
Sij champ matriciel différentiable sur(D) alors :
= - = 94
IA nds= J.a’iv(A)dv; (divAT, =— (que l'on note A, )
an

ox 0
(1)) J

Théoréme de l’intégrale nulle :

Soit ¢ fonction contiune sur undomaine (D).Si J.gz)(M)dv: 0 V(D)< (D) alors ¢ =0 dans(D)
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III) Loide conservation de la quantité de mouvement

III-1) Forme intégrale

Pour tout domaine (D) d’un systéme matériel que ’on suit dans son mouvement, Le PFD

d—; i Eexl
St dt
s‘ecrit i _.
dO’(O) _ M't‘»\" (0)
dt : —
; = J. pV(M ,1)dv  :quantité¢ de mouvement domaine (D)
Avec

(_):(O) = J-Of\j[ A PV (M ,t)dv: moment cinétique,au point O, du domaine (D)

_jf(M v+ [T(M,7)ds

M (0)= jOMAf(M Ndv+ J-OP/\T(M 7i)ds

‘f(M,z‘) densité volumique de force aupointM ; 7'(M,7):contrainte au point M

et

___—(J',oV(M Ndv)= J.f(M Hdv+ jT(M 7i)ds

aD

—(IOM/\pV(M f)dv) = ]OMAf(M fadv+ J-OM/\T(M 7i)ds

aD

Ainsi le PFD s’écrit :

III-2) Forme locale
La RFD (forme intégrale) s’écrit : —( j Pv(M.1)dv)= jf(M fdv+ [T(M.7i)ds

aD

Comme — '[ pfdv= J-p;l—dv (Théoreme de Reynolds)

Alors : jp-—tdv_ jf(M Ddv+ [T(M.7i)ds

an

Soit encore : jp—dv— 'ff#‘,i_l)dwr J‘a nds
dt

aD
En ut111sant le theoreme de la divergence, nous aurons :

s/

Ip_dv_ J‘f‘(M,r)dw fdz‘vz dv  ((divo), =

/

. A P . v,
D’ou finalement : p;z f+divo| ouencore en notation indicielle : p;z Vg
’ :




Par ailleurs, I’équation des moments s’écrit :

—(J‘OM/\,OV(M N dv)= jOMAf(M 0)dv+ J.OM/\T(M 7)dS

So1t encore d’apres le theoreme de Reynolds :

e
JpM IOM/\fdv+ J.OM/\Tdv

D dt 2D

Rappel :

(A AB), = eu4,B,

avec: &yyy = &y = &y, = +1 &3, = &3 =&y =—1; Tous les autres g, sont nuls

Alors, nous aurons en notation indicielle:

J-,O d(gukx V)
dt

Comme 'f gux, T, ds= j EpX,0yyds = J.(g &X,0 ), dv

dv = jg,,kxfkdw [ &7, ds

D an

b on D
Alors - J'IOW dv = _J? f,dv+ J(gykx o), dv
Soit encore : pd(Lj’VQ Eux, [ +(&,x,04),
Puisque d(;") =v, d(d‘;k) =V X%,,=0,

Alors P v v +PEL XY =Eu X, [, +6,X,00, +&,0,
%V_.._/
=0 (vAY),

Soit encore : gg’jkxj [p]/k —fk _O-kZ,ZJ = El.jka[

=0 (RID)

D’ou: (€.

Ok =0

PoE P51 8t BunOn=0=20% =&y,
pour i=2: £,,0;+8,,0, =0= 05 =0,

pour i =3: £,,0,, +&,0, =0=>0, =0},

Donc finalement Le tenseur des contraintes est symétrique : |0 .. =




IV) Loi de conservation de I’énergie

IV-1 Premier Principe de la Thermodynamique

IV-1-1) Forme intégrale

Pour tout domaine (D) d’un systéme matériel que I’on suit dans son mouvement, le PPT

aé _
sreerit 2. +Q
dt :
&' Energie totale de (D) : & = K + E: K énergie cinétique de(D):E énergie interne de (D)
ow, . .
P, :T‘L : Puissance des efforts extérieurs
‘ t

0 :—gZQ : Quantité de chaleur par unité de temps( ou taux de chaleur) apportée a (D)

Nous avons :

e J.p e+ — ch © e €nergile interne massique (ou spécifique)

! ;jf v+ J'T (M: n)vds}

D ol

Q(— f dv+ Jq ds -J' dx; J‘q i ds

ch (/)

B —

Pour la détermination de Q, on suppose ici que les échanges de chaleur sont de deux types :
surfacique par conduction et volumique par rayonnement

r: densité volumique du taux de chaleur re¢u par rayonnement
g densité surfacique--du tausde<haleur recu par conduction :

q tel que: q:—éjﬁ vecteur densité de flux de chaleur (/e signe — provient du fait que g

doit étre positif si le systéme re¢oit de la chaleur)

Donc finalement, le premier principe de la thermodynamique donne :

~('[Io[eJr_—jdv)_ J-T vds+."f vdv— Jqu+ jrdv

8/ 7 on D

1



I1V-1-2) Forme locale

Le théoréme de I’énergie cinétique permet d’écrire (voir fin du paragraphe):

ov

—(Ip dv)—_[T vds +.[fvdv— Gxi dv

Alors le PPT s ecrlt

D /

—(J‘pe av)= Ia &‘dv-’r J‘qa’5+fr dv

= [0

J oD D

dv = J.(T ~dv f qds+ Jr dv  (théoreme de Reynolds)

ox

A abD D

:jpidv :.[a,/ xl dv— J.qnds+J.rdv

fp

D’ou la forme locale du premier principe de la thermodynamique :

Autre écriture :

of (2p]

dv = J.O‘ T’dv—jdlvq dv+'[rdv

of

Nous avons :
En effet :

o,

Et puisque :

Donc o v

Le premier principe de la thermodynamique peut alors s’écrire :

/N

&,V =0, D—

¥

U:/

i i

O'I/V/,

=0, alors: o,v, ,=0,V,,

1
=iy E(VU +vN) =, Vi UZD)

"

€ncore

de
dZ

E:B~div§+r

Théoréme de ’énergie cinétique

Montrons que : i(erX; 4..};[?\:5[5 5. 'f‘/}.\—fdv— fo*wgv—’dv
dt D b I3 3l ax

2

/

pE: y:/ q”+r

d
pgza,jD =il ; *F

: i3 v, -
Nous avons montré que le PFD s"écrit localement sous la forme : ,0—6;7—’—: Lt &y
’ ;

Multiplions ces équations par v, :

dv
v, —+= fv
P VA

+o, VvV

iy, i

gl

. d v -
La somme de ces équations donne alors : p;(yz—) = fv+—=—
!

ox

ou



G/[
do,v — —
I :
or —— =div(v,0,) avec o, =| 0,
ox,
0-/3
¢ ov

d v — —
D s p—(—)= fyv+div T
onc pdz(z )=/fv (vo,) —o, .

d v* — - — ov
L’ intégration donne : —(—)dv = yav+ |divivo)dv — o —Ldv

Soit encore : i( f pz;dv) = .[ _/‘;17 av + J-(v/ E;,.i;) ds — jo*u ?Ldv (théorémes de Reynolds et
df D 2 D aon D axj -

de la divergence)

L’intégrale : f(v, c;?ﬁ) ds peut se mettre sous la forme : fv,a,.jn_, ds= J.V,T, ds = J.f;i ds
D an on oD

2 — — —
D’ou : 1(jp3’—dv)= [Fvav+ jT.vds—jo—,,—aldv CQFD
d[ D 2 D D i ax

oD 7

Interprétation :

2
—;i( fp%dv) = ax . Variation temporelle de I’énergie cinétique de (D)
4 D

K
dt

J-f vdv : Puissance des forces de volume

D 0 , .
. Puissance des forces extérieures

J. T vds : Puissance des forces de surface

b

ov : o
- J‘ o, p ~dv : Puissance des forces intérieures
" Ox
D

J




ANNEXE

Dérivée d’une intégrale de volume ( 7 = _[b(jc‘,t)dv)
(D)

1°"° démonstration :

Comme v =det FdV = JdV

—

Alors: [ = [ b(z,0)dv = [ BCX.0)Jdv avee B(X.1)=b(E(X).0)
(D) (1)

dl dB

9B s ay

= |G B

dt 5

Comme : %% = divv (En effet, nous avons montré (paragraphe 1X) que :

L d(dv)
dy dt

= divy .Par ailleurs dv = det FdV = JdV D’ol - %% = divv)

I(—J + B.]a’zvv)dV

Smt encore en desc1 iption eulérienne :

( jb(x £)dv) = j(—[+b-n’zw)dv

(/)

2" forme :

Nous avons Z—b +b divy = Z—b +grad b v+b divy
t i

Et puisque divby = b divv+ é;_aa b.v

Alors @ +b divy = _@é + divby
. dt ot

d . ob . -
Nous avons alors : —65( J.b(x,t)dv) = J.(—a7+ divbv)dv

(1) ()

3™ forme :

Nous avons Jbv nds = j divbvdy  (Théoréme d’Ostogradski)

(5 ()

Alors : —( j b(%.1)dv) = j %]lidw j b v.iids

)] (S)
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2°"¢ démonstration :
Soit (D,) le domaine a I’instant 7

Soit (D,,,,) le domaine a 'instant 7 + At
; [(t+A)—1

fl‘]‘ =lim,, ,, il

dt At

Faisons la décomposition suivante :

(D)= (D,)+(Dy)
(D)= (D) +(Dy)

Alors
1(t)= [b(E,0dv= [bx.nydv+ [b(x,0)dv

D, D, Dy

I(+AN= [ b(E,+ANdv= [bGr+andve [BG+Anay
Do Dy Dy

D’ou :

[+ AD)-1(1) = fb(x [+ A dv— jb(x Ddv+ [b(E1+A)dv- jb(x 1) dv

Dy, Dy Dy D,

= j(b()z,mm)—b(x,r))dv + fb(x',HAz)dv-— jb(x,r)dv

Dy Dy, Dy,

“mm—mw im,, j.(b(x L+ AN b, [))d JrllmAHO J.b(x 1+ At)dv + jb(x t)dv
Al Dy At Dy D
Or lim,, ,, J. S A Y JU2)) dv = dev (car lorsque At >0 D, —D,)
i At 5 ot i
Par ailleurs : Pour Dy, ¢ dv:d)?.ﬁds:(;At).ﬁdS' et

Pour D, : dv:—di.ﬁdS:*(\;Al)ﬁds

Alors :

lim AI—0

I(t+AD)-1(1) _ jab(’)d +lim,,_,— {

N 2 I b(x,t+ At)v ndsAt + J.b (x,H)v. ndsAt]

D, Dy D,

Or lorsque  lorsque At — 0 ; b(X, t+Al) —b(x.1) et D, Ub, =S,
“a_ J'ab(t [)d + J‘b(x l)vnd?‘

Alors, nous avons finalement : 3
1
D,







