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Ce cours de mécanique des milieux continus est a la base de I'enseignement de mécanique a SEATECH. Les
notions abordées ici, transport de champs, lois de conservation, ..., seront reprises ultérieurement en
mécanique des solides et mécanique des fluides. Dans une premiere partie, nous aborderons les notations
tensorielles et vectorielles indispensables a toute étude scientifique, puis dans une deuxiéme partie, nous
étudierons la cinématique des milieux continus. Aprés avoir introduit la modélisation des efforts et les lois de
conservation par le principe des puissances virtuelles, nous appliquerons ces lois de conservation aux lois de
comportement de I'élasticité linéaire (en mécanique des solides) et aux lois de comportement des fluides
newtoniens (en mécanique des fluides).
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Notations tensorielles

NOTATIONS TENSORIELLES

1 Vecteurs et tenseurs

Avertissement: L’objectif de ce chapitre, est de familiariser les étudiants avec les notations tensorielles. Afin
d’en simplifier le contenu, nous ne considérerons que des bases orthonormées.

1.1 Notations

1.1.1 Vecteur

Dans un espace euclidien ¢ a trois dimensions, soit e €.e, une base orthonormée. Un vecteur V est

17 727 73

représenté par ses composantes V,, V,, V,

V=Ve+YV,

171 2

3
e, +Ve, = i:ZlI/iei (1.1)

En utilisant la convention de sommation, ou convention d’Einstein, on écrit

(1.2)

ou, chaque fois qu’un indice est répété, il convient de faire varier cet indice de 1 a 3 et de faire la somme. Dans

I’expression (2) I'indice i est un "indice muet".

En notation matricielle on écrira parfois

2 (1.3)

et le vecteur transposé
—T e =
4 :{V} =<V>:<Vl Vi) (1.4)

1.1.2 Application linéaire de ¢ dans ¢

Soit A une application linéaire, dans la base 51, é;, 83 . Cette application est représentée par une matrice 3x3
notée [A]:
A A4, 4,

A A, A
A Ay Ay

Si W est un vecteur tel que W = AV , alors les composantes de W sont données par

W =AYV, + AV, + AV,
W,=AV, +AV, + AV,
W, =AV, +AV,+ AV,

et en utilisant les conventions de sommation ou j est un indice muet
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W =AV

(1.5)
et en notation vectorielle
{w}=4{v}
On définit les symboles de Kronecker par
5 = 1 si i=j
|0 s i= g (1.6)

En particulier I'application identité 1 est représentée par la matrice

11 612 613 1 0 0
21 22 623 = 0 1 0
631 632 633 0 0 1

La composition de deux applications linéaires se traduit par le produit de leur matrice représentative, c’est-a-
dire

C=AoB ouencore [C] = [AHB]
et en notation indicielle

Czﬁj = Ai,l.;BI.y‘ (1.7)

1.1.3 Formes bilinéaires
Soit A une forme bilinéaire sur ¢, c’est-a-dire une application bilinéaire de ¢ x ¢ dans R . Dans la base

€, €,, €, elle est représentée par une matrice A, telle que

A(va) =AVW, (1.8)

ou en notation matricielle
A[F) = (1)}

En particulier, la forme bilinéaire représentée dans toute base par les symboles de Kronecker est le produit

scalaire. Si (€, €,, €, ) est une base orthonormée, alors

=6

[ i

oL
ol

et le produit scalaire de deux vecteurs est donné par
VW =VE WE =VW,&-& =6 VW, = VW,

ou en notation matricielle

—

vew=(v){w}
1.1.4 Tenseurs

1.1.4.1 Tenseur du second ordre
Un tenseur du second ordre 7' est un opérateur linéaire qui fait correspondre a tout vecteur V' de I'espace

euclidien un vecteur W de ce méme espace.

Golay MMC -10-
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W:T(?)

ou T, telle que

Cet opérateur peut étre représenté par une matrice 3x3, notée [T] ou|T

W=y,

i’ j

ou en notation matricielle

(7} =7

ou

* Un tenseur est dit symétrique si TU = Tﬁ

* Un tenseur est dit antisymétrique si TM_ = —Tﬂ

* Un tenseur est dit isotrope si TU = t(‘izj

* On peut toujours décomposer un tenseur en une partie symétrique et antisymétrique

=S —=A

T=T +T o T,=T +T)

1.1.4.2 Tenseur d’ordre supérieur

On peut définir un vecteur V par ses composantes V., ou par les coefficients de la forme linéaire
X —X-V=XV, car la base choisie est orthonormée (voir les notions de vecteurs covariants et
contravariants).

On peut alors considérer le vecteur comme un tenseur du premier ordre.

De méme, une fonction scalaire peut étre considérée comme un tenseur d’ordre zéro.

Un tenseur du troisieme ordre S est un opérateur linéaire qui, a tout vecteur Z fait correspondre un tenseur

du second ordre E

I

T= (2) ouencore T =S,7

gk k

1.1.4.3 Produit tensoriel

On définit le produit tensoriel du vecteur U par le vecteur V , noté U ® V', comme le tenseur d’ordre deux,

défini par la forme bilinéaire qui aux vecteurs X etV fait correspondre (U . X) (V . Y)

Les 9 produits tensoriels El, & é’i définissent une base de I'espace vectoriel des tenseurs d’ordre deux, si bien

que I'on peut écrire un tenseur 7' comme

T=Te ®ej

i i

ou encore, par exemple,
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. 7.l,1 ’U1 7.l,1 ’U2 U, .

URU=uve QE = |uu  uy, uw,

Ji J 271 272 273
7.113’01 U3’U2 u,v.

1.1.4.4 Contraction et produit contracté

Soit le produit tensoriel A ® B® C, on appelle contraction, I'opération qui lui fait correspondre le vecteur

—_ - —

A(B-C). Le produit contracté d’un tenseur d’ordre 4 R et d’'un tenseur d’ordre 3 S est défini par le tenseur

d’ordre 5

= i

Le produit doublement contracté d’un tenseur d’ordre 4

¢ @) (S, ¢ ®E®e)=R, S ¢0EacaF 08

ijkm™ maqr i j q T

Il
Il
l
X
oL
(24
0
&
Ky

= 1

et d’un tenseur d’ordre 3 S est défini par le

tenseur d’ordre 3

= Al

Par exemple,

S

;?:(1}@@%);(%@ ®E) =TT

(R,¢ ¢ ¢ ©8):(9, 7 @¢ @¢)=R, S & a8

ikl i j k ijnm mnr i j T

@ I
Il

le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2 7' et 7" est le scalaire

g

1.2 Changement de repeére

1.2.1 Matrice de passage

Soit e, e,, €,

s =/ = =/ s
une base orthonormée et ¢, ¢€,, €, une autre base orthonormée.

On définit la matrice de passage @ telle que:

=/
el

=/
62
=/

&

=Q.¢ + Q. +Q.E,
=Q,€ + Q¢ + Q¢
=Q, 6 + Q¢ + Q¢

_

ou encore, en notations indicielles

=Q.c

yoJ

et en notation matricielle

{#)=lel{e)

Les deux bases étant orthonormées, on doit avoir

6. =

ij

H/ "/
Qlk k le 1 QMQI kl Qﬁijk

ce qui montre que la matrice inverse de Q est ) . En particulier on tire la relation inverse:

- -/
€ = €.
z Jg

1.2.2 Vecteurs

Soit V' un vecteur de composantes V, dans la base E e e et V’ danslabase €, ¢, €

‘7:

=/ =) 2
3.

o Indd
Ve =Ve
i i

Golay MMC
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En utilisant la matrice de passage
V = ‘/iei = ‘/iriiek:
soit
’_ —
Vk - V;Qh et V.= V;Qz:k
ou encore, en notation matricielle

ERCIUER U ST

Remarque: le produit scalaire est un invariant, c’est a dire que cette fonction est indépendante du repére
choisi.

En notation indicielle
WW—/; = VA/Wk/ = VfQMW;'ij - 61‘;'Vz:VVj =VW = ;VT/
et en notation matricielle
(7))
- ()l )= {7) {7} -7

1.2.3 Application linéaire

S,
—
<!
G
)

. . . . s . - o o =) o) o)
Soit A une application linéaire, de composantes Al.j. danslabase e, ¢, €, . et A; danslabase e, €, €, .

En notation indicielle

W= AV =QW, = QAV, =Q,A4,0,V

i~ Tjm - om i~ “jm
d’ou
[
Aik - QijAijkm

W)= = [el{w} = [ellal{v} = [ellallel (V]

[4]=[e]l4llef

1.2.4 Forme bilinéaire

A el )

Soit A une application linéaire, de composantes Al.j. dans la base Ep EQ, 53 .et Al; danslabase €, €, €, .

— —

— _ / ! __ /, !
A(V’ W) - AzjV;VV;' - Af;VzVV] - Aiiji‘/;'QmjVI/m
soit
Ak/m = AiijiQmj

et en notation matricielle
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soit
A =[ol[Allo]
[4]=[e]l4]¢)
1.2.5 Tenseur d’ordre 2
Soit E un tenseur d’ordre 2, en notation indicielle
= _ — - 1=/ = -/ = =/ -/
T= Tijei ® ej - Tijei ® 6]‘ - szQ/ciek ® Qmjem - TijQ/ciQmjek ® €n
puis

!/
jﬂ;s‘m = T j Q}\? Qmj

2 Permutations et déterminants

2.1 Les symboles de permutation
On introduit les symboles de permutation

+1 si i, 5,k est une permutation paire de 1,2,3
i = —1 sii, 3,k est une permutation impaire de 1,2,3
0 st deux indices sont répétés

Ces symboles représentent le produit mixte des vecteurs de base

Y .
€ = €166,

€. sont les composantes d’un tenseur du troisieme ordre, qui représente, par exemple, la forme trilinéaire

ik
produit mixte:

(5',17,%) —e UVW
igk i j ok

Avec un peu de patience on peut démontrer les résultats suivants

il 67',711, in
e e =Detld, 6 6
ik~ lmn gl Jm Jn
é‘kl é‘km kn
Eijkeimn = (S_jm(skn _6jn6km
gijk,gz'jn: 26km
g e, =06
ijk i

2.2 Déterminant d’une matrice
Les symboles de permutation permettent le calcul du déterminant d’une matrice par

Eijk Det(A) = Enmp Aim Ajn Alp ( 1. 9)

Oou encore

Det(A):%zs e A A A

ik " mnp” Tim” Tjn” Tkp

On peut également déterminer I'inverse d’une matrice

Golay MMC -14 -
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1

B=A" o0 B =——" ¢ c A A
J 2D€t(A) imn~ jpq” “mp” ngq

2.3 PolynOdme caractéristique
Les valeurs propres d’un tenseur du second ordre sont obtenues par la résolution de I’équation caractéristique

P(\) = Det(A— )

soit en développant

%%kamp (4, 28, )(A, — 5, )(4 —2s,) =0
Oou encore

PA) =1, =\, + NI, = \°
avec

I :ls,s A A A = Det(A)

3 6 ik " mnp” im” Tjn” Tkp

I, :% AA —AA ]z%[(Tr A —1Tr 42|

(] [

Ile“:TT A

I, 1,, I, sont appelés les invariants fondamentaux du tenseur A.

2.4 Adjoint d’un tenseur antisymétrique

Soit €) un tenseur antisymétrique

0 Qn _931
Q= _le 0 Q23
QBI _Qz3

on peut également lui associer le vecteur

- wl QZB
w=\w, = le
w3 Ql2
soit
0 Wy W,
Q= —w, 0 w,
w —w 0

Le vecteur w est le vecteur adjoint du tenseur antisymétrique ). En notation indicielle on a:

Q, = €9

w= Q
i 9 gk gk (110)
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3 Calcul vectoriel et analyse vectorielle

3.1 Calcul vectoriel
Le produit vectoriel

-

c=anb
s’écrit en notation indicielle
ciei = Eijk:ajbkei
On peut montrer que
(a/\b)/\c:(a-c)b—(b-c)a

(end) (end)= (-85 ) - (55

‘3.2 Analyse vectorielle

On note d’une virgule la dérivée partielle, soit ,i = ai Les opérateurs exposés dans cette partie seront
x

]

exprimés dans un repere cartésien orthonormé.

* Soit f une fonction scalaire

Le gradient d’'une fonction scalaire est un vecteur

ofr
Oz,
o
oz,
of
Oz,

grad f =Vf=f ¢ =

Le laplacien d’une fonction scalaire est un scalaire

0* * 0*
Af=f,= _J: + J: + ];
89:1 89:2 8:63

* Soit v un vecteur

La divergence d’un vecteur est un scalaire
dv,  Ov, Ov,

Oz oz oz

1 2 3

Divv=vw =

Le rotationnel d’un vecteur est un vecteur

81}3 dv,

Oz, 81:3

- - - R dv, Ov,
rotv:V/\v:a.kvkve.: -
R dz, O

dv, Oy,

Oz, O,

Le gradient d’un vecteur est une matrice

Golay MMC -16 -



dv,  Ov, Oy,

dz, Ou, 8:33

- L. ov, 0Ov, Ov
V=1 ¢ ®e¢ =|—2 2 =
n ! Oz, 0Oz, Oz,

% 81}3 81}3

Oz, 0Oz, Oz,

Le laplacien d’un vecteur est un vecteur

v, v O

1 1 1

0*v, 0O, O™

3+ 3+ 3

2 2 2
Oz, Oz, oz,

*Soit 7' un tenseur du second ordre

La divergence d’un tenseur est un vecteur

DivT =T & =

ij,j i

0T, 0T, 0T,

Ox ox ox

1 2 3

o1, 0T, 0T,
O, Oz, 8m3

ot, , 0T, 0T,

31

* Quelques formules utiles

Oz Oz oz

1 2 3

Dw(fé):fmvh&-ﬁéf
Dw(;AZ) —b-rota—a-roth
Div(r;t;) =0
r;t(ﬁf) =0
M(fg) — fgradg+ g grad f
r;t(f;) = fr;tg—l—mf/\;
Dzv(ﬁif):Af

r;t (r;t Z) = grad (Dz'v Z) — A;

‘3.3 Transformation d’intégrales

Notations tensorielles

Soit ) un domaine borné et 0f) sa frontiere, de normale n .

Soit ¢ une fonction scalaire, alors

ffaszqs ;i ds = fffszm ¢ dV

Soit A un vecteur, alors

ffmzz'; s = fffsz Div(Z) av

-17 -
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Soit E un tenseur, alors
ffimT ‘ndS = fffsz Div(T) dV

Soit 92 un domaine plan de normale n , de frontiére I" . Soit U un vecteur défini sur ce domaine. Si 7 est le
vecteur unitaire tangent a I', alors

[[grotU)-ndS = [U-Tdl
Tous ces résultats sont issus du théoréme de la divergence

ff@Qtjklnl ds = fffﬂtjkl,l av

4 Formules essentielles en Mécanique des Milieux Continus

4.1 Coordonnées cartésiennes orthonormées

OM = z¢_+ yé’y + z€,

*Soit v =v,€ + vyéu +.€, un vecteur, alors

dv, Ov,  Ov,
or Ody 0z
- = 0Jv ., o ov  Odv Ov
Viv)=Vv=—=_¢ Q¢ =v € ®e¢ =|—L L !
or. ' '’ st or Ody 0z
dv,  dv,  Ov,
or Oy 0z
et
= 0w, —_— - = v Ov v
dwv:—‘:uv:Tr(gmd(v)):Vv:I: s e
Oz, v or Ody Oz
- - v, . . . ~
Av = dw(V(v)) = e =v_.e=Ave +Ave +Ave
81’61’ i Ly i T T Yy z z
J J

* Soit f une fonction scalaire, alors

o

oz

grad(f) = vi=Lg —pa -l
9z, ’ of

0z

et
. —_— 62 62 82 82
Af = dw(gmd(f)) __9F _ f. = _J: +_J: +_']:
Oz Oz, " Or Oy 0Oz
= TII sz Tzz
*Soit T = T” é; ® é} = TW Tyy TyZ un tenseur symétrique du deuxiéme ordre, alors:

Golay MMC -18-
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oT oT 9T

zr Ty Tz

Oz dy 0z
oT oT oT
yo vy yz

o, Ox oy 0z
oT. 0T, oT

2T + + 22
Oz ay 0z

et

4.2 Coordonnées cylindriques

o0M
oM _

W =7re +z26 et 2
! : or ! r 00 0z :

d(OM) = & dr + rd0é, + ¢ dz

Oe 8&; Oe
=0 , —t=0 , —=2=0
or or or
aa . 8% . 8%
—+=¢, , —=-¢ , —=0
00 00 00
Oe 86’6 Oe
=0 , —t=0 , —==0
0z 0z 0z

-

*Soit v = v,€ +,€, +v.€, un vecteur, alors

dv. 1]0v, v,
— ==
or r|00 0] 0z
—- = |0 0 0
grad(v) = Vv = T %% | e
or r| 00 " 0z
v, 1 Ov, v,
or r 00 0z
et
- - - = 0 0 0
d?;’l)’U:T’I”(V(’U))ZV’U;I:/U’ i lﬁ l
r Or r 00 0z
- - 0 0
Av = div(Vv) =[Av _29h b ¢ +|Av, 20U Y g +Ave
T ,,.,2 89 ,,,,2 T 7,2 89 7,,2 z z
* Soit fune fonction scalaire, alors
grad(f)=vi=2Lg 195 05

or " rae " 9z °

et

2 2 2
Of L 10, 1P 5

Af =div|Vf) = = J
f ZU( f) 8,',,2 r 8,,,, 7"2 692 8Z2
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= Crrr Tr(') Trz
*Soit T =T, T, T, | untenseur symétrique du deuxiéme ordre, alors:
T‘zr CZ’zt") CZ’zz
aT 10T, oT, T —-T,
T T _|_ TZ T
or r 00 0z r
= oT, oT oT, 2T
dZ'U(T) — or 1 06 0z rf
or r 00 0z r
67’27' ]‘ 61"26 67’22 + 21
or r 00 0z r
4.3 Coordonnées sphériques
P oM . 190M 1 90M
OM =re et 90 =ec_, ——80 =e,, - 90 =e,
! or ! r 00 rsind  O¢
d(OM) = ¢ dr + rd6é, + rsind dg ¢,
6_87 -0 , 6_89 -0 , 88@ -0
or or or
oe. o€, . de,
—_— = s _— = —e 5 =
o0 / 00 " 00
oe , ¢, . de, o .
—L =ginfle, , —==cosfe, , —= = sinfe — cosbe
a a [ T [

Soit v=veE + €, + U¢E un vecteur, alors

[

dv. 1|0v,
or r| 00 /
— o 81} 81)
d(v)=Vv=|—=% —+
grad(v) v o 50 vr}
dv, 1 dv,
or r 00

et

11 v,

——v
r|sind oy
1.1 %% — cotgfv,

r|sind (;5
1| 1 Ov
— ——+cotg€v +uv
r|sinf O0¢

- - = Ov v, 1 ov, 1 Ovy,
divv=Vov: I =—-+2-"+ ———l—cotg@
T r 1 00 rsing 0¢ r
Av,—l v+ 1 O(sinfv,) 1 %
"ol T sing 00 sinf d¢
- - 0 ov
Av = div(V(v)) =i Ay, +3 ov, Y _ cosf 9Y
r*| 00  2sin’0 sin®@ O0¢
v dv,
Ay, +—2— |2 4 cotgd—~ — —=2
? r’gind| 99 8(;5 2¢in @
-20-
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* Soit fune fonction scalaire, alors

-T,-T, +Trgcotg9)

— T, )cotgt + 3T7-9)

of
or
10f
rad(f) =1 ———
grad(f) o0
1o
rsin® 0¢
et
ol arad Of L 20°f 1 of 1 &
A :dZU( rad ):_+__+_00t 9=,
! o) or* rog 1 o0 r*sin’® 6 9¢°
_ |, T, T,
*Soit T'=|T, T, T, | untenseursymétrique du deuxieme ordre, alors:
T T, 6T,
or %0 09
0T, 10Ty, 1 9T, 10y
or r 00 rsind ¢ r\ "
- oT, oT, oT,
div(T) = or L 17 %00 1 0o +l((T99
Or r 00  rsinf 0¢ r
oT oT -
m""l - L ad -i-l 2T cotgh + 3T
or r 00 rsinf 0¢ r( 09 To)

4.4 Comment retrouver les formules

Notations tensorielles

Nous nous plagons par exemple en coordonnées cylindriques. On note

-

v=wve +ue +ve =uve aveci=r,0, zet, i=

0

Donc, avec cette convention

oL

0,0

190
ar’ r oo’ oz

0

Chercher le gradient d’un tenseur consiste a augmenter I'ordre de ce tenseur, soit

Vixx) = (+x); @ €

Si on applique cette remarque a un vecteur, on obtient:

-

V(v)=(vE), @€

En n’oubliant pas de dériver les vecteurs de base, car nous sommes dans un systeme de coordonnées

cylindrique,
- — — — — — —
Vo = v, € ®ej. +o, € ®e] =, € ®e]. +v
=7, é’i ®gj +u, Erﬂ ®€a +v, ge.s ®§9
- /U. — — v - —
Y a®ej+77 ) Q€ _7667 ®e,

Pour obtenir I'opérateur divergence, il suffit de contracter doublement avec le tenseur unité d’ordre 2,

div(xx) = V(xx) : i

soit dans le cas d’un vecteur:

-21-
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- -

) = v v Ov 10v, Ov
diviv) =V(v):1=v  +—+ =" +—F+——" F—=
oo r or r 00 0z

et donc 'opérateur Laplacien pour un scalaire

82 2 2
Op 10p 10¢ 0¢
ort T or 1t ost 92

. P,
Ay = div (Vg&) =@, +—=
’ r
Appliquons maintenant cette méthodologie a un tenseur d’ordre 2.

v{IT) = (17 98) eF

i il k
= Ilj.k:(%@é;@gk—"szé;L®g]‘®gk+ﬂjg«®g]‘7k®%
- jwij.kgz®€j®4k+];jé;.9®€j®49+]’ijé:®gjﬂ®ﬂ(9
T T
T,u % ®F @&+ BF ®F, %Ef@é’j@}
+ T’*é@* ® € —iée@é Q¢
r i 0 0 r i r 0

Pour obtenir la trace de ce tenseur d’ordre 3 on contracte les deux derniers indices:

R LT, T,. T,
div|T|=V(T):1 = T e +—"¢ ——"¢ +—¢
R r T ro
oT 107, 0T, T, T |,
— Tr _ T + TZ 7_+L v
or r 00 0z r ro|’
oT 10T, oT T R
+ Or +_ 60 + 6z +;ﬁ+i 60
or r 00 0z r r
oT 10T, OT R
+ 21 _"__ 2 + 22 21 ez
or r 00 0z r
On peut donc maintenant retrouver |'opérateur Laplacien d’un vecteur :
Av = div(Vv)
v, n CA
v v o Yoo T v
=, g — 218 + r g — L& +-¢
e r r r r ! r !
2 Ov v | 2 0v. v, |, R
=|Av —=—L——L|¢ +|Avy, + =———L|¢ + Avé
TS /A rr 00 7’ o
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5 A retenir

Convention de sommation :
V=Ve
Produits tensoriels :

Uu,v. Uu,. U,
o 11 172 173

U@V = uv e X € = WU UL, U,

WU U, U,
Symboles de permutation :

+1  sii, gk est une permutation paire de 1,2,3
Ei_jk = (é;, E,, gk) =1—1 sii,j,k est une permutation impaire de 1,2,3

0 si deux indices sont répétés

Produit vectoriel :

c=dANb=c_abe
igk " j ki

Quelques opérateurs :

—

Diwvv=w,, rdov=VAv=ecv €, Vo=v ¢€¢®¢c¢, DT =T ¢

ik kg i (VA J U]

En systemes de coordonnées cylindrique ou sphérique, mieux vaut utiliser un formulaire !

i

Notations tensorielles

-23-
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Cinématique

CINEMATIQUE

1 Le mouvement et ses représentations

1.1 Configuration

L'espace physique est rapporté a un repére orthonormé direct (O,¢,¢,,¢,). L'ensemble des particules ou
points matériels constituant le milieu continu étudié, occupe a chaque instant t, un ensemble de positions dans
I'espace: c’est la configuration du systéme a l'instant ¢, noté ﬁ(t) (d’intérieur Q(¢) et de frontiere 9Q(¢) ).

On introduit aussi la notion de configuration de référence: c’est la configuration particuliere du systéeme a un
instant ¢ fixé. Souvent on prendra ﬁo = 0(0), et on parlera alors de configuration initiale.

Toute particule M de ﬁo est repérée par son vecteur position )?(t) dans la configuration de référence. Toute

particule M de §_2(t) est repérée par son vecteur position Z(¢) dans la configuration actuelle (a I'instant t).

1

)

Figure 1 : Configurations de référence et actuelle
La position de chaque particule M sera donc déterminée si on connait sa position dans la configuration de
référence et une fonction @ telle que:

(t) = @()Z', t) (2.1)

-

¢ définit le mouvement par rapport a (0,€,,¢€,,¢,). On devra donc déterminer trois fonctions scalaires, telles

que:

o (X, X,,X,,t)
P, (X, X,, X,,t)
(X, X,, X,,1)

xl
Ly (2.2)
x3

Dire que le milieu est continu, c’est dire que ® est une fonction continue et biunivoque de X . On supposera
que & est différentiable. Le déplacement par rapport a la configuration (_20 , alinstant ¢, de la particule M/ est

le vecteur

QX 1) = F(X, 1) - X (2.3)
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1.2 Variables de Lagrange et variables d’Euler

Une grandeur attachée a une particule (masse volumique, vitesse,...) peut étre définie,
- Soit en fonction de X et ¢ : variables de Lagrange

- Soit en fonction de 7 et ¢ : variables d’Euler

Le vecteur vitesse d’une particule M est défini par

_dOM  0%(X, 1)
Codt ot (2.4)

V(X,t)
Le vecteur accélération d’une particule M est défini par

— o V(X OB
a o (2.5)

1.2.1 Trajectoire
On appelle trajectoire d’une particule, la courbe géométrique lieu des positions occupées par cette particule au

cours du temps. Z(t) = <I>(X7 t) est une représentation paramétrée en temps de la trajectoire. Par définition
de la vitesse,
= dOM dx, , dr, , dzx,
V(#t)=——=—¢€ +—2¢, Le,
dt dt dt dt -
les trajectoires peuvent étre obtenues par la résolution des trois équations

dz, B dz, B dz, _ g
Vi, z,a,t)  V,(r,5,0,t)  V,(1,7,,0,t) (2.6)

177727 17727737

1.2.2 Lignes de courant
A un instant donné, on appelle lignes de courant du mouvement, les lignes qui sont en tout point tangentes au

vecteur vitesse de la particule située en ce point. Soit pour t fixé, deux équations:

dx dx dz

1 2 3

Vi(z,z, z,t)  Vi(z,z,z,t) V(2,1 (2.7)

Remargue: Pour un mouvement stationnaire (ou permanent) V(Z,t) = V(Z). Les lignes de courant et les
trajectoires sont confondues.

1.3 Dérivées particulaires

1.3.1 Définition

Lorsque I'on suit une particule dans son mouvement, la grandeur A attachée a la particule ne dépend que de
t. Par définition, on appelle dérivée particulaire de A a l'instant ¢, la dérivée de A par rapport a la seule
variable t.

En variables de Lagrange: A = A(X,1)

ﬁ()ﬁ t) = %
dt ot

En variables d’Euler: 4 = A(%,t)
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A1) = 2—? (7, 6)dt + 3—2(55, )z,

D=0+ g—i(m)%

sz_?(f’ f = %(:z, 0+ g—i(z, oy
Oou encore

%:%+(‘7'V)A 2.9)
1.3.2 Application dl’accéléraiion

T(7,1) = dvg’ 0 %—‘tf + (V ' V) v (2.10)

que I'on peut également écrire

- 7 2 s =
[(Z,1) Z%—ZJF%VV +rotV AV

2 Déformation d’un milieux continu

2.1 Notion de déformation

On dira qu’un milieu continu en mouvement subit des déformations si les distances relatives des points
matériels varient au cours du temps.

En différenciant (2.1), on obtient:

. - . 0% .
di(t) =V dX dre =—LdX e
[ aX] ji

On note F' l'application linéaire qui fait passer de I'espace vectoriel dans lequel peut varier dX dans I'espace
vectoriel ol varie a priori dZ. Cette application linéaire, appelée tenseur gradient ou application linéaire
tangente, permet donc le passage de la configuration 5_2” a la configuration K_Z(t).

09,
o9t

AN,

Figure 2 : Application linéaire tangente

=l

En notation indicielle,

Oz, Oz, Oz
0X, 0X, 0X,
0. oz, = 0z, Or, Oz,
1.]:—‘: ~ soit F= (2.11)
GXJ. 8X]. 0X, 0X, 0X, .
Oz, Or, Oz,
0X, 0X, 0X,
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2.2 Tenseur des déformations

2.2.1 Définition
Le tenseur gradient décrit la transformation locale au voisinage d’une particule donnée. Afin de rendre compte
des déformations, c’est a dire des changements de forme autour de cette particule, on s’intéresse a |’évolution

du produit scalaire de deux vecteurs matériels pris respectivement dans les deux configurations flo et S_l(t) .

Considérons trois particules voisines X , X + d)?, X + ax’. Apres déformations, elles occupent dans K_Z(t)

les positions respectives 7 , Z + dZ, ¥ + d7’ .

Figure 3 : Notion de déformation

Oz,
dX
ox,

di - di’ = [?(f(, t)df(] : [?(5(, t)df(/] =

al‘/k- dX/
8)(’) J

d’ou sa variation autour de la transformation

.o o =, |0z, O] , ,
dZ - di’' —dX -dX' = | "k _ 5 \dX dX’ :[F,F,—&.]dX,dX,
6 X 6 X/ ij i Jj ki~ kj ij i Jj
i J

soit

47 -di' —dX -dX' =2 dX ¢ dX'
en posant

= 1 =T = =

e=3 F (X, t)F(X,t)—1 (2.12)

L'application linéaire ¢ est appelée tenseur des déformations. Cette application est symétrique mais dépend
bien sir de la base (0, €, €,,¢,) initialement choisie.

2.2.2 Remarques

* §’il n'y a pas de déformations, alors ¢ = 0 (et inversement).
[

* C =F F estappelé le tenseur des dilatations. Ce tenseur est symétrique.

On peut démontrer:

Théoréeme 1: Les valeurs propres de C' sont strictement positives.

Théoréme 2: Det [F] >0 Vit

Théoréme 3: ¢ est symétrique et posséde les mémes vecteurs propres que C' .

* Variation de longueur

soit dX' = dX = di, €, et |di| = di, alors
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dF - di' —dX -dX' = dPP —dP =2 dX ¢ dX' = 2dPe

ou encore, si les déformations sont petites

dl dl—dl
—=41+2 ~l+e —e =~ 0

0

€ représente au premier ordre la variation de longueur dans la direction = .

* Variation d’angle

Soit dX =dl ¢, dX =dl ¢ ,alors

0 "z 0 7y

4% -di — dX - dX = cosOdldl' = 2 dX = dX' = 2dl’e

0 " zy

Oou encore,

2, = cos 0\/ I+2¢, \/ 1+2,

donc €, représente au premier ordre la variation d’angle entre les directions x et y.

2.2.3 Autre écriture
D’aprés (2.3) et (2.1)

A =25 =14 2% x)
0X 0X
soit
- 1 8: p— T 8:
e = ==X, ) + 2% (X,0) + U (X, —(X,1)
210X X X 0X (2.13)
ou encore en notation indicielle
1| Ou. 3U7. Ou, Ou,
g, == —t =+ —= :
Y2 8Xj 0X, 0X, 8Xj
2.2.4 Cas des petites perturbations
. o= ou .
Cette hypothese correspond au cas ou “u(X, t)” et ﬁ(X, t)| sont petits.
En reprenant (20) et en ne retenant que les termes d’ordre 1, on obtient:
1 a= T
= _1louw Ou
enrp 9 3X(X’t) + X (X.1) (2.14)

ou encore en notation indicielle

1

Eompp = 5

J

L9
0X, " ox,
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2.3 Conditions de compatibilité

A tout déplacement % on fait correspondre une déformation ¢ . On peut aussi se poser le probléme inverse.
Ce probléme est dit ‘probleme de compatibilité géométrique d’un champ de déformation’, ou encore ‘probléme
d’intégrabilité d’un champ de déformation’.

Les conditions de compatibilité peuvent étre établies dans le cas général, cependant nous ne les établirons que
dans le cas des petites perturbations.

Décomposons maintenant le gradient des déplacements en une partie symétrique ¢ et une partie

antisymétrique w.

au = =
—(X,t) = (X, 1) + w(X,t
aX( ) = e(X,t) + w(X,1)
w== —U(X,t) — du (X)) w, =—|—7F—-—=
2| 0x oX i 200X, 0X,
Ona
Wik = Sk~ i

soit en dérivant une nouvelle fois

w.o, =w._ . 175kl dans {1,2,3}

ikl 1, lk

Vinkl e +e,  —e —e =0

i,k ki ik, jl ik (2.15)
ou encore
Siz équations 2523’23 =€y, + €233 + permutation circulaire
€503 + €3031 ~ Eo33 ~ sz + permutation circulaire

Réciproquement, si ¢ vérifie (2.15), alors les formes différentielles

dwij = [Em'.;' - Ejk.i] dx,

sont exactes; elles permettent donc de construire le champ w de tenseur antisymétrique. On vérifie ensuite
gue les formes différentielles

du, = [wik + Eik] dx,
sont exactes, d’ou la possibilité de construire un champ de déplacement %(X,¢) défini dans QO .

3 Transport, dérivées particulaires

3.1 Transport d’un volume

Soit d, un élément de volume de la configuration de référence, défini par trois vecteurs d)zl,d)zz,d)z3. Par la

transformation, ces trois vecteurs se transportent en trois vecteurs dz ,dz,,dz, qui définissent dans la

configuration actuelle un volume d<.
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Figure 4 : Transport d’un élément de volume

—

Le volume df) est représenté par le produit mixte des vecteurs dz, ,dz,,dz, :

dQ = (di, A d, )- dZ,
donc

dr=e, dz dz, dz,
Or, d’apres (2.11)

dr=¢c, F F, F dX_ dX, dX,

K

et, d'apres (1.9)

Q1 =c, del(F)dX,, dX, dX, = det(F)(dX, AdX, ). dX,

donc en définitive

dQ = Det(F) d, (2.16)

3.2 Transport d’une surface orientée

Soit dS un élément de surface de la configuration de référence de normale N . Par la transformation, cette
surface se transporte en une surface dsde normale 7 dans la configuration actuelle. En considérant un

vecteur V dans la configuration de référence qui se transporte en un vecteur ¥ dans la configuration actuelle,

on peut définir I'élément de volume (dS N)-V qui se transporte en un élément de volume (ds 7)- v .

Figure 5 : Transport d’un élément de surface

D’apres (2.16)
ds 77 = det(F) dS N -V

et comme avec (2.11)

V=detFdS NV

=T

Fii

—

ds ﬁ-[FV]:ds
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on obtient finalement

==-T
dsn = det( )F ds N (2.17)

3.3 Dérivée particulaire d’une intégrale de volume

Soit K(t fffﬂ(t) Z,t) d€2, une intégrale de volume sur le domaine Q(t) dans la configuration de référence.

Pour en déterminer la dérivée temporelle, nous devons au préalable exprimer K (t)sur la configuration de

référence pour "passer" la dérivation sous l'intégrale. En effectuant le changement de variable (2.1), et en
utilisant (2.16)

49 = Det(F ) dQ, = J d9,

on obtient

= JJJo, K t) J d,
puis
kﬂ] d)
dt

0

dK dk
_t = fffﬂu [E

A ce stade nous devons expliciter d.J / d¢ . En utilisant les notations indicielles, et en particulier les symboles de
permutation, on a:

J = det?‘ = la. €
6

FFFE
igk “pqr™ ip” jq~ kr

soit
a7 la.ke ~F F.
At 2 T ogp e
or
My Teh_ 0 100)_ 0 (g p) - 0 () 2000 O
ot otoX, oX |ot| ox V' oax VU ox oX ) ox "
donc
d—lea.ka —FEF F
dt 2 yr- par axl P Jq kT
mais
&t b =€ detF
pqr tp Jq kT
soit
ov ov, = 0
Wl e Pgerr =6, det =2
d 2 " " 0z " oz, Or,
dJ ~
— = J divv
dt (2.18)

En reportant dans |'expression de dK / dt

= IIf,, [ J+kJ dwv] dQ,
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puis en exprimant I'intégrale sur la configuration actuelle, on obtient finalement

fffm) +/<: dwv] dQ)

(2.19)

En utilisant les égalités suivantes,

& _Ok 5wk
dt 0Ot

div(kv) = v - Vk + kdivy

on peut écrire (2.19) sous la forme

fffﬂ (t)

+ dw(kv)] 0
ou encore, en utilisant le théoréme de la divergence

= ffo(t dQ + ffaﬂ(z)ka n doS2

Application fondamentale: conservation de la masse

La masse d’un systeme matériel qu’on suit dans son mouvement reste constante.

M= [[fypxtyde B
et ¢t

ou p estla masse volumique. On a alors:

P4 divi =0 @erw(pa):o

dt ou 9t (2.20)

3.4 Dérivée particulaire d’une intégrale de surface

Soit K(t) ffz " (Z,t)-m d¥X, une intégrale de volume sur le domaine X(¢) dans la configuration de

référence. Pour en déterminer la dérivée temporelle, nous devons au préalable exprimer K(t) sur la
configuration de référence pour "passer" la dérivation sous l'intégrale. En effectuant le changement de variable
(2.1), et en utilisant (2.17)

==

dS it = det(F)F  dS,N

on obtient
-T
= [J;, H[e(X 0] Fods, N
puis
_ —— .
—ffz JF N+k—JF N |d%,
-T
on doit donc calculer dF' /dt
=1 = =1
=-1= = = =-1 = =-1 -1
dt d dt dt
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dF = dv. 0X R 81}7._,@* vi
— i Tk €. =—r¢e ®e. =Vu
dt 0xX, oz ' o, )
donc
=-T T
—1 —T
% F Vi =-V'5 F
et
=T =-T =-T
%:ffz ‘;’; JF N+k-Jdii F N—k-JV'§F N|d,
dK o |dk - - ] ST
E_ffzﬂ t+dzvvk—k-VvJF Ndx,

puis en exprimant I'intégrale sur la configuration actuelle, on obtient finalement

-

—|—dka \vari k ;dZ

= ffz

en utilisant la dérivée particulaire, (2.21) s’écrit

——ff2 +dwv k+ VT~V k| nds

-

- ndy.

Y, ffzt)

+7’0t(k/\v)+v dwk

car

rSt(éAa) — kdivi — idivk +VE T — Vi k

(2.21)
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4 A retenir

On appelle Variables de Lagrange le temps et la position initiale : X ett

On appelle Variables d’Euler le temps et la position courante : 7 et ¢

Dérivée particulaire
ﬁ = % + (17 . V) A
dt ot

Application linéaire tangente

? oz, .
=—L¢®c
ox. ' 7

Tenseur des déformations

E=—

L% (x.0F(x.1) —T]

Tenseur des déformations sous I’hypothése des petites perturbations

1

Vi + Vi
o )

E =

Transport d’un volume

dQ = Det(F) d

0

Transport d’une surface

= =-T

ds 7t = det(F)F dS N

Dérivée d’une intégrale de volume

& =k,

ok | dw(kﬁ)] a0
ot

Dérivée d’une intégrale de surface
4k | Givi k- Vi F
dt

dK -
E = ffz(z) -nd

Cinématique
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Equilibre

EFFORTS DANS LES MILIEUX CONTINUS

1 Définitions

1.1 Forces

Elles résument les effets mécaniques, autres que cinématiques, exercés sur le milieu continu considéré par le
reste du domaine physique. Leur schématisation a chaque instant repose sur la définition d’'un champ de

vecteur ®(Z,¢) et d’une mesure positive w, définis sur la configuration actuelle Q(t). ®(Z,t) est une densité
de force pour la mesure w.

*Si w est une mesure de volume, alors ®(Z,t) est une force volumique (densité volumique de force) définie
dans €2 (t) de la configuration actuelle, par la fonction

Fi TeQt) - f@ e R

*Si w est une mesure de surface, alors ®(Z,¢) est une force surfacique (densité surfacique de force) définie

sur 99, (t) de la configuration actuelle, par la fonction
F: T€dQ,(t)— F@te R’

* .. etc...

Remarques:

* Les forces sont définies sur la configuration actuelle.

* A un instant donné et en un point donné z de 9Q)(¢), on ne peut imposer a la fois le déplacement et la force!.
Mais I'un des deux doit étre imposé. On note 0%, (t) la frontiere ou la force est imposée, et 9Q, (t) la

frontieére ou le déplacement est imposé. Dans le cas des appuis mobiles, les composantes non imposées
cinématiquement le sont pour les forces

* Le monde extérieur au milieu considéré doit, pour imposer le déplacement /() au bord 09, (t), exercer

des forces que nous noterons R(Z,t). Comme elles sont a priori inconnues, nous les appellerons réactions
pour éviter de les confondre avec les autres forces qui, elles, sont données.

‘ 1.2 Vecteur-contrainte et tenseur des contraintes

1.2.1 Contrainte de Cauchy

Soit un corps (C) en équilibre par application d’un systéme d’actions mécaniques
extérieures. Imaginons qu’une surface ¥ divise (C) en deux parties (1) et (2). La
partie(1) est en équilibre sous les actions mécaniques extérieures qui lui sont

appliquées et les actions mécaniques exercées par la partie (2). Nous admettrons que

sur chaque élément de surface dX de X, (2) exerce sur (1) une force dﬁ’(a_c',t, ﬁ)l/2 de

densité superficielle T'(Z, ¢, 7).

=

dF(F,17) =

1/2

S

(@,1,7) d 1)
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T(Z,t,7) est le vecteur contrainte au point z, relativement a la facette d> définie par son vecteur normal 7 .

La densité surfacique de forces exercées en x dépend de z, ¢ et aussi de 'orientation de la surface > au

voisinage de z. Elle est linéairement dépendante de n . On introduit alors I'application o telle que:

@,1,7) = 0@, 1) 7

Ny

(3.2)

L'application o(Z,t) s’appelle le tenseur des contraintes de Cauchy en = a l'instant ¢; il caractérise, dans la

configuration actuelle, les efforts intérieurs de cohésion exercés sur une partie du solide a travers I'élément de
surface n dX

1.2.2 Autre écriture du tenseur des contraintes
En utilisant (2.17), (3.1) devient:

dF [#(X,t),t,n(N,t)| =TI N(X) dS
ou ﬁ est le tenseur

(X,0): NeR —IXLN)=I(X,)N € R’
défini par

= _, — = =-T
I(X,t)=(det F) o F (33)
Cette application linéaire ﬁ(;('7 t), définie pour X € &'_2) , S’appelle le premier tenseur des contraintes de Piola-

T éme

Kirchoff en X a l'instant ¢; la composante Hij est la i composante du vecteur contrainte exercée sur la

déformée d’une surface unité, normale a Ej, de la configuration de référence. On prendra garde au fait que le

tenseur II n’est pas symétrique.
Si maintenant on cherche le vecteur "force de cohésion" dans la configuration de référence

=1

dF (} f ﬁ) —F (X,0)dF(2(X,0),t,n(N,1)| = S N(X) dS
ou g est le tenseur défini par

=-1=

§=F II (3.4)

Cette application linéaire S(X,t), définie pour X € ﬁu , s'appelle le second tenseur des contraintes de Piola-

éme

Kirchoff en X a l'instant £. Attention, sa composante Si,j n’est pas la i composante du vecteur contrainte
exercée sur la déformée d’une surface unité, normale a E'j, de la configuration de référence, mais seulement la
i "¢ composante de son transporté dans la configuration de référence.
Selon le jeu d’écriture adopté, on a donc trois descriptions des contraintes:
= A —— N\l — —7
a—[det F] IIr —[det F] FSF (3.5)
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2 Equilibre

2.1 Le Principe des Puissances Virtuelles (Germain 1972)

Pour schématiser les efforts mis en jeu, il est commode d’imaginer des mouvements fictifs (ou virtuels) et
d’analyser le travail ou la puissance qui en résulte. Par exemple, pour évaluer les forces de gravité agissant sur
un objet, on peut imaginer de le soulever (mouvement virtuel de bas en haut).

Un milieu matériel étant isolé, on peut distinguer les actions extérieures qui agissent sur le milieu, des actions
intérieures qui représentent les liaisons existant entre toutes les parties du milieu.

Axiome d’objectivité
La puissance virtuelle des efforts intérieurs associée a tout mouvement rigidifiant est nulle.
Axiome d’équilibre

Pour tout milieu matériel repéré dans un référentiel absolu, a chaque instant et pour tout mouvement virtuel, la
puissance virtuelle des quantités d’accélération [ est égale a la somme des puissances virtuelles des efforts

intérieurs 1'[z et des efforts extérieurs H@'

2.2 Puissance virtuelle des efforts intérieurs

=yl

Soit un milieu continu Q(t) d’intérieur Q(t) et de frontiere OS2 (t). Isolons maintenant un domaine X(¢) de

frontiére O (t) intérieur a 2 (t), et soit 7 la normale en un point de 9%(¢) . A un instant ¢ fixé, un mouvement

virtuel défini par une vitesse virtuelle év est appliqué a >(¢). Cette vitesse est supposée continue et
continiment dérivable sur X(¢) .

Pour déterminer la puissance virtuelle des efforts intérieurs nous ferons les hypotheéses suivantes:

* II. admet une densité volumique p :
I, = fffz p, dr

* 11, est en chaque point une forme linéaire des valeurs en ce point de dv et de ses dérivées premiéres:

En décomposant le gradient des vitesses virtuelles en une partie symétrique 6D et une partie antisymétrique

ow,

— =0D + W

oz

- — T

ﬁ:l ﬂ_@ 5W,,:l 351)7__3611],
2|10z gy "2 0n o,
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dbv  Obv.
6D : J

— =T
amj Oz,

1
2| 0z o o2

la densité volumique des efforts intérieurs devient:
p, = AV + Bﬁ(SWﬂ — ‘77-,-6D77-

Le premier axiome du principe des puissances virtuelles impose que pour tout mouvement de solide rigide la
puissance des efforts intérieurs soit nulle. D’ou:

- Soit un mouvement de translation: év = 0, W =0 et 6D =

ol

alors

= [ffop, do = [[fA-bvdr=0 VS 0
ans

soit Z~6;:0 V&Z,ou encore 226

- Soit un mouvement de rotation: v =0, W =0 et 6D =0

alors

= [ffp de= [[f,B:6Wdr=0 VS g
ans

soit 1_3:%/:(_) Vﬁ,ou encore B:(_).
Donc en définitive:

I =— [[[.o:6D dux (3.6)

On peut montrer que le tenseur ¢ introduit ici correspond bien au tenseur des contraintes de Cauchy.

2.3 Puissance virtuelle des efforts extérieurs

Les efforts extérieurs comprennent

- des efforts exercés a distance par des systémes extérieurs a €2, supposés définis par une densité volumique

de forces },

- des efforts de cohésion schématisés par une densité surfacique de force 7' sur 90X

I = [ff.f-dvde+ [[,,T-bvdr (3.7)

2.4 Application du Principe des Puissances Virtuelles

—

Si v estI'accélération et p la masse volumique de chacun des points de >_, alors

m :%fffzp;ﬁ;dz:fffz %mmﬁ@l) 60 da
m = [ff. p%+5%+pvﬁ.5+dw<p5)é]-5é d

et en utilisant la conservation de la masse (2.20) et la définition de I'accélération (2.10)
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I, = fffxp - bv dw (3.8)
En application du Principe des Puissances Virtuelles on obtient:
—[[f,o:6D dx+ [[[.f-bvdx+ [[, T -6vde= [[[.p~- bvds (3.9)

Pour exploiter le fait que (3.9) est vérifié pour tout mouvement virtuel, nous allons faire apparaitre év dans
chacun des termes.

En appliquant le théoréeme de la divergence, le premier terme devient:

ffuor 6D do = [[fy0: % dr=— ([, o-8v-ndo+ [ff,divo-60 do
Soit:
ME[; - :.;] 50 .da + mz[} T divo - p;] Sode V60
Ou encore
J+divo=py dansE
T—o-n  surdx (3.10)

2.5 Equilibre

En considérant les développements du paragraphe précédent et en se ramenant au domaine()(¢), nous
pouvons donc écrire les équations d’équilibre d’un solide soumis a un champ de forces extérieures f dans Q(¢)

, a un champ de forces extérieures F. sur 92, (t) eta un déplacement imposé Ui sur 9% (t).

Dans la configuration actuelle:

f@t) + div o(z,t) =0 ¥z eQ)

(3.11)
B Fzt)  Ya2ed,()
o(z,t) - n(z,t) =1
R(z,t) Yz € 0Q,(t) (3.12)

Dans la configuration de référence:

De méme, si on note f,, Ro et Fo les densités volumiques et surfaciques de forces mesurées dans la

configuration de référence:

fo(Xot) + div II(X, 1) = 0 Vzeq, (3.13)

= . et -1
T(X,1)- N(X, 1) = ljo(z,t) Vaoer (09,1)t)
RO(‘T’ t) Ve 8Q0U (3 14)

Cas des petites perturbations

Reprenons (3.10), en I'exprimant en fonction de X

£ (2(X,0),8) + ZZ” (z(X,t),t) = 0 vV (X, 1) € Q(t)
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0o, 0X
(2(X,0),t) + —2(X,t) —E (X, ) =0 VXeN
(X 0) + ) g 00 !

k

(0] :ITX,t —X-’-ILX,t oit X7t —1+—X7t
' ( ) ( ) 0! ()X( ) ()X( )

On peut donc écrire I'’équation d’équilibre sous la forme

— -1
f(z(Xt)t)+%(Xt)i+ﬂ(Xt) =0 VXeQ
i ) ) 8Xk ) aX ) 0

kj

Sous I'hypotheése des petites perturbations, on peut alors écrire:

— -1 R

1+ 2% % —1- %y
0X oX

soit

Ou,
(Xt
X}( )

J

( Xtt)—&——agﬁ X,t)|6 =0 VXe
3 ) ) - b) 6
J{=X.0) 6X‘( ) 0

Jk
k

Enfin, en ne retenant que les termes d’ordre 0, et apres avoir effectué un développement de f au voisinage de

X, on obtient:

oo,
ij

F(Xt)+ -

(X,t):O VXGQU
soit

f(X,t) + div, o(X,1) =0 Vzeq, (3.15)

Le raisonnement qui a permis de remplacer f(:z:(X, t)) par f(X, t) , permet aussi de remplacer F.(z(X,t)) par

FE(X, t) et ﬁ(m(X,t)) par ?{(X,t) . Donc, comme condition sur la frontiere on obtient:

= = F.(X,t) VYXeon,
o(X,1)- N(X,t) = | - i1
R(X ) VXean, (3.16)

2.6 Autre présentation: Principe fondamental de la dynamique

(3.10) revient a écrire le Principe Fondamental de la dynamique. Dans un repére galiléen, pour tout systeme X
, le torseur dynamique (dérivée par rapport au temps du torseur cinématique) est égal a la somme des torseurs
des actions intérieures. Soit:

d .~ d .~
— [vdm =—[wvpdX
dt”z[ dt‘g P

d; p - -
~+ v pdivy | dX
dt

d; ~dp o~ -
= — + v— 4 v pdivv|dX
e v e

-1

Py +v dx.

dp .=
— + pdivv
dt p J

|
11—
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donc avec la conservation de la masse

d —
— [ vd dE
dt{vm £

—

= [1a=+ | ondos

™

et le théoreme de la divergence
[ prdS = [ jdS + [ divods.
X X )

on retrouve le bilan de la quantité de mouvement

dive + f = py

L’équation de bilan sur les moments du principe fondamental de la dynamique s’écrit:

— y —— == T
JIJ,0MA - dm = [[,,OM Ao -nde+ [[[LOM N[ da (3.17)

3 Quelques propriétés du tenseur des contraintes

Dans tous les développements a venir, nous nous placerons dans le cas des petites perturbations pour un
solide en équilibre. En conséquence, nous omettrons les variables z et .

3.1 Symétrie du tenseur des contraintes

On sait que
ffoOM/\(pv - f) de = fmeM/\c;n dz
soit en notation indicielle

fffsz ik ] pryk ffoszgmxjo'unz €i dx

puis, par application du théoréme de la divergence

e, dr =0

fffﬂl w87 = ) = (e,
xl

fffg[ uk j p’Yk f Ukl‘l) &‘”kakj] . dr =0

et par application de I'’équation du mouvement
JIfoe,0,€ dv= v Q1)
c’est a dire

e o.=0 Vi

ik~ kj
ce qui implique

61230—23 + 61320—32 =0 62130-13 + 6231031 =0 63120—12 + 6321021 =0

Jr(723 0y =0 0y Jr031 =0 to,—0, =0
donc en définitive

g
prq aw

Le tenseur des contraintes est symétrique
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‘3.2 Contrainte normale et contrainte tangentielle

Considérons une facette de normale n . Tout naturellement, le vecteur contrainte

—_ =

T(n) peut étre décomposé en une composante normale o, et une composante

tangentielle 7.

n

(3.18)

et

= S5 2 - = 5 2
T\ =.,loc-n| —|n-0-n
=) (377 a9
On dira que o est positive en traction et négative en compression.

‘3.3 Directions principales, contraintes principales
La matrice représentant le tenseur des contraintes est symétrique, elle est donc diagonalisable. Les valeurs

propres sont réelles et appelées contraintes principales (‘71’ O'H,O'IH) . Les vecteurs propres, orthogonaux deux

a deux, sont les directions principales (ﬁ,, T ﬁm) .On adonc:

- - - - — - - -
o, =T(,)n, , o,=T,)n , o0, =T

I H[)'nm
3.4 Invariants

Le tenseur des contraintes posséde trois invariants définis mathématiquement comme les coefficients de

I’équation caractéristique det[a -« 1] . C’est a dire les quantité scalaires:

%, = Tr(o) (3.20)
]. = 2 = 2

B, =5 |Tr) = Tre?) (3.21)

Y= Det(;) (3.22)

Exprimés en fonction des contraintes principales, on obtient
Y, =o0,+o0,+0,

ZI[ = U[UII + o'HO—[H + U[IIU[

ZIH = U[UI[UII[

3.5 Cercles de Mohr

Connaissant le tenseur des contraintes o, on se propose de déterminer le domaine engendré par I'extrémité

du vecteur contrainte quand n varie. Par commodité, nous nous plagons dans une base orthonormée dirigée

suivant les directions principales de o . Soit
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. n, _ o 0 _ n, o,
n=n, , oc={0 o, et T=in, o0,
3 0 0 U]]I n3 0111

2 2 2
avec n, +mn, +n, =1
on trouve aisément
_ 2 + 2 + 2
g, =90 O™y O Ty
et
2 2 2 2 2 2 2 2
T +0n =om +UU"2 +0111n3
Dans I'hypothese ol les contraintes principales sont distinctes, on obtient alors aprés résolution du systeme:

T+ (Jn - JII)(J - am)

an _ n
(01 - UII)(UI - GIII)
2
’fLZ _ T + (J7z - O-I)(O'n, - O'IH)
? (UII - 01)(011 - 0111)
2 T2 + (an - UI)(U7L - UII)
’fL3 =

(GIII - UI)(GIH - GII)

Si on ordonne les contraintes principales de telle sorte que o, > o, > o, , alors
2
T+ (Un - 011)(Un - 0111) > 0
2
T + (Un - Ul)(an Ulll) — 0
7 +(, —0,)0, —0,) = 0
ou encore
+ 2 2
g g g, —0
7_2 + o — I yass Z I I
" 2 2
(3.23)
+ 2 2
g g g, — 0O
7_2 + o — I a1 S I 17
" 2 2
(3.24)
+ 2 2
g g g, — 0O
21l — I )i > I big
" 2 2
(3.25)
- Dans le plan de Mohr, I'extrémité du vecteur contrainte, d’apres (3.24), est donc
intérieure au cercle centré sur Qo d'abscisse (o, +0,)/2 et de rayon
(0, —0,,)/2. Par contre, d’aprés (3.23) (res. (3.25)), I'extrémité du vecteur
1 o, C;I contrainte est extérieure au cercle centré sur Oo d’abscisses (o, +0,,)/2
o [(resp.((c, +0,)/2)etderayon (o, —0,,)/2 (resp.(o, +0,)/2).
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Description des Cercles principaux:

Nous allons étudier la description du grand Cercle de Mohr. Les facettes concernées

I R sont paralléles a la direction associée a la contrainte principale o, .
- n
t - On constitue avec les directions [,/I1,11 un triédre direct (0,€,,¢,,,¢, ), lanormale 7
)] de la facette évoluant dans le plan [ I11.
Et on définit 'angle 6 = (Lﬁ) , etle vecteur ¢ tel que (7, £, II) soit direct.
On a alors
n=Cos &, + Sinf €,

et

—

T=o0,Cosbe, +o, Sinde,

En utilisant les formules de changement de base de (0,€,.¢,,.€,) a (7, f,H) , on adonc
o = o, oy I Oy = O Cos20
2 2
7=———" Sin2g

™A

Lorsque la facette tourne autour de la direction de la contrainte

principale o, d’un angle donné, I'extrémité du vecteur-contrainte tourne
I oy o sur le cercle de Mohr d’un angle double dans le sens opposé (autour du
T 2 ! > centre du cercle).
29 Un

[
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4 Exemples de tenseur des contraintes

4.1 Tenseur uniaxial

Equilibre

J=J€1®€1=

S o 9
o o o
===

L’équilibre des forces sur la frontiére du domaine nous donne:

2
A
B /=)
> 1
20 3 \ )
Sur X : 1 = —¢, donc on = Fo et Fo = —0¢€,

Sur ¥ : 71 = ¢ donc oni = F1 et F1 = o€,

Sur la frontiere latérale les pressions sont nulles.

On se trouve en présence d’un chargement uniaxial de traction/compression.

Si o > 0 c’est un état de tension uniaxiale
Si 0 < 0 c’est un état de compression uniaxiale

La direction principale est ¢,

4.2 Tenseur sphérique

- = |7» 0 0
c=—pl=0 —-p 0
0 0 —p

Dans ce cas, toute direction est direction principale. La contrainte normale principale est -p. p est appelé la

pression. Si p > 0 on a un état de compression, etsi p < 0 on a un état de tension.

Par exemple pour un fluide au repos:

D’aprés I'équation d’équilibre
dive 4+ pg =0

—_— -

—divpl + pg =0
0

—gradp + pg =
Or,  Ox, Oz,

et p=p,—pyz,

Donc, pour un fluide au repos p + pgz, = Cste.
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5 A retenir

Vecteur contrainte et tenseur des contraintes de Cauchy

Ny

@,1,7) = o(@, 1) 7

Le tenseur des contraintes est symétrique !

Equilibre

—

f@b) + divo(zt)=0 Ve

- . Fuzt)  Vze€d,()
o(z,t)-n(z,t) =1
R(z,t) vz e o, (t)

Contrainte normale

—

o :?(n)ﬁzﬁ

n

n

Q |l

Contrainte tangentielle

I = J[z . ] -[7 .3.;]2
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Elasticité

1 Approche expérimentale: essai de traction

Pour déterminer I’évolution d’un systeme déformable, nous avons déja déterminé les équations de la
cinématique et de la sthénique. A ces équations, il est maintenant nécessaire d’adjoindre une relation
supplémentaire reliant les efforts internes et les grandeurs cinématiques. Cette relation, appelée Loi de
Comportement, dépend du matériau considéré. La construction d’une loi de comportement est basée sur des

observations expérimentales.

Dans ce chapitre nous exposerons le modéle de comportement des matériaux élastiques, sous I’hypothese des

petites perturbations.

Pour effectuer un essai de traction simple sur un métal, on utilise une

F éprouvette cylindrique caractérisée par:
- des extrémités surdimensionnées
- des congés de raccordement (pour éviter les concentrations de contrainte)
S, L L+al une partie médiane cylindrique dans laquelle le champ de contrainte est
supposé homogéne, de traction simple parallélement a I'axe de I'éprouvette.
L’essai de traction consiste a enregistrer I'évolution de |'allongement relatif de la
” longueur initiale Z, en fonction de la force de traction F', ou du rapport F / S
l ,0u S représente 'aire initiale de la section de I'éprouvette.
La figure ci-contre représente un tel enregistrement pour un acier
Plasticité inox. On remarque alors les propriétés suivantes:
. irréversible _ i indé i
F A Elasticité Le diagramme est indépendant de la vitesse de chargement
=g | réversible - La partie OA du diagramme est réversible. Si on charge jusqu’a un
Oe VA niveau inférieur a o, alors la décharge décrit la méme courbe OA.
1
: - La partie réversible est linéaire
: - Si on effectue un chargement au dela du seuil o, puis une
0 : décharge, I'éprouvette présente une déformation permanente.

i La partie réversible du diagramme de traction est, par définition,
et » e — AL représentative du comportement élastique du matériau. o est la
Déformation R L . o
permanente limite initiale d’élasticité du matériau. La linéarité du segment OA A

caractérise le comportement élastique linéaire du matériau.

2 Loi de comportement élastique linéaire (en HPP)
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2.1 Forme générale

A partir des observations expérimentales on peut écrire que les contraintes dépendent linéairement des
déformations. En I'absence d’effets thermique et de contraintes initiales on a:

;(:Jc,t) = C(z): e(x,1) (4.1)

C est un tenseur du quatriéme ordre, dont les composantes sont les coefficients d’élasticité du matériau.
9 (z,1) = Oijk-l &y(w:1)
En utilisant les propriétés des tenseurs de contrainte et de déformation, on peut montrer que:

c =C_=C., =C.

ijhl jikl ijlk jilk

Le tenseur (', dont la matrice représentative comporte 81 composantes, ne dépend donc plus que de 21
paramétres indépendants.

2.2 Matériau élastique homogeéne isotrope

Toutes les directions sont équivalentes, de telle sorte que la loi de comportement est invariante dans toute
rotation de la configuration de référence. Ce modele s’applique a la plupart des matériaux: acier, béton, ...

Si la configuration est libre de contraintes, alors la loi de comportement s’écrit:

c=ATr(e)1+2pe 4.2)

ou encore en notation indicielle

o, =Ae, 0, +2ue,

Les coefficients matériel A\ et u, qui dépendent de la particule considérée, sont appelés les coefficients de
Lamé. Leur expression en fonction du module d’Young E et du coefficient de Poisson v/, est

E v FE
p=———— e IA=——0-—
2(1+v) 1+v)1-2v)
ou
A1 2\ + )

avec, en inversant (4.2)

v = = 1+v=
= ——=Tr(0)1 +
E

ol

(4.3)

2.3 Matériau élastique homogene orthotrope

Le matériau posséde trois directions privilégiées deux a deux orthogonales. La loi de comportement est
invariante par les symétries par rapport aux plans orthogonaux construits a partir de ces directions. Dans ces
matériaux, on peut classer les toles laminées, les composites tissés, le bois, certains bétons structurés, ...

Dans ce cas on montre que la matrice de comportement est définie par 9 parameétres indépendants. Dans le
repére principal d’orthotropie, la loi se met sous la forme:
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i _V12 _VIS 0 0 0
El El El
_V21 L _V23 0 0 0
1 E2 E2 E2
22 _V31 _VSQ i 0 0 0
2 _ E, E, E,
2¢e
2 0 0 0 L 0 0
2523 G12
22, 0 0 0 0 — o
G23
1
0 0 0 0 0o —
G13
Avec les conditions de symétrie
Poo Py Y Py Ve Py
El E2 El E3 3 E2

2.4 Matériau élastiqgue homogeéne isotrope transverse

Elasticité

(4.4)

Un matériau homogene isotrope transverse est tel que la matrice de comportement est invariante par toute
rotation autour d’un axe privilégié. En utilisant cette invariance, on montre que seuls 5 parameétres
indépendants caractérisent le comportement. Si I'axe est porté par la direction 3, on a alors:

i Yy TV 0 0 0
E, E, E
"V i Vi 0 0 0
u E, E, E
22 Yy TV i 0 0 0
€33 _ E, E, E,
2¢e
12 0 0 0 L 0 0
2523 G12
1
28 0 0 0 0 — 0
Gl3
1
0 0 0 0 0o —
Gl3

2.5 Caractéristiques de quelques matériaux

(4.5)

Matériaux isotropes usuels:

Matériau E en Gpa v p enkg/l
acier 210 0.285 7.8

fonte grise 90a120 0.29 7.1
aluminium 71 0.34 2.6

béton 10 0.15 24

fibre de verre E 73 0.15 2.54
Graphite HM 350 0.4 1.92
résine époxy 3.8 0.31 1.15
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Matériaux composites:

Unidirectionnel Tissu Unidirectionnel Unidirectionnel
Verre/Epoxy Verre/Epoxy CarboneHT/Epoxy |Kevlar/Epoxy
50% 50% 50% 50%

p en g/cm? 1,87 1,87 1,49 1,32

E1 en Mpa 38000 21000 116000 65000

E , en Mpa 11500 21000 7500 4900

v, 0,28 0,26 0,32 0,34

2.6 Criteres de limite d’élasticité

Les critéres de résistance que nous allons définir représentent des valeurs limites pour les contraintes

maximales, et permettent de ce fait de garder un caractere élastique aux déformations.

2.6.1 Critere de Tresca

Il consiste a considérer de maniére indépendante les trois contraintes de cisaillement maximal du tricercle de

Mohr. Soit en fonction des contraintes principales

Sup !

7

o, —0

TIYI uar|?

2.6.2 Critére de Von-Mises

o, —0

11

Oou encore

‘SQO’

2

2.6.3 Critére de Hill

1
\/_ ((011 - 022)2 + (011 B 033)2 + (022 B 033)2 + 6(0122 + 0123 + 0223))

le critére de Hill s’applique dans le cas de matériaux élastique orthotropes

<

9

F(U11 - 022)2 + H(U11 - 033)2 + G(U22 - 033)2 + 2110223 + 2M0123 + 2N0’122 =1

ou F.H,G,L,M,N sont des constantes fonctions des contraintes a ruptures.

Golay MMC
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3 Le probleme d’élasticité

‘3.1 Ecriture générale
Cinématique : + Equations de compatibilité

E:%(VZJFVTZ)

u="Uo(X) surdQ,

Equilibre :

F o sur 09,
R sur 09,

Loi de comportement :

3.2 Formulation en déplacement

divo + } =0

div ()\Tr(Z)? o)+ =0

AVTHE) +2 udw(:) 4 F=0

AV(div ) + pdio(V u) + pdiv(V 0) + f = 0

soit ’équation de Navier

— —

(A + p)V(div ;) + pdiv(V u) +} =0

(4.9)
Remarque: Si on prend la divergence de I'équation de Navier
(A 4+ 2p)A(div w) + div(f) = 0
Doncg, si le champ de forces volumiques est tel que div} = 6 alors divu est une fonction harmonique.
3.3 Formulation en contrainte
En partant de I'écriture des équations de compatibilité, on peut démontrer les équations de Michell
= = v L= N N =
div(V o) + V(V Tr(o))+ divfI+Vf+V'f=0
(Vo) + = VT Tr(o)) + - dinf I + Vf + V' | 10
Soit, si le champ de force est uniforme, on obtient les équations de Beltrami.
(1+v)div(Vo)+V(VTr(o)) =0 (4.11)

3.4 Théoreme de superposition
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— o — —_ o —

Si (U,f,F) et (V,g,G) sont deux jeux de données engendrant respectivement des solutions u et v, alors

a;—i-ﬁ; est solution du probléme de données (aU + BV, af + (g, aF + 3G) (Le probleme est

évidemment linéaire).

3.5 Elasticité plane

3.5.1 Contraintes planes
Dans le cas olu le chargement est dans le plan 12, la structure mince dans la direction 3, on peut faire
I’hypothese que le probléme est plan et libre de contraintes dans la direction 3.

Dans ce cas

et d’apres la loi de comportement

= 611(I17I2) 6]1(1:171:2) 0
€= E:21 (zl’ .132 ) 622 (II ? .132 ) 0
0 0 €45 (,,,)

On remarquera que la déformation suivant 3 est non nulle.

3.5.2 Déformations planes

Dans le cas ou le chargement est dans le plan 12, la structure tres élancée dans la direction 3, sans possibilités
de déplacement suivant 3, on peut faire I'hypothése que le probléme est plan sous I'hypothése des
déformations planes.

Dans ce cas
= gll(xﬂmz) 812(m1’x2) 0
€= 521(1'1, 2 622 xl’ 2 0
0 0 0
et d’apres la loi de comportement
= Ull(Il7I2) 012(1:1’1:2) O
0= UQl(Il’z2) 022(I17I2) 0
0 0 033(I17I2)

On remarquera que la contrainte suivant 3 est non nulle.
D’apres (4.3)

- 1+v
33 E

14
O3 — E[Ull 0, T 0y, = 0
donc
O3 = V[Un + 022]

Nous allons prouver que les contraintes peuvent étre déterminées par une seule fonction scalaire.

En appliquant I’équation d’équilibre (3.11) on a:
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1011‘1 + Olpn = 0

21,1

donc

El(é(xlvxz) /011 = ¢)2 et 0'12 = _¢‘1
W(z,z,) [ o,=p, et o=,

comme le tenseur des contraintes est symétrique, ona ¢, + ¢, = 0, donc

ElX(Isz) / ¢ = X_g et 7/) = _Xyl

en définitive on a prouvé

Ull = X.QQ
HX(IN"BQ) / 0'22:X’11
015 =" X2

x est appelée la fonction d’Airy.
Le tenseur des contraintes devant vérifier I’équation de Beltrami (4.11), on a

1+v)o, 6 +o, =0

ij,kk kk,ij
d’ou
AAx =0

x est donc une fonction biharmonique.

3.6 Thermoélasticité

3.6.1 Thermodynamique : équations de bilan
Jusqu’a présent nous avons utilisé les équations de bilan suivantes:

Conservation de la masse

4P\ dive =0
dt

Conservation de la quantité de mouvement
divo + f = py dans )

Conservation du moment cinétique (3.17)

Nous introduisons maintenant I'équation de bilan de conservation d’énergie, ou encore le premier principe de
la thermodynamique:

%(E—FK):RH—FQ

ou

Ereprésente I'énergie interne £ = fpe dQ) (edensité d’ énergie interne)
Q

K représente I'énergie cinétique K = fépv'v dQ) (v lavitesse)
Q
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P représente la puissance des efforts extérieurs P = [ f-vdQ+ [ F-v dQ
Q 20

- —

@) représente le taux de chaleur recu @) = fr dQ) — f q-n dS2 (qvecteur de chaleur et rsource de chaleur)
Q o0

Par application du premier principe, en utilisant (5.7) on a:
d - — - - —_ - - —
[pdQ+ [pv-ydQ= [f-vdQ+ [F-vdQ+ [rdQ2— [q-n dQ
o dt 0 Q a0 0 a0
en utilisant la conservation de la quantité de mouvement (3.9)

[p% 40— [o:cds [rd2— [q-ndO
o dt Q Q 0

Soit, par application du théoreme de la divergence, la forme locale du premier principe

pe=o:¢c+r—divg

(4.12)
Nous présentons également, sans plus de discussion le second principe de la thermodynamique:
ds ¢n
Lrlaa- L2 q "
a o T o0
ou T est la température et S I'entropie. Ce second principe s’écrit sous sa forme locale
. .q T
s+ div=———2>0
P T T (4.13)

ou s représente I'entropie massique

3.6.2 Equation de la chaleur
On peut exprimer I’énergie interne massique e en fonction de I'entropie massique s, de la température T' et
I’énergie libre 1 .

e=v+Ts (4.14)

En thermoélasticité, sous I'hypothése des petites perturbations, pour un écart de température par rapport a la
température au repos T — T, petit, on a:

Y =1(sT)
Grace au second principe on peut montrer que
= 0 0

= et s=
9e oT
dong, le premier principe peut s’écrire

pe = pi/} + pT's + pTs

et comme
z/.)——if ;—&-—wT:z:g—sT
Oe orT p
ona
o:é—psT + psT + psT = o : ¢ + 1 — divg
or
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_w
oT

2 = 2 - =
P T Oy 100 T, 05y
00T oT? p@T oT

(5;:

c’est a dire que le premier principe s’écrit

—Ta—azg—&—pTﬁT: r—div;
oT oT

En introduisant la chaleur spécifique C' = Tg—;

oo = . -
T — e+ pCT =r—div
T P q

puis la loi de Fourier ¢ = —kV' T, ou k représente la conductivité thermique,

9% L pOT = 4 dikV T
aT

En général la contribution mécanique est négligeable par rapport aux autres contributions, si bien que
I’équation de bilan de I’énergie conduit a I'équation de la chaleur :

: oT | - -
pCT = pC E+U.VT]:r+dkaT (4.15)

Dans le cas ou le probléme a traiter est stationnaire, sans source de chaleur, avec une conductivité constante,
on retrouve I'équation habituelle :

AT =0

3.6.3 Loi de comportement thermo-élastique
Dans le cadre de la thermoélasticité , I'énergie libre spécifique s’écrit comme un développement limité au

second ordre en déformation et température, ou plutét en déformation et écart de température =+ =T — T,

(supposés “ petits ”) :

pU(e,T) =

N | =
ol
QN
™l
|
he)
&%
\]
|

N | =
X
S
\]
|
)
™
\]

Par définition

;:pa—qf(;,T)zaz
Oe

ou « représente le tenseur des dilatations thermiques

Dans le cas isotrope la loi de comportement thermo-élastique s’écrit :

o = NTr(e)l + 2ue — (3) + 2u)ar
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4 A retenir

Loi de comportement élastique linéaire isotrope

)\Tr(;)i+2ug

Q |l
Il

= v = = 1+v=
e= ——Tr(0)1 + o
FE FE
Critére de Tresca
SUP|01 9y % T 0|5 _OIHH < 200

Le probléme d’élasticité

Z:é(vfwv’fﬂ)
w= Eo(X) sur 09

=- F sur 09,
on=1{_
R sur 09

Equation de Navier

—

O\ + ) V(divu) + pdiv(Vu) + f =0

En élasticité plane sous I’hypothese des deformations planes :

Oy = V[cr11 +022] ete, =0

Conservation de I'énergie

%(E+K):ta+Q

Forme locale de la conservation de |'énergie

pe=o:¢e+r—divg

Equation de la chaleur

pC

%—erZ-VT]:rerw%VT

Loi de comportement thermoélastique isotrope

0 = ATr(e)L + 2pe — (3X + 2p)ar
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Mécanique des fluides

INTRODUCTION A LA MECANIQUE DES FLUIDES

1 Loi de comportement

En mécanique des fluides, nous travaillerons toujours en variables d’Euler

Comme pour les matériaux solides (qui sont des fluides qui s’ignorent ..) les lois de comportement fluide sont
élaborées a partir de I'expérience.

viscoplastique

Fluide
épaissjfsant

A 4

du
dy

1.1 Fluide Newtonien
Pour un fluide Newtonien, les contraintes sont une fonction affine des vitesses de déformation. Soit,

o =—pl +\Tr(D)I +2uD (5.1)
ou
= 1({—=
D=—(gradv+ v)
5 (9 grad (5.2)

soit, en notation indicielle

v, N 61)].
B:Uj Oz,

1

ij 2

1 est la viscosité dynamique (dimension Poiseuille = M)

A est le second coefficient de viscosité

2
On introduit également la viscosité cinématique v = i<l (dimension Stokes = L)
P
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1.2 Fluide incompressible

Si le fluide est incompressible, alorsonavu que divo =0 ou TrD =0

Donc, (5.1) devient

(; = —p}—k—?uﬁ

(5.3)
1.3 Fluide non-visqueux
Si le fluide est parfait, alors on a ne tient pas compte de la viscosité, donc (5.1) devient
= }
g=7p (5.4)

Le tenseur des contraintes est alors sphérique.

En particulier, I'action d’un fluide non visqueux sur une paroi est normale a la paroi (d’apres I’équation
d’équilibre).

1.4 Fluide au repos

Si le fluide est au repos, alors v = 6 , donc (5.1) devient

Q

(5.5)
2 Conservation de la masse
La masse d’un systeme matériel qu’on suit dans son mouvement reste constante.
- aM

M = [[fo, plat) d et EZO
ol p est la masse volumique. On a alors (2.20)

dp o dp Y

—+pdivv=0 ou ——l—dw( v)zO

a ot g (5.6)

Si on considére une grandeur différentiable ¥ quelconque, on a alors pour un fluide incompressible

d _ dyp
Efffn(z)w dm = fffﬂ(t)% dm (5.7)

Démonstration:

d d
Efffn(/,)w dm = Efffﬂ(l,)w pdQ2

d —
= o % + Ypdiv v] dQ)

d d L
= [ff| 05+ 0+ v v] a0

dy dp .2
:fff(z(t) pEJrT/J EwLde’UU dQ)
dyp

d
= [l o dm

Soit ¥ un domaine géométrique fixe traversé par le fluide,
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S p; ‘0 40X = I div(p;) dy (d'aprés le théoréme de la divergence)
_ 9p
- -2
= —%fffzp dx (car X est fizé)
0
=2 e am

Si le fluide est incompressible, alors la masse volumique est constante et

¥ (d'aprés la conservation de la masse)

o _dp_,
ot dt

Sion note ¢ le débit massique a travers une surface Set ¢ le débit volumique, alors
q, = ffspv-n dox = pffsv-n doX = pq,
Donc, en définitive:

Pour un domaine X fixe traversé par un fluide incompressible ffazvm dO¥ = 0: le débit volumique a

travers la frontiére 9% est nul.

3 Equation du mouvement

D’aprés I’équation du mouvement(3.10),

-

- = dv
+ divo = p—
f P

D’oU, pour un fluide newtonien

p— = } + div —p} + )\T’I“(D)} +2uD
= } —div [p}] + Adiv [TT’(B)}] + 2udiv [B]
—f-Vp+ Av(de) + udw(% +V7 5)

Soit I'’équation de Navier-Stokes compressible

-

dv = - -
—=f—-Vp+(A+ V(dz’vv)+ Av
por=f=Vp (A+p) 1 (5.8)
* Pour un fluide incompressible, div; = 6 , donc (5.8) devient:
v |ov - _~| - -
— =p|l—+v-Vo|=f—Vp+ pAv
=P % f=Vp+pu
(5.9)
* Pour un fluide non visqueux, (5.8) devient:
R P I
—=p|l—+v-Vo|=f-V
ikl ey f=Vp
(5.10)
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4 A retenir

Loi de comportement pour un fluide newtonien

o= —p} + )\TT(D)} + Q;LB

Conservation de la masse pour un fluide incompressible

— —

divv =0

Grace a la conservation de la masse pour un fluide incompressible

d dy
Efffn(z)w dm = fffﬂ(t)% dm

Equation de Navier Stokes compressible

-

p% = }—Vp + A+ u)V(dz’v;) + ;LA;

Golay MMC -62-



Bibliographie

BIBLIOGRAPHIE

[1] Mécanique des Milieux Continus, Cours ESIM 1984, Equipe IMST Marseille.

[2] G. Duvaut, Mécanique des Milieux Continus, ed. Masson 1990.

[3] P. Germain - P. Muller, Introduction a la Mécanique des Milieux Continus, ed. Masson 1995.

[4] J. Salengon, Mécanique des Milieux Continus, ed. ellipse 1988.

[5] P. Germain, Mécanique, ed. ellipse, ecole polytechnique, tomes | et Il.

[6] G. Dhatt, J.L. Batoz, Modélisation des structures par éléments finis: Solides élastiques, ed. Hermes, tome I.

[7]1 A. Bazergui, T. Bui-Quoc,A. Biron, G. MclIntyre, C. Laberge, Résistance des matériaux, ed. de |'école
polytechnique de Montréal 1993.

[8] J. Coirier, Mécanique des Milieux Continus, ed. Dunos 1997.
[9] J. Lemaitre, J.L. Chaboche, Mécanique des matériaux solides, ed. Dunos 1996.

[10] O. Débordes, Thermodynamique des milieux continus, ESM2, Cours du DEA de Mécanique 2001.

-63- Golay MMC



MMC

Golay MMC

-64-



Annexes

ANNEXES: RAPPELS DE MECANIQUES DES SOLIDES RIGIDES

1 Cinématiques du solide

Avertissement: L’objectif de ce chapitre, est de familiariser les étudiants avec les notations tensorielles. Afin
d’en simplifier le contenu, nous ne considérerons que des bases orthonormées.

1.1 Description du mouvement

Soit S un ensemble de particules tel que la distances entre deux particules quelconques reste pratiquement
constante au cours du mouvement. On étudie I'ensemble S en le considérant indéformable: solide rigide.

1.1.1 Systéme de référence

—

Dans un espace euclidien ¢ a trois dimensions, soit e €., e, une base orthonormée. On définit un référentiel

17 727 73
d'observation par cet espace euclidien et le temps: §R(§, t) . On définit la dérivée d'un vecteur U par rapport

au temps dans ce référentiel par:

dv| _du,

€
dt dat '

R

1.1.2 Mouvement d'un solide

Soit S'un solide rigide en mouvement par rapporta . Soit (O, é'l,é'z, 53) un espace euclidien lié a S.
Considérons un vecteur lié a S, dont les composantes sont représentées par X dans ¢ et )‘(:5 dans & .
On note () 'opérateur linéaire définissant le passage de ¢ a &, .

X - QX o X - QX
Comme }5 est indépendant du temps puisque lié a S, on a:

ax| _ Q"

. T . .
= Xs = dQ QX =LX
dt dt dt
R R
or
Q'Q =1
C'est a dire
Q" rdQ T
+ — =0
i ¢ 2 t
L+L" =0

R (6.1)

avec
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1.1.3 Torseur cinématique
Soient A et P deux particules du solide S.

OP = OA + AP
donc par dérivation

0P| _ a04)| +dﬁ| _ 404

dt dt dt dt |

| +QAAP
R R

SN

soit

—_ —

V(P)=V(A)+QnAaP

On définit le torseur cinématique par le vecteur vitesse de A par rapporta R, V (A) et le vecteur de rotation

vi4)

instantanée ) : v| = AN
R Q

1.1.4 Accélération

Soit

— —

—

— o 0
/\AP+Q/\(Q/\AP):7<A)+E

—

V(P) =7 (4)+ 5

R R

‘1.2 Composition des mouvements

Aﬁ+(§~ﬁ)§—92ﬁ

L'espace temps est commun a tous les référentiels d'observation. on considére deux référentiels R* (fa,t) et

§R”(§,t).

1.2.1 Dérivation composée

Soit U un vecteur dans la base £* (O, E;‘,é’;,é’;), U=Ug" par dérivation:

aU

avu
dt

i za

dt

R

i

. - b —=h —=bh —=b - —h o) .
Soit U un vecteur dans la base ¢ (O, € ,ez,eg), U=Ue’ pardérivation:

v, e

dt

—e .
dt ' todt

R"
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Car fb est en mouvement par rapport a £, et d'aprés (6.1)

de’ = .
—t = Qéq/éb A 6:]
dt ’

d'ou, avec /¢ représentant le vecteur rotation de §b par rapporta &":

| au| | =

Annexes

— = — + Qe A 17
dt dt e
R %’ (6.4)
1.2.2 Composition des vitesses
Soit P S
0P =0"0"+0"P
ao'P| do"0" n do'p
dt dt dt
R R R
Et donc d’apres (6.4)
a a b b — —_—
dO'P :dOO +clOP +QE(,/£b/\0bp
dt dt dt
R R R’
soit
VIL(P) = Vb(P) + Ve(P)
(6.5)
Vitesse /R* Vitesse /geb Vitesse d'entrainement
1.2.3 Composition des accélérations
On dérive (6.5) par rapport a R*
dzO“P| d*0°0’ dQOZ’P| = dObP| d?) 0 /¢ s = do'p
= + + Qerjer A + “f| ANO'P + Qe A
ar? ‘ ar? ‘ dt? ‘ dt ‘ dt ‘ dt
R R R’ R’ R R
Vo (P) = 7,(0") 4 7,(P) + Qe AVi(P) +
| o o | =ml = Pl = o
% + Qerje AQeye |[NO'P + +Qe e A + Qe ANO'P
R° R
2PV T ony el oo o G NO'D| 490w AT
Y. (P)=7,(P)+~,(0")+——" AO'P+ Qe N|Qese NO"P|+2Qc¢ ANVi(P)
P
dt R Accélération de Coriolis
Accélération d'entrainement
7.(P) = 7,(P) + 7.(P) + 7.(P) (6.6)
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2 Cinétique

La cinématique ne s'intéresse au mouvement des corps que du point de vue de l'espace et du temps: durée,

vitesse, distance, etc ...; tandis qu'en cinétique on introduit, en plus,

tient compte aussi de la masse

2.1 Définitions

le concept de masse, c'est a dire qu'on

On définit la masse d’un solide S par:

m = [[[;dm(P) = [[[; p(P,t)dv

(6.7)
Ou preprésente la densité volumique de masse.
On définit G le centre de masse (ou d’inertie) du solide S par :
VOe¢ fffSOPdm(P):mOG (6.8)
‘2.2 Eléments de cinétique
2.2.1 Torseur cinétique
On définit le Torseur Cinétique ou Torseur des quantités de mouvement par :
| R= I, ;(P)dm(P) Résultante cinétique de S /R
L P ffféﬁ A Y_/’(P)dm(P) Moment cinétique en A /R (6.9)
On peut remarquer que si le repére R est fixe, alors :
= —fffs OP(P)dm(P) = mV/(G)
2.2.2 Torseur dynamique
On définit le Torseur dynamique par :
d = I, ;(P)dm(P) Résultante dynamique de S /R
L Py ffféﬁ A ;(P)dm(P) Moment dynamique en A /R (6.10)
2.2.3 Relation entre torseur cinématique et torseur dynamique
En dérivant par rapport au temps dans 3t on obtient :
- dR
d=
dt (6.11)
dkA dAP - - -
= fffg— AV (P)dm(P) + [[[, AP A ~(P)dm(P)
dﬁ aop
= fffs P)+ JJfs == nV(P)dm(P) + JIf AP A5(P)dm(P)
AN fffs P)+ 6
2 dkA = =
04 ==L V(A) AmV(G) 612
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84 = 11, AP A 7 = [[[, AG A(P)dm(P) + [[[,GP A ~(P)dm(P)
6A = AG A d + 6(;
dkc -

AG AN G
o HAGAmI(G) (6.13)

81 =

2.2.4 Energie cinétique
On définit I’énergie cinétique du solide S par :

1 2
§) = Efffsv (P)dm(P) (6.14)

2.2.5 Théoréme de Koenig

—

Soit 5(07 61a62763> un espace euclidien et £, ( 52753) un espace euclidien barycentrique lié au solide S.

%A = %G —|—A—é/\m‘7(G)

(6.15)
81 =060+ AG Amy(G) (6.16)
7(5) - fffsf—f ddo—tpdm

)= 1,100, 40C 1 L yyy G G,y 4GP 4OC,,
7(5) =T, (5) + 5 mV*(G) (6.17)

2.3 Cinétique du solide rigide

2.3.1 Opérateur d’inertie

On définit I'opérateur d’inertie par J, tel que :
J,: de&—J,) = fffﬁA(aAﬁ)dm
Si ZE = z¢€ alors

AP/\u/\AP—a T,E u:ce (5(5$UI€ 6v6,xvux€v=x.u.x.e a:ua:e
ijk kpg " p prq g p Q@ pyJ p q° J v ] J vt

i

AP A (a A 213) — (8, ©2)-(u8 )~ (a2, ©8)-(ui)) = (%, ©F — 2,28 ©¢ ) (ug)

Et 'opérateur d’inertie est représenté par la matrice :

11 _112 _Il3
I4 = _112 12 _123
—1I -1 I
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1= JIf (o ot )dm 1, = [Jf o0,dm
IZfof(:L’qux;)dm I, = [[[zz,dm
13:fff(x12+x§)dm L, = [[[ z,z,dm

2.3.2 Influence des symétries matérielles

* Silesolide S posséde un plan de symétrie (A,é'l,é;) , alors

fffxl:ngdm:{fzfoxleidm—i—{{fozylx:idm:fozfox z,dm — fffxzydm

Soit
I1 _112
IA = _'[12 I2
0 0 I

¢ Silesolide S possede un axe de symétrie (A, 53) , alors
[ff - pdx dz,dx, = [[[--- prdrdfdz,
Q Q

Et comme

/ £ [ 2 pdz d,dz, = [ £ [ 7 cos Oz, prdrdfdz, = 0
f{f ., pdz, dz,dz, = f{f r? sin 0 cos Oz prdrdfdz, = 0

on a finalement

I, 0 0
I,=10 I, 0
0 0 I

*  Moment d’inertie par rapport a une droite A (de vecteur unitaire 6 ) passant par A

Soit H le projeté orthogonal d’un point P du solide S, on a alors :

“”QJdm—fy 5| |47

I, = fff[ APAP (AP.S)2

— 2 2
I, = HAP f(AP.é)
S

=[]

dm = [[] S.[Zs'(ﬁﬁ) _ap (E.S)]dm

=6 f[H(AP AP) AP(AP 5)]

Et comme EA(5A8>:(6-5)5—(5~5)5,

-

:S.fffA—lgA(S/\Xﬁ)dm:5'jA(3):3-I 5
S

A
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e Théoréme de Huyggens généralisé
JA(m:fffﬁA(aAﬁ)dm
:fffA_G'/\(ﬁ/\A_P')dmJrfffG_P'/\(ﬂ/\A_P')dm
:A—é/\(ﬁ/\fffﬁdm)+fffglgA(ﬁAA—é)dm+fff55A(ﬁAaﬁ)dm

ﬁ/\mIé)—l—(fffEﬁdm)/\(ﬁ/\Xé)+fff51;/\

R

=AGA

ﬁ/\aﬁ)dm

Soit

J (i) = AG A

@A mTG) + 7.

e Théoréme de Huyggens appliqué au moment d’inertie par rapport a une droite A (de vecteur unitaire
0 ) passant par A (tel que AG 0§ ) et A (de vecteur unitaire 6 )passant par G.
- [ 2

I, =8-7,0)=6 5:3.[EA(SAmE)+JG(S)]:5. mAG 5—m(5.,TG)ﬁ+JG5]

soit

2.3.3 Moment cinétique du solide

ka = [[f, AP AV(P)dm(P)

Soit Q un point quelconque du solide

Fa = ([, AP A (17(62) L O @3) dm(P)

Fi = mAG AV(Q) + fffs(ﬂj + 55) A (5 A @3) dm(P)

ki = mAGAV(Q) + AQ A (ﬁAfffSQ_ﬁdm(P)) +fffsﬁ A (ﬁA@)dm(P)
D’ou

%A — mAG AI7(Q) + mA—c.j A (5 Aaé) + JG@)
Dans le cas particulier ou Q=G, on obtient :

ki = mAG AV(G)+ Q)

C'est-a-dire

ke = j(](?))

2.3.4 Energie cinétique du solide
1 —2
1(8) =5 [lfV (P)m(P)

Soit Q un point quelconque du solide

-71- Golay MMC



MMC

$) = % I, (I7(Q) oA 613)2 dm(P)

S) = % fffs(?(cg))z dm(P) + fffs(?( Q/\QP) dm(P) + = fffs (Q/\ QP) dm(P)

7(8) = 2V (@) + mV(Q)- (7. QG) + 3 [11, 5 0F [ @F) dmp)
Soit

7(5) = 2V (Q)+mV (@) (2 QG) + 5 8- 7,@
Dans le cas particulier ol Q=G, on obtient :

m-.?

7(5) =2V (G)+%§~jc(§)

3 Equations fondamentales de la mécanique des solides

3.1 Torseur associé aux efforts externes

Soit f(P) une densité volumique de force exercée sur le solide S'.
Soit F(P) une densité surfacique de force exercée sur la frontiére du solide 95 .
Soit F(P) une densité linéique de force exercée sur une courbe T'.

Soit F'i une force ponctuelle exercée en un point R de S.
Le torseur des efforts extérieurs est défini par :
R= ffff +ffF +f§P +XF

eI - -
548 CA_fffAP/\f +ffAP/\F (P)+ [APAF(P)+ S AP AF;

3.2 Loi fondamentale de la dynamique

Il existe au moins un référentiel Galiléen associé a une chronologie, tel que :

VS, Vt  Torseur dynamique =Torseur des forces extérieures

Ou encore

—

VS, Ve A (d,(SA):Se(R, Ca)
En conséquence, on peut énoncer :
Théoréme de la résultante dynamique : dans un référentiel galiléen
R =my(G)
Théoréme du moment dynamique : dans un référentiel galiléen, soit A un point fixe

:5/1 = dks = 511
dt
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