Exercices supplémentaires : Application de la dérivation

Partie A : Variations

Exercice 1

On donne les courbes de quatre fonctions en rouge et celles de leurs dérivées en bleu.
Associer chaque fonction a sa dérivée. Justifier.

Exercice 2
Dans chaque cas, calculer la dérivée de la fonction f puis déterminer les variations de f.
1) f:x e x3 surR
2) fixox3—3x+1surR
3) fixm —x*—2x2+5surR
4) f:x Hi—:i pourx # 1

5) f:xl—>1x_—2x pourx # 0

6) fixw

7) f:xH;Z__gi pourx # letx # 3
8) fix v (x?—1)Vx sur]0;+oo[

9) f:xHﬁ sur |0; +oo[

x%2-3x+6
x

—, pourx *1

Exercice 3
On considére la fonction f:x = x3 — 12x sur [—10; 10].
1) Calculer f’ et dresser le tableau de variations de f.
2) Donner un encadrement de f(x) pour x € [—5; 2].
3) On considére un réel m. Donner, suivant les valeurs de m, le nombre de solutions de I'équation f(x) = m.



Exercice 4
On consideére la fonction f définie par f(x) = %x‘* +x3 —4x + 2surR.
1) Montrer que f'(x) = (x — 1)(x + 2)2.
2) En déduire le sens de variations de f.
3) Déterminer le nombre de solutions de I'équation f(x) = m suivant les valeurs de m.

Partie B : Extremums

Exercice 1

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x3 — 6x2 + 9x + 1.
1) Etudier le sens de variations de f.
2) f posséde-t-elle des extremums locaux ? des extremums globaux ?

Exercice 2
_ (-1)?
T ox-2

On considére la fonction f définie sur R — {2} par f(x)

1) Etudier le sens de variations de f.
2) f posséde-t-elle des extremums locaux ? des extremums globaux ?

Partie C : Exercices bilan

Exercice 1

Dans un tronc d’arbre circulaire, on découpe une poutre de forme
parallélépipédique rectangle. La résistance a la flexion de cette poutre varie comme

le produit £ X h? ou £ = AB et h = BC sur la figure ci-contre. On prend comme gy %
unité de longueur le rayon du tronc d’arbre (ce rayon est donc de 1). o
1) Montrer que h? = 4 — £?

2) Endéduire que £ X h? = —¢£3 + 4¢. c D
3) On considere la fonction f:x = —x3 + 4x pour x > 0.
a. Etudier le sens de variations de f.
b. Comment choisir £ et h pour que la poutre résiste au mieux a la
flexion ?
c. Quel est I'angle a correspondant a 0,1° prés ?

Exercice 2
Un industriel doit fabriquer une boite fermée de volume 1%, soit 1 dm?, ayant la forme d’un pavé de hauteur h dont
la base est un carré de coté x. L'unité de longueur est le dm.

o 1
1) Justifier que h = =

2) Endéduire que Iaire totale des faces du pavé est S(x) = 2x? + %.
_ 2

3) Montrer que pour x > 0,onaS’'(x) = W

4) En déduire les variations de S.

5) Donner les dimensions de la boite d’aire minimale.

Exercice 3
Avec un disque de rayon R, on souhaite confectionner un cone de révolution ouvert (sans la base). Pour cela, on
enléve un secteur angulaire du disque.
La base du cOne a pour rayon r et on pose k = %.
1) Fabriquer un tel céne
2) Justifier que k < 1 et que la hauteur du céne obtenu est h = RV1 — k?

3
3) Montrer que le volume du céne est V (k) = %kzxﬂ — k2

4) On veut déterminer le rapport k qui rend le volume V maximal.
a. Expliquer pourquoi la fonction V a le méme sens de variations de la fonction V2 sur [0; 1].
b. Déterminer la valeur de k pour laquelle V2 est maximal.
c. En déduire la hauteur du céne de volume maximal et son volume.



Exercice 4
On consideére la fonction f:x +— |x? — 2x — 3| pour tout réel x.
1) Etudier le signe de x2 — 2x — 3.

2)
a. Etudier les variations de la fonction g définie sur R par g(x) = x> — 2 x — 3.
b. Lafonction g posséde-t-elle des extremums locaux ?
c. Représenter graphiquement la fonction g.

3)
a. Exprimer f(x) en fonction de g(x) sans valeur absolue en distinguant plusieurs intervalles.
b. Déterminer les variations de f sur R.
c. Déduire la courbe de f a partir de celle de g.
d. Lafonction f possede-t-elle des extremums locaux ?

Exercice 5

1) Vérifier que pour tout réel x, ona x> + 3x? — 54 = (x — 3)(x? + 6x + 18).
2) Endéduire le signe du polynéme P défini par P(x) = x3 + 3x? — 54.
3) Une entreprise produit g milliers de piéces par jour, g étant un réel de ]0; 5]. Le prix de revient d’une piéce,
q3+6q%+12q+108
12q
a. Quel est, a un euro pres, le prix de revient d’une piéce lorsque I'entreprise produit 4200 piéces par

jour ? Quel est donc pour I'entreprise le colt engendré par la production de 4200 pieces ?

b. Démontrer que pour tout q €]0;5], f'(q) = %(qqz) ol P est le polyndme défini a la question 2.

exprimé en euros, dépend de g et est donné par I'expression f(q) =

c. Dresser le tableau de variations de f.
d. En déduire le nombre g, d’unités a fabriquer pour que le prix de revient d’une piece soit minimal.
Quel est alors le montant en euros du co(t total de production ?



Correction exercices supplémentaires : Application de la dérivation

Partie A : Variations

Exercice 1

La fonction de la courbe rouge 1 est croissante sur |—oo; 0 et décroissante sur ]0; +oo[ donc sa dérivée doit étre
positive sur | — oo; O[ et négative sur ]0; +oo][. De plus, 0 est une valeur interdite. C'est donc la courbe d qui
correspond a la dérivée de f;.

La fonction de la courbe rouge 2 est décroissante sur |—oo; 0[ et décroissante sur ]0; +oo[ donc sa dérivée doit étre
négative sur | — oo; O[ et sur ]0; +oo[. De plus, 0 est une valeur interdite. C’'est donc la courbe b qui correspond a la
dérivée de f,.

La fonction de la courbe rouge 3 est croissante sur ]—oo ; 0] et décroissante sur [0; +oo[ donc sa dérivée doit étre
positive sur | — o0; 0] et négative sur [0; +oo[. C'est donc la courbe a qui correspond a la dérivée de f3.

La fonction de la courbe rouge 4 est donc associée a la courbe c par élimination.

Exercice 2

1) f estun polynéme donc est dérivable sur R et f'(x) = 3x2. Cette dérivée est bien évidemment positive sur
R donc f est croissante sur R.

2) f estun polyndme donc est dérivable sur Ret f'(x) = 3x2 -3 =3(x%2-1)
Or x%2 — 1 est du signe de a = 1 sauf entre les racines x; = 1 etx, = —1.

X —00 -1 1 +o00
Signe de f'(x)

+ 0 — 0 +
. 3
Variations de

3) f est un polyndme donc est dérivable sur Ret f'(x) = —4x3 — 4x = —4x(x? + 1)
x2 + 1 est bien évidemment strictement positif donc f'(x) est du sighe de —4x.

X —00 0 400
Signe de f'(x)

n 0 -
5
Variations de f / \

4) f estdelaforme % avecu:x ~ x — 3 dérivable sur Ravecu'(x) = 1 etv:x — x — 1 dérivable et non nulle

sur R — {1} avec v'(x) = 1 donc f est dérivable sur R — {1} et
w()v(x) —ul)v'(x) (x—1)—(x—3) 2

/
x) = =
f'@) v(x)? (x —1)2 (x —1)?
Cette expression est bien évidemment positive donc f est croissante sur | — oo ; 1[ etsur]1;+4oo|.
5) f estde laforme % avecu:x = 1 — x dérivable sur Ret u’(x) = —1 et v: x = x? dérivable et non nulle sur

R — {0} avec v'(x) = 2x donc f est dérivable sur R* et
u'()v(x) —u@)v'(x)  —x?—-2x(1—x) -x*-2x+2x* x*-2x x(x—2) x-—2

fle) = v(x)2 (x2)? = 4 T A 4 3
X —00 0 2 +o00
Signede x — 2 - - 0 +
Signe de x3 - 0 + +
Signe de f'(x) + 0 — 0 +

Variations de f / \ 1 /




6) festdela forme%avecu:x ~ x2 — 3x + 6 dérivable sur Ravecu'(x) = 2x —3etv:x »x — 1

dérivable et no_1n nulle sur R — {1} avec v'(x) = 1 donc f est dérivable sur R — {1} et
u' ()v(x) —u@)v'(x) 2x—-3)x-1D—-(x*>-3x+6) 2x*-2x—-3x+3-x>+3x—6

fe = VG0’ G—17 -1
_x*—2x-3
- (-2
Le dénominateur est clairement positif donc f’(x) est du signe de x? — 2x — 3. Le discriminant est A = 16 donc
x2 — 2x — 3 est du signe de a = 1 sauf entre les racines x; = Zzﬁ =3etx, = 22;4 =-1.
X —00 —1 1 3 +o00
Signe de
, + 0 - - 0 +
f'x)

Variations =5
o f \ \ ;

7) f estde laforme % avecu:x » x2 — x + 3 dérivable sur Ravecu'(x) = 2x — letv:x » x? —4x + 3
dérivable et non nulle sur R — {1; 3} avec v'(x) = 2x — 4 donc f est dérivable sur R — {1; 3} et

) = Qx—-1D*—4x+3) - x—4H*—-x+3)  —3x*+9
fr = (x? —4x + 3)? T (x2 —4x +3)2
Le dénominateur est clairement positif donc f'(x) est du signe de —3x2 + 9 qui est du signe de a = —3 sauf entre

les racines x; = V3 et x, = —/3.

x —® -3 1 V3 3 +00
Signe de

£ —~ 0 + + 0 - —~

_4+3V3
Variations \ / / 2 \ \
def 3V3—4
2
_3-Vv3+3 (6-V3)(6+4V3) 24+18V3  4+3V3 =y 3V3-4

f(ﬁ)_3—4\/§+3_(6—4\/5)(6+4\/§)_ 2 -2 R

8) f estde laforme uv avecu:x - x? — 1 dérivable sur ]0; +oo[ avec u’(x) = 2x et v: x = +/x dérivable sur
10; + o[ avec v’ (x) = ﬁ donc f est dérivable sur ]0; + oo et

NES
2 _ 2
f,(X)=u’(x)U(X)+u(X)U,(X)=2x\/§+(x2—1)x21 =ZX\/§><2\/E+3C 1_5x 1

Vx 2vx 2V
Le dénominateur est clairement positif donc f’(x) est du signe de 5x% — 1 qui s’annule en g et —\/5—3.
X 0 \/_g 400
5
Signe de f'(x) — 0 +

Variations def \ /
V5 1 V5 4 |\5
f(?) - (E‘l)g= _E\/;




- 1 1, .
9) f estdelaforme % avec u : x ~ /x dérivable sur ]O ; +00[ avecu'(x) = 7% etv:ix »x+ o dérivable sur

]0 ; +00[ avecv'(x) =1-— x—lz donc f est dérivable sur]O ; +00[ et
1 1 1 2 2 _
u' ()v(x) —u@)v'(x)  2x X (x + E) —Vx X (1 B P) 3 (x ;_x%)\/z - 2\/;(23;2 D,

v (x+ ) S

flx) =

_ Vx(3 —x?)
2x2 (x + %)2

Le dénominateur, ainsi que v/x est clairement positif donc f’(x) est du signe de 3 — x? qui s’annule en V3eten

—/3.

X 0 V3 +o00
Signe de f'(x) + 0 —
Variations de f / \
V3
f(¥3) = AL
3+ =
Exercice 3

1) f est un polyndme dérivable sur R donc sur [—10;10] et f'(x) = 3x% — 12 = 3(x — 2)(x + 2).
f'(x) est du signe de a = 3 sauf entre les racines —2 et 2.

x -10 -2 2 10

Signe de + 0 - 0 +
f(x)

Variations 16 880
—880 —16

2) Sur [—5; 2], le maximum de f est atteint en —2 donc il est égal a 16 et le minimum est soit atteint en —5,
soiten 2 or f(—5) = —65 donc|f(x) € [—65; 16]|
3) Pourm < —880, I'équation f(x) = m n’a pas de solutions.
Pourm € [—880; —16][, I'équation f(x) = m a une seule solution.
Pourm = —16, I'équation f(x) = m a deux solutions.
Pourm €] — 16; 16[, I'équation f(x) = m a trois solutions.
Pourm = 16, I'équation f(x) = m a deux solutions.
Pour m €]16; 880], I'équation f(x) = m a une solution.
Pour m > 880, I'équation f(x) = m n’a pas de solutions.

Exercice 4

1) f estun polynéme donc il est dérivable sur Ret f'(x) = x3 + 3x2 — 4.
Or(x—D(x+2)2=(x-1D?+4x+4) =x3+4x>+4x—x? —4x—4=x3+3x? -4
Donc on a bien f'(x) = (x — 1)(x + 2)?

2) (x + 2)? est positif donc f'(x) est du signe de x — 1.

X —00 1 400

Signe de f'(x) — 0 +

Variations de f /
\ 3




3, . .
3) Pourm< — v I’équation f(x) = m n’a pas de solutions.
3, . .
Pourm = — 7 I’équation f(x) = m a une seule solution.

3 ., . )
Pourm > % I’équation f(x) = m a deux solutions.

Partie B : Extremums
Exercice 1
1) f est un polyndme donc est dérivable sur R et f'(x) = 3x% — 12x + 9.
Etudions le signe de f'(x) : A = (=12)2 — 4 x 3 x 9 = 36 donc f'(x) est du signe de a = 3 sauf entre les racines

X1 =12+6=3etx2 =%= 1.
x —00 1 3 +o0
Signe de
, + 0 - 0 +
')

Variations / 5 \ /
d
ef 1

2) f possede un maximum local (5) et un minimum local (1) mais ne possede aucun maximum ou minimum
global.

Exercice 2

1) f estde laforme % avecu:x = (x — 1)? dérivable sur Ravecu’(x) = 2x — 2 et v:x = x — 2 dérivable et
non nul sur R — {2}avec v'(x) = 1 donc f est dérivable sur R — {2} et
W (@vx) —u)v'(x) Rx—-2)(x—2)—(x?—-2x+1) 2x?2—4x—2x+4—x*+2x—1

f’(xz) :4 3 v(x)? (x —2) (x —2)
x“—4x +
~ G

Le dénominateur est clairement positif donc f”(x) est du signe de x? — 4x + 3. Or pour ce trinéme, A = 4 donc il
. . 4+2 4-2
est du signe de a = 1 sauf entre les racines x; = - = 3etx, = - = 1.

X —00 1 2 3 +0o
Signe de
, + 0 - 0 +
f'x)

Variations 0
de f 4

2) f posséde donc bien un maximum et un minimum local mais aucun maximum ou minimum global.

Partie C : Exercices bilan
Exercice 1
1) Dans le triangle ABC rectangle en B, on utilise le théoréme de Pythagore :
AC? = AB? + BC? or AC = 2 (car le rayon du tronc d’arbre est égal a 1) donc . N
2% = £2 + h? ce qui donne bien
2) £Xh®>=¢x(4—4>) =43
3)

a. f estune fonction polyndme donc elle est dérivable sur R et donc c D
sur [0; +oo[ et
f'(x) = —3x? + 4.

. . . 23 243
Ceci est du signe de a = —3 sauf entre les racines x; =

—etx, = ——.
3 2 3




X 0

Signe de f'(x) +

Variations de f / \
2v6

b. La résistance a la flexion est donc la plus grande possible pour £ = %g ~ 1,155 eth = T6 ~ 1,633
carh?=4—2=4-2=2
3 3

c. tan(a) = (g) + (g) = % = %E X % =2 donc a ~ 54,74°

Exercice 2
1) Le volume d’un pavé est longueur X largeur X hauteur doncV = x X x X horV = 1 donc x>h = 1 ou

1
encore h = =.
X

2) Pour les faces, il y a deux carrés de cotés x et quatre rectangles de cotés x et h donc

4x 4
S(x) = 2x* + 4 xxh = 2x* + — = |2x* + =
x x

3) S est une somme de fonctions dérivable sur ]0; +oo[ donc elle est dérivable sur ]0; +oo[ et

4 4x3—-4 4(x3-1)
S’(x)=4x—p= =

x2 x2

_ 2
Or(x—l)(x2+x+1)=x3+x2+x—x2—x—1=x3—1donconabienS’(x)=w.

x2

X 0 1 400

Signe de S'(x) - 0 +

6

4) La boite d’aire minimale (et qui donc utilise le moins de matieres premieres) est une boite cubique de coté 1.

Exercice 3

1)

2) Le périmeétre de la base, égal a 271, correspond au périmetre du secteur angulaire restant du premier
disque. Il est bien évidemment inférieur au périmetre total du premier disque, a savoir 2R. On a donc 2rtr <
2R ou encore r < R. Ceci donne donc% <1,soitlk <1

En notant S le sommet du cone, H le pied de la hauteur et donc le centre de la base et A un point sur le cercle de
base, le triangle SAH est rectangle en H et d’apreés le théoréme de Pythagore, on a AS? = SH? + AH?.

Or AS correspond au rayon du disque de départ, soit R ; SH est la hauteur du cbne, soit h ; AH correspond au rayon
de la base du cone, soit r. On a alors R? = h? + r? et donc

=R = |2 (1-(5)) =[R2

R

3
3) V(k) =3h X Apgse = 3RVI = k% x 1r2 = VT = k2 X (RK)? = |- k2T = k2
4)

a. Sur[0; 1], V est bien évidemment positive donc, comme la fonction carrée est croissante sur
[0; +oo[, V2 a les mémes variations que V.

2p6 2p6
b. Pourk € [0;1], V2(k) = %k‘*u —k?) = %(k4 — k9)
2p6 2p6
V2 est donc un polyndme et est dérivable sur [0; 1] avec (V2)' (k) = % X (4k3 — 6k>) = % x 2k3(2 — 3k?)

m2R®

— X 2k?3 est bien évidemment positif donc la dérivée de V2 est du signe de 2 — 3k? qui s’annule en _\E et \E




Sur [0; \E], 2 — 3k? est positif donc V2 est croissante et sur [\E, 1], 2 — 3k? est négatif donc V2 est décroissante.

. . 2 _ 6
Finalement, V2 est maximal pour [k = \/; = g

2 2

_mR3( |2 2\ @R® 2 |1 [2;mR3*J3

max o3 3 3] 3 7373 |27
Exercice 4

1) Signedex? —2x —3:A=(-2)?> —4 x (—3) = 16 donc x? — 2x — 3 est du signe de a = 1 sauf entre les
racines x; = Zzﬁ =3etx, = 22;4 =-1.

X —00 -1 3 +o00
Signe de x? — 2x — 3 + 0 - 0 +
2)

a1

a. g est une fonction polynéme donc est dérivable sur R et
g'(x) = 2x — 2. g' s’annule en 1 donc g est décroissante sur |—oo; 1] et

IS

croissante sur [1; +oo]. \ /
b. g admet un minimum local en 1 égal a —4. \ 3 /
¢. Voir la courbe en noir. A

3 \/

iRy

a. Pourx € ]—oo,—1] U [3; +oo], g est positive donc |g(x)| = g(x).
Pour x € [—1; 3], g est négative donc |g(x)| = —g(x).

g(x) six € |—00; =1] U [3; +oo[

Finalement : |f(x) = {

—g(x)six e ]-1;3[

/
N [N
\

b. Sur]—oo; —1], f(x) = g(x) donc les variations de f sont les
mémes que celles de g et alors f est décroissante.

w

Sur [—1; 1], f(x) = —g(x) donc les variations de f sont I'inverse de celles de g
et f est croissante.

IS

Sur [1; 3], f(x) = —g(x) donc les variations de f sont 'inverse de celles de g et f
est décroissante.
Sur [3; +oof, f(x) = g(x) donc les variations de f sont les mémes que celles de g donc f est croissante.

X

—oo -1 1 3 +o00
Variations
de f \ / \ /
0 0

c. Voirla courbe en rouge.
d. f admet deux minimums locaux, en —1 et en 3 et un maximum local, en 1.

Exercice 5

1) (x—3)(x?>+6x+18) = x3 + 6x% + 18x —3x%2 — 18x — 54 = x3 + 3x2 — 54

2)
Signe de x2 + 6x + 18 : A = 6% — 4 X 18 = —36 donc x? + 6x + 18 est du signe de a = 1 donc x3 + 3x2 — 54 est
du signede x — 3:

X —00 3 +o00
Signe de P(x) — 0 +

3)




4,23+6x4,22+12x4,2+108 _
12x4,2 -

a. 4200 pieces correspond a 4,2milliers de pieces par jour or f(4,2) =

338328
504
Donc le prix de revient d’une piéces pour la production de 4200 pieces par jour est de

4200 X= donc le colt engendré par la production de 4200 pieces est de
b. f estdelaforme % avecu:q ~ q3 + 62 + 12q + 108 dérivable sur R avec

u'(q) =3q%+12q + 12 etv:q » 12q dérivable sur R avec v'(q) = 12 donc f est dérivable sur R — {0} et
u'(@v(g) —u(@)v'(q)  (3q® +12q +12) x 12q — 12(q° + 6q* + 12q + 108)

= v(g)? (129)2
36q° + 144q* + 144q — 12q° — 72q* — 144q — 1296 _ 24q> +72q* — 1296 _ 24(q> + 3q* — 54)

- 144q2 h 144q2 - 144q2

. ) 24P(q)
Donc on a bien|f'(q) = 144:2

c. f'(q) est clairement du signe de P(q).

q 0 3 5
Signe de P(q) — 0 +

Variations de f \ /

d. D’apres le tableau de variations précédent, le prix de revient est minimal pour g, = 3 donc pour la

production de 3000 piéces. Il est alors de
X 3000 = donc le colt total de production est de




