COURS N LE PRODUIT SCALAIRE

1. Définition du produit scalaire de deux vecteurs :
On considere deux vecteurs # et v quelconque du plan ; on considére alors les points A, B et C définis par
AB =i et AC=7 .Le point H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

-

On définit alors le produit scalaire des deux vecteurs i et v par: c

.V =ABXAH i les vecteurs AB et AH sont de méme sens ;

N

-

.V =-ABXAH s i les vecteurs AB et AH sont de sens contraires.

N}

Si I’angle de vecteurs (% ;v )estégale a0, onaalors ii.V=ABXAC cos0.

2. Orthogonalité de deux vecteurs :

Deux vecteurs i et V sont orthogonaux si I’un est nul ou si I’angle de vecteurs ( % ; V) est égale a 7r/2 ; dans
cecas,ona i.v=0;
i.

réciproquement, si v =0 alors I'un des vecteurs est nul ou bien ils sont orthogonaux.

3. Autres écritures du produit scalaire :

Ona @.v =lallllv] cos( @i; v).
1 1
i.v = 5(||ﬁ||2 HIVIE-NE —VIR)= 5 (17 + VIR -l l2-17I2).

Dans un repere orthonormé : # (x;y) et v (x’;y’);alors .V =xx'+yy'.

4. Propriétés du produit scalaire :

a) Propriétés élémentaires : u.u=lulP
Pour tout réel k, et pour tous vecteurs i et V, b) Egalités remarquables :
(k #).v=k(.v). |l + vie=na|p+1v[p+2 a.v ;
0.V =v.0 . |z =vI2=laz+1v|p-2a.v;
BV W)= TV + .. il -1v|p=ca+9v)@-9v).
¢) Théoreme de la médiane : On considere le triangle ABC et la médiane (Al) ; on a alors :
1

ABZ+ AC2=2 AI2+2BI2=2 A2+ EBCZ; B
AB?-AC2=2 Al .BC ;

AB. AC =AP-BPE.
d) Formule d’Al Kashi : Pour tout triangle ABC, on a 5
AB2=AC? + BC2-2 ACX BC cos ( ACB ) ; c

AC? = AB? + BC2-2 ABX BC cos ( ABC );
BC2= AB2+ AC2 -2 ABX AC cos( BAC ).

e) Formules des sinus : Pour tout triangle ABC non aplati, on a :

1 . 1 . 1 i
aire (ABC) = E ACX AB sin( BAC ) = E ABX BC sin( ABC ) = E ACX BC sin( ACB) et

BC AC AB AB-BC-AC
sin(BAC)

~ sin(ABC) sin(BCA)  2aire(ABC)



f) Exercices : Déterminer une mesure des angles du triangle ABC tel que AB =5, AC =7 et BC = 8. En déduire

l'aire de ce triangle. Déterminer la longueur de la médiane [AI] et de la hauteur [AH].

Déterminer une mesure des angles du triangle DEF et la longueur EF sachant que DE = 6, DF = 12et EDF = 60°.
En déduire 1'aire de ce triangle. Déterminer la longueur de la médiane [FI] et de la hauteur [EH].

5. Formules d'addition et de duplication des angles
Propriétés: Pour tous réels a et b, on a:

cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb ;
sin(a + b) = cosa sinb + sina cosb ;
cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb ;
sin(a — b) = cosa sinb — sina cosb ; N
cos(2a) = cos?a — sin?a ; '
sin(2a) = 2cosa sina . . b

Démonstration: On considere le cercle trigonométrique et les points M et

N sur le cercle tels que les angles de vecteurs ( 7 ; OM ) =aqet

(7; ON ) = b. Dessin ci-contre.

On sait que les coordonnées de M sont (cosa; sina) et celle de

N sont (cosb; sinb).

Onsaitque((ﬁ; (ﬁ\—/l): (61;1; ) +(7; 6\71):(7; 6\71)— (7; (ﬁ):a—b.
Calculons le produit scalaire OM . ON de deux facons différentes:

OM . ON = cosaX cosh + sinaxsinb et

OM . ON = OMXONXcos( oM ; (SN):COS( ON ; OM ) = cos(a — b).
Ainsi cos(a — b) = cosaX cosb + sinaXsinb (D).
En remplagant b par — b dans la relation (1), on trouve :

cos(a + b) = cosaX cos( —b) + sinaXsin( —b) = cosaX cosb — sinaXsinb 2).
™
De plus, on sait que pour tout réel x , sinx = cos( E —x), d'ou

T T T T
sin(a — b) = cos( E —(a - b)) = cos(( E —a) + b)) = cos( E —a)X cosb — sin( E —a)Xsinb en utilisant la

Iy T
relation (2). Il vient sin(a — b) = cos( E —a)X cosb — sin( E —a)Xsinb = sinaX cosb — cosaXsinb 3).

En remplagant b par — b dans la relation (3), on trouve :

sin(a + b) = sinaX cos(-b) — cosaXsin(—b) = sinaX cosb + cosaXsinb 4).
En prenant a = b dans la relation (2), il vient cos(2a) = cosaX cosa + sinaXsina = cos?a — sin%a 9.
En prenant a = b dans la relation (4), il vient sin(2a) = sinaX cosa + cosaXsina = 2cosa sina 9.
T oo ) T Iy T

Exemple: Calculer les valeurs exactes de cos I et sin IR On sait que L 3 1 donc

T (T!' T!') Tr>< rr+_rr><_rr 1><2+\/§><\/E \/E+6t
cos = =cos( T — T )=cos T X oS +sin T XsinT = —X— 4+ —X— = e

12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4

oo _(Tr T!') .rrx Iy T!'X.1T 3X\/E 1X\/E \/8_2

sin——=sin( T — —)=sin Xcos " —Ccos T Xsin— = —X— — —X— = .

12 3 4 3 4 3 4 2 2 2 2 4



5. Equations cartésiennes dans le plan

a) Equation d’une droite dans le plan :

Propriété: Dans le repere orthonormé (O; i, 7 ), on considere un point A(xa; ya ) et un vecteur # (a; b) ;

la droite (d) passant par A et de vecteur directeur % (de direction celle du vecteur) a une équation de la forme
bx—ay+c=0.

Démonstration : Pour tout point M(x ; y) de la droite (d), les vecteurs AM et i sont colinéaires, donc leur
coordonnées sont proportionnelles : (x —xa)b — (y —ya)a=0 et en développant l'expression,

on obtient bx — ay + aya — bxa = 0 ; il suffit de poser : ¢ = aya — bxa.

b) Vecteur normal a une droite :

Définition: Un vecteur est normal a une droite (d) si sa direction est orthogonale a celle de la droite (d).
Propriété: Si (d) a pour équation ax + by + ¢ =0, alors le vecteur 7 (a ; b) est normal a (d).

Démonstration : Pour tout point M(x ; y) et M’(x’ ; ¥” ) distincts de (d), ona ax + by + c=0etax'+ by’ + ¢ =0,
par soustraction, on obtient a(x’ — x) + b(y’ — y) = 0 ; donc le vecteur 7 (a ; b) est orthogonal 2 MM ' puisque leur

-

produit scalaire est nul, donc le vecteur 71 est orthogonal a (d) .

Réciproquement : une droite (d) de vecteur normal 7 (a ; b) a pour équation ax + by + ¢ =0.

Démonstration : Soit A(xa; ya)et 7 (a;b); soit (d) la droite passant par A et orthogonal a 7 ; pour tout point
M(x ; y) de (d), les vecteurs AM et 7 sont orthogonaux, donc a(x —xa) + b(y — ys) =0, et en développant le
membre de gauche, on obtient ax + by — axa — bya = 0 ; il suffit de poser : ¢ = — axa — bya.

Propriété : Deux droites (d) et (d') du plan, d'équation respective ax + by + c=0et a’x + b’y + ¢’ =0 sont
perpendiculaires si et seulement si aa’ + bb' = 0.
Démonstration : Le vecteur 7 (a ; b) est un vecteur normal de (d) et le vecteur 7' (a'; b') est un vecteur normal

de (d). (d) et (d') sont orthogonales si et seulement si 71 et 7' sont orthogonaux, équivalenta 7 .7' =0,
équivalent & aa'+ bb'=0.

¢) Equation d’un cercle :

Cercle défini par son centre et son rayon : Dans le repére orthonormé (O; i, j ), on considére un point

A(xa;ya)etunréel r>0;le cercle de centre A et de rayon r a pour équation : (x —xa )? + (y — ya)? = 1%
Démonstration : Pour tout point M(x ; y) du cercle, on a AM = r, soit AM? =12, soit (x —xa )%+ (y — ya)? = 1%

Cercle défini par un diametre : Dans le repere orthonormé (O; i, j ), on considere les points A(xa; ya ) et

B(xs ; ys ) ; le cercle de diametre [AB] est défini par I’ensemble des points M du plan tel que AM . BM =0.
Démonstration : Pour tout point M(x ; y) du cercle, le triangle ABM est rectangle en M, donc les vecteurs AM et

BM sont orthogonaux; donc AM . BM =0.Son équation s'établit a partir de la relation :

(x =xa)(x = x8) + (y = ya)(y —y8) = 0.

Exemples : a) Dans le repere orthonormé (O; 7, 7 ), on considere les points A(2 ; 1) et B( -3 ; 3). Déterminer
une équation de la droite (AB), une équation de la droite perpendiculaire a (AB) passant par A, une équation de la
médiatrice de [AB], une équation du cercle de centre A et de rayon AB, une équation du cercle de diametre [AB].

b) Dans le repere orthonormé (O; 1, j ), on considere les points A(1 ; 3), B(3 ; -2) et C(-2 ; 0). Déterminer une
équation des hauteurs, des médiatrices du triangle ABC ; en déduire les coordonnées du centre du cercle
circonscrit et de 1’orthocentre de ABC.



