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I- Norme d’un vecteur
1°) Définition : u étant un vecteur de représentant le bipoint (AoB)appelle
norme deu le nombre réel positif noté ‘} JH = d(A B).

u/>B
A

. HJH:HEH:d(A;B):AB .
2°) Proprietes: Soit? I'ensemble des vecteurs du plan
P):0uO®,|u |l >0.
P):0ul?|Ju]l =0 u=0.
P):0u0® 0vOV etd kOR,si u=kxv alors u || =|k|><HT/H .
3°) Egalité de deux vecteurs non nuls
Deux vecteurs non nuls sont dits égaux s’ils o@tn@ norme, méme direction

et méme sens.
I1- Produit scalaire

1°) Définition : soientu etv deux vecteurs du plan.

On appelleroduit scalairalu vecteur par le vecteur le réel noté i« v tel
que: ue-v=OHxOB< OA+OB oUH est le projeté orthogonde A sur la
droite (OB). u« v = OH xOB . (Expression algébriquelu produit scalaird
Remarque :

Silangle (OA ; OB ) estaigualors le produit scalaireA« OB estpositif ;

Si 'angle (OA ; OB ) estobtusalors le produit scalaireA« OB estnégatif.
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2°) Propriétés du produit scalaire
On démontre et on admettra les propriétés suivantes

—_ = - —

Py (ki )e =i+ ()= e (i V)
=) J-(\7+W)=(J-\7)+(J.W)et (\7+W).J=(\7-J)+(W-J)
P) ueu=0etsiu=0 alorsue«u > 0.
P5) 6‘6:0.

— = -2 - |12 . . —
Remarque u+u se noteu :H uH et «on lit carré scalaire de ».

3°) Expression trigonométrique du produit scalaire
Soitu =OA etv =0B deux vecteurs du plan

OA+« OB = OH xOB = OH xOB
= OK x OA = OK x OA

-

-,

. -
#
I..-
m

OA+OB =OH xOB Calculons OH ; cos(BOA) Qc% OH = OAx cos(BOA)

D’oll OA+ OB = 0AxOBxcosa OU & est une mesure de l'angleA ;0B)
. OA+OB =0Ax0OBxcosa .(Expression trigonométrigue du produit scalaire

Remarque : SDA L OB alorsOAs O—B:OAXOBxcosg =0

4°) Produit scalaire et triangle
Soit O, A, B trois points non alignés du plan g€eu=0A et v=0B.
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Calculons le carré scalairéi-v|?
i LI - - =2 - - [= -2 -2 =2 - - =2 - [- =\
Uu-vJ°=u —2uev+v & -2Uuev=(U-V)]) —-U -V & 2u*v=Uu +v—-|u-v
-2 -2 > >
- - U +v —(u—v

2
& uevs ) Or u-v=0A-0OB=BO+O0A= BA.

2

. 2 2 _ 2
D'ou: OAs-0B=2 OB —AB

5°) Calcul du sinus d’un angle orienté
Soientu(x;y) et v(x;y')deux vecteurs dans la baBéi; j) et une mesure de
I'angle (ﬁ;\?). Nous avons les formules suivantes :

. détlu:v Uev
. Sina =— et Coxx =
]

-

\'

-

Ju v

l1l- Etude analytique du produit scalaire
1°) Expression du produit scalaire dans une base thronormale

Soit (i;]) une base orthonormée ¥eet soientu(x;y) et v(x;y )deux vecteurs
de®. Calculonsu « v en fonction des coordonnéesuet v.

Gev=(ciry T ) (xi+y T )= 0000+ 0= 5+ )i )+ (o) 7°
(i:]) étant une base orthonormée od‘ é”:zl : H]H =l et i+j=0
DOl Uusv=xX+yy
2°) Expression de la norme d’un vecteur dans une ba orthonormée
Soit u(x;y) dans la base orthonormée; (). u=xi+yj.

~ 2 =2
luf =u

=(xi +yj ) bd +y7)
=it (20 e Tl ye T

= x*+y®> ; donc Hu”zwlx2+y2

il
3°) droites perpendiculaires

Soient les droites (D) de vecteur directe{i;b) et (D) de vecteur directeur
v(a'; b') dans une base orthonormée.
. (D)L (D) & usv=0< aa +bb'=0
Exemple :
Soient (D) : 3x+2y—-1=0 et (D’): 2x — 3y5+= 0.
Montrer que (D) et (D’) sont perpendiculaires.
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4°) Equation d’un cercle

Soit (o;i : ]) un repére orthonormé du plansoit I(a ; b) un point du plan et r
un réel strictement positif.

Le cercle de centre | et de rayon r est I'enserdbtepoints M(x ;y) d& tels
gue la distance de | & M est égale arr.

Soit €={Me P /d(I ;M) =r};d(I; M) =r = |(x-a)’ +(y-b)? =r <

(x=af + (y-by =r

Remarque
Un point M appartient au cero de diamétre [AB&( AM « BM =0 )

Exemple
Déterminer une équation du cercle de diametre [AB]A(2 ;3) et B(-1 ; 0).

I\V- Applications du produit scalaire
1°) Généralisation du théoreme de Pythagoréu loi du cosinug
a) Soit ABC un triangle quelconque tels que AB=dG Ab ; BC =a.

CommeBC = BA+ AC ; on peut écrire
BG = (§A+r(:)2 =BA +2BAs AC+AC
Eéz =@\2+E2—2ﬁoﬁ

BC =BA +AC -2x ABx ACxcos@)

BC = AB?+ AC? — 2xAB xAC xCOS(X)

« Silangle A est droit alors on a: . BE AB® + AC’. car cos§) = 0.

On retrouve ainsile_théoréme de Pythagore
b) Conclusion :
Dans un triangle ABC si on désigne par AB=c ;AG; BC =a;
mes(BAC) = A ; mes(&B) = C ; mes(QBBA) =B , alors ona:

a’ = b* + & — 2xbxcxcos(A)
b? =& + & — 2xaxcxcos(B) Relation d’AL—KASHI
¢“ =& + b® — 2xaxbxcos(C)
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2°) Aire d’'un triangle

L’aire d du triangle ABC est donnée par la formule

c

a-= % xpbxcxsin(A)

a-= %xaxbxsin(é)

a-= %xaxcxsin(é)

3°) Formule des trois sinus
On utilise les formules précédentes

= Ded= I xbxcxsin(A) =L xaxbxsin(¢) on déduit-2 =
2 2 sinA sinC
« Dea= 1 xbxcxsin(A) = 1 xaxcxsin(B) on déduit—2— - b
2 2 SinA sinB

a _ b _c
sinA sinB sinC
(R étant le rayon du cercle circonscrit au triangBCh.

=2xR .

= D'ou:

4°) Ensemble (E) des points M du plan tels queMAs MB=k (kOIR)
Considérons un segment [AB] de milieu I. soit Mpgint du plan.

mom=(w+ﬁ)o (W+@)
=Mi” +Mi - (1A +1B)+1A- 1B
=Mi” +Mi « (A +1B)+ 1A 1B x cos()

=M’ -(IAXIB)
_mz_(ﬁxﬁj
| 2 2
. 2
_MIZ_AB
4
-, 2 2
Dou: MA*MB=k - MIZ—AB :k«:»IMZ:k+AB
AB?

MA* MB=k < IM2=k+
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AB?

e Sik+ < O alors (E) £

2
. Sik+AB

=0Oalors (E) |}

AB? AB?

e Sik+ > 0 alorsIM =,|k+

; d’ou (E) est le cercle de centre | et

de rayon r = IM.
Exemple
Soient A et B deux points du plan tels que AB B&terminer et construire

I'ensemble (E ) des points M du plan tels queas MB =8.

(E)

- 2
Soit | le milieu de [AB] ; MAs MB=k - IM?=k+22

MA*MB=8 = IM?=9 = IM =3. D’'oll I'ensemble (E Yles points M cherchés
est le cercle de centre | et rayon r = 3.

5°) Distance d’un point a une droite
On démontre et admettra que : B) est la droite d’équationax + by + c =0

(a; b)= (0; 0) et siA(xa;ya) €st un point du plan, alors la distanced& (©)
est:

|axA +byA +C| diA,D) = AH

Ja? +b?

d(A ;D) =
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Barycentre de 2 ; 3 ; 4 points pondérés
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Techniqgue Bamako

| — Notion de points pondérés

a) Définition :

On appellgoint pondérdout couplgA ; ) formé d’'un point A du plan et d’'un
réel .

b) Notation : (A ; &) se lit «A affecté du coefficientx» ouA(x).
Il — Barycentre de 2 points pondérés

1°) Activité : Soient (A ; a) ; (B ; b) deux points pondéré®ain point du plan
P. Discuter suivant les valeurs de (a+b) I'enserdbpoints M du plan
vérifiant : auA + bMB = 0.

-0-
Me P /avA + bMB =0 (fixons le point A)
aMA+ bMA+bAB = 0< (a+b)MA+ bAB= 0 < |(a+b)AM = bAB]|.

a) 1% cas : Si (a+b¥ 0 alorsAM =a%bﬁ3. Donc M est unique dans le plan

b) 2°™cas : Si (a+b) = 0 alors AB= 0 < soit b = 0 ouAB=0. Donc tous
les points M du plan sont solutions.

2°) Définition :

Etant donnés deux points pondérés (A ; a) ; (Bavec a+l3#0. On appelle
barycentre desz points pondérés (A ; a) ; (B umidue point G du plan tel
que : @A + bGB=0.

[G barycentre de (A ; a) ; (B ; b)l> [aGA + bGB=0]
3°) Conséquences

Etant donnés deux point pondérés (A ; a) ; (Beth)# 0 un réel. Si G est
barycentre de
(A;a); (B;b)alors G est barycentre de () ; (B ;kb).

4°) Remarque
Sia=1etb=1alors G barycentre de (A ;B ;1) est appeléisobarycentre
ou I'équibarycentreles points pondérés (A;1); (B; 1).

5°) Théoreme
Etant donnés deux points pondérés (A ; a) ; (B. )G est barycentrdes
points pondérés (A ; a) ; (B ; Bors les points A ; B ; G sont alignés
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Démonstration
G barycentre des points pondérés (A ; a) ; (B<bhGA + bGB=0 (fixons A)
aGA + bGA+ bAB =0 < (a+b)GA + bAB =0 < (a+b)AG=

bAE < AG=_C AB.
a+b

AG est colinéaire &B. D'oul A ;B ; G sont alignés.

[l — Coordonnées du barycentre de 2 points pondése

1°) Définition

SoientA(x,;y,.); B(xs:Ys) deux points du plan dans le repé])ei ; ]) et
G(xs;y.) barycentre de A(a) et B(b). on appeltemrdonnées barycentriqugsi

coordonnées du barycentre IGnique couple (¥ ; Yo) tels que :
_ax, +bx _ay,tby,
~ a+b T a+b
2°) Exemple: soit les A(1 ;2) et B(—3 ;—2). Trouver les coamdées du
barycentre G des points pondérés (A; -2) et (B ; 4
_-2-12_ y _—4-8_
2 e 2 '
D’ou G(-7 ; —6).

IV — Construction du barycentre de 2 points pondérg

Application : construire le barycentre G des 2 points pondérésB\dans les
cas suivants

a) (A;2)et(B;5)

b) (A;-5)et(B; 2)

c) (A;2)et(B;4)

Solution

a) G barycentrede (A;2) et (B;5)

2GA+5GB=0

5 <> 2GA+5GA+5AB=0

! < 7GA+5AB=0<> 7AG=5AB
© . AG=2AB

o A

/ G
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b) G barycentrede (A;-5)et(B; 2)

~5GA+2GB=0
< -5GA+2GA+2AB=0

14 —_ . - - —
ol & -3GA+2AB=0 < 3AG=-2AB
1/3—:\ = . AG= —%ﬁ?) :

A " B — — -
© G PosonsAG = % ABdonc AG=-AG

V — Barycentre de 3 points pondéreés
1°) Propriétés

Le barycentre de plusieurs points pondérés perarsener de proche en proche
a la recherche du barycentre de deux points posdéré

Exemple :

Soient (Ax) ; (B;B) ; (Cyy) trois points pondérés tels quex+p+y #0 et
x+p+0 . Soit G barycentre des points pondérése{fet (B ) ;ona:
aG,A+BGB=0 <> (en fixant A) aGA+SG,A+BAB=0<

(a+B)GA+BAB=0< |AG = AB=0 |. Soit G barycentre des points

a+pf

pondérés (Gx+B) et (Cy);ona:
(a+B)GG, +yGC=0< (en fixant G) (a+p)GG, +)GG +yGC=0<

[N y -

(@++)BG +/GC =0 (@+f+)GE=y6C=0=6G6=_ " GC=0|

2°) Définition

Etant donnés trois points pondérésefp\; (B;B) ; (C:y) tel quex+B+y #0.
On appellebarycentrades points pondérés @) ; (B;B) ; (C;y) 'unique point
G tel que :aGA+ BGB+ yGC=0.

3°) Exemple :Soit ABC un triangle. Déterminer et construirdo&ycentre G
des points pondérés (A ;1) ; (B;2); (C;-4).
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VI — Ligne de niveau de l'application M— ABe AM =k (kOR)

Déterminons dans le plan P 'ensemble des pointsl$/queAB. AM=k .
Soit M un point du plan et H son projeté orthoganal (AB).

A

I
¥

On sait queAB« AM = AH x AB. Etant donné un réel k, onAB+ AM =k <
AHxAB=k < m:%. Ainsi M vérifie AB- AM=k si et seulement si son

projeté orthogonal sur (AB) est le point H détem’marmzi.

AB
L’ensemble des points M cherché est la drait¢ perpendiculaire a (AB) au
k

ointH telque| AH=—
P q B

Application : soit deux points A et B tels que AB = 2 et I'apation
f:Pp - P

M > ABe AM
a) Construire les lignes de niveau -1 ; O fde
b) Déterminer 'ensemble des points M tels que) =2.

Solution a)
e K==-1
A =-1; fM)=-1 <
" AB+ AM = AH x AB <
ABe AM =k <
AHXAB=-1 < m:‘?l.
| |
| | |
H A B

L’ensemble des points M cherchés est la draitggerpendiculaire a (AB)

passant par le point H tel queAH :_71
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e K=0
AB*AM=0 < ABxAH =0<> 2AH =0 ; les points A et H sont confondus.

M %

>
W X

L’ensemble des points M est la droite perpendicalai(AB) passant par H.

VIl — Ligne de niveau de I'application M — MA?+MB? =k  (kOR)
Déterminons I'ensemble (E) des points M du plarqlmm+ MB? =k ;(kOR)
Soit I le milieu de [AB].MAZ +MBZ =k < (MI +1A)%+(MI +1B)?=k <«

MIZ +2MIJA+1AZ + MI %+ 2MI B + 1B =k
=
2MI2 +IAZ + B2+ 2MI.(IA+ IB) =k

M L
commelA+IB=0
2MI2+1A%*+1B? =k comme |IA=1IB
IMIZ+2IA2 =k <
-, 2 . 2
A B 2MI1 2 + %) =k<:a2M|2+AB =k &
- 2 _ _ 2
2|\/||2=k—AB - M|2=M

« 1% cas: SPk—AB? < 0, alors I'ensemble (E) des points M cherchéseest |
vide, (E) =2.

« 2°™cas : SPk—AB®> = 0, alors I'ensemble (E) des points M cherchés est
{1 (B) ={I}

« 3*™cas : SPk—AB*> 0, alors M :1/2(%‘:6‘82. L’ensemble (E) des

2k — AB?

points M cherchés est le cercle de centre | eagerr r = 2
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VIl — Ligne de niveau de I'application M — MA*-MB?=k  (kOR)

Déterminons I'ensemble des points M du plan teks é* — MB? = k.
Soit | milieu de [AB], M un point du plan et H leqeté orthogonal de M sur

(AB).

MAZ - MB? = (Il +1A)2- (Wi - 1A)2 <
MAZ — MBZ = MI 2 + 2MI 1A+ IAZ = M1 2 + 2MI JA - |A?

M o e S
& MA?-MB? =4MIIA < MA?-MB? =4 HI.IA
©MA2—MBZ=4WX%©MAZ—MBZ=2m><ﬁ3
[ MAZ-MB2 =k < 2IH xAB=k <
A HI B E—
IH=———
2AB
(A)

L’ensemble des points M cherchés est la draitg perpendiculaire a (AB) au

point H tel que ;| IH :ZL_

09)
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