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Avertissement

On trouvera dans ce qui suit de nombreux exercices sur le produit scalaire et ses applications classés
en cing grands thémes. On proposera pour chaque exercice une démonstration (parfois deux), mais il
peut, bien sir, y avoir d’autres moyens de procéder.

Des résultats de cours figurent dans certains exercices et pourront étre utilisés a d’autres endroits.
Notations

Les espaces vectoriels E sur C ou R considérés sont munis d’un produit scalaire noté ( | ), linéaire par
rapport a la deuxiéme variable et semi-linéaire par rapport a la premiére. En particulier, si A est un
scalaire et X et Y deux vecteurs de F,

(i) AX|Y)=A(X]Y) et (X|\Y)=A(X]|Y)
ainsi que
(ii) Y]X)=(X]Y).

La norme d’un vecteur V est alors
VII=vVV[V).

Si F' est un sous-espace de dimension finie n de E, et si 8 = (eq,...,ey,) est une base orthonormée de
F', alors, la projection orthogonale de X sur F' est

n

pre(X) = (ex| X)ey.

k=1
Si E est de dimension finie n, et si 8 = (eq,...,e,) est une base orthonormée de E, alors

n

X =) (ex]|X)er.

k=1
En confondant des vecteurs X et Y avec la matrice colonne de leurs coordonnées dans une base
orthonormée, on a également

(X|Y)='XY.
Lorsque 'on construit une base orthonormée (FE1,...,FE,) a partir d'une base (V1,...,V,) par le
procédé de Schmidt, on notera
k—1

& =Vi— > (B |Vi)E,,

r=1
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et 'on aura )
E,=——4§&.
x|l

Si E est un espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire, on dira que E est euclidien réel. Dans
ce cas les barres de conjugaison disparaissent dans les formules (i) et (ii).

Si E un espace vectoriel sur C muni d’'un produit scalaire, on dira que FE est euclidien complexe ou
hermitien.

Si i et j sont deux éléments d'un ensemble d’indices, on utilisera la notation de Kronecker 6;; (ou (5{ )

telle que
P 0 sii#j
YOl 1 osii=g

Enfin la composée de deux endomorphismes f et g sera notée f o g ou plus simplement fg

Des notations particuliéres peuvent étre indiquées en tétes de chapitres ou de sections.



Chapitre 1

GEOMETRIE EUCLIDIENNE DANS
L’ESPACE AFFINE A,

Dans ce chapitre, l’espace aﬁ‘ine As de la géométrie associé o l'espace vectoriel R? est muni d’un repére
L - - = 7 . P

orthonormé direct (O, i, j, k). On notera M(x,y, z) le point M de As de coordonnées (x,y,z) dans

ce repeére.

Tout sous-espace affine A de As est associé a un sous-espace vectoriel noté X .

Soit deux vecteurs

— - =7 — - = P
Uy=x11 +y1J +21k et Us=201 +y2j +22k .

— = — =
Le produit scalaire (Uy |Us) et le produit vectoriel Uy A Uy sont définis par

T 7R
= = —
(U1|U2) =mz2 +y1y2 + 2122 et Ut AU = |27 41 2

L2 Y2 22

La norme d’un vecteur ﬁ est alors

1T =/ (T D),

et l'on a pour trois vecteurs, le produit mixzte

(U1 | Us A Us) = det(U;, Us, Us)

ot le déterminant des vecteurs est pris dans la base (i, j, k).
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Exercice 1

Soit ﬁ et 7 deux vecteurs et a, b, ¢, d quatre nombres réels. Montrer que

(aﬁ—l—b?) cﬁ+d7 “ b‘ ﬁ/\v

Solution
On développe en utilisant le fait que ﬁ A ﬁ et 7 A 7 sont nuls, et que

AV =-VaT.

On trouve

(aﬁ—kbv)/\(cﬁ—i—d?) (ad — be) ﬁ/\7

“ b‘ (U A V).

Exercice 2

%
Soit ﬁ et 7 deux vecteurs, et W = ﬁ A 7 . Soit la matrice

ﬁ\ﬁ ﬁIV ﬁ W
ﬁ]W 7]W W\W)
Montrer que det A = HWH4

Solution

D’aprés les propriétés du produit vectoriel et du produit scalaire

7 (V)
A= |TV) V]
0 0o |

= || [%% @ HV:] = W2 [ITIIVIE - (T V)] -

Mais

ITIIVI? = (T | V)2 + 1T AT,

d’ou le résultat.



Exercice 3 Distance d’un point a un plan

Soit IT un plan affine et M un point de As. Montrer que la distance de M & II est donnée par les
formules suivantes :

1) lorsque le plan a pour équation ux + vy + wz = h, o les nombres u, v, w ne sont pas tous nuls,
et M est le point de coordonnées (a, b, ¢)

|lua + vb 4+ we — h|
d(M,1I) = > > >
vus + vt +w

2) lorsque le plan est défini par un point A et deux vecteurs indépendants ﬁ et 7,

|det(AM, U, V)|
d(M,1I) =
. N

3) lorsque le plan est défini par trois points distincts A, B, C,

| det(MA, MB, MC)|
W= A e

Solution

1) Soit P et Py deux points du plan IT de coordonnées respectives (x,y, z) et (xg, Yo, z0). On a alors
ur +ovy +wz=h et wuxrg+vy)+wz =h,

et donc, par soustraction,
u(x — xo) +v(y —yo) +w(z —29) =0.

Si 'on pose ﬁ = u—z> + v? + w?, on a donc
(N PoP) = ulw = 20) + vly = yo) +w(z — 20) = 0,
et ﬁ est orthogonal au plan II.
Si H est la projection orthogonale de M sur II, de coordonnées (X, Y, Z), le vecteur m est colinéaire
a ﬁ Il existe donc un réel A tel que
X—a=XMu,Y—-b=M, Z—c=)vw.

On obtient alors
uX +0Y +wZ = ua + vb + we + Mu? + v + w?),

et comme H appartient & II, on doit avoir
ua + vb 4+ we + ANu? +v? +w?) =h

ce qui détermine A.

h — (ua + vb + we)
u? + 02 +w?
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La distance du point M au plan II est alors

|ua + vb + we — h

MH| =X =a)+ (Y =02+ (Z—¢)? =N Vu2+ 02 +w? =
HII\/(a)()(c)Iluvwm

2) Décomposons le vecteur AM dans la base (ﬁ, 7, U A 7) On a
AM = aU + 8V 1T AV
et dans ce cas, puisque ﬁ A 7 est orthogonal a ﬁ et 7 donc au plan II, on a

— WIT A V.

D’autre part

(AM|T A V) =+ ||T AV,

d’on
(AM | T A V)| _ | det(AM, T, V)|
1T AV 1T AV

d(M,TI) =

3) On prend ﬁ — ADB et 7 = 1@, alors

| det(AM, AB, AC)|
4B A A0

d(M,TI) =

Mais, en raison des propriétés du déterminant,

det(AM, AB, AC) = det(AM, AM +MB, AM +MC) = det(AM, MB, MC) = — det(MA, MB, MC),

d’ou
_ |det(MA, MB, M)
M0 = |AB A AC

On peut aussi remarquer que | det(M A ]\ﬁ ? est six fois le volume du tétracdre M ABC et que
Hzé A ﬁ” est le double de l'aire du triangle ABC donc

¥ (MABC)

d(M,1I) = 3 TABC)



Exercice 4 Distance d’un point 4 une droite

Soit D la droite engendrée par le vecteur directeur } et passant par le point A, et soit M un autre
point. On appelle H la projection orthogonale de M sur D et II le plan passant par M et orthogonal
a D. En utilisant le théoréme de Pythagore et 1’exercice précédent, montrer que la distance d(M, D)
de M a D est donnée par la formule

VIR - (X MA AR
Bd BN

En déduire que la distance d(M, D) lorsque M est définie par deux points A et B distincts vaut

d(M, D)

Solution

Le point H est également la projection de A sur le plan II. Le théoréme de Pythagore donne donc
INCH? + || AH]|* = |MA]?

Mais Hzﬁ || est la distance de A au plan II, que l'on peut calculer par la formule 1) de 'exercice
précédent. Soit P un point du plan de coordonnées (z,y,z), et (xo,¥yo,20) les coordonnées de M.

L’équation du plan s’obtient en écrivant que PM est orthogonal a X . Donc, si 'on a
¥ ey T Tk
=ui +vj +wk,
alors
(PM|X) = ulw — o) + 0y — o) +w(z — 20) =0,

et, d’apreés l'exercice précédent, si A a pour coordonnées (a, b, c), on obtient

—
AT 1= 0) £ (b ) +wle— )| _ |(AM]X)
VR By
et donc

IMH|? = | MA|? - Hﬁu%umutm.

X112

On en déduit finalement

VIR RIBTARR - (X | 37A):

mais, d’apres les propriétés du produit vectoriel,

TIV2 1T AV =TIV,

IMANK]
1X|

et donc,

d(M, D) =
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Si 'on prend Y = E , puisque
MANAB = MA A (AM + MB) = MA A MB,

_IMANMEB|

|AB]

on obtient

d(M, D)

Exercice 5 Formule du double produit vectoriel

On veut démontrer que pour trois vecteurs Z, ?, 8 on a

(1) (ANBIANC =A|OYB-(B|O)A.

%
1) Si Z et ﬁ ne sont pas colinéaires, pour quelle raison le vecteur W = (Z A ?) A 8 appartient-t-il
au plan engendré par X et 3 ?

2) Vérifier que la formule est vraie si Z et § sont colinéaires.

3) On suppose que (Z, ?, 8) est une base directe. En utilisant les vecteurs (?, 7, l_g) construits
a partir de ceux-ci par le procédé de Schmidt, montrer que la formule est vraie. Puis en déduire que
la formule est vraie pour une base quelconque.

4) On suppose que X et ﬁ sont indépendants et que 8 appartient au plan qu’ils engendrent.
Montrer par une méthode analogue a celle du 3) que la formule est encore vraie.

5) Déterminer les triplets (Z, ﬁ, 8) tels que
(ANBYAC=ANBAC).
6) Soit quatre vecteurs Z, ?, 8, B Calculer de deux maniéres

7:(2A§)/\(3A3).

Si Z, ﬁ d’une part et 8, B d’autre part sont indépendants, que peut-on dire du vecteur 7 ?

Solution

_)
1) Le vecteur W est orthogonal a Z A ?, et comme Z A ﬁ est orthogonal au plan engendré par Z

et ﬁ, le vecteur W appartient également a ce plan. C’est donc une combinaison linéaire de Z et B.

%
2) Si Z et ? sont colinéaires Z A ? est nul, donc W également. Si I'on a par exemple ﬁ = /\X, on

obtient
(A|CYB - (B| Y4 = (A T)na) — (0 A)| VA,

, —
et comme A se met en facteur, on trouve également 0 .



3) Par le procédé de Schmidt on construit successivement
? - % X, 5

1Al
A=4)7,

donc

puis
F-B-B T o 7:”/‘%]?,

B=(B|T)T+I717,
A=C-C DT -1 T o B=— 7

ce qui donne

et enfin

ce qui donne

C=C T+ NHT+|2IE.

La base (?, 7, [_(>) est orthonormée, et elle est directe si la base (Z, ﬁ, 8) est directe, donc
TAT =K.

On en déduit la relation

ANB=|[AII /IR,
puis
W=(ANB)AC = |ANANE AT = ANANC I T)T -1 ANANC 1T,
ou encore, puisque A= HXH? et ? = HjHT]},
W=(C|A)7-(CI /4,
Remplagons alors ? par sa valeur, il vient
W= (C|4) [ﬁ-(]‘sﬂ?)?} _(CIB-B |14,
et en développant
W=(C|AOB-(C 1B T -C|BA+B|THCT A,

Mais,

BITYC|TYA=|ANBIT)C|T)T =(C1A)BIT)T,
W=(C|AB-(C|BA.

Si la base (Z, ﬁ, 8) n’est pas directe, alors la base (Z, ﬁ, —8) est directe. Donc

(ANBYA(-C)=(-C| DB - (—-C|B)A.

et il reste
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Alors en changeant tous les signes on retrouve la formule voulue.

4) Si_? appartient au plan engendré par Z et ﬁ, on peut encore construire ? et 7 On a cette

fois £ = 0 et I'on posera alors Rz = ? A 7 Dans ces conditions le calcul du 3) est encore valable,
, , 7 — IR

puisque l'on a de nouveau % = ||.7 || K.

5) On écrit

ANBAC)=—(BAC)AA,

et on applique la formule obtenue (1). On obtient alors
2) ANBAC)= (| 2B - (B|A)T
Soit un triplet de vecteurs (4, B, C) tel que

(ANBYAC =ANBAC).
En utilisant les formules (1) et (2), Iégalité se traduit par

(A1 CYB—(B|C)A=(C|A)B-(BIA)T,

ou encore par

(B YA - (B A)T=7.
qui a lieu si et seulement si I'on se trouve dans un des deux cas suivants :
(i) le vecteur B est orthogonal & A et 8,
(i) A et C sout colinéaires.
C’est vrai en particulier si I'un des vecteurs est nul.
6) On peut appliquer soit la formule (1) soit la formule (2). On obtient dans le premier cas

Z=(A|CAD)YB—(B|CAD)A,

et dans le second

Z=(D|ANB)C - (C|ANB)D.

Le vecteur 7 appartient donc au plan engendré par Z et ? et au plan engendré par B et 8, c’est-
a-dire & la droite intersection de ces deux plans.



Exercice 6 Formule du produit scalaire de deux produits vectoriels

Soit quatre vecteurs 4, B, ¢, D. On veut montrer que
(ANB|CAD)=(4|C)B|D) - (4| D)(B|T).

1) Montrer que la formule est vraie si A et B sont colinéaires.

2) On suppose que les vecteurs Z et ﬁ sont orthogonaux et de norme 1. En écrivant les vecteurs
et B dans la base (Z, ?, Z A ﬁ), montrer que la formule est vraie dans ce cas.

3) On suppose que les vecteurs Z et ? forment un systéme libre. En utilisant les vecteurs ? et ?

construits & partir de (Z, ?) par le procédé de Schmidt, montrer que la formule est encore vraie
dans ce cas.

Solution
1) Si Z et ﬁ sont colinéaires le membre de gauche est nul.

Si Z est nul, les deux membres sont nuls. Si X n’est pas nul, il existe A tel que § = /\X. Alors
(A1 CYB D)~ (A|D)B|C) = (4| WA | D) - (4| D)AA | ),
et en mettant A en facteur, on obtient 0.

2) Si Z et ﬁ sont orthogonaux et de norme 1, la base (Z, ﬁ, Z A ﬁ) est orthonormée directe. Alors,

en écrivant 8 _ (8|Z)X+(8|§)§+/\2/\§’

et

D={D|A)A+D|IB)YB+udAB,
OAD = [(Z;ﬁ)(ﬁ;ﬁ)-(ﬁ@)(ﬁ@)]ZA§+aZ+ﬁ§,

ol « et 3 sont deux nombres qu’il est inutile de calculer, et donc

(ANBICAD)=(A|C)B|D)-(4|D)B|T),

ce qui donne le résultat voulu.

on obtient

3) Par le procédé de Schmidt on construit successivement

FE——
m7

donc

A=)A47,
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puis

F-B-BIT « T-L 7,
7 (BT et Vi
B=BIT)T+I/17,
ANB=1ANAITAT.

Comme ? et 7 sont orthogonaux et de norme 1, on applique 2), et

(TATICAD)=(T1C)T D)= (T D)7 |C).

ce qui donne

donc

Alors

$=(ANBICAD)=IANAI[(T1C)T D)~ (T1B)T 7).
$=(A1O)A1D)- A DBNF D).

On remplace alors ? par sa valeur
S=(A1O)|(B-(BIT)T)ID)] - AID)EB - FIT)T) ).
En développant, il vient
S=(AIC)YBID) - (AIDYBIC)- A1 BITNTID)+AIDYBITNT|C).

Mais

ou encore

(A1CVB|T)T D)= |A1(T1C)BITNT D)= (A |D)BITNT|T),
donc on obtient bien
S=(41C)(B D)~ (A |D)B|C).

Exercice 7

Soit X un vecteur non nul et ﬁ un autre vecteur. Trouver une condition nécessaire et suffisante

pour que I’équation
XANA=8

ait une solution et résoudre cette équation.

Solution

Le vecteur Y A X est orthogonal a X Donc une condition nécessaire est que (X | ?) soit nul.
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Supposons cette condition satisfaite. Si ﬁ est non nul, les vecteurs X, ﬁ et Z A ﬁ constituent une
base de R3. Cherchons une solution de la forme

X = A +uAdrB+vB.

On a

XAA=p(ArNB)AA+vBAA.

En utilisant la formule du double produit vectoriel (exercice 5),
(ANBYAA = A7 - (B DA = 4B

d’ou

B=pu|AIPB - vANE.

Comme (Z, ﬁ, Z A ?) est une base, cette égalité a lieu si et seulement si
pl AP =1 et v=0,

d’otut les solutions

X A+ ANB,

1
R

oll A est un nombre réel quelconque.
Cette solution reste valable si ? est nul, car ? A Z est nul si et seulement si ? est colinéaire & Z

La condition (Z | ﬁ) = 0 est donc suffisante pour avoir une solution.

Exercice 8

Trouver la distance d entre deux plans paralléles P, et Py
1) si P; est défini par I'équation ux + vy + wz = t; ou u, v et w ne sont pas tous nuls ;

2) si P; est défini par un de ses points A; et deux vecteurs indépendants ﬁ et 7

Solution

e e -
1) Le vecteur Uy = u i +vj +wk est orthogonal & Py et P». Soit Hy dans Py et Hs sa projection
sur Py. Alors

T —
HyHy = \U,.

Par ailleurs N _,
(0H1 | Uo) = tl et (OH2 | Uo) = t2 s
et par soustraction N N
(H Hy |Up) = to — t; = \|Upl|?.
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Donc . .
T 2 — U177
H1H2 — j—2 U(] 5
1Tl
puis
[ta —t1] [ta — t1]

—
d=||H H| = = -
1To | VuZ + 02 + w?

2) Dans ce cas d est la distance de Ay a Py et donc, d’aprés une formule vue plus haut, (exercice 3, 2))

J_ ldet(A143, T V)|

1T AV

Exercice 9

Soit un plan d’équation ux + vy + wz + h = 0 ot w et v ne sont pas tous les deux nuls.

1) Trouver un vecteur directeur ﬁ des horizontales du plan.

2) Trouver un vecteur directeur 7 des lignes de plus grande pente (orthogonales aux horizontales).
3) Trouver l'angle des lignes de plus grande pente avec la verticale.

4) Calculer les éléments précédents lorsque le plan est défini par les trois points A(1,1,—1),

B(5,-2,—1) et C(4,—5,2).

Solution

1) Les lignes horizontales sont telles que z = ¢. Elles ont donc pour équations

ur +vy = —t—wz
z = c

et un vecteur directeur ﬁ vérifie le systéme

ur+vy = 0
z =0

On peut prendre par exemple
ﬁ — -
=vi —uj .
2) Les lignes orthogonales aux précédentes sont orthogonales au vecteur ﬁ, donc ont pour équations

{ ur +ovy +wz = —t

VT — Uy d

et un vecteur directeur 7 vérifie le systéme

Il
o

ur +vy+wz = 0
VT — Uy



13

Si
r=Mu et y=J\v

on a
Mu? +0?) 4wz =0,

et 'on peut prendre par exemple
— — —
V = —wui —wvj + W o)k .

En particulier
|]7|]2 = w?(u? +0?) + (u? +0?)? = (u® + o) (u? + v+ w?).

_)
3) En calculant le cosinus de 'angle que font les vecteurs 7 et k on obtient

.
T V%) _ e
VI = m Ve e

e
4) Pour obtenir I’équation du plan, on écrit que les vecteurs AM, ﬁ , ﬁ sont liés, c’est-a-dire que
leur déterminant est nul. On a donc

r—1 y—1 z+1
4 -3 0 [=-9(x—-1)—12(y—1)—15(z+1)=0,
3 —6 3

ce qui donne, aprés simplification,
3z +4y+5z=2.

On obtient alors, comme vecteur directeur des horizontales
U =47 37,
comme vecteur directeur des lignes de plus grande pente
V= 157 — 207 + 25K,

ou en simplifiant
V=37 —47 45k

Enfin

/_:
donc (7 | k) a pour mesure
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Exercice 10
Soit les plans Py et P, d’équations respectives
20 +3y—2+4+3=0 et z+2y+2—-4=0.

Trouver une base orthonormée directe (?, T]}, [_(>) telle que ? soit parallele & P et 7 soit paralléle
a P1 et P2.
Trouver les coordonnées du point A(1,—1,2) dans le repére (O, ?, 7, l_(>)

Solution

- =
Le vecteur 7 doit appartenir a la droite vectorielle B intersection des plans vectoriels P; et . Sachant
que les vecteurs

- = = = - = o
Up=27 +37 —k e Us=1i +24 + k

—
sont orthogonaux a Py et P respectivement, le vecteur Uy A Uy appartient & B Donc

T 7%
= = — - =
UyNUy=12 3 —1|=5i —-3j5+ k.
1 2 1

Et on obtient 7 en normant ce vecteur, soit

%
Ensuite, on cherche 0 orthogonal a 7 et dans P;. Ses coordonnées vérifient le systéme

ox —3y+z = 0
20 4+3y—2 = 0

En additionnant les équations on trouve x = 0, et le vecteur U est colinéaire au vecteur J +3k,

donc, en le normant,
1 — —
T=—(7+3%).
o )

Pour avoir une base orthonormée directe, on prend alors

T 7%
1 1 — - 1 - = 5
E=TAJ=-—o1]0 1 3|=—o(07+15] —5k)=—(27 +37 — k).
VRO |1 735 / )= 7= k)

Les coordonnées de A dans le nouveau repére sont alors

3

=~ 5 — 10
(OA\?)z\/—l_O : (OA\?):E . (OA|K)=—

E
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Exercice 11
Soit A(1,1,0) , B(1,0,1) , C(0,1,1) et D(2,2,2) quatre points de As.

1) Déterminer un vecteur perpendiculaire au plan BC'D. Ecrire une équation de ce plan et déterminer
les coordonnées de A’, projection orthogonale de A sur le plan.

2) Déterminer de méme les coordonnées de B’, C’, D', projections orthogonales respectives de B
sur le plan ACD, de C sur le plan ABD et de D sur le plan ABC.

3) Montrer que les droites AA’, BB', CC’ et DD’ sont concourantes en un point H que 'on
déterminera.

Solution

1) On a
BD=T7+27+K% e CD=27+ +Fk.

Un vecteur orthogonal au plan BC'D est ﬁ A @ On a donc

T 7%

%

BDACD=|1 2 1 :7+?—3k.
2 1 1

Le plan BC'D a pour équation
rT+y—3z=«

et on détermine « en écrivant que le plan contient B, ce qui donne
r+y—3z=-2.
La droite orthogonale au plan passant par A se paramétre par

r = A+1
y = A+1
z = =3\

et I'intersection de cette droite avec le plan vérifie
A+1D)+A+1)+9r=-2

d’ou

4

7T 7 12
Le point A’ a donc pour coordonnées | —, —, — |.

117117 11
2) Etant donné que les coordonnées des points B et C' se déduisent de celles de A par permutation cir-
culaire, les coordonnées de B’ et C’ se déduiront de méme de celles de A’ par les mémes permutations.

12 12
Donc B’ a pour coordonnées l, —, T et C' a pour coordonnées | —, l, ° .
11711711 117117 11



16 CHAPITRE 1. GEOMETRIE EUCLIDIENNE DANS L’ESPACE AFFINE As

Par ailleurs le plan ABC' a pour équation évidente
rT+y+z=2,

et OD est orthogonale au plan. Les coordonnées de D’ sont donc toutes égales et vérifient 1’équation
222

précédente, donc D’ a pour coordonnées <§, 3’ §>

3) Les droites AA’, BB', CC" et DD’ se paramétrent respectivement par

r = A +1 r = A +1 r = —3)3 T = M\
y = M +1 et y = —3X et y = M3+1 et y = M
z = =3\ z = X+1 z = M3+1 z = M\
Si l'on cherche lintersection des deux premiéres, on trouve A\; = Ay = —1/4 et le point d’intersection

333
4747 4
quatre droites sont donc concourantes en H.

H qui a pour coordonnées ), appartient aussi & CC’ ( A3 = —1/4) et a DD’ (\y = 3/4). Les

Exercice 12
1 —
Soit P le plan d’équation 2z — 3y — z =1, et Rz = i
Trouver deux vecteurs ? et T]} tels que
i) la base (?, 7, Rz) est orthonormeée directe ,
ii) ? est paralléle a P,
iii) le premier coefficient de ? est positif.
Ecrire dans le repére (O, ?, 7, Rz) les coordonnées du point A(1,3,5).

Solution
Un vecteur ? orthogonal a [_(> vérifie
(?|?) =—c+2y+2=0.

S’il est dans ?, il vérifie aussi
20 — 3y —2=0.

Il appartient donc & la droite vectorielle d’équations

—zx+2y+z = 0
20 —3y—2z = 0

En additigr)man_t) ces équations on trouve z —y = 0, puis z = —z, et un vecteur directeur de cette droite
est alors 7 + 7 — k.
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On norme alors ce vecteur et 'on obtient
1 - - —=
T=— (i +j5 — k).
Ce vecteur vérifie aussi la condition iii).

Pour avoir une base orthonormée directe, il suffit de prendre
-

A s SR LR

=ANT =—F%+=|-1 2 1|=—¢

3V2 1 1 -1 3V2

1
(-37 — 3%
Les coordonnées de A dans le repére (O, ?, 7, Rz) sont alors

(071|?>=—% , (071|7>=—% AR =2

Exercice 13

Soit P le plan d’équation z — 3y 4+ 4z = 0. Trouver une base (?, 7, Rz) orthonormée directe telle
que ? et ? soient paralléles a P et ? soit horizontal.

Solution

- =
Si ? et 7 sont paralléles & P, alors Rz est orthogonal & P. Or, le vecteur ¢ —3 j +4 k est orthogonal
a P et, en le normant, on peut prendre

On cherche un vecteur orthogonal & ? et horizontal. Il vérifie donc

r—3y+4z = 0
z =0

On peut prendre par exemple
7oL a7+
V10 '

Pour avoir une base orthonormée directe, il suffit de prendre

T 7R
1 1 — — - 1 —
T=EnT=——1|1 13 4|l=—— (474127 +10K) = ——(-27 +6J +5k
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Exercice 14

Soit le vecteur ? ) .
- =

=—(i+j+V3k).

\/3( J )

Trouver une base (?, 7, [_(>) orthonormée directe telle que l_g soit horizontal.

Solution

Le vecteur [_3 est de la forme
— ¥
I_g =ai +bj.

Il doit étre orthogonal & ?, donc

1
(K| T)= T (a+b)=0.
K= a(_z') — 7) .
Enfin ? doit étre de norme 1, ce qui donne

IE|? =2a% =1,

alors

et finalement, une solution possible est

- =
=

~—

Enfin

=
5-

Exercice 15

Soit les vecteurs 1 1 N
- = — =
T=—(7-F) et J=ai+—=F+8FK.

V2

Trouver les bases (?, 7, ?) orthonormées directes.

Solution

Tout d’abord

719 o )




donc
1
a=—.
3
Ensuite 1 5
1712 =2 +82+ 5 =82+ 5 =1,
3 3
d’ou,
1 1
=— ou =——
P 3 B 3
et les deux vecteurs possibles
— I i — 1 - = =
Ji=—7(i+7+Fk) et Jo=—7(i+ 7 —Fk).

19

77K
— 1 1 —
Klz?Ajlz—ﬁ Lo-1 0)=—x(=i =] +2k),
1 1 1
ot - 2 P
— - 1 | 1 - = =
K2:?AJ1:—6 L0 | == (V7 2k).
1 1 -1
Exercice 16
Soit D la droite définie par les équations
2 —y+2z = 0
dr—4y+z = 1

Trouver la projection orthogonale du point A(—3,2,3) sur D et la distance de A & D.

Solution

En soustrayant la premiére équation a la seconde, on obtient

r—3y=1,
puis en remplacant dans la premiére
oy+2+2z=0.
cela permet d’obtenir un paramétrage de D
r = 3A+1
y = A

z = —bA—2
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Un vecteur directeur de la droite est donc
U=37+7-5k.
et le plan P orthogonal & D passant par A a pour équation
3x4+1y—952=3x4+ya —DHza = —22.
La projection cherchée est I'intersection de D et de P. On a donc

3(3A 4 1) + A — 5(—BA — 2) = —22,

d’ott 'on tire A = —1, et donc H a pour coordonnées (—2,—1, 3).
Alors _ _

AH =7 —37
et

d(A, D) = |AH| = V10.

Exercice 17

Soit P le plan d’équation 2z — y + 5z = 7 et les points A(1, —2,3) et B(5,2,7). Trouver les points
M du plan tels que le triangle ABM soit équilatéral.

Solution

On constate que NN
AB=4(7 + 7 + k) =4U,

et que le milieu H de AB a pour coordonnées (3,0,5). Le point M cheché se trouve dans la plan
médiateur du segment AB, donc dans le plan passant par H et orthogonal a U. Ce plan a pour
équation

r+y+z=xg+yg+zg =8.

Donc les coordonnées de M vérifient le systéme

r+y+z = 8
2 —y+52z = T
En additionnant ces deux équations, on trouve
3x 4 6z =15,

donc
r=—-22+95,

et en remplagant dans la premiére équation

y—z2+5=28,



ce qui permet de paramétrer la droite définie par le systéme précédent par

r = —2\A+5
y = A+3
z = A

Le point M est sur cette droite. Il reste a écrire que
|AM | = | ABI?,
pour déterminer M. On obtient
(22X + 42 + (A +5)2+ (A —3)2 =3 x 4%,

d’ou

6A2 — 122 +2=0.

On obtient deux valeurs de A\ possibles

(@)}
w
5

)\1:14-% et A=1-—

et donc les deux points de coordonnées

(3—2?,44—?,14—?) et ( V6 ?

21

Exercice 18

Soit D la droite définie par les équations

20 —y+5z = 2
r+y+z = 4

M soit égale a 5.

Trouver la distance du point A(5,6,0) a D. Trouver les points M de D tels que la distance de A a

Solution

En additionnant ces deux équations, on trouve
3r+62=06,

donc
r=—-2z+42,

et en remplagant dans la seconde équation

_Z+y:27
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ce qui permet de paramétrer la droite par

= —2\+2
A2

IS NS
Il

La droite a comme vecteur directeur

%
U=-27+7+%.

Soit B le point de la droite de coordonnées (2,2,0). On a alors
AB—=—37 —47 .

puis ? ?

1
ﬁ A ﬁ = —|-3 —4
VG 2 1

Alors, d’apreés la formule de ’exercice 4,
LA D) - IABAT| /146 [B
Bl 6 3

IAM |2 = (34 20)% + (A — 4)2 + A2,

%

%
0l =—47 +37 —11%.
1

Si M est sur D, on a

donc, le point M cherché doit vérifier
(B4+20)2+ (A —4)2 + )12 =25,

soit

62 +4X=0,

ce qui donne

A=0 ou A=-2/3,

10 4 2
et les deux points possibles de coordonnées (2,2,0) et <§, 3’ —§> )

Exercice 19

Soit
— —
TU=27437-F e V=5i—7+4%.

Calculer Hﬁ - 7H , (ﬁ + v | 2T — 7) , (ﬁ - 37) AV
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Solution

On a successivement

U-V=-37447 -5K et ||U-V|=5/2.

Ensuite . o
T4V =77 +2743% e 20—V =—74+77 -6k,
d’ou
T+ V20U - V)= -7+14—18= —11.
Enfin
T 7%
(U -3V)AV=UAV=|2 3 _1|=117 —137 —17K.
5 -1 4

Exercice 20

Soit e - =
T=TFT-F+F o V=27+7.

Calculer ||ﬁ\| , ||7|| , (ﬁ | 7) et trouver un vecteur de norme 1 orthogonal a la fois a Tet V.

Solution

On a successivement

TI=v3 et [V =v5.
(U V)=1.

Comme ﬁ A 7 est orthogonal & la fois a ﬁ et 7, on calcule

Ensuite

T
UaV=|1 21 1|=-7+27 +3Fk
2 1 0
Ce vecteur a pour norme
IT AV = VT,
et donc le vecteur ) )
AV = — (-7 +27 +3%
V14 14( J )

convient.
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Exercice 21

Déterminer la projection orthogonale H du point A(1,7,3) sur le plan P d’équation x —2y+4z = 5.
Veérifier que d(A, P) = ||AH||. Déterminer le symétrique orthogonal S de A par rapport a P.

Solution

Le vecteur ﬁ = i —2j +4k est un vecteur directeur des normales au plan. La droite AH se
parameétre donc par

r = A+1
y = —2\47
z = 4X+3

On détermine l'intersection avec P en remplacant dans I’équation du plan. On obtient
(T+X)—2(7T—2)\)+4(3+4)\) =5,
45 2
d’ott A =2/7, ce qui donne le point H de coordonnées (%, 75, 79> Alors
2
JAH| = AT = 2 Var.

On retrouve cette valeur en utilisant la formule de Iexercice 3, 1)

|xa —2ya +4z4 — 5 6 2
d(A,P) = i = \/ﬁz?\/ﬁ.

Si S est le symétrique orthogonal de A par rapport & P, on écrit que le milieu du segment AS est H,
ce qui donne

1 9 1 45 1 29
§(w+1)—? ) §(y+7)—7 , §(Z+3)_7’
11 41 37
d’ot données | —,—, — |.
ou S a pour cooraonnees <7, 77 7>

Exercice 22

Déterminer la projection orthogonale H du point A(—1,3,2) sur le plan P d’équation x—2y+2z = 6
ainsi que le symétrique orthogonal S de A par rapport a P.

Solution

Le vecteur ﬁ = ? — 27) + 2? est un vecteur directeur des normales au plan. La droite AH se
paramétre donc par
r = A-1
—2X+3
z = 2XA+2

<
I
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On détermine l'intersection avec P en remplagant dans I’équation du plan. On obtient
(=14 X)) —2(3—=2)\)+2(2+2)) =6,
d’ott A = 1, ce qui donne le point H de coordonnées (0,1,4).

Si S est le symétrique orthogonal de A par rapport & P, on écrit que le milieu du segment AS est H,
ce qui donne

1 1 1

d’ott S a pour coordonnées (1,—1,6).

Exercice 23

Déterminer la projection orthogonale H du point A(1,2,—1) sur la droite D définie par le point
%

— —
B(3,2,1) et le vecteur directeur ﬁ = i + j + 2k, ainsi que le symétrique orthogonal S de A par
rapport a D. Quelle est la distance de A & D ?

Le plan passant par A et orthogonal & D a pour équation
THy+2z2=x4+ya+2z4=1.

La droite D est paramétrée par

r = AN+3
y = A+2
z = 2\+1

On détermine l'intersection avec P en remplacant dans I’équation du plan. On obtient
BN+ 24N +2(1+2)) =1,
d’ot A = —1, ce qui donne le point H de coordonnées (2,1, —1).

Si S est le symétrique orthogonal de A par rapport & D, on écrit que le milieu du segment AS est H,
ce qui donne

1 1 1

d’ott S a pour coordonnées (3,0, —1).

Alors
d(A, D) = |AH|| = V2.
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Exercice 24

Soit le plan vectoriel ? d’équation 2x — y + 5z = 0 et le vecteur 7 = ? + ? + ?

1) Trouver les vecteurs orthogonaux a P.

2) Trouver les vecteurs de ? orthogonaux a 7

3) A quelle condition les vecteurs de ? peuvent-ils faire un angle § donné compris entre 0 et 7 avec
le vecteur V' 7

4) Déterminer ces vecteurs pour la plus petite valeur de 6 possible.

5) Chercher I'angle de 7 avec la droite orthogonale a ? Que remarque-t-on ?

6) Déterminer les vecteurs lorsque 6 = 7 /4.

Solution

- = =
1) Les vecteurs orthogonaux a P sont les multiples de W =24 — j +5k.

2) Les vecteurs de ? orthogonaux a 7 vérifient le systéme

2v—y+5z = 0
r+y+z =0

Ce sont les vecteurs d’une droite vectorielle. En additionnant ces équations il vient
3z +62=0.

Alorssi z =1, on trouve x = —2 et y = 1. Le vecteur —2 i + j + k est un vecteur directeur de la droite.

3) Un vecteur ﬁ de P fera un angle 6 avec 7, si
@ IV) =TIV | cost.

Le probléme étant invariant par multiplication par un nombre A > 0, cherchons un vecteur de module 1.
Il doit vérifier le systéme

20—y +5z = 0
t4+y+z = 3cosh
En additionnant les deux premiéres lignes il vient, aprés simplification,
9% 4+ cosf
r=—-2z
V3
puis
) cos 6
=z .
! V3
Alors

cos? 6
3

4P+ 22 =622+5 =1.
L’équation de variable z a une solution si et seulement si

2
622:1—5002620,
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c’est-a-dire

3
0] <4/=.
| cos \_\/;

4) Comme la fonction cosinus est décroissante sur [0, 7], I'angle est minimal lorsque le cosinus est

maximal, c¢’est-a-dire
3
cosf = \/; ,

t d 0 i L t 2 O i
et dans ce cas z =0, puis x = — et y = —. On a aussi
p \/5 ) \/5
2
sinf =4/ —.
5

_)
5) Si l'on calcule le cosinus de 'angle des vecteurs 7 et W, on obtient

VIl Vs

7(7“?/) 2 05 <72T 9) .

Cos (ﬁ/) =

On trouve donc un angle de 7/2 — 6. On a alors

V) + (VW) = (0. W) =72,

_)
ce qui implique que les vecteurs ﬁ, 7 et W sont coplanaires.

6) Si @ = /4, le nombre z est racine de I’ équation

)
622—'_6:17

ce qui donne z = +1/6. On en tire les vecteurs générateurs de deux demi-droites dont les vecteurs
répondent a la question

1 1 2 1
_|__

(pbedd) « Gopiedd)

Exercice 25

Soit P et ) les plans d’équations respectives
r—3y+z=1 e 2x—y+32=0.

et A le point de coordonnées (1,0,3). Soit D la perpendiculaire & P passant par A. Trouver l'inter-
section de D et de Q.
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Solution

Un vecteur directeur de D est ¢ —3 j + k. La droite est paramétrée par

r = A+1
y = =3\
z = A+3

En remplacant dans I’équation de @, on trouve

2A+1) +3XA+3(A+3) =0,

3 33 13
ce qui donne A = —11/8. Les coordonnées de 'intersection sont donc <_§’ 5 —>

Exercice 26

Soit A(1,0,4) , B(2,1,3),C(1,4,1) , D(2,1,5) , E(0,1,2), cinq points de Az et A la perpendiculaire
au plan BCD passant par A. Trouver l'intersection de A et du plan CDFE.

Solution

Un vecteur directeur ﬁ de A est colinéaire a lﬁ A lﬁ .On a

DC=-7 +37 4% et DB=-2F,

donc o5 o ?
v J
DEADB=|-1 3 —4/=-67 -27.
0o 0 -2
O
n peut donc prendre ﬁ RN
=371+ 7.
La droite A est alors paramétrée par
r = 3A+1
y = A
z = 4

e

Le point M de A appartient au plan CDFE si et seulement si le systéme (DM, lﬁ, ﬁ) est lié. On
obtient _ N _ -
DM=GBA\-1)7T+0A-1)7 -k e DE=-27 —3%,

et 'on écrit que le déterminant est nul

3A—1 A—1 -1
det(DM,DC,DE) = | —1 3 —4]=—9BA—1) 45\ —1)—6=—2(11A+1).
20 -3
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1
On trouve A = —1/11 et le point cherché a pour coordonnées (%, 1 4).

Exercice 27

1) Soit une droite D définie par le point A et le vecteur ﬁ et une droite D’ définie par le point A’

et le vecteur U’. Montrer que si les deux droites ne sont pas paralléles, il existe un unique point H
sur D et un unique point H' sur D’ tels que

e
d(D,D") = |[HH|.
Que peut-on dire des points H et H'?

2) Déterminer d(D, D') lorsque A(1,2,-1) , U=

Solution
1) Un point M de D et un point M’ de D’ vérifient les relations
AM =AU et AM =NU'.
On a donc
MM = NT = NU + AA|P = AT = NU' + AA|NT = NU' + AA).

Cette expression est minimale lorsque les dérivées partielles par rapport & A et X’ sont nulles. Cela
donne deux équations

- — - — =
WU - NU + AA|T)=0 et (\U - NU' + AA|U") =0.
Ces deux équations s’écrivent encore

e —— =
(M'M|U)=0 et (MM|U)=0,

et les points H et H' pour lesquels on a un minimum sont tels que la droite H H' soit orthogonale a la
foisa D et a D'

Le systéme obtenu devient

AT -XT |0 = (44 |T)
AT U = U2 = (44|07

Son déterminant vaut

A =TI + (T | U2

Lorsque les droites D et D’ ne sont pas paralléles, le déterminant est non nul et il existe une solution
et une seule.
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2) Les droites D et D’ sont paramétrées par

r = A+1 r = —-N+1
y = A+2 et y = 2
z = 2\—1 z = N+42

et donc

~1

—
HH = (-N - NT 4+ 2N -A-2F + (N —2A+3)%.

—
Ecrivons que H H' est orthogonal a ﬁ et U’ cela donne un systéme de deux équations & deux inconnues

U

|Z)::3X—6A+4 -
(HH'"|U") = 6N -=-3\—-1 =
On obtient

148
d’ont H et H' ont pour coordonnées respectives (2,3,1) et <§, 3’ §>

Alors

HF:—%?+?—?%
et
d(D.D') = |HH'| = =
9 \/g .

Exercice 28

Soit les points A(1,3,0) , B(2,1,4) , C(3,1,4). Calculer I'aire du triangle ABC' et la distance de A
a la droite BC.

Solution
On a . .
ﬁ:z—2j+4k‘ et B?:z,
donc N ?
? J
ABABC =|1 2 4|=47 +2%
1 0 0
Alors
IAB A BC| = 2v5.

Cette norme donne laire du parallélogramme construit sur les vecteurs zﬁ et 34(} . L’aire du triangle
ABC est la moitié de celle-ci. Donc
Aapc = V5.
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Alors, d’apres 'exercice 4

Exercice 29

Calculer la distance de la parabole C' d’équation y = 22 tracée dans le plan d’équation z = 0 au
plan P d’équation x4 3y —z+1 = 0. Déterminer les points de C' et de P pour lesquels cette distance
est atteinte.

Solution

Soit M un point de la parabole de coordonnées (x,z2,0). La distance de M au plan P est donnée,
d’aprés la formule de lexercice 3, 1), par

2
1
d(M,p):M'

V11

Comme 322 + z + 1 est toujours positif, on a donc

322 +x+1
dM,P)=f(x)= ——
(M. P) = fla) = =2
et la distance est minimale, lorsque f’ s’annule, c¢’est-a-dire pour x = —1/6, ce qui donne
V11
d(C,P) = f(=1/6) = Y.

11
Le point de la parabole ou la distance minimale est obtenue est le point A de coordonnées <_6’ 36 0> )

La droite orthogonale & P passant par A est paramétrée par

1
PSS

vy = 36
—

L’intersection de cette droite avec le plan est obtenue en remplacant dans 1’équation de P, donc

1 1 11
w+3y—z+1—)\—6+9)\+ﬁ+)\+1—11)\—1—5 =0,
d’'ot A = —1/12. Le point B du plan ou la distance minimale est obtenue a pour coordonnées

1 21
47 9712)°
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Exercice 30 Exercices dans un cube
La figure ci-contre représente un cube de coté a.
D K C
: T
J
af 1 B
My " 1N Jea
|
E L F

On supposera dans la suite que le repére orthonormé direct de Az choisi est (H, i, j, k), ou 7 est

colinéaire & ]—ﬁ, 7 a Iﬁ et ? a ]—ﬁ

) )

Calculer le produit scalaire (ﬁ | BH ). Qu’en déduit-on pour les vecteurs AF ot BH?

Solution
Les points A, B, F', H ont pour coordonnées respectives (a,0,a), (a,a,a), (a,a,0) et (0,0,0). Donc
- = T
ﬁ:aj —ak et B?:—ai —aj —ak,

et le produit scalaire (ﬁ | B? ) est nul. Les vecteurs ﬁ et B7>I sont donc orthogonaux.

Calculer la distance de A a la droite DF'.

Solution

Le point D a pour coordonnées (0,0,a). On a

@:—a? et lﬁ:a?—i—a?—a?.
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Alors SN ?
v J
ADADE =|—a 0 0|=-d?7 —a®% .
a a —a

D’ou, avec la formule de I'exercice 4,

IADADF|  a®VZ _ [2

d(A,DF) = H?H PV 3¢

Calculer la distance de I a la droite ND.

Solution

Les points I et N ont pour coordonnées respectives (a,a/2,a) et (a,a,a/2). On a

%
W —j——k: et m:—a?—a?—kgk‘.
Alors N ?
i j 2 _,
INAND=|0 a/2 —a)2 =—“z?_%?+% e
—a —a a/2
D’ou, avec la formule de I'exercice 4,
IIN AND|| 3a%/4 a
d(I,ND) = = =—.
IND| 3a/2 2
Calculer la distance de M a la droite DF'.
Solution
Le point M a pour coordonnées (a,0,a/2) . On a
D — —
M :—az+gk et lﬁ:a?—i-a?—gk.
Alors N ?
1 J 2 2
MDA DF = —a 0 a/2=—%?—%7—a2?
a a —a

D’ou, avec la formule de I'exercice 4,

IMDADF|  V3a®/2  a
d(M, DF) = = = Ve V5




34 CHAPITRE 1. GEOMETRIE EUCLIDIENNE DANS L’ESPACE AFFINE As

Calculer la distance de M a la droite NK.

Solution

Le point K a pour coordonnées (0,a/2,a) . On a

%
Mﬁza? et ]W(z—a?—%?—i—gk.
Alors N . ?
i j 2
— -
MNANE=|0 a 0|=%7+a%.
2
—a —a/2 a/2
D’ou, avec la formule de I'exercice 4,
—
- HMZ?T/\NKH _ VBa?/2 5

a.

INK| VBa/v2 V6

Calculer 'aire du triangle IDF'.

Solution
On a - a— a— =
ﬁ:—ai—§j et ﬁzij—ak‘,
d’ou o o N
U 8 - S B
IDATF = —a —a/2 0 =— i —ad®j - =k
2
0 a/2 -—a
Alors
3
||ﬁAﬁ*||=\/;a2,
et

1 1 /3
%DF=§|’ﬁAﬁ|’:§\/;a2-

Calculer la distance de F' & la droite ID.




Solution

On a, avec la formule de I'exercice 4,

_IFIATD| _ v3a*/vE_ 6
B 7 TR R &
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Calculer la distance de I au plan AKN.

Solution
On a — a — — - a— - a—
TA=-27 | AR =—-a7+%7 | AN=a7 - %7%.
2 2 2
Alors SN ?
1 ] 2 2
— —
ARNAN =|—a aj2 0 |=-27-27 %
4 2
0 a —a/2
Puis

(T4, 3R, AR — (TA| T A 77 - &

et enfin, d’aprés I'exercice 3,

|det(TA, AR, AN)|  d*/4 _ a
JAK AAN|  V2la?/4 VoL

d(I,AKN) =

Calculer la distance de J au plan I KG.

Solution

Le point J a pour coordonnées (a/2,a,a), donc

— — — — — -
ﬁ:gi—gj L IK=—ai I@:—azwrgj—ak.

2
Alors SN ?
i 2 _,
IEAIG=|-a 0 0 :—az?—%k.
—a a/2 —a

den(71, 7R, 70 - (7H TR £ T8 - 2
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et enfin, d’aprés 'exercice 3,
H
|det(J1,TK, IGY|  a*/2  a
V5a2/2 5

d(J,IKG) = TRNT]

Soit un point P(z,y, z). Calculer l'aire du triangle PM L. Lorsque P décrit le segment DC quand

I'aire de PM L est-elle maximale ? minimale ?

Solution
Le point L a pour coordonnées (a,a/2,0), donc
— — —
m:g7—gk¢ et PM=(a—x)i —y?—l—(%—z) k.
G
—
PMAML = la—2 —y —z2+a/2
0 a/2 —a/2
a a a\\ — a - a —
= <§y+§<z—§)> z+§(a—w)j +§(a—x)/<;.

Alors l'aire du triangle PM L vaut
1, == 2 1/2
§\|PM/\mH:%<(y+z—g) +2(:E—a)2> .

Sur le segment DC, on a x =0 et z = a, et 'aire du triangle PM L vaut donc

1, — a
§HPM/\mH:Z <y2+ay+7

On obtient ainsi une fonction croissante de y sur [0, a].
Le minimum est obtenu si y = 0, c’est-a-dire lorsque P est en D et l'aire vaut aors 3a?/8.

Le maximum est obtenu si y = a, c’est-a-dire lorsque P est en C' et l'aire vaut alors v/17 a?/8

Comment choisir un point P sur le segment K B pour que la pente de la droite M P soit maximale 7
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Solution

Appelons 6 'angle des droites PA et PM. En remarquant que le triangle M AP est rectangle en A,
on a donc
—
o 1A a2

|AP|  ||AP|

L’angle 6 est maximal lorsque Hzﬁ}) || est minimal, c’est-a-dire lorsque P est la projection de A sur la
droite BK.

On a — . a—
ﬁ:ai +§j,

et le vecteur i + % 7 est un vecteur directeur de la droite K B. Le plan orthogonal & K B passant par
A a pour équation

y _ ya _
T+ 5 = xraA+ 5 a.
La droite est paramétrée par
r = A
A . a
Y7979
z = a

L’intersection de ce plan avec la droite vérifie donc

1 /N a
/\—|—§ (5 +§>—a—0,

3a 4
d’ott 'on tire A = 3a/5, et l'on trouve le point P de coordonnées <€a, —a, a).

Calculer le volume du tétraéedre DBEG.

Solution

Le volume du tétraédre est le sixiéme du volume de parallélépipéde construit sur les vecteurs ﬁ , lﬁ ,

¥ = é det(DB, DE, DC) .

ﬁ:a?—i—a? , ﬁ:a?—a? , lﬁ:a?—a?,

lﬁ , C’est-a-dire
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d’ou
a a 0
det(lﬁ,ﬁ, lﬁ) =la 0 —a|=2d%,
0 a —a
donc

Comment choisir un point P sur le segment AD pour que le volume du tétraédre PICFE soit
maximal ? minimal ? Quel est le point du segment AD le plus proche du plan ICF?

Solution

Le point P a pour coordonnées (x,0,a). On a

CP=2i —aj , Cl=a7-%7 | CP=dai -ak,

2

d’ou

r  —a 0 2 a2

det(@,c_’},ﬁ): a —a/2 0 :xg—a?’:?(x—m).

a 0 —a

Sur le segment AD, on a 0 < z < a, donc
2
¥ =2 (20 —1).

T 12

Le maximum est obtenu en z = 0, c’est-a-dire quand P est en D, et vaut a®/6, et le minimum en
T = a, c’est-a-dire quand P est en A, et vaut a3/12.

Puisque la base IC'F est constante, le volume minimum correspond & la hauteur minimum. Le point
le plus proche du plan ICF est donc A.



Chapitre 2

PRODUIT SCALAIRE

2.1 Généralités

Exercice 31

A quelle condition définit-on un produit scalaire sur C2 en posant, si X = (z,y) et X' = (z',%/),

(XX = axy + b;:pl + b/;y/ + c&y/ ?

Solution

Tout d’abord

(X|X) = (X' X) = (a—a)aa’ + () = b)zy + (b—V)ya’ + (c = c)yy'.

Cette expression doit étre nulle quels que soient X et X’. En prenant X = X’ = (1,0), on trouve
a—a =0, et en prenant X = X’ = (0,1), on obtient cette fois ¢ — ¢ = 0. Donc a et ¢ sont réels. Enfin,
en prenant X = (1,0) et X’ = (0,1) on obtient ' — b = 0.

Si ’on a ces conditions, alors,
(XX =azd’ +byx’ +bzy + cyy

avec a et ¢ réels et, dans ce cas,

(X]X') = (X[ X).
En confondant X avec la matrice [ﬂ , O1l a encore

(X|X)='XAX'

ou
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On constate que

A= A.
Le polyndme caractéristique de A est
P(X)=X?—-(a+¢)X +ac—|b.
Son discriminant
A= (a+c)? —4(ac— |b]*) = (a — c)* + 4|b]?

est positif et le polyndme a deux racines réelles A et u. En dehors du cas A = al, les racines sont
distinctes. Si V' et W sont des vecteurs propres associés a A et u respectivement, on a

(VW)= "WVAW = 'V (uW) = p'VW,
et aussi o L L o
(VW) ="WIAW = TAVW = ]AVIV = XN 'VIV.

Il en résulte que VW est nul. Alors (V,W) constitue une base orthogonale de C?, et on peut choisir
les vecteurs de norme 1, pour le produit scalaire usuel. Lorsque A = al, on prend n’importe quelle
base orthonormée. On a alors

(VIV)=X et (W|W)=pu.

En écrivant dans cette base
X=aV+pW e X =dV+pW,
on obtient _ B
(X | X') = Aaa’ + uBg .

En particulier
(X X) = Ao + pl8>.

Alors, cette expression est toujours strictement positive si et seulement si A et p sont strictement
positifs. Puisque
Ap=a+c et \u=ac—|b?,

la condition équivaut &
a+c>0 et ac—|b*>0.

Alors
ac > |b*>0,

donc a, ¢, a + ¢ sont de méme signe, et la condition devient
a>0 et ac>[b?.

Finalement, on obtient un produit scalaire si et seulement si a et ¢ sont des réels strictement positifs,
b =betac> |b?.

Dans le cas réel, la condition est que a et ¢ soient des réels strictement positifs, ' = b et ac > b%.
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Exercice 32

Soit F un espace euclidien réel et f un endomorphisme de E. Soit B I'application définie sur E?
par

B(X,Y) = (f(X)]f(Y)).

A quelle condition B est-elle un produit scalaire sur £ 7

Solution
L’application B est linéaire symétrique et
B(X, X) = (f(X)|f(X))=0.

Si cette expression est nulle, on en déduit que f(X) est nul. On aura un produit scalaire si et seulement
f(X) =0 implique X = 0, c’est-a-dire si et seulement si f est injective.

Exercice 33

Soit E un espace vectoriel réel et B une application bilinéaire définie sur E? qui soit telle que, pour
tout X non nul B(X, X) soit strictement positif. Monter que I'on définit un produit scalaire sur E
en posant

(X]Y) = 5 (B(X.Y) + B(Y,X)).

DO =

Solution
L’application est alors bilinéaire symétrique et
(X]X)=B(X,X)>0

si X est non nul.

Exercice 34

Soit E un espace euclidien de dimension finie n et £ une forme linéaire sur E. Montrer qu’il existe
un unique vecteur e tel que, pour tout X de F,

UX) = (e] X).

En se plagant dans 'espace vectoriel R[X], muni du produit vectoriel rendant la base canonique
orthonormée, montrer que le résultat précédent est faux pour la forme linéaire ¢ : P — P(1).
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Solution
Le noyau de ¢ est un sous-espace de dimension n — 1 de E. Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de
E telle que (eq,...,en—1) soit une base de Ker ¢. Alors, pour tout vecteur X de E,

n
X = (er|X)ex,
=1

et, puisque £(ex) est nul si 1 < k <n — 1, on obtient
U(X) = (en| X) L(en) -

Donc, si I'on pose

on a

UX) = (e| X).
S’il existe deux vecteurs e et f tels que, pour tout X,
(X)) =(e|X)=(f]X),

alors, pour tout X,
(e—f1X)=0,

et e — f est orthogonal a E donc est nul. Il en résulte I'unicité.

S’il existait un polynoéme
[ee]
QX) =) apXx*
k=0

tel que, pour tout polynoéme P,
P(1) =(P|Q),

en prenant P = X", on aurait, pour tout entier n,
1=(X"[Q)=an.

Donc @ ne serait pas un polynéme, d’ott une contradiction.

Exercice 35

a+b
Soit E une espace euclidien réel. Soit a et b dans E et m = L Soit  dans E. Montrer que les

propriétés suivantes sont équivalentes.

i)z —all=lz—=b];
ii) = —m est orthogonal 4 a —b .
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Solution
On a
1
(x—m|a—>b) = (x|a—b)—§(a+b|a—b)
LTPRTC R T
= (zla) = (@]b) = 5 llall” + 5 18]
1 1
= 5 (I =26 18) + 1) = 5 (ol ~ 2z ] @) + el
1
= L (bl - al?).
Donc, le produit scalaire (x — m|a — b) est nul si et seulement si ||z — al| = ||z — b||.

Exercice 36

1) Soit E un espace vectoriel de dimension n sur R. Soit (41, ..., ¢,) une famille de formes linéaires
sur K. A quelle condition définit-on un produit scalaire sur £ en posant

(X|Y)= Zek

2) On suppose que k = n et que (X |Y') est un produit scalaire. Quelle base orthonormée obtient-on
de maniére naturelle pour ce produit scalaire ?

Solution

1) On obtient une forme bilinéaire de maniére évidente, et

(X]X)= Zék

Lorsque cette expression est nulle, on a alors £;(X) qui est nul pour tout k. Ceci donne un systéme
homogéne de r équations & n inconnues. Ce systéme a une solution unique si et seulement si il est de
rang n et la solution est nulle dans ce cas. Donc on obtient un produit scalaire si et seulement si le
rang du systéme de formes linéaires vaut n. En particulier on doit donc avoir r > n.

2) Comme le systéme de n formes linéaires est de rang n, il posséde une base duale (V1,...,V,) de
vecteurs de E. On a donc

6i(Vj) = di5 .

Alors la base est automatiquement une base orthonormée pour le produit scalaire. En effet

Vi |Vj) Zek R(Vi) = Opidn; -
k=1
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Lorsque 7 # j, tous les termes de la somme sont nuls et
(Vi|Vj) =0.
Lorsque 7 = j un seul terme est non nul lorsque k£ =i = j et donc
(Vi | Vi) = 6iibiz = 1.

La base (V1,...,V,) est bien orthonormée.

Exercice 37

Soit F un espace euclidien complexe. On peut considérer aussi £/ comme un espace vectoriel sur R
que l'on notera &.

1) Montrer que l'on définit un produit scalaire sur & en posant
< X,)Y >=Re(X|Y),
et que, si X et Y sont orthogonaux dans F, ils le sont aussi dans &.

2) On suppose E de dimension n. Montrer que si (eq, ..., e,) est une base orthonormée de E, alors
(e1,...,€n,l€1,...,ie,) est une base orthonormée de &.

3) On prend E = C? muni du produit scalaire usuel. Trouver une base orthonormée de 'orthogonal
de (1,i) dans E, puis dans &.

Solution

1) Si A est un nombre réel

<X, AY >=Re(X|AY) =Re(AM(X |Y)) =ARe(X |Y) =A< XY > .
et
< X,Yi+Ys >= Re(X |Yi+Y2) = Re((X | Y1)+ (X | ¥2)) = Re(X | Y1)+ Re(X | Y2) =< X,Y; > + < X, Y5 > .

On a donc la linéarité par rapport a la deuxiéme variable. De plus
<Y, X>=Re(Y|X)=Re(X|Y)=Re(X|Y)=< XY > .
On a donc une forme bilinéaire symétrique. Enfin

< X,X >=Re(X|X) = |X|?.

Donc < X, X > est positif et s’annule si et seulement si X est nul. On a donc bien défini ainsi un
produit scalaire sur &. De plus la norme d’un vecteur est la méme dans F et dans &.
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Si X et Y sont orthogonaux dans F,
< X,Y >=Re(X|Y)=Re0=0,
donc X et Y sont orthogonaux dans &.

2) Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E. Alors, quels que soient les nombres complexes p et v
et les indices k et ¢ distincts, per et vey sont orthogonaux dans E donc dans &, et

lexll = [liex]l = 1.

Par ailleurs
< ep,ier, >= Re(ey |ier) = Re(i(er |er)) = Rei =0.

Il en résulte que (eq,...,en,i€1,...,ie,) est une famille orthonormée de vecteurs de &.
Soit X un vecteur de &. On le décompose dans la base (eq,...,e,) de E sous la forme
n
X =) &e,
k=1

et, si U'on écrit, & = g + v ol p et v sont réels, on obtient

n n
X = Zukek + Z vk (iex)
k=1 k=1

ce qui montre que (eq,...,en,ie1,...,ie,) est une famille génératrice de &. C’est donc une base ortho-
normeée.

3) Cherchons l'ensemble F' des vecteurs orthogonaux a (1,7) dans E. Comme E est de dimension 2,
I’ensemble est une droite vectorielle. Si X = (z,y) est orthogonal & (1,4), on a

0= ((Li) ’ (z,y) =z —1iy,
donc X = (iy,y) et F est la droite vectorielle engendrée par (i,1). Une base orthonormée est alors
constituée du vecteur 1
u=—"(i,1).

V2

Cherchons l'ensemble % des vecteurs orthogonaux a (1,7) dans &. Comme & est de dimension 4,
I'ensemble est sous-espace de dimension 3. Si X = (x,y) est orthogonal a (1,4), on a

0=<(1,i),(z,y) >=Re((1,i) | (z,y)) = Re(z — iy) = Re((x1 + ixa) —i(y1 + iy2)) = x1 + y2,
ol z1, X2, Y1, Y2 sont réels. Donc
X = (21 +iwg,y1 — iz1) = 21(1, —4) + 22(4,0) + y1(0, 1),

et .Z est le sous-espace engendré par (1, —1), (i,0), (0,1). Ces trois vecteurs sont orthogonaux dans &.
En effet, (7,0) et (0,1) sont orthogonaux dans E donc dans &, et par ailleurs

< (1,-i),(i,0) >=Re((1,—i) | (i,0)) =Rei=0 et < (1,—i),(0,1) >=Re((1,—i)|(0,1)) = Rei =0.
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En les normant, on obtient la base orthonormée (uy,us,us) de %, on

Uy = % (1, —i) , U = (Z,O) uz = (O, 1) .

Remarquons que F' est bien inclus dans .#.

Exercice 38

Soit £ une algébre réelle commutative d’élément neutre e et £ une forme linéaire sur F telle que
¢(X?) soit strictement positif pour tout X non nul de F et £(e) = 1.

1) Montrer que l'on définit un produit scalaire sur E en posant
(X]Y) =6(XY),
et que e est unitaire pour ce produit scalaire.
2) On définit une forme bilinéaire symétrique B en posant
B(X,)Y)= (X —{(X)e|Y —£(Y)e).
Cette forme est-elle un produit scalaire ?

3) Montrer que
B(X,Y) =4(XY) —X)L(Y).

4) Donner un exemple ou la situation de 1’énoncé est réalisée.

Solution

1) La forme est bilinéaire symétrique, et par hypothése (X | X) = £(X?) est strictement positif si X
est non nul. C’est donc bien un produit scalaire.

De plus
(X]e)={(Xe)=4(X) et (e|le)=4t(e)=1.

2) La forme bilinéaire B est positive. Mais
QX) = | X — U(X)el?

s’annule lorsque
X =4(X)e,

ce qui implique que X appartient a la droite vectorielle engendrée par e. Réciproquement, si I'on a
X =)e

alors

0X) = A(e) = A,
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et donc

QX) = [IX = 6(X)el® = | X — Ae|* =

Donc B n’est pas un produit scalaire.

3) En développant,

B(X,Y) = (X —4X)e)(Y —{(Y)e))
= XY +UX)UY)e — U(X)Y — ((Y)X)
= UXY) +UX)UY) — 2(X)Y)
= UXY) - UX)Y).

4) Si l'on prend l'algébre des fonctions continues sur [0, 1], dont le neutre est la fonction constante 1

et si 'on pose
1
_ / X(t) dt
0

on est exactement dans les conditions de ’énoncé, puisque

1

[ =1,

0

1
et [ X(t)%dt est strictement positif si X n’est pas la fonction nulle.
0

On définit donc un produit scalaire sur £ en posant

1
X|Y:/X
0

Exercice 39 Déterminant de Gram

Soit (X1,...,X,) des vecteurs d’'un espace euclidien réel E. Les vecteurs (X1, ..., X)) engendrent
un sous-espace Fy, de E. On note M(Xy,...,X,) la matrice symétrique, appelée matrice de Gram,
dont les coefficients sont (X; | X;), et G(X1,...,X,) son déterminant.

1) Montrer que si o est une permutation de (1,2,...,n) alors

G(X1,.., Xn) = G(Xoq), - Xo(m)) -
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2) Soit V(X7y,...,X,) la matrice des vecteurs (X1,...,X,) dans une base orthonormée. Montrer
que
M(Xq,..., X)) = V(Xy,..., X)) V(X1,...,X,).

En déduire que G(X71,. .., X,) est positif, et que G(X7,..., X,) est nul si et seulement si le systéme
(X1,...,X,) est lié.

3) Montrer que si A est un vecteur orthogonal a F,, et si B appartient a F), , alors
G(X1,...,Xn, A+ B) = AP G(Xy,..., X,).

4) En déduire que si le systéme (X7i,..., X)) est libre,

d(X7Fn):\/G(X1,...,Xn,X)'

G(X1,...,Xn)

5) On suppose que le systéme (Xq,...,X,,) est libre. Soit (E4,...,F,) la famille orthonormale
construite & partir de (Xy,...,X,,) par le procédé de Schmidt. Montrer que

16| = d(Xi, Fim1) = (Xi | Ey).
En déduire le déterminant de la matrice de passage P de la base (Ey, ..., Ey,) alabase (X1,...,X,).

6) On note D;p(Xy,...,X,) le cofacteur de (X;|X,) dans la matrice de Gram M (Xq,...,X,).
Montrer que le coefficient de F), sur X; est
Dip(Xy,...,Xp)
VG(Xq,..., X,)G(X1,. .., Xp-1)

Solution

1) On passe du déterminant G(X1,..., X,) au déterminant G(X,(1), ..., Xy(,)) en appliquant la per-
mutation o a la fois aux lignes et aux colonnes de G(X71, ..., X,). On obtient donc le méme déterminant,
avec le méme signe.

2) Si X; a pour coordonnées dans une base orthonormée (zy;,...,Z,;), on a alors

V(X1,..., X,) = [;pj}

1<ij<n

Si

t N

VXV 8- [
alors

cij = > writry = (Xi| X;) .
k=1

On a donc

WXy, X)) V(X X)) = M(Xy,. .., Xn),
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et en prenant le déterminant
(det VI(X1,...,Xn)? = G(X1,...,Xn),
donc G(X1,...,X,) est positif. De plus G(X1,...,X,,) est nul si et seulement si det V(Xy,...,X,)

est nul, c’est-a-dire si et seulement si le systéme (X1,...,X,,) est lié.

3) Remarquons tout d’abord, puisque A est orthogonal aux vecteurs X1, ..., X, et aussi & B, que

(A+B|X;)=(B|X;) e¢ (A+B|A+B)=(A|A)+(B|B).

Alors
(Xi[X1) o (X1 ]Xp) (X1|A+ B)
G(X1,... . Xn, A+ B) = : : :
(A+B|X;) ... (A+B|X,) (A+B|A+B)
d’ou
(Xi[X1) ... (Xi|Xn) (Xi|A+B)
G(X1,...,Xp, A+ B) = 5 : :
(Bl X1) ... (B|Xn) (A|A)+(B|B)
Alors, en raison de la linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne,
(X1|1Xy) ... (X1|Xy) 0 (X11Xy) ... (X4|Xn) (X1]B)
G(X1, .., Xn, A+B) = | : 2 R : L
(Xn | Xy) .. (Xn|Xn) 0 (Xn| X1) ... (Xn|Xn) (X,|B)
(B|X1) ... (B|Xn) (A[A)] |(B|X1) ... (B|Xn) (B|B)

Mais, puisque le systéme (X7, ..., X, B) est lié, le second déterminant, qui n’est autre que G(X7, ..., X,, B),
est nul et le premier se développe par rapport a la derniére colonne, ce qui donne

(X1|X1) ... (X1]Xn)
G(X1,...,Xn, A+ B) = ||A]? : ; = AP G(X1,.... X,).
(Xn | X1) .. (Xn|Xn)

4) Si la projection orthogonale de X, sur le sous-espace F,,_; est B, alors le vecteur A = X, — B est
orthogonal aux vecteurs de F;,_q et il résulte de la formule précédente que

G(X1, X2, ..., Xn) = |[APG(X1,. .., Xn_1).

Si le systéme (Xi,...,X,,) est libre alors G(Xq,...,X,,) est strictement positif. Si maintenant on
projette un vecteur X orthogonalement sur F;,, alors

G(X1,. . Xn, X) = | X —prp, (X)) PG(X1,..., Xpn) = d(X, F,)* G(X1,..., Xn),

d’ou la formule

_ G(le"'vXTLaX)
d(X’ Fn) B \/ G(Xb 7Xn) '
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5) Le procédé de Schmidt construit des vecteurs (E1,..., E,) tels que, pour tout i < n le systéme
(E1, ..., E;) engendre aussi F;. On construit le vecteur &; tel que X; — &; soit la projection de X; sur
F;,_1, et donc

d(Xi7F1i—1) = H@le ’

puis on norme &;, ce qui donne finalement

i—1
Xi = (Xi|Ep) Ex + | 6| E; ,
k=1
d’ou
(Xi | Eq) = |6l
La matrice de passage P de la base (Eq,...,E,) a la base (X1,...,X,,) a pour vecteurs colonnes les
coordonnées de X; dans la base (E1, ..., E,). C’est donc une matrice triangulaire supérieure dont les
éléments diagonaux sont ||&;]| et
n
det P =116
=1
Mais
G(X1,..., X))
6] = (i, Fir) = \/ e
d’out

det P = \/G(Xl,...,Xn).

6) Si I'on décompose E, dans la base (Xi,...,X,), on a

p
By => M\iXi,
=1

alors, si 1 < j <p,
P

> ilXi| X5) = (B | X;),
i=1
et cette somme est nulle si p > j. On obtient ainsi un systéme de p équations & p inconnues (Ap1, ..., App)
qui s’écrit matriciellement
(X1 X1) o (X X)) [Ap (Ep | X1) 0
(X1, [ Xp) o (Xp [ Xp)] [Ppp (Ep | Xp) (Ep | Xp)
Le déterminant de ce systéme n'est autre que G(X7i,...,X,). On a alors
M= B
P G(X, ., X))
ott A; est le déterminant obtenu en remplacant dans G(Xi,...,X,) la i—éme colonne par le second
membre
(X1|1Xy) ... (X1 | Xy) 0 (Xit1 1 X)) ... (X, Xy)
X)) s Kl X)) 0 (X[ X)) e (K] Xpe1)

(Xl ’ Xp) cee (Xi—l ‘ Xp) (Ep ‘ Xp) (Xi+1 ’ Xp) cee (Xp ‘ Xp)
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En développant par rapport & la ¢—éme colonne, on trouve

(X1 ]X1) o (X[ X)) (X[ Xn) o (X X)
Aj = (Ep| Xp)(—=1)" : s : :
(X1 [ Xp-1) oo (X [ Xp—1) (X [ Xp-1) oo (Xp [ Xp—1)

Le déterminant qui apparait est le mineur de (X;|X,) dans G(X1,...,X,) et donc
A = (Ep| Xp)Dip(X1,..., Xp).

Mais

- [ax,.. X))
(Ep| Xp) = \/G(Xl,l...,Xp—l),

d’ou

G(X1,...,Xp) 1 Dip(X1,..., X))
Api = Din(X1,..., X = :
r p( ! p) \/G(Xla"'aXp—l) G(Xla"'yXp) \/G(Xl,...,Xp)G(Xl,...7Xp_1)

En particulier,

Lo fetn X,y  a
" G(X1,.., X &7

ce qui est normal puisque, la matrice P~! étant triangulaire, ses éléments diagonaux sont les inverses
de ceux de P.

Exercice 40

Soit (Vi,...,V,) des vecteurs d’'un espace euclidien de dimension n. Montrer que dans une base

orthonormeée
|det(Vi,.... V)l < Vil IVall-

Solution

Tout d’abord, si les vecteurs (V4,...,V,) sont deux a deux orthogonaux et si A est la matrice de ces
vecteurs dans une base orthonormée, alors le méme calcul que dans I’exercice précédent montre que
A* A est la matrice diagonale

Vi )? 0
A*A = ,
0 Va2
et
| det A|2 = det(A*A) = ||V1||2 . \|Vn||2,
d’on

[ det Al = [[VA]]... [[Vall-
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Soit maintenant (Vi,...,V,,) un systéme quelconque. Si le systéme est lié le déterminant est nul est
I’on a bien

[det(Vi, ..., V)| = 0 < [Vl Vil

Si le systéme est libre on construit un systéme de vecteurs orthonormés par le procédé de Schmidt

k—1
1
&=V — Z(E] ’ Vk)E] et Ep= m & .
i=1 F
Le systéme (E1,..., Ex_1) engendre le méme sous-espace que (Vi,...,Vi_1). Alors le vecteur &} est
obtenu en ajoutant & Vj une combinaison linéaire des vecteurs (Ey, ..., Ex_1) c’est-a-dire une combi-
naison linéaire des vecteurs Vp,...,Vir_1 ce qui ne change pas le déterminant et il en résulte que

det(&1,. .., &) = det(Vh,..., V).

D’autre part

k—1 k—1
Vi = &+ Y (B | Vi) Bj = |6l B + ) _(Ej | Vi) By,
j=1 j=1

donc, puisque les vecteurs ). forment une base orthonormée,
k—1
IVill? = 16lI” + ) (B | Vi) = [l

j=1

Alors
|det(Vi,..., Vo)l = |det(&1,.... &) = |6l ... |6l < VAl Vall,

d’otut le résultat.

Exercice 41 Geénéralisation du produit vectoriel

Soit B = (E1,...,FE,) une base orthonormée d’un espace euclidien E réel de dimension n > 1,
donnant 'orientation. Soit (V,...,V,_1) une famille de n — 1 vecteurs de E.

1) Montrer qu'il existe un vecteur unique
X=o(Vy,...,V,_1)

tel que, pour tout Y de F,
(X|Y)= d%gt(Vl, ey V1, Y,

et que ce vecteur est le méme dans toute base orthonormée directe.

2) Montrer que l'application ® de E"~! dans E ainsi définie posséde les propriétés suivantes :
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(i) @ est une application multilinéaire alternée;

(i1) ®(V1,...,Vu—1) est orthogonal a tous les vecteurs V;;

(iii) @(Vi,...,V,—1) est nul si et seulement si le systeme (V1,...,V,,—1) est lié;

(iv) Si le systéme (Vi,...,V,_1) est libre, alors le systeme (Vi,...,V,—1,®(V1,...,V,—1)) est une
base directe de E.

) |2(Vi,...,Vue1))|I2 = G(VA, ..., Va_1) (déterminant de Gram, voir exercice précédent) .

(vi) Formellement, dans une base orthonormée directe (E1, ..., E,) de E, le vecteur ®(V1,...,V,_1)
s’obtient en calculant le déterminant D dont les premiéres lignes sont les coordonnées des vecteurs
V; dans A et la derniére est (Ey,..., Ey).

3) Qu'obtient-on lorsque E est R? ou R? pour le produit scalaire usuel ?

4) Calculer X pour les vecteurs V4 = (1,1,0,0) , Vo = (1,0,1,1) et V3 = (1,1,2,1) dans R*,

Solution
1) L’application qui & une vecteur Y de E associe dgc(Vl, .oy Va—1,Y) est une forme linéaire (voir ex.

34). Donc il existe un unique vecteur X tel que

(X 1Y) = det(Vi,..., Vo, V).

Si %' est une base orthonormée directe, alors la matrice de passage est une matrice orthogonale de
déterminant 1 et

d%gt(Vl, .. .,Vn_l,Y) = dgg,t(‘/l, .. .,Vn_l,Y) .

Ce déterminant ne dépend donc pas de la base orthonormée directe choisie.
2) Etudions les propriétés de ®.

(i) Si l'on a, pour tout Y
(q)(Vl, ‘/2, ceey Vn—l) | Y) = dggt(‘/l’ Vg, ceey Vn—la Y)

et
(q)(Wh V27 R Vn—l) ‘ Y) = d%t(Wh ‘/27 ceey Vn—17Y) )

alors, d’aprés les propriétés du déterminant et du produit scalaire on obtient

()\(I)(Vl, Vo,... ,Vn_l) + @(Wl, Vo,... ,Vn_l) ’Y) = d%t(AW + Wi, Vo, ..., V1, Y) .

et par unicité
AV, Vo, V1) + @(W, Vo, oo, Viy) = QAL + W, Vo, V),

ce qui montre la linéarité de ® par rapport a la premiére variable. La méme démonstration peut se
faire pour n’importe quelle variable. De plus, si 'on permute les vecteurs V; et Vj;, on a, pour tout ¥
de E, en raison des propriétés du déterminant,

(q>(V17 ) VYj) "7‘/@'7 "7Vn—1) |Y) = dgegt(‘/ly -'7‘/}7 ) V;b "7Vn—17Y) = _dagt(vlv ) V;l) "7‘/}7 "7Vn—17Y)
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d’ont
(q>(V17 ) VYj) "7‘/@'7 ) Vn—l) |Y) = _(q)(‘/ly "7‘/@'7 ) ‘/jv ) Vn—l) | Y) = (_q>(V17 ) V;lv ) VYj) "7Vn—1) |Y)7

et par unicité
q>(V17 "7‘/}7 cy V;l) "7Vn—1) = _q>(V17 "7‘/@'7 ©0y ‘/jv cy Vn—l) .

Donc @ est alternée.
(ii) En particulier, on doit avoir

(X[ Vi) = det(Vi,.., Varr, Vi) = 0,
car le déterminant contient deux vecteurs égaux, et X est orthogonal a tous les vecteurs V;.

(iii) et (iv) Si le systéme (Vi,...,V,_1) est lié alors pour tout Y le déterminant detg(V4,...,V,—1,Y)
est nul, et par unicité X est nul.

Si le systéme est libre, on peut le compléter pour avoir une base directe (V4,...,V,,) de E. Alors

(X | Vo) = det(Vi,...., Va1, Va) > 0,

donc (X |V,,) n’est pas nul et X non plus. De plus

det(Vi, ..., Voo, X) = (X[ X) = |IX]* > 0,
et (V1,...,Vh—1,X) est une base directe de E.

(v) Si (Vi,...,Vy—1,Vy) est un systéme de n vecteurs, dont la matrice dans une base orthonrmée
est V, alors le produit WV est la matrice de Gram M (V4,...,V,,). Si l'on applique ceci au vecteur
Vo, =®(V4,...,V,-1), on a alors

Vi) ... (Vi|Va) 0
vy | : :
Vo1 1V1) oo (Vie1 | Vae1) 0

0 . 0 (Vi | Vi)
Donc, en prenant le déterminant,

(det V)2 = [V, |2PG(Vi, ..., V1) .

Mais
det V = det(Vi,..., Va1, Vo) = [Val*-

On en déduit donc
||‘/7’L||4 = ||VTL||2G(V17 ) Vn—l) .

Si le systéme (V4,...,V,_1) est libre alors V,, n’est pas nul et

IVall? = 18(VA, ..., Vae) P = G(Vi, ..., V1)
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ce qui reste vrai si le systéme est lié, car alors, les deux membres sont nuls.

(vi) Ecrivons X dans la base orthonormée directe (E1,...,E,). On a
X = X |Ep)E, =) det(Vi,..., Vo1, Ex)E),
;( | Ex) By kZ::l let(V1, ..., Va1, E4) B

et cette somme n’est autre que le développement du déterminant D par rapport & la derniére ligne.

3)Sin=2et B =(i,7), alors, si X = ai+ bj, on a
o(X) =" b‘

; =—bi+aj.

Le vecteur ®(X) est 'image de X par la rotation d’angle 7/2.
Si n = 3 on retrouve dans R? le produit vectoriel usuel
B(Vi, Vo) = Vi A Vh.

4) D’apres (iv)

1 1 0 0
1 0 1 1
X=0W, Vo) =|, | 5

E, By B3 E,

En soustrayant la deuxiéme colonne de la premiére puis en développant par rapport a la premiére ligne,
on obtient

Lo | | L1
X=| o | o 1|=-]_0 2 1

E,—Fy, Ey E3 E, Er—Fy Bz By

En soustrayant la troisiéme colonne aux deux autres, on trouve

0 0 1
X =- -1 1 1
Ey—Ey—FEy E3—E4 Ey
Finalement, en développant par rapport a la premiére ligne,

X=—-(Ey—FE3)—(E1—FEy—Ey)=Ey— Ey+ E3s—2E;=(1,-1,1,-2).

On vérifie bien que ce vecteur est orthogonal aux autres.
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Exercice 42

1) Dans R"™, soit les vecteurs V; = (vij,...,v,;) ot 1 < j < r. Soit alors dans R” les vecteurs
Wi = (vi1,...,v;,) ot 1 < i <n. Montrer qu’il existe une relation linéaire

iAa’Vj =0,
j=1

si et seulement si le vecteur H = (A1,..., A\;) est orthogonal dans R” a tous les vecteurs Wj.

2) On suppose que r = n + 1. Déduire de l'exercice précédent que si le systéme (Vi,..., V1) est
de rang n, une relation linéaire non triviale entre les vecteurs V; (1 < j < n + 1) est donnée par

I’expression
n+1

D (=1 det(Vi, .., Viog, Viga, o, Vo) V; = 0,
j=1

ou encore, formellement, par

Vi oo Vi Van
V1,1 - V14 ... Uln4l
Un, +-- Ungj -+ Unn+l

3) Trouver une relation linéaire non triviale entre les vecteurs

Vl = (17273) 9 Vé = (17_172) ) ‘[3 = (17270) 9 ‘/21 = (27_17 1) .

Solution
1) La relation linéaire

ET:AJ'VJ' =0,
j=1

se traduit par les relations entre les coordonnées

r
E )\j’UZ'J' = 0,
Jj=1

pour tout i tel que 1 < i < n, mais ceci s’écrit avec le produit scalaire dans R"
(H|W;)=0.
Donc H est orthogonal aux vecteurs W;.

2) Lorsque 7 = n + 1, il existe nécessairement dans R™ une relation linéaire entre les n + 1 vec-
teurs Vq, ..., Vy41. Pour la trouver il suffit de trouver un vecteur de R"™*! orthogonal aux n vecteurs
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Wh, ..., W, et, d’aprés 'exercice précédent, le vecteur ®(W7, ..., W,,) répond a la question. Formelle-
ment, et au signe prés, on a, si (I1,...,I,11) est la base canonique de R**1
Lo ... I . Iy
’U1’1 ’UL' UL +1
H= 7 B
Un1l «-- Uny --- Unn+l
soit, en développant,
n+1
H = Z(_l)] det(V17 R ij—la VYj—l—lv R Vn—l-l) IJ :
j=1
Alors
n+1
Z(—1)J det(Vi,..., Vi1, Vig1,- o, Vauy1) V; = 0,
j=1
ou encore
Vi Vo Vs
V1,1 .- V15 ... U4l B
Un1 -+ Uny --- Unpn+tl
Puisque le systéme (Vi, ..., V,41) est de rang n, un des déterminants det(Vi, ..., Vi—1, Vjt1, ..., Vag1)

n’est pas nul, donc la relation n’est pas triviale.

3) On a donc
Vi Vo Vi 'V
1 1 1 2
2 1 2 -1~
3 2 0 1

On calcule le déterminant en combinant la premiére colonne aux autres

i o—-Vi V3—=Vi V420
0 0 0

1
2 -3 0 -5 =0,
3 -1 -3 -5
puis on développe
10 0 10 0 10 0
-2 0 =5 (Ve—=Vi)+2 -3 =5/ (Vz—VWV)—1|2 =3 0] (V4—2V)=0,
3 -3 -5 3 -1 -5 3 -1 -3

ce qui donne
15(Vy — V1) +10(V3 — V1) —9(Vy — 2V3) = 0,

et finalement

—7V1 + 15V +10V3 — 9V, = 0.
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Exercice 43

1) Soit E un espace vectoriel sur R contenant un sous-espace de dimension 2, et soit S7 et So deux
produits scalaires sur E. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(FA>0) (S2=A51);

(A > 0)(Vz € E)(S2(x,z) = Sl(:n,:n )

(V) € B2 ((S1(a,2) = S1(,9) = 1) = (Sa(a,2) = Saly,9))

(iv) (V(e, f) € B?) ((Sile,f) =0) = (Sa(e, ) = 0)) ;
(30 # kr) (V(z,y) € E2) ((cosy(z,y) = cosf) = (cosa(x,y) = cosh)) ;
(YF sous-espace de E) (F+1 = Ft2)

Que se passe-t-il si E est une droite vectorielle 7

2) Soit E un espace euclidien réel contenant un sous-espace de dimension 2, et ® un endomorphisme
injectif de F. Que peut-on dire de ® si ® conserve l'orthogonalité, ou si ® conserve les angles ?

Solution

1) Il est clair tout d’abord que la propriété (i) implique toutes les autres.
(i) =(i)

En utilisant 'identité de polarisation on a, quels que soient (x,y) dans E?,
So(x,y) = i (Sa(z+y,z+y)—So(x—y,z—y)) = %(Sl(az+y,$+y) —Si(x—y,z—vy)) = AS1(z,vy) .
(iil) =(ii)

Soit z fixé tel que Sy(x,x) = 1. Alors x est non nul. Posons A = Sy(z, z). C’est un nombre non nul

Si z est non nul, soit

1
t= z
Sl(Z,Z)

On a alors

Sy(t,t) =1
puis

Sa(z, z)
A= So(t,t

2( ) Sl(Z,Z) )

d’on

So(z,2) = AS1(z,2),
ce qui reste vrai si z est nul. Ceci implique alors que

So = A5y
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avec A\ non nul.
(iv) = (iii)

Soit z et y tels que
Si(@,x) = Si(y,y) =1.

Si z et y ne sont pas orthogonaux pour S7, soit

g=y—Si(z,y)x.

Alors

Sl(x7g) = Sl(x7y) - Sl(:pvy)sl(:Ev:E) = 07
donc

52($,g) =0= 52($7y) - Sl(x7y) 52(:177:17) )

c’est-a-dire

52(x7 y)
=Sy (z,x).
Sifey) )
Mais par symétrie, on a aussi
52(3/7 33‘)
= S Y Y
Sl (y7 33‘) 2(y y)

d’on
Sa(z,w) = Sa(y,y) -

1
Si maintenant x et y sont orthogonaux pour S, introduisons u = % (x +y). Alors
1 1
Si(z,u) = — Si(x,2) = —
l( ) \/§ 1( ) 2

n’est pas nul, et

Siwu) = 5 (S1(0,2) + Si(y.y) = 1 = Si(,2),

donc

So(x,x) = So(u,u).
De méme y et u ne sont pas orthogonaux et
Si(y,y) = Si(u,u) =1

donc
Sa(y,y) = Sa(u,u).

On a de nouveau
So(w,x) = S2(y,y) -

(v) = (iii)

On suppose 0 # 7/2 4 km, sinon on retrouve (iv) qui implique (iii).

99
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Soit z fixé tel que Sy (z,x) = 1. et y quelconque, non colinéaire a x, tel que S1(y,y) = 1. Ils engendrent
un sous-espace I’ de dimension 2. Alors F muni du produit scalaire S7 est euclidien et Sy est une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur F'. Il existe une base (u,v) de F', orthonormée pour Sy
et orthogonale pour So. Dans cette base, si

¥ =ziut+yv et Yy =zou+ yov
alors
Si(2',y') = miwe +yry2 et Sa(ay') = Az + pyrya,
ou A et u sont strictement positifs.
En particulier, si I’'on prend
2 =u et y =cosfu+sinfv,

on a
cosy(u,v) = cos @,

donc également

So(z',y") B Acosf
VS, 2")Sa(y,y') VA Acos? 0+ psin? 6

cosg(u,v) = = cos b,

ce qui implique

VA= \/Acos29+usin20

donc
A= \cos?0 + pusin? 6

et finalement
Asin? @ = psin?6.

Comme sin f n’est pas nul, on en déduit que \ = p.
Alors, pour tout couple (2/,y') de F?,
So(2',y") = NSy (2, %)) .

En particulier,

Si(x,x) = Sa(y,y) =1 et Sa(w,z) = Sa(y,y),
donc (iii).
(vi) = (iv)

Soit e dans E et F le sous-espace engendré par e. Si Sy (e, f) est nul, alors f se trouve dans F1, donc
dans F12 et Sy(e, f) est nul.

Lorsque E est un espace de dimension un, toutes les formes bilinéaires sont proportionnelles et donc
quels que soient les produits scalaires Sy et Ss, il existe A > 0 tel que

S1 = ASs.
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2) Sil'on pose

Si(z,y) = (z|y) et Saz,y)=((z)]L(y))
alors So est un produit scalaire sur £/ d’aprés I'exercice 32. Dire que ® conserve 'orthogonalité signifie
que 'on a la propriété (iv) et dire que ® conserve les angles signifie que 'on a la propriété (v). Donc,
on a aussi la propriété (ii) : il existe A > 0 tel que, pour tout = de FE,

1@ ()l = V||

Cela signifie que ®/ V) est une isométrie.

Exercice 44

Soit E un espace euclidien réel, et A et B deux parties non vides de E. On note A+ I’ensemble des
vecteurs de E orthogonaux & tous les vecteurs de A.

1) Montrer que At est un sous-espace vectoriel de E.
)

2) Montrer les propriétés suivantes.

(i) Si A est inclus dans B, alors B+ est inclus dans A*.

(i) (A+ B)* contient A+ N B+ avec égalité si AN B n’est pas vide, 1’égalité n’étant pas assurée si
AN B est vide.

(iii) Si AN B est non vide, (AN B)* contient A+ + B+,

(iv) Si [A] désigne le sous-espace engendré par A, alors A+ = [A]*+.

(v) Ac ALt et AL = AL

(vi) Si A contient 0, alors AN A+ = {0}, sinon AN At est vide.

3) Soit F' et G deux sous-espaces orthogonaux de E. Montrer que si F' et G sont supplémentaires
alors

Ft=G¢ , G+tr=F , F=F** | G=G*.

4) On suppose que E est de dimension finie. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
que FL est égal & F et que l'on a I'égalité

(FNG)*t =F+4+G+.
5) Dans F = R[X] on considére un produit scalaire vérifiant, quels que soient P, @), R la relation
(PQ|R) = (P|QR).

Soit F'={XP | P € R[X]} et G =R;[X]. Montrer que I’égalité de 4) n’est pas vérifice.

Solution

1) Si pour tout = de A on a
(y]z) = (z]x) =0,

alors, quels que soient les scalaires A et

Ay +pz|z) =A(y|z) +p(z]z) =0.
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Donc, si y et z sont dans A+, il en est de méme de \y + pz, et A+ est un sous-espace vectoriel de E.

2) (i) Si A est inclus dans B, tout vecteur orthogonal aux éléments de B 'est aussi a ceux de A, donc
B* est inclus dans A*.

(ii) Soit # dans A+ N Bt et z dans A + B. Il existe a dans A et b dans B tels que
z=a+b.

Alors
(x]z) = (x|a) + (z]b) =0,

et donc
AtnBtc(A+B)*.

Réciproquement, soit = dans (A + B)*, et ¢ dans AN B. Alors ¢ + ¢ appartient 4 A + B, et z est
orthogonal a 2¢, donc a c.

Si a appartient a A, alors z est orthogonal & a + c¢. Mais il est également orthogonal a —c. Alors il
est orthogonal & a. Donc z appartient & A+. De méme sera-t-il dans B, donc dans A+ N B+, ce qui
donne

(A+B)t c AtnB*.

On a donc égalité.
Soit = non nul dans E. Prenons A = {z} et B = {—z}. Alors A+ B = {0} et (A+ B)* =E.
Mais
At =Bt =AtnBt={ycE|(z]|y) =0}
est un hyperplan de E, donc différent de (A + B)* .
(iii) Soit & dans A+ + B+, Il existe u dans A+ et v dans B, tels que x = u + v. Alors, si z appartient

A AN B,
(z]z) = (z|u+v)=(z|u)+ (z|v) =0.

Donc x appartient a (AN B)L, ce qui donne
At + Bt c(AnB)*t.
(iv) Puisque A est inclus dans [A], on a déja
(At c AL,

Réciproquement, soit 2 dans At et y dans [A]. Par définition, il existe un nombre fini d’éléments de
A et de scalaires tels que
n
y=">_ Aa,
k=1

n

(xly) =) _ Ael(z|ax) =0.
k=1

et donc
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Il en résulte que z se trouve dans [A]*. Donc
At C A,
d’ou I'égalité.
(v) Tout élément de A est orthogonal & tout élément de A+, donc
(1) Ac(Ah)*.

Alors d’aprés (i)
((AJ_)J_)J_ c AJ_ )

Mais en appliquant l'inclusion (1) ci-dessus a AL ona
At C((AH)H,
d’ou I'égalité.
(vi) Si 2 appartient & A N AL, alors il est orthogonal & lui-méme, donc il est nul. Comme AL est un

sous-espace vectoriel de E, il contient 0. Alors, si A contient 0 I'ensemble A N A+ vaut {0}, sinon
I’ensemble est vide.

3) Si F' et G sont orthogonaux, cela implique les inclusions
GCFt et FCGh.
Si F et G sont supplémentaires, soit & dans F*. Il existe y dans F' et z dans G tels que
r=y-+z.

Alors
(yly) =(x—zly) =(z]y) — (2|y).

Mais (z | y) est nul car x est dans F* et y dans F, et (z|y) est nul, car z est dans G et y dans F. Il en
résulte que y est nul et que x = z appartient a G. Ceci prouve que F'*- et inclus dans G, d’oi I'égaliteé.
Par symétrie, on aura aussi

Gt=F,

d’ott 'on déduit

(FHt=Gt=F e (GHt=Ft=aG.
4) Si E est de dimension finie, les sous-espaces F' et I+ sont supplémentaires, donc d’aprés 3)
FH=F.
Alors d’aprés 2 (i), appliqué a F- et G,
(Fr+GHt=FttnGgtt =Fna.
Puis en prenant I'orthogonal de ce sous-espace

(F+GHH = (FnG)*,
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et finalement
Ftygt=(Fno)t.

5) Si Q appartient & F-, on a, pour tout polynéme P,
0=(XP[Q)=(P[XQ).
Donc X @ est orthogonal a E et c’est le polynéme zéro. Il en résulte que F+ = {0}.

Alors
FNG=[X] et Fr+Gt=ct=RX)*F =[{X, 1}t =[] n[X]*t.

Il reste & trouver un polynéme P orthogonal & X et pas & 1, pour montrer que
FLr Gt 4 [X]P=(FnaG)*.
Comme polynome orthogonal & X, on peut prendre
P=(X|1)X—|X]|?.

On a alors
(P|1) = (X|1)* = | X|*I1]]* <0,

puisque 1 et X ne sont pas colinéaires.

2.2 Espaces R" ou C"

Dans tous les exercices suivants on notera (eq,...,e,) la base canonique de R™ ou C™. Sauf mention
du contraire, le produit scalaire est alors

(a1 s an) [ (Bry-e s Ba)) = D b
k=1

Exercice 45

Dans R*, soit V; = (1,1, —1,1) et Vo = (1, 1,1, —1) deux vecteurs engendrant un sous-espace F.
Trouver une base orthonormée de F', puis du supplémentaire orthogonal de F'.

Solution

On recherche une base orthonormée de F' par le procédé de Schmidt.

On a
Vall =2,
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donc on prend

1

El:i‘/l

Ensuite
(V1| Vo) = -2,
donc 1 ] ]
52=V2—(E1!V2)E1=V2—Z(V1\V2)V1=V2+§V1=§(37—1717—1)-

Puis

692:\/57
et finalement )

Ey=—+(3,-1,1,—1).
= o= )

Alors (E1, Ey) est une base orthonormée de F'.
Premiére méthode : recherche d’une base orthonormée de F- par le procédé de Schmidst.

Si I'on ajoute au systéme (Vi, Va) les vecteurs (es, eq) de la base canonique de R*, on peut poursuivre
le procédé de Schmidt.

& =e3— (e3| E2)E2 — (e3| Er)En .
D’ou

1 1 1
603 = (0707170) - E (37_1717_1) + Z (1717_171) = g (0717271)7

et, en normant,
1

E
MNGS

(0,1,2,1),

Enfin
&y =eq— (es | E3)Es — (eq | E2)Ey — (eq | Eq)En ,

ce qui donne

1 1 1 1
604 = (0707071) - 6 (071727 1) + E (37_1717_1) - (1717_171) = 5 (07_17071) .

4

Alors (Es, Ey) est une base orthonormée de F*.
Deuxiéme méthode : recherche directe d’une base de FL.

L’ensemble des vecteurs V = (z,v, 2,t) de F- est défini par les équations
(VIVi)=0 et (V|V2)=0,

ce qui donne le systéeme
r+y—z+t = 0
r—y+z—t = 0 °

et ce systéme équivaut a

T = 0
y—z+t = 0
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Il suffit de trouver deux vecteurs orthogonaux de cet ensemble. Le premier est pris arbitrairement :
par exemple (0,1, 1,0). Le second doit étre orthogonal & celui-ci donc on a 1’équation supplémentaire

y+2z2=0.

On en tire
t=-2y et z=-y,

et, en prenant par exemple y = 1, on obtient (0,1, —1,—2).
Il reste & normer ces vecteurs pour obtenir une base orthonormée de F-, ce qui donne

1
25 (0.1,1,0) et (0,1,-1,-2).

1
V6

Exercice 46

Dans R4, trouver les vecteurs de norme 1 orthogonaux aux vecteurs

vi=(1,1,1,1) , Voa=(1,-1,-1,1) , Vs=(2,1,1,3).

Solution

Un vecteur V = (z,y, 2, t) orthogonal a Vi, Vo, V3 vérifie le systéme

Vivi) = z4+y+z+t =0
V|Va) = xz—y—z+4t = 0
(VIVs) = 204+y+2+3t = 0

En combinant les deux premiéres lignes on trouve
r+t=y+2z=0.

Alors on a aussi
20 +3t=0

d’ott z =t = 0. On trouve donc les vecteurs de la forme

V = y(07 17 _170)7

1
et les vecteurs de norme 1 sont +— (0,1, —1,0).

V2
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Exercice 47

Dans R*, soit H le sous-espace engendré par
Vi=(2,1,1,-1) et Vo =(1,1,3,0).

Soit X = (5,2, —2,2). Trouver la projection de X sur H et sur H-*. Calculer la distance de X a H.

Solution

La projection cherchée est le vecteur V = aV; + bVs tel que V' — X soit orthogonal & H. On a
V—-X=Q2a+b-5a+b—2,a+3b+2,—a—2)
et
(V-X|Vi) = T7a+6b—8 = 0
(V-X|V;) = 6a+11b—-1 = 0
Ce systéme a pour solution (a,b) = (2,—1). Donc

V=1-1,-2) =pry(X).

Alors
erl(X) =X _er(X) = (2717_174)7

et
d(X, H) = || pryo (X)|| = V22

Exercice 48

Dans R, trouver une base orthonormée du sous-espace F engendré par les vecteurs
Wi = (1707_17273) ’ Vo= (2717_17372) ) V3 = (0727_17472) ’ Vy = (5707_27475)-

Trouver la projection du vecteur W = (1, —1,0,2, —2) sur F et sur F*, ainsi que la distance de W
a F. Trouver une base de F*.

Solution
Appliquons le procédé de Schmidt au systéme (Vi, Vs, Vs, Vy) .

On a
Vi|* =15,

donc )
Fi=—W.
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Ensuite
(Vo | V1) =15,
donc )
Alors
1&]* =4,
et 1 1
FEyo=—-6&=-(1,1,0,1,-1).
2 2 2 2(7 707 ) )

On continue avec

1 1
53:%—(E2\‘/},)E2—(E1]%)E1:%—1(52\%)52—1—5(&]%)&.

Comme
(62| V3) =4 et (&1]V3) =15,
on obtient
& =Vs— & — & =(-2,1,0,1,0).
Alors
I1€5% =6,

d’ou

By= =&

V6
Pour finir
&y =Vy— (B3| Va)Es — (B | Vi) By — (E1 | Vi) Ey = Vi — % (63| Va)63 — i (62| Va)&s — 1—15 (61| Va)éa .
On a
(&3] Va) =6, (&|Va) =4, (& |Vy) =30,

d’ont

Ey=Vi+E -8 —28 =V =2V +V3+ V4 =0.

Ce calcul montre que le systéme (V3, Vo, V3) engendre F et que (E7, Ey, E3) est une base orthonormée
de F. On trouve alors facilement la projection sur F'.

1 1 1
er(W) = (El ’ W)El + (EQ ‘ W)Eg + (Eg ‘ W)Eg = 1—5 (@@1 ’ W)(fl + Z ((9@2 ’ W)@@Q + 6 ((9@3 ‘ W)(o@g .

On en tire ) ) 1

prp(W) = T &+ & — 6 &3 = 30 (38,25,2,21,—-36) .
Alors )

prpL(W) =W —prp(W) = 30 (—8,—55,-2,39, —24) ,
et

V5190

AW, F) = [[prps (W) = L=
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Pour obtenir une base de F-, on peut revenir a la définition de F=.

Un élément V' = (z,y, z,t,u) appartient a F L si et seulement les produits scalaires avec les vecteurs
V1, Vo, V3 sont nuls. (On peut aussi faire les produits scalaires avec les vecteurs F1, Ea, E3). Cela donne
le systéme

Vi) = r—2z+2t+3u =0
(VIVa) = 2x4+y—2+3t+2u = 0
(VIVs) = 2y—z+4+4t+2u = 0

(1] 0 -1 2 3 1 0 -1 2 3 10 -1 2 3 10 00 —1/3
2 1 -132 — 0[] 1 -1 -4 — 01 1 -1 -4 — 01 01 -2/3.
0 2 -1 4 2 0 2 -1 4 2 00 (-3 6 10 00 -3 6 10
On obtient donc
U 2u 10u
x:§,y:—t+§,z:2t+7

En prenant successivement (¢,u) = (—1,0) et (¢,u) = (0, 3), on obtient
Wy =(0,1,-2,-1,0) et Wa=(1,2,10,0,3).

Une base de F- est alors (Wy, Ws), et si I'on veut une base orthonormée, on peut lui appliquer le
procédé de Schmidt.

Remarque : on aurait pu également compléter la base (E1, o, F3) pour obtenir une base de R®, puis
appliquer a cette base le procédé de Schmidt, qui aurait donné une base (E1, ..., E5). Comme les vec-
teurs (E1, Eo, F3) forment une base orthonormée de F', alors (Ey, E5) formeront une base orthonormée
de F+.

Exercice 49

Dans C3, soit les vecteurs
‘/1:(1727Z) ) ‘/2:(17,57_1) ) VY3:(Z7170)

Trouver la base orthonormée de C? obtenue & partir de ces vecteurs par le procédé de Schmidt.

Solution

On a tout d’abord
i =3,
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donc ) )
Bl = —V, = —(1,i,i).
1 \/g 1 \/g( )
Ensuite !
52=V2—(E1\V2)E1=V2—§(V1!V2)V1-
Or
(Vl“/é):2+'i,
donc 5 1
& = (1,i,~1) — +Z(1,z’,z’):g(l—i,1+i,—2—2i).
Alors 19
& =2,
et \/_
3 1
By= Y2 = (1—i1+i,-2—2).
2= 5 & 2\/3( )

Enfin, on constate que
(Vs3] é2) = (V3] V1) = 0.

Donc &3 = V3 et

d’ou

Exercice 50

Dans R?, montrer que I'on définit un produit scalaire en posant
(@, y,2) [ (2',y,2") = 222" + 2y + ya' + 2yy’ + 22"

Trouver une base orthonormée déduite de la base canonique par le procédé de Schmidt

Solution

La forme étant bilinéaire symétrique, on a, si X = (z,v, 2),

2 3
=2z +ry+y’)+z = z+Z) +-y*| +2°>20.
(X | X) = 2(a 2y 4 2 2{( g) 42] 2>
De plus, si cette expression est nulle, alors,

Y
—_ = pr— :0
3:+2 Y=z ,

donc (z,y, z) est le vecteur nul et 'on a bien un produit scalaire.
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En partant de e; = (1,0,0), on trouve |e1| = v/2, donc

1
Fi=—e.
1 NG 1
Ensuite L
&y =ey— (E1|ex)Ey = ey — 3 (e1]e2)er,

et puisque

(e1]e1) =1,
on obtient L

602 — €2 — 561 == (—1/2,1,0).

On trouve 5

”£2”2 = 57
d’ou

By = \/g(—l/Q,l,O).

Enfin, on constate que e3 est orthogonal a e; et e5 donc & Fy et Fy. La base cherchée est donc

1 2
<E(1’0’0)’ 5(—1/2,170) , (0,0, 1)) :

2.3 Espaces de polyndémes

Dans tous les exercices suivants on notera Pi(X) = X* les polynomes de la base canonique de R[X]
ou C[X].

Exercice 51
Soit a un nombre réel. A quelle condition définit-on un produit scalaire sur Ro[X] en posant
(P|Q) =P(=1)Q(-1) +aP(0)Q(0) + P(1)Q(1)?

On prend a = 2. Trouver la base orthonormée de Ry[X] obtenue a partir de la base canonique par
le procédé de Schmidt et décomposer Q = X2 — 2X + 3 dans cette base.

Solution

La bilinéarité et la symétrie étant évidentes, on regarde

(P|P) = P(-1)*+aP(0)* + P(1)*.
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Si a > 0, alors cette expression est positive. De plus, si cette expression est nulle, alors nécessairement

et le polynéme P posséde trois racines. Comme il est de degré deux au plus, c’est le polynéme nul. Il
en résulte que l'on a bien un produit scalaire.

Sia < 0 alors,
(X?-1|X*-1)=a<0,

et I'on n’a pas de produit scalaire dans ce cas.

La condition nécessaire et suffisante pour que ’on ait un produit scalaire est donc que a soit strictement
positif.

On suppose a = 2. On a alors

(P Po) =4,

donc .
E(] == 5 .
Ensuite
(Pl ’EO) =0 et (Pl ’Pl) =2,
donc
1
Fi=—X

On poursuit en calculant

(PQ‘E()):2 et (Pg‘El):O,

ce qui donne

1
& =X%— 5
Alors
(&2 62) =1,
et donc
By=6 =X% - L
2
On peut écrire
7

1
Q=X2-2X+3=X%2—--—-2X+ Ey—2V2E, +7E,.

2 2
On aurait pu également calculer les coefficients

(QEy) =1 , (Q|FE1)=-2V2 et (Q|Ey)="1.
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Exercice 52

Montrer que l'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant
o0
(P1@) = [ PR dr.
0

Calculer (X™|1) quel que soit l'entier n et trouver une base orthonormée de Ry[X] par le procédé
de Schmidt. En déduire la projection orthogonale de @ = X3 — 3X + 1 sur Ro[X].

Solution

Si P est un polynéme de degré n, on a, a +o0
P(t)e ™t ~ at"et

et I'intégrale
o0

(X"|1) = /x"e_tdt
0

converge. On peut d’ailleurs la calculer en intégrant par parties. Si n > 1,
[ee]
1] 1 —t 1
(X™1) = [—x”e‘ }0 —I—/n:E"_ e tdt=n(X"""|1).
0

A partir de (1]1) =1, on en déduit
(X" [1) =nl,
et donc
(XP[X9) = (p+q).
L’intégrale (P |Q) définit une forme bilinéaire. De plus, comme e~ ¢ est positif sur [0, +oo[, on a
00
/P(t)Qe_t dt >0,
0
et la forme est positive. Enfin si cette intégrale est nulle, puisque I'on intégre une fonction continue
positive sur [0, +00 [, on en déduit que la fonction intégrée est nulle, donc que la fonction P est nulle

sur [0, +oo[. Alors le polyndome P a une infinité de racines. C’est donc le polynome nul, et 'on a bien
un produit scalaire.

Construisons la base orthonormée déduite de (Py, Py, P2) par le procédé de Schmidt.

On a tout d’abord
|Po|? = (Py| Po) =1,

donc
Ey=1.
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Ensuite
(P Eo)=(X[1)=1,
donc
S =X—-—(X|E)Ey=X—1.
Alors

G =(X -1|X -1) = (X|X)-2(X|1)+(1[]) =21 -24+1=1,

ce qui donne
Ei=&=X-1.

On continue en calculant
(X2|E0) =2l= 2,

puis
(X2|Ey) = (X?|X) — (X?]1) =3 -2/ =4.
Alors
& =X?—(X?|EE| — (X?|E))Eg=X?—4(X —1)—2=X?—4X +2.

Il reste & calculer la norme de ce polynéme.

€] = (X*1) = 8(X?[1) +20(X? | 1) — 16(X [1) +4(1|1)
41 -8 x3l+20x 2! —16+4=4,

et finalement
1

Ey=——
1]l

52:% (X*—4X +2) .

Pour obtenir la projection de Q sur Ry[X], il suffit de calculer celle de X3. Pour cela on calcule les
produits scalaires avec les vecteurs de la base orthonormée obtenue.

(X3|Ey)=3'=6 , (X®|E)=4-3'=18,

enfin
1
(X° | By) = (51— 4 x 41+ 2 x 3)) = 18.
Alors
pr,(x](X?) = 18B; + 18F1 + 6Ey = 9X? — 18X +6,
puis

Pri,(x](Q) = Priyx)(X?) —3X +1=9X% - 21X +7.
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Exercice 53

1) Soit k£ un nombre entier naturel. On pose

n=0

Montrer que, si k > 1,

En déduire que la suite (uy/e)r>0 est une suite croissante d’entiers. Calculer uy lorsque k est compris
entre 1 et 4.

2) Montrer que 'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant
[ee]
P(n)Q(n)
(Pl =3 P,
n=0 ’

Trouver une base orthonormée de R3[X] par le procédé de Schmidt.

Solution

1) Si l'on pose

on a

Qpt1 (N +1 k 1
an n n+1’
et cette expression tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Il résulte de la régle de d’Alembert que la
série de terme général «,, converge.

Sik>1,o0na

||M8
3|3
||M8

et en utilisant la formule du binéme de Newton,

uk:i(z_:l <k21>(n—1)r> (n_ll)!'

n=1 \r=0

En permutant les sommations, on trouve alors

5 (7 (B5)-5(7) (55)
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On obtient bien
k_

—_

k—1
W:Z<T>W’
r=0
Avec de plus
1
T S
= n!

Le nombre wug/e est un entier positif. Alors, une récurrence immédiate montre que tous les nombres
uy /e sont des entiers positifs. De plus

k—1
Uy, k—1\u, _ up_q
— = E — > )
e r e e
r=0

et la suite (uy/e) est croissante.

On obtient successivement
U =uyg==€e , Uy =upt+u =2 , uz=ug+2u +ue =05 , ug=ug+3u;+3us+us=15e.

n)Q(n)

[o¢]
P
2) L’application qui a (P, Q) associe E ( ' est bilinéaire symétrique. On a
n!
n=0

P =Y PO

|
ne0 n.

et, si cette expression est nulle, alors P(n) est nul pour tout entier n. Le polynome P a dans ce cas
une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul. et ’on a bien un produit scalaire.

Construisons la base orthonormée déduite de (Py, Py, P2) par le procédé de Schmidt.

On remarque que
(XP[1) = up.

On a tout d’abord
1Po]|? = (P | Py) = up =€,

donc
oo L
Ensuite 1 .
(P1| Eo) \/E( 1) NG Ve,
donc
S =X—-—(X|E)Ey=X—1.
Alors

16101 = (X = 1].X = 1) = (X[ X) = 2(X [1) + (1]1) = uz — 2u1 +ug = ¢,
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ce qui donne
1 1
On continue en calculant

(X2’E0) = %U2:2\/E7
puis . .
(X By) = = (01 X) = (X 1) = - (g~ w2) = 3V
Alors
& =X?>—(X*|EE; — (X?|E))Ep=X?—3(X —1)—2=X?-3X +1.

Il reste & calculer la norme de ce polyndéme.
&l = (X*[1) = 6(X°|1) +11(X? 1) = 6(X [1) + (1|1)

ug — 6ug + 1lug — 6u; + ug
15e — 30e + 22e¢ — Ge + e = 2e,

et finalement

@:Lg’z (X% -3X +1).
&l

1
V2

Exercice 54

Montrer que 1'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

1
(PlQ) = / P#)Q(t) dt .
-1

1
2

Calculer (X™|1) quel que soit l'entier n et trouver une base orthonormée de R3[X] par le procédé
de Schmidt. Montrer que les polyndémes pairs et les polyndémes impairs constituent des sous-espaces
F supplémentaires orthogonaux. En déduire F- et F-+ pour ces sous-espaces.

Solution

L’intégrale précédente définit une forme bilinéaire symétrique. De plus, on a

1
/P(t)2 dt >0,
-1

et la forme est positive. Enfin si cette intégrale est nulle, puisque I'on intégre une fonction continue
positive sur [—1, 1], on en déduit que la fonction intégrée est nulle, donc que la fonction P est nulle
sur [—1, 1]. Alors le polynéme P a une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul, et 'on a bien
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un produit scalaire.

En particulier, si P est pair et () impair, le produit PQ) est impair et

(P1Q)=0.

Il en résulte que P et @ sont orthogonaux, et donc que le sous-espace & des polynémes pairs est
orthogonal au sous-espace .# des polyndémes impairs. De plus, puisque tout polyndme R peut s’écrire

R(X) = 5 (R(X) + R(=X)) + 5 (R(X) — R(=X)),

il est la somme d’un polynéme pair et d’'un polyndéme impair et les deux sous-espaces sont supplémen-
taires. Il en résulte alors que

It =P = ptt o P = g= g+,

1
/ 2P dt =
—1

(X2t 1) =0.

On obtient

(X%|1) =

l\’)l»—\

alors que

Construisons la base orthonormée déduite de (Py, Pi, Py, P3) par le procédé de Schmidst.

On a tout d’abord
|Po|? = (P | Po) =1,

donc
FEy=1.
Ensuite
(P1|Ep) =(X[1)=0,
donc
S =X—-—(X|EyEy=X.
Alors

161112 = (X | X) = (X*]1) = 3

ce qui donne

E = —@@1 V3X.
&1

On continue en calculant
(X?| Eg) = (X?[1) = <
puis
(X%|E1)=0.
Alors
1

& =X?—(X?|E)E, — (X?|Ey)Ey = X% — 3
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Il reste & calculer la norme de ce polynéme.

&7 = (X4|1)—§(X2|1)+ (1]1)
1 2+1_ 4
5 9 9 45’
et finalement
1 1
Foe L2 30 (e)
& 2 3
On poursuit en calculant
3 1 V3
(0 ) = VB(X 1) = %

alors, puisque
(X? | Ey) = (X* | Ep) =0,
on a
& =X3—(X3|E)E; :X3—§X.

On calcule le norme de ce polynéme

617 = (X°11) - (X' )+ o
6,34

ce qui donne finalement

Exercice 55

Montrer que l'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

1
(P1Q) = [ PIQ(H(1L - 1) de.
0

Calculer (X™|1) quel que soit l'entier n et trouver une base orthonormée de Ry[X] par le procédé

de Schmidt.

Solution

L’intégrale précédente définit une forme bilinéaire symétrique. De plus, comme ¢(1 — t) est positif sur
10, 1, on a

1
/P(t)2t(1 —t)dt >0,
0
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et la forme est positive. Enfin si cette intégrale est nulle, puisque 'on intégre une fonction continue
positive sur ]0, 1[, on en déduit que la fonction intégrée est nulle, donc que la fonction P est nulle
sur |0, 1[. Alors le polynome P a une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul, et 'on a bien
un produit scalaire.

On a alors
tn+2 tn+3 1

n+2 _n+3]0: (n+2)(n+3)°

1
Xn ’ 1 / tn+1 tn+2 di = |:
0

On en déduit que
1

(p+q+2)(p+q+3)

Construisons la base orthonormée déduite de (P, Py, P») par le procédé de Schmidt.

(XP|X) = (XPT]1) =

On a tout d’abord

1
Il = (P o) =
donc
Ey=6.
Ensuite 7
6

(Py | Eo) = V6 (X|1) = 22,

donc )
& :X—(X|E0)E0:X—§.

Alors

6117 = (X = 1/21 X = 1/2) = (X X) = 2(X [1/2) + (1/2]1/2) = g = 5o+ 50 = 000

ce qui donne

1
Ey=—&=v30(2X —1).
[l
On continue en calculant /6
6

(X2 | EO) = % 5

puis
1 1 V30
2 _ 2 2 _ R R
(X2| Ey) = 2v/30 [(X | X) — (X2 1/2)] 2v/30 (30 4()) .

Alors

1 3 1
& =X?— (X% |E\)E, — (X?|Ey)Ey = X% — <X——> - :X2—X—|—g.
Il reste & calculer la norme de ce polynéme.
7
5 (
1 2 7 1 1 1

42 30 * 100 30 - 150 2100’

167 = (1) =203 1)+ 1 (X 1) — 2 (X 1) + 5 (1]1)
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et finalement

Ey = H;H 10\/—< X+%>:2@(5X2—5X+1).
2

Exercice 56

Montrer que 1'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

1
(P|Q) = /P )tIntdt.
0

Calculer (X" |1) quel que soit l'entier r et trouver la projection orthogonale de X" sur Ry [X].

Solution
La fonction qui & ¢ dans |0, 1] associe tlnt se prolonge en 0 par continuité par la valeur nulle. Il en

résulte que l'intégrale existe. Elle définit une forme bilinéaire symétrique, et puisque, sur |0, 1], le
nombre Int est négatif, il en résulte que

1
(P|P) = /P(t)z(—tlnt) dt>0.
0

Enfin si cette intégrale est nulle, puisque I'on intégre une fonction continue positive sur |0, 1[, on en
déduit que la fonction intégrée est nulle, donc que la fonction P est nulle sur |0, 1[. Alors le polynome
P a une infinité de racines. C’est donc le polyndéme nul, et ’on a bien un produit scalaire.

On obtient en intégrant par parties

! . 42 1 ! g+l 42 1 1
Xrl t' T Intdt = — Int dt = =
) / . [7‘4—2 n]0+/r+2 [(7‘—1—2)2}0 (r+2)2
0 0
On en déduit que
1
XP| X1 XPta|q - .
(07| X0 = (XM ) = e

Premiére méthode : on cherche une base orthonormée (Ey, E1) de R;[X] par le procédé de Schmidt a
partir de la base (P, P1) = (1, X).

On a

9 1
1ol = (ol o) =
donc Ey = 2. Ensuite

(P P1) =g
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82
puis
4
glzpl—(Pl‘Eo)E():X—g.
On a alors
8 16 1 81 16 1 17
ElE)=(P|P)—=P|P)+—=(P|P)=—=—=-+ ——-=—
(G1]6) = (PP) =5 (P P)+ o (RIR) =5 -55 571~ 362
donc
36 4
Fi=— |[X-2].
' m( 9>
Alors
2
X" Ey) =2(X" | Ry) =
(X7 E0) = 20X | R = g
puis
36 4 36 1 4 1
— — (X" | P, = _ = )
x 1) = % (rap 5 5ep)

(X7 = o (X717~ g

La projection de X" sur Ry[X] est alors

1

.36 1 2
erl[X](X ): \/ﬁ <(7‘+3)2 - > Ey+ ——5 Eo,

4
9 (r+2)2 (r+2)2

ou encore
362 r(5r +12) (X B %) N : 4

e = T 5 2Re 1 3P 9) " (r+2y
144 r(5r + 12) 36 (I —=r)(7r+17)
17 (r+2)2(r + 3)? 17 (r+2)2(r+3)%°

Deuxiéme méthode : on cherche aX + b pour que X" — (aX + b) soit orthogonal & R;[X], en résolvant

)

le systéme
{ (X" —(aX +0)]1)=0
(X" = (aX +b)|X)=0

c’est-a-dire
1 a b
0

On retrouve alors les coefficients obtenus plus haut.
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Exercice 57

Montrer que l'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

1
(P|Q) = P0)Q(O) + / P/(0)Q'(t) dt
0

Calculer le produit (P, | FP,). Trouver une base orthonormée de R3[X] par le procédé de Schmidt.
Trouver le supplémentaire orthogonal dans R3[X| du sous-espace engendré par 1 4+ X et 2 — 3X.

Solution

La bilinéarité et la symétrie étant évidentes, on regarde
1
(P|P) = P(0)% + /P’(t)2 dt .
0
Cette expression est toujours positive. Lorsqu’elle est nulle, on a nécessairement
1
P(0)=0 et /P/(t)2 dt,
0

et puisque P’ est continue sur [0, 1], on en déduit que la fonction P’ est nulle sur cet intevalle. Alors
la fonction P est constante sur [0, 1] et s’annule en 0. Il en résulte que la fonction P est nulle sur
[0, 1]. Alors, le polynome P est nul puisque il a une infinité de racines. Il en résulte que 'on a bien
un produit scalaire.

Remarquons que
(Fo|Q) = Q(0),

et donc que Py est orthogonal a tout polynéme nul en 0.

Si p et ¢ sont non nuls

1
P.lP) = tp+q_2dt:L.
(p’ 7) O/Z)q Ptqg—1

En particulier
(Pp | P)=1.

Construisons la base orthonormée déduite de (Py, Pi, Ps, P3) par le procédé de Schmidst.

Comme
1Pl = [|1P])* =1

on a tout d’abord
Ey=PFP et E1=DP.
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Ensuite
& =P — (P|E)E,=X>-X.
On a alors
4 1
(£2’£2):(PQ’PQ)—2(P2‘P1)+(P1’P1)25_2"_1:g,
donc
By =V3(X?-X).
On a aussi
3 V3
(P3‘E2):\/g((PBIPz)—(P?,\Pl)):\/g(5_1>:77
d’ou
3 1
@@3:PS—(P3\E2)E2—(P3\E1)E1=X3—§X2+§X.
Alors
2 31 %3 31 v2y 14 2 (w2 w2 3 3, 9 1
617 = (X*1X%) ~3(X*| X%) + § (X7 X%) + (X*| X) = 5 (X] X) + 7 (X| X)
9 9 3 1 1
- - _Z 1242 = =
5 2—1_3+ 2+4 20°

et finalement
Ey=+5 (2X° - 3X* + X) .

Les polynémes 1 + X et 2 — 3X sont linéairement indépendants. Ils forment une base de R;[X], de
méme que Ey et Ep. Dans R3[X] le supplémentaire orthogonal de Ry[X] est engendré par Fs et Ej.

Une autre maniére d’obtenir cet espace est de chercher les polynémes P de degré au plus 3 tels que

(P Fy) = (P|P1)=0.

1

(P|P) = /P’(t) dt

0

I
)
=
|
h
S
&
=
=
]
h
S

Le sous-espace est formé des polyndémes tels que

c’est-a~dire des polynomes divisibles par X (X — 1). Dans R3[X] c¢’est donc I'ensemble des polynémes
de la forme

P(X) = (aX +b)X(X —1).

On remarque que Fs et F5 sont bien de cette forme.
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Exercice 58

Soit f une fonction continue strictement positive sur |a, b[ (a < b, a et b finis ou non) telle que,
pour tout entier naturel n, 'intégrale

b

I, = /t"f(t) dt

a
converge. Montrer que I'on définit un produit scalaire sur C,[X] en posant

b

(P1Q) = / PHQ)f(t) dt

a

Soit (Eg, ..., Ey,...) la base orthonormée construite a partir de la base canonique par le procédé
de Schmidt. Montrer que si n > 1, le polynome FE,, est un polynéme de degré n dont les racines
sont simples et appartiennent toutes a l'intervalle |a, b|.

Solution

L’intégrale précédente définit une forme hermitienne, linéaire par rapport a la deuxiéme variable. De
plus, comme f(t) est positif sur |a, b[, on a

b
(P|P) = / PP F(t)dt >0

et la forme est positive. Enfin si cette intégrale est nulle, puisque I'on intégre une fonction continue
positive sur ]a, b[, on en déduit que la fonction intégrée est nulle, donc que la fonction P est nulle
sur |a, b[. Alors le polynéome P a une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul, et 'on a bien
un produit hermitien.

Par le procédé de Schmidt,

n—1
En=X"=) (Ex|X")E}.
k=0
Si Ej est de degré k pour 0 < k <n — 1, on en déduit immédiatement que &, puis F, est de degré n.
Donc, par récurrence, le polynéme FE,, est de degré n quel que soit n.

Soit n > 1, et soit zg une racine de £,,. On a donc
En(X) = (X — 20)Qn(X),

o @, est de degré n — 1. Comme @,, appartient & C,,_1[X], on a alors
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et en prenant la partie imaginaire

b
m(Qy | Ey) = — Im g /\Qn(t)y2f(t) dt = —Tmag | Qul2 = 0.

Il en résulte que Im x( est nulle et donc que xg est réelle.

Si xg appartenait a R\ Ja, b[, alors t — zp garderait un signe constant sur |a, b[ et la fonction qui a
t associe |Qy,(t)|>(t — x0) f(t) également. Comme cette fonction n’est pas la fonction nulle sur Ja, b[,
'intégrale ne pourrait étre nulle. Donc z appartient a ]a, b[.

Supposons n > 2. Si xq était racine double, on aurait

En(X) = (X = 20)Ra(X)
avec R, de degré n — 2. Alors, en posant

Qn(X) = (X — z0) Rn(X)

on aurait
0= (Rn | En) = (Qn | Qn) = ||Qn||2 )

d’ou une contradiction. Les racines de E,, sont donc simples.

Exercice 59

Montrer que dans R[X] on définit un produit scalaire en posant

o0

/ POQ(t)e " dt .

—0o0

1
(P\Q)—ﬁ

2) Caculer (X™|1) pour tout entier n et déterminer les polynomes orthonormés de R3[X] déduits
de la base canonique par le procédé de Schmidt.

Solution

1) Soit k un entier naturel. On remarque tout d’abord que
lim #2the=* = 0.
t—=+o0

Donc pour |t| assez grand
1

)
[tle™" < 5.

et les intégrales
o0

I, = /tke_t2dt

—00
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convergent. Alors (P |Q) est défini quels que soient les polyndémes P et @, et 'on obtient ainsi une
forme bilinéaire. De plus, comme e~ est positif sur R, on a

/ P(t)%e"dt >0,

et la forme est positive. Enfin si cette intégrale est nulle, puisque I'on intégre une fonction continue
positive sur R, on en déduit que la fonction intégrée est nulle, donc que la fonction P est nulle sur R.
Alors le polynéme P a une infinité de racines. C’est donc le polynéme nul, et I'on a bien un produit
scalaire.

2) Tout d’abord, on remarque que Ig, 41 est nulle, puisque 'on intégre alors une fonction impaire sur
R, donc
(X2n+1 | 1) =0.

De maniére générale, un polyndéme pair est orthogonal a un polynéme impair.

En intégrant par parties

oo o0

t2ntl 2] 2 2 2
Iy = | e Pdt = — / R
2n / ¢ i1’ | Tt ¢ o 4 122
—0o0 —0o0
ce qui donne la relation de récurence
2n +1

Iopto = 5 Iy,

A partir de
[e.9]
Ip = / e dt = /7,
—00

on obtient @ Do (2n)

n—1)... n)!

I2n - on \/7_T - 22nn| \/7_T7
donc (2n)
2n
2 _

(XT1) = Sy

En particulier
1 3 15
=1, =3 . K=" quadx*|1)="".

On cherche la base orthonormée par le procédé de Schmidt. Tout d’abord
Ey=1.

Ensuite )
s =X et |G =(X"|1)= 3
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d’ou
Ey=v2X.
On continue avec )
5’2:X2—(X2|1):X2—§.
Alors X s 11
SIP=X) - (X} D) +-(1)="-4-=2
I8]7 = (X 1) = (1) + 3 () =5 -5+ 5 =3,
et donc
1
Ey =2 <X2 — 5) :
Enfin 5
& =X~ (X*|E)E =X3—2(X4\1)X:X3_§X,
pone 9 5 9 9 3
2 _ 6 o 4 Y 2 _ 27 J_°

IEsI1* = (X° 1) =3(xX )+ 5 (X)) =2 =S+ 2= 7

ce qui donne
By = 2 <X3—§X> —i(2X3—3X)
3 73 5 5 .
2.4 Autres espaces
Exercice 60
1
Déterminer le nombre a =  inf / (sin(mt) — at® — bt — c)* dt
(a,b,c)ER3

Solution

On se place dans I'espace vectoriel des fonctions continues sur [—1, 1] muni du produit scalaire

1

/ f(t)g(t) d.

-1

(flg) =

DO | =

Si 'on pose
p(x) = sin(mz),

le nombre « s’interpréte comme

a = 2d(p, Rao[X])* = 2|l — pri,x) ()11



2.4. AUTRES ESPACES

On a donc
a=2[Ig ~ (01 B + (o1 B + (0] Ba)°)].

ou (Ey, Eq, E5) est une base orthonormée de Ry X].

En utilisant la base obtenue dans ’exercice 54

et, puisque ¢ est impaire, on a
(¢ | Eo) = (¢|E2) =0.

Alors, en tenant compte de la parité et en intégrant par parties,

L 1
(90|E1)=\/§0/tsin(7rt)dt:\/§ [_t%ﬁrﬂbo/mdt _

Par ailleurs
1 ) .
lol? = [ sin?rt)de = [ 51— costemt)) di = 5.
0

Finalement

89

Exercice 61

Pour tout entier naturel non nul n, soit f,, la fonction définie sur [0, 1] par

muni G du produit scalaire
1
(F19) = [ Ftgt0) dt.
0

1) Montrer que fy n’appartient pas a F'.
2) Montrer que la suite (|| fn — foll)n>0 converge vers 0.

3) Montrer que si g appartient & F*, on a, pour tout n > 0

(g [ fo)l < llgll I fo = full -

En déduire F*, puis F-1+. Que constate-t-on ?

Soit également fy la fonction constante égale a 1. Soit G le sous-espace vectoriel de €([0, 1])
engendré par les fonctions (fy,)n>0 et F' le sous-espace de G engendré par les fonctions (fy)n>0. On
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Solution
1) Pour tout élément f de F, on a f(0) =0, donc fy n’appartient pas a G.

2) On a
Ifo = foll® = [ (Vt-1)dt

(t2/m — 2tY™ 4 1) dt

o oY~ _

t1+2/n ti+1/n
= — + ¢

2 1

2 +1 =+1 0
B n 2n 1
 on+2 n+1 '

On constate que
lim || fn = fol* = 0.

n——+00
3) On a
(91fo) = (gl fo— fa) + (g fn)-

Mais g est dans F'*, donc (g | f,) est nul. Alors, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz

(g1 fo)l = [(g ] fo— Fu)l < llgll1lfo = full-

Il résulte alors de 2) que

(g1 fo) =0.

Finalement g est orthogonal & tout élément de G et donc g = 0, ce qui donne
Ft={0} et F't=a.

Dans cet exemple F est inclus strictement dans F-+.

Exercice 62

Soit E 'espace vectoriel des fonctions réelles développables & 'origine en série entiére de rayon plus
grand que 1.

1) Si
flx) = Z apz” et g(x) = Z bpz"
n=0 n=0

sont dans F, montrer que
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o0
= E anbpz”
n=0

est aussi dans FE.

2) Montrer que si a est un nombre fixé dans |0, 1[, on définit un produit scalaire sur E en posant

(flg) = Zanba.

3) En déduire que si a appartient a [0, 1]

/2

1—a'

Solution

Soit = et 2’ tels que
lz| < |2'] < 1.
On écrit .
|anbn||2|" = |an|2'["|bnl —,

Comme |z/2'| < 1, la série de terme général b, (z/2')" converge absolument et le terme général est
borné. Il existe M tel que, pour tout n

n
<M,

T
|bn| II:/

et donc
|anbn|[z]" < Mlag|[z"|" .

Comme la série de terme général a,,z], converge absolument, la série de terme général a,b,z" converge
absolument pour tout |z| < |2’|. Son rayon de convergence R est donc supérieur a |z/|, et comme on
peut choisir |2’| aussi prés de 1 qu’on le désire, on en déduit que le rayon R est supérieur au égal a 1.

o0
= E anbnx™
n=0

La série

est bien dans E.

2) D’aprés ce qui précéde, si f et g sont dans E et si 0 < a < 1, la série

(flg) = Zanba

converge et définit une forme bilnéaire symétrique sur E. De plus

(f1f)= ZCLQa">0
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et cette somme est nulle si et seulement si tous ses termes sont nuls, ce qui implique que a, est nul
pout out n, donc que f est nulle.

3) En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux séries
> 1 =z
x) = i et x) = —
f(x) 1;) — et g(x) 1;) NG

qui sont respectivement de rayon 1 et infini, on a alors

[(FLal < 1f gl

d’ot, si a appartient a |0, 1],

(55 = (%) (55) =

et donc
i a _ ea/2
n=0 V! a ,1—CL,
ce qui reste vrai si a = 0.
Exercice 63
Soit n > 2 et x1,...,x, des nombres réels tels que 1 < ... < z,. On note A = {x1,...,x,}, et E

I’espace vectoriel des applications de A dans R, que 'on muni du produit scalaire

(flg)=>_ Flap)g(zr) .
k=1

On note

= — t = — ;) T .
m . kg 1wk et o . E (x; —m)

k=1

1) Soit F' le sous-espace constitué des restrictions a A des fonctions affines. Trouver une base
orthonormée de F'.

2) Exprimer la projection orthogonale p(f) d’un élément f de E sur F. Comment peut-on interpréter
géométriquement cette projection ?

3) Pour tout couple (a,b) de nombres réels on pose
Gap(T) =ax +b.

Déterminer a et b pour que les fonctions a +— ||f — gap||> et b — ||f — gapl|® soient minimales.
Retrouver ainsi les résultats obtenus.

4) Application : f(1) = -1, f(2) =0, f(3)=2.
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Solution

1) Soit ey et eg les restrictions & A des fonctions z — 1 et x — x respectivement. Elles constituent une
base de F'. On applique le procédé de Schmidt. On a

n

lea* =) 1=mn,

k=1
donc

Elz €1 .

Sl-

Ensuite
=e e =e erler) =e gaz e =e mej .
2 2 2| £1)L 2 2|€1 2 nklk 1 2 1

On calcule maintenant
n

1617 = > (2 = m)* = no®,

k=1
d’ou !
EQZ J\/ﬁ(eg—mel).
2) On a alors
p(f) = (fIE)EL+ (f | E2)E:
= % (kzz: T > e + L <; fag)(zk —m)> (eg — meq)

= ( fz)(zk, —m )62—1—( Zf:l?k——Zf:Ek Tk —m ))
k=1

La norme || f — p(f)|| est minimale puisque p est une projection orthogonale. Cela s’interpréte en di-
sant que p(f) est la restriction & A de la droite affine qui passe "au plus prés" des points du plan de
coordonnées (z;, f(z;)) en ce sens que la somme des carrés des distances entre les points (x;, f(z;)) et
(4, p(f)(x;)) est minimale. (En probabilité c’est la droite de régression linéaire).

3) On a

n

If = gapll* = (f(zk) — (azi + b))

k=1
En dérivant par rapport & a on obtient un minimum si

n

S (F(ax) — (azy + b)zi = 0.

k=1
En dérivant par rapport & b on obtient un minimum si

n

S (f(an) — (azg + b)) = 0.

k=1
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On obtient a et b en résolvant le systéme ainsi obtenu qui s’écrit encore

aZx%—anm = Zxkf(xk)
k=1

k=1

am +b = %Zf(:nk)
k=1

Le déterminant de ce systéme vaut
n n n
D= Z:Ei —nm? = Z(mk —m)*+2m Zxk —2nm? = no?.
k=1

k=1 k=1

On a ensuite

Do = wpflag) —m Y flax) =Y flax)(@p —m),
k=1 k=1 k=1
d’out
a=— 3 F) o —m),
k=1
puis

n n

Fla) —am = T 37 ) — o 3 o)k~ m),
k=1

k=1

S

k=1
ce qui redonne bien les résultats du 2).

3) On prend donc x1 =1, x9 = 2 et 3 = 3. On a alors

ce qui donne
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Exercice 64

1) Montrer que toute algébre 7’ de matrices carrées complexes d’ordre p qui est aussi un corps de
neutre I, est CI,.

2) Soit &7 une sous-algébre de ., (C) intégre, de neutre N, stable par conjugaison. On munit .o/
du produit scalaire

(A|B) =tr(AB").
a) Soit A une matrice non nulle de o/. Déterminer 'orthogonal des ensembles .¥ = {BA | B € </}
et 7 ={AB | B € &}. En déduire que &7 est un corps. Qu’obtient-on si N = I, ?

b) Si N # I,, montrer que N est la matrice d'une projection p de C™ dans lui-méme. En déduire
qu’il existe P telle que

I, 0O
P NP—[0 0}.

Montrer que pour toute matrice A de &/ il existe une matrice A’ de .#,(C) telle que

P—IAP _ |:A/ 0:| :

0 0

et que Papplication ¢ de & dans .#,(C) qui a A asocie A’ est injective. En déduire que Im) est
un corps de neutre I, et que &7 = CN.

Solution

1) Si le corps a pour neutre I, et si A est une valeur propre d’une matrice A de 'algébre «7’, la matrice
A — M, est dans @/’ et nest pas inversible. Comme &7’ est un corps, cette matrice est nulle. Donc
A = X, et I'ensemble &7’ est inclus dans CI,,. Comme 'inclusion inverse est vraie on a l'égalité.

2) On remarque que .o/ contient en particulier I’ensemble CN.

a) On a
(BA|C) =tr(BAC*) = tr(B(CA*)*) = (B|CA").

Si C appartient & # =+, ce produit scalaire est nul et C'A* est orthogonal & toute matrice B de <7, donc
C A* est nulle. Mais A* n’est pas nulle et .o est intégre, donc C est nulle. Il en résulte que .7+ = {0}.
De méme, en raison des propriétés de la trace,

(AB|C) = tr(A(BC)) = tr((BC*) A) = tr(B(A*C)*) = (B| A*C),
et de nouveau ¢ L+ = {0}. Alors, puisque &7 est de dimension finie, .# = I =4
En particulier, il existe B et B’ tels que

BA=AB' =N,

Mais dans ce cas

B(AB')=BN =B et (BAB =NB =B,
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donc B = B’ est I'inverse de A. Il en résulte que tout élément non nul est inversible (dans I’anneau
g/), donc que &7 est un corps.

Si N = I, il résulte de 1) que & = CI,.

b) Si N # I,,, comme N est 'élément neutre de la multiplication, on a N2 = N, donc N est la matrice,
dans une base de C*, d’un endomorphisme p tel que p? = p c’est-a-dire d’une projection. En choisissant
une base de C" formée d’une base de Im p et d’une base de Ker p, on peut la diagonaliser, et il existe
une matrice inversible P telle que

I, 0
_ p—1 —_ |
Ny =P NP—[0 0}.

Soit A dans o/ et Ay = P~'AP. En posant

A B
e
et puisque
,A1Aﬁ ZiAﬁfh_:,Al
on obtient

AB A 0] [A B
o o| |C" o| |C DY’
et donc les matrices B’, C’ et D’ sont nulles, c’est-a-dire

4y = [A’ 0} .

0 0

Si A" est nulle, alors P~'AP est nulle, donc A est nulle, et Iapplication 1) qui & A associe A’ est
injective. De plus

Y(N) =1Ip.
On peut écrire 1»(A) comme un produit de matrices. Si 'on pose
I
Belor)
p On—p
on a alors
LA, = A

et Papplication 1) qui & A associe A’ est alors définie par
Y(A) = ',P AP,

De plus
I, 0O _
Lgvbz[g 0}:}’1NP.

L’application v est linéaire. On vérifie facilement que ¥ conserve la multiplication, en effet

Y(A)Y(B) = 'J,P~tAPJ, ' J,P ' BPJ, = 'J,P ' APP"'NPP'BPJ,,
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d’ont
Y(AW(B) = J,P T ANBPJ,,

mais, puisque N est le neutre de la multiplication
B(ANG(B) = Y,P ABPJ, = $(AB).

Par ailleurs, comme 1 est injective et puisque &7 est un corps, 1¥)(A) = Im est aussi un corps de
neutre ¢(N) = I,. Alors Im1) est une algébre de matrices carrées complexes d’ordre p et un corps de

neutre I,,. Donc
Imy = CI, .

Il en résulte que pour toute matrice A de o7, il existe A dans C tel que

V(A) = Ay,

et donc

Finalement
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Chapitre 3

ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME

3.1 Généralités

Exercice 65

Soit F un espace euclidien et 1) un endomorphisme de E. On appelle adjoint de ¥, un endomorphisme
¥* qui vérifie, quels que soient X et Y dans F

(W(X)[Y) = (X[¢"(Y)).
Si ¢* =1, on dira que ¢ est autoadjoint et si ¢* = —i qu’il est antiautoadjoint.
1) Montrer que si 1)* existe, il est unique.

2) Montrer que I'ensemble .# des endomorphismes ¢ de E pour lesquels ¢* existe est un sous-espace
vectoriel de Z(F) stable par composition et contenant Idg, et que, si ¥ est dans .% alors il en est
de méme de ¥*. Si ¢ et 1 sont dans .# et si A est un scalaire, que valent

(e +9)", (po)", (M), (v7)", 1dg .

3) Montrer que 'on a toujours
Imy* C (Kery)t et Kery* C (Imep)t.

4) Si E est de dimension finie, montrer que ¢* existe pour tout ¥ de Z(E) et que si A est la matrice
de 7 dans une base orthonormeée, alors celle de ¥* est, dans la méme base, la matrice A*. Montrer

aussi que
Imy* = (Kertp)™ et Kerey* = (Imep)*,

et que
dim Ker ¢* = dim Ker ) .
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Solution

1) S’il existe deux adjoints ¥* et ¢’ de 1, alors, quels que soient X et Y,

WX)[Y) = (X [¢"(Y)) = (X [¢(Y))

et donc

(X[ (@ =¢)(Y)) =0.
Alors, pour tout Y, le vecteur (¢p* — ¢’)(Y) est orthogonal a E, donc est nul, ce qui montre que I’en-
domorphisme ¥* — ¢’ est nul, d’ont 'unicité de I'adjoint.

2) Silon a, quels que soient X et Y dans F
(PX)Y) = (X[e"(Y)) et ((X)|Y)=(X][P"(Y)),
alors, en additionnant membre & membre
(e +)(X)|Y) = (X | (" +¢")(Y)),

donc ¢ + ¢ admet un adjoint, et par unicité,

(p+o) ="+
On a aussi

(po(X)|Y) = ((X) [ (Y))) = (X[ (¢"(Y))),

donc ¢ o 1) admet un adjoint, et par unicité,

(pot))" =4 op".
Si A est un scalaire,

(M) Y) = ((X) [AY) = (X [¢"(MY)) = (X [ )™ (Y)),
donc A\ admet un adjoint, et par unicité,
(M) = A"

Bien sir

(dp(X)|Y) = (X|Y) = (X | ldg(Y)),

donc Idg est autoadjoint.

Enfin

W (X)[Y) = (Y [¢*(X)) = (V)| X) = (X [¢(Y)),

donc ¥* admet un adjoint et par unicité,
W) =v.
3) Si X appartient au noyau de v, on a, quel que soit Y,
0=@X)Y)= (X9 (Y)).
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Il en résulte que ¥*(Y) appartient a orthogonal du noyau de 1, donc que
Imy* C (Kere)t.

Alors, en inversant les roles de ¥ et ¥*,
Im¢ C (Kery*)®,

puis en prenant les orthogonaux
(Im 1))+ D Keryp*.

4) Soit # = (e1, ..., €,) une base orthonormée de E, et A la matrice de 'endomorphisme ¢ dans cette
base. Alors A* = A est la matrice d’'un endomorphisme ¢ dans la base Z. Si I’on confond le vecteur
X avec sa matrice colonne dans la base 4, on a

(X|Y)=XY.

Dans ce cas
(W(X) V) = "AX)Y = 'XTAY = (X |¢(V)).

Donc 1 a pour adjoint ¥* = ¢ et la matrice de ¢* dans la base % est A*.

Il résulte des inclusions de 3) que
dim(Im ¢*) < dim(Ker ¢))* = dim F — dim Ker ¢) = dimIm ),

et
dim(Ker ¢*) < dim(Im )" = dim E — dim Im ) = dim Ker ).

Mais, puisque
dim(Im ¢*) + dim(Ker ¢*) = dimIm ¢ + dim Ker¢ = dim F ,

les inégalités précédentes sont en fait des égalités. Alors, puisque
Ime* C (Kery))t et dimIme* = dim(Ker )t

on a en fait
Imy* = (Ker)*,

et de méme
Ker* = (Im)*.

Exercice 66

Soit E un espace euclidien complexe de dimension finie, £ une forme linéaire non nulle sur £, Py un
élément de E de norme 1. On définit un endomorphisme L de E en posant

Déterminer L*.
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Solution

Le noyau de L est celui de £ donc c’est un hyperplan de E. Si P appartient a cet hyperplan

(PILYQ)) = (L(P)|Q) = 0.

L’image de L* est incluse dans (Ker £)* qui est une droite vectorielle. Soit Qp un vecteur directeur de
cette droite de norme 1, il existe alors un nombre x(Q) tel que

La relation
(L(P)|Q) = (PIL*(Q)),

s’écrit

’“U

((P)(Py| Q) = x(Q)(P[Qo),

En particulier, si P = Qg,

£(Qo)(Po| Q) = x(Q)(Qo| Qo) = x(Q),
et

X(Q) = £(Qo) (P ] Q)

Donc

L*(Q) = £(Qo)(Fy | Q)Qo -

Exercice 67

Soit ' un espace euclidien réel de dimension finie, F' et G deux sous-espaces supplémentaires de F,
ainsi que A et 4 deux nombres réels distincts. On définit un endomorphisme u de E en posant

u(x):{ A sizel

pur size@G

Déterminer u*. Que se passe-t-il si F' et G sont orthogonaux ?
Cas particuliers : A=1et u=0; A=1et p=—1.

Solution

On a donc
Ker(u — Aldg) = F et Ker(u—pldg) =G.
Si x s’écrit
r=f+g
avec f dans F' et g dans G, on a
u(z) = Af +pg,
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donc
u(z) = Az =(u—ANg et u(@)—pr=0AN-pf,

ce qui montre que

Im(u —Aldg) CG et Im(u—pldg) C F.
Puisque F' et G sont supplémentaires et d’aprés le théoréme du rang, on a les égalités
dimIm(u — Aldg) =dimEF —dim F =dimG et dimIm(u— pldg) =dimE — dimG = dim F',
d’ou
Im(u —Aldg) =G et Im(u—pldg)=F.
Alors

Ker(u* — AIdg) = Im(u — AMdg)t =Gt et Ker(u* — pldg) = Im(u — pldg)t = FL.

On a finalement

" {/\3: siz e Gt
u(x) =

pr  sixe Ft

Si F et G sont orthogonaux, on a - = G et G+ = F. Il en résulte que u* = u. Donc u est autoadjoint.

SiA=1et u =0, alors u est la projection sur F, parallélement a G. Il en résulte que u* est la
projection sur G-, parallélement & F=.

Si A=1et u=—1, alors u est la symétrie par rapport & F', parallélement a G. Il en résulte que u* est
la symétrie par rapport a G, parallélement a F--.

Exercice 68

Soit L un endomorphisme de C" de valeurs propres distinctes aq, ..., a; associées aux sous-espaces
propres I, ..., F}, et soit A la matrice de L dans une base orthonormée.

1) Montrer que les valeurs propres de L* sont les conjuguées de celles de L et au méme ordre et que
le sous-espace spectral de L associé a a, a méme dimension que que le sous-espaces spectral de L*
associé a a,.

2) Soit A une matrice carrée d’ordre n. Montrer qu'il existe S symétrique et inversible telle que
A* = S71AS.

3) On suppose que L est diagonalisable. Montrer que L* est diagonalisable et que le sous-espace
propre associé a a; est
G; = (Fl@...@F}_l@ﬂ+1@...@Fk)J‘.
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Solution

1) Si A est la matrice de L dans une base orthonormée, celle de L* dans la méme base est A* et puisque
A et 'A ont le méme déterminant, on a

det(A* — al) = det(*A — al) = det(*A — al) = det(A — al) .

Il en résulte que det(A* — al) est nul si et seulement si det(A — al) est nul et done, que si a est valeur
propre de A, alors a est valeur propre de A* et au méme ordre.

Par ailleurs, puisque
Ker(A* — a,1)" = (Im(A — a,I)")*

on a
dim(Ker(A* — @,1)") = dim(Im(A — a,1)")* = n — dim(Im(A — a,1)") = dim(Ker(A — a,1)").

Les deux sous-espaces spectraux ont donc méme dimension.

2) Pour un bloc de Jordan d’ordre n

ot les éléments omis sont nuls, soit la matrice d’ordre n

1
Un: Y

les autres éléments étant nuls. Alors
n(a) = Updy(a)U, ,

car, multiplier & droite par U, revient a faire une symétrie par rapport a la médiatrice verticale, et
multiplier & gauche, par rapport a la médiatrice horizontale. En effectuant le produit U, J,(a)U,, on
effectue donc une symétrie centrale sur la matrice J,(a) et comme J,,(a) est symétrique par rapport a
la deuxiéme diagonale, le produit U, J,(a)U, est bien J,(a). On remarque que U, est symétrique et
sa propre inverse. Alors, pour une matrice de Jordan

Jnl(al)
T: s

si 'on pose
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alors

‘T =UTU,

et de plus, la matrice U est symétrique et sa propre inverse. (Si T' est diagonale alors U = I).

Soit T' la forme de Jordan de A. Il existe H telle que
T=H"'AH.
Alors
tT — tH tA tH—l

donc

A="'"H1'T'H = '"H'UTU'H = '"H'UH'AHU 'H = (HU 'H) ' A(HU 'H),

et en conjuguant

A*=(HU'H) A (HU'H),

Si 'on pose

S=HUMH,

on obtient

A* = S7TAS

et la matrice S est symétrique.

3) Soit A la matrice de L dans une base orthonormée. Si A est diagonalisable, il en est de méme de A,
et le calcul précédent montre A* est semblable a A, donc est également diagonalisable.

Soit  un vecteur propre de L associé a a;, et y un vecteur propre de L* associé & a,. On a
Js r

aj(x]y) = (ajz|y) = (L(x)|y) = (z| L (y)) = (x| ary) = ar(x]y).

Dongc, si j # r, le nombre (z|y) est nul et le sous-espace G, est orthogonal & tous les sous-espaces F);
donc & leur somme directe. Il en résulte que

G C(F®.. 0F 10F 1 ®...0F)".

Comme on a
dimFy +...+dimF,. =n,

alors
dm(F1 & .. 0 10 F 0 ®...0F)=n—dimF,,
puis
dimG, =dimF, =dim(F, & ... 0 F, 1 ® F © ... ® Fp)*t

ce qui montre ’égalité
Gr:(Fl@...@Fr—l@Fr+1€B...@Fk)l.

Remarque : puisque l'on a
(F+G)-=F-nG,
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on a aussi
G, =Fn..nFX NnFLn...nF-.

Exercice 69

Soit E/ un espace euclidien de dimension finie.
1) Soit f un endomorphisme autoadjoint positif de E. Montrer que, pour tout = de E

1f (@) < Allz|
ol A est la plus grande valeur propre de f. Quand a-t-on égalité?

2) Soit f un endomorphisme de E. Montrer que, pour tout = de F

1f (@) < Vel
ou u est la plus grande valeur propre de f*f. Quand a-t-on égalité?

3) Soit B une forme bilinéaire. Montrer qu’il existe une constante « telle que, quels que soient z et

y dans F,
1Bz, y)| < allz|lyll-
Solution
1) Si f est autoadjoint positif, il se diagonalise dans une base orthonormée (ey,...,e,) de vecteurs
propres. Si les coordonnées de = dans cette base sont (z1,...,x,), alors

n
f) = Awer,
k=1
et les valeurs propres A sont positives. On a donc
n
2 2.2
£ @)1* =" A,
k=1
et 'on majore cette somme, ce qui donne

2
1@ < (s X) Yoat = ( sup A)
SJsn

d’ou

7@ = (s A llel

On obtient bien que
1f @) < A=,



3.1. GENERALITES 107

ol A est la plus grande valeur propre de f.

L’égalité est obtenue lorsque, pour tout k,

Nox? = ( sup A?) 7.
1<j<n

Silon a

A < sup Aj
1<j<n

cela nécessite que xy soit nul. Les seules coordonnées non nulles correspondent aux indices i tels que
\; soit la valeur propre maximale \. Alors z est un vecteur propre associé a A.

2) Si f est un endomorphisme quelconque
1F@)|? = (f(2) [ f(2)) = (=] f*f (=)
En utilisant I'inégalité de Schwarz
£ @)IP < ) |1 f @)
puis en utilisant 1), puisque f*f est autoadjoint positif,
@)l < plizl,
ou u est la plus grande valeur propre de f*f. On obtient bien que

£ @) < Vil

ou u est la plus grande valeur propre de f*f.

L’égalité a lieu dans I'inégalité de Schwarz lorsque f*f(x) et = sont colinéaires, c’est-a-dire lorsque x
est un vecteur propre de f*f, et I’égalité a lieu dans 1) lorsque x est un vecteur propre associé a la
plus grande valeur propre p de f*f. cette condition est donc nécessaire et suffisante pour avoir I’égalité.

3) Si B est une forme bilinéaire, il existe une matrice A telle que, dans une base orthonormée
B(w,y) = XAY

ou X et Y sont les matrices colonnes des coordonnées de x et y respectivement. Alors, si f est un
endomorphisme de E de matrice A dans la base orthonormée, on a encore

B(z,y) = (x| f(y)).
En utilisant I'inégalité de Schwarz on obtient

1Bz, y)| < ll=[lllf ()l

puis en utilisant 2),
1B(z,y)| < Villzllliyll

ou u est la plus grande valeur propre de f*f.
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3.2 Espaces de polyndémes

Exercice 70

Dans C[X] muni du produit hermitien

[e.e]

(P1Q) = [ Qe i
0
on considére 'endomorphisme L défini par
L(P)=XP.

1) Trouver un endomorphisme M tel que, quels que soient les polynémes P et @,

(L(P)|Q) = (P M(Q)) -

Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de L. L’endomorphisme M a-t-il des valeurs
propres ?

2) Soit n un entier naturel. On considére maintenant L comme endomorphisme de C,[X]. Soit IT
la projection de C[X] sur C,[X]. Montrer que

L*(P)=T1lo M/(Cn[X] .
Quelles sont les valeurs propres de L et de L* 7

3) Soit n = 2. Ecrire les matrices de L et L* dans la base (1,X,X?) ainsi que dans la base
orthonormée (Ey, By, Eo) déduite de (1, X, X?) par le procédé de Schmidt.

Solution

1) En intégrant par parties

(L(P) Q) = [ tP'(t)Q(t)e™" dt

P'(t)(tQ(t)e™") dt

[
[

(e}

= [PoeQwe)” - [PE@E + Q) - Qe d

0
00

— [P0 - 1Qw - @ ®)edr.

0
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donc, si 'on pose,
M@Q)=(X-1)Q - XQ',
on obtient

(L(P)|Q) = (P|M(Q))-
Cherchons A complexe et P dans C[X] tels que

L(P)=\P,
c’est-a-dire
XP =)\P.
Si l'on écrit
[o¢]
P=> apX*,
k=0
on obtient
(o] o0
Zk‘aka = )\Zaka,
k=0 k=0
ou encore

> an(k - X" =0.
k=0

Donc, pour tout entier k, le nombre ax(k — \) est nul. Les valeurs propres sont les nombres entiers
naturels et si A = p, on doit avoir ar = 0, si k # p. Le sous-espace propres associé a p est la droite
vectorielle engendrée par XP?.

Pour 'endomorphisme M, la relation
M(Q) = n@Q
ol @ est un polynéme de degré r donne

(X —1-p)Q =XQ".

le membre de gauche est de degré r 4+ 1 et celui de droite de degré r au plus. L’égalité n’est donc pas
possible et M n’a pas de valeur propre.

2) On peut écrire
(L(P)|Q) = (P M(Q)) = (P|Ilo M(Q)) + (P| M(Q) — Lo M(Q)).

Si @ est dans C,[X], la différence M(Q) — II o M(Q) est orthogonale a C,[X] par définition de la
projection II, donc

(L(P)|Q) = (P|M(Q)) = (P|Ilo M(Q)).
Les polynomes P et @ étant dans C,[X], on a alors

(L(P)|Q) = (P|TTo M/¢:, 1x7(Q)).
et par unicité de ’adjoint, il en résulte que

L* :HOM/(Cn[X]’
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Les valeurs propres de L sont alors les nombres entiers 0,1,...,n, et le sous-espace propre associé a
p est la droite vectorielle engendrée par XP. Les valeurs propres de L* sont les conjuguées des précé-
dentes, donc également 0,1, ..., n.

3) La matrice A de L dans la base (1, X, X?) est diagonale et vaut

A=

o O O

00
10
0 2

En partant de la relation, qui se démontre facilement par récurrence, en intégrant par parties, que

[e.e]

I = /tre_tdt =rl,
0

on construit une base orthonormée par le procédé de Schmidt. Tout d’abord

(1[1) =1,
donc

Ey=1.
Ensuite

X-X|)=X-1,
et
(X—l‘X—l)ZIg—QIl—i-[o:l,

donc

EFi=X-1.
Enfin

X2 (XX -1)(X-1)-X?|1)=X>-(I3-L)(X-1) - =X?—4X +2,

et

(X2 —4X +2| X% —4X +2) = (X1 +16X%2 +4-8X3 16X +4X2|1) =24 +324+4—-48—16+8 =4,
donc )

E, = 5(X2—4X+2).
On en déduit facilement que

1=Ey , X=Ey+E et X?=2Ey+4F, + 2E;.

On a alors
L(Eo) = L(1) =0 , L(E)=L(X~-1)=X=FE+E,
et

L(Fy) = = (L(X?) —4L(X) +2L(1)) = X? — 2X = 2F, + 2E

| =
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d’ott la matrice B de L dans la base (Ey, F1, E2),

0 0
B=1|0 1 2
0 2
La matrice de L* dans cette base est alors
0 0 0
C=B=|110
0 2 2

Pour obtenir la matrice D de L* dans la base canonique, on calcule

L*1)=F, =X -1 et L*(X)=2E; +2E,=X?-2X,

et enfin
L*(X?) =6F, + 12E = 6X? — 18X +6,
d’ont
-1 0 6
D=|1 -2 —18
1 6

On remarque aussi que

111

Exercice 71

Dans C[X] muni du produit hermitien
(P1@) = [PwQwe
0
soit I’endomorphisme L qui a P associe P’.

que soient P et @, -
(P M(Q)) = P(0)Q(0).

1) On suppose que L admet un adjoint L*. Montrer qu’il existe un endomorphisme M tel que, quels

Si M(1) est de degré s, et si (Eq,...,E,,...) est la base construite a partir de la base canonique
par le procédé de Schmidt, montrer que E;41(0) est nul et trouver une contradiction.
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2) Si l'on considére L comme un endomorphisme de C,,[X] (n > 1), montrer que M (1) est de degré
netque sil<p<n,ona
M(XP)=0.

En déduire qu’il existe un polynoéme R de degré n, tel que R(0) soit strictement positif, et tel que,
pour tout @ de C,[X],

L'(Q)=Q-Q —QO)R.

Quelles sont les valeurs propres de L7 de M ?

3) Déterminer R lorsque n = 2.

Solution

1) En intégrant par parties

(L(P)|Q) = / PI()(Q(t)e )t
0

= [Poeoe]” - [Po@o - awe
0

= —P(0)Q(0) - (P|Q" - Q).

Alors, si L* existe, on a pour tout P,

(PIL*(Q)) = —P0)Q(0) — (P|Q' - Q),
soit
P(0)Q(0) = (P|Q - Q' -~ L*(Q)),
et en posant
MQ)=Q-Q - L(Q),

on a bien

P0)Q0) = (P M(Q))-
Si M (1) est de degré s, on a
(Bor1| M(1)) = Es11(0).
Mais, par construction, Fsy; est orthogonal & C4[X], donc (Es4+q | M(1)) est nul, et par suite, Fqy1(0)

est nul. Le polynéme F11 est donc de la forme

Es1 = XQ,

o @ appartient a C4[X]. Alors

[e.e]

0=(B1]Q) = (XQ|Q) = / HQ)Petd.

0
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Mais cette intégrale est celle d'une fonction continue positive. Elle ne peut étre nulle que si Q) est le
polyndéme zéro, ce qui implique que Fs11 est nul, d’oit la contradiction. Donc L n’a pas d’adjoint.

2) En reprenant la démonstration précédente, on voit que si le degré de M (1) est strictement plus
petit que n, alors on obtient une contradiction. Il en résulte que, dans C,[X], le polynéme M(1) est
de degré n. D’autre part, si P est dans C,,[X] et p > 1,

(P|M(X?)) = P(0) x 0 =0,

et M(XP) est orthogonal a C,[X], donc est nul. Dans la base canonique, la matrice de M a une seule
colonne non nulle : la premiére. Ses valeurs propres sont donc : 0 a 'ordre n — 1, et M (1)(0) a 'ordre

1. De plus, si @ est dans C,,[X],

M(Q) = M(Q — Q(0)) + M(Q(0)) = Q(0)M(1),
et
0 < (M(1)[M(1)) =M(1)(0).

Si 'on pose

R=M(1),
le polynéme R est de degré n, et vérifie la condition R(0) > 0. De plus

I'Q)=Q-Q -M@Q)=Q—-Q —QO)R.

Dans la base canonique, la matrice de L est une matrice triangulaire supérieure stricte

01
0 2
0 n

0

ou les coeflicients omis sont nuls, et ses valeurs propres sont donc toutes nulles. Il en est donc de méme
pour L*.

En appliquent la formule ci-dessus, on obtient, si 1 < p < n,
L*(XP) = XP — pXP~1,
et

L*(1)=1-R=1-R(0)+ > rnX".
k=1

La matrice de L* dans la base canonique est alors

[1—-R(0) —1
T 1 —2
V= : ,
Tn—1 1 —Nn
L Tn 1 -
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ou les coeflicients omis sont nuls. Alors
O=trU=trV=1-R(0)+n,
d’on
R(0)=n+1.

Finalement

M(R) = R(O)M(1) = (n+ 1)R,

et R est un vecteur propre associé a la valeur propre n + 1.

3) En utilisant la base orthonormée obtenue dans l’exercice précédent
X2
Ey=1 , EHL=X-1 , E2:7—2X+1,

on a

L(E))=0 , L(E\)=1=E, , L(E)=X-2=-Ey+E,

d’ou la matrice de L dans la base orthonormée

0 1 -1
A= 0 0 1
0 0 0
et celle de L*
0 0 0
A= 1 0 0
-1 1 0
Alors
X2
L*(1)=E, — Ey = —7+3X—2,
puis

X2
R=M1)=1-L*(1)=3-3X + =

Exercice 72

Dans l'espace vectoriel R[X] on considére les formes linéaires ¢; définies pour tout polynoéme
o
P(X)=> aX'
i=0

par

i=k
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1) Montrer que l'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

(PlQ) Ze

Calculer £;(XP — XP~1) si p > 1 et en déduire la base orthonormée construite & partir de la base
canonique par le procédé de Schmidt.

2) Soit application linéaire L définie sur les vecteurs de la base canonique par
L1)=X et LXP)=XP'p Xl sip>1.
Montrer que L est autoadjoint.

3) Soit m > 2. On restreint L au sous-espace R, [X] en posant
L(P)=L(P) siPeR,1[X] et L(X")=Xx""1.

Calculer Z*(X*) pour 0 < k < n. Ecrire sa matrice lorsque n = 4.

Solution

1) Remarquons que toutes les sommes sont finies. Comme ¢; est linéaire, la relation

(P|Q) Ze

définit une forme bilnéaire symétrique. De plus

(P|P) = Ze

Enfin, si la somme précédente est nulle, on a, pour tout entier j
lj(P)=0.
Mais
t;(P) = €1 (P) = aj,

donc, tous les coefficients du polynéome P sont nuls et P est le polynéme nul ce qui montre que I'on a
bien un produit scalaire.

Remarquons que
0 si j>p
si J<p

et en particulier
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Donc, sip > 1,

gj(Xp)_gj(Xp—l): 1 =i J:p

Si 'on pose
Ey=1 et E,=XF-XPlsip>1,

on obtient
Li(Ep) = djp.

Alors
[ee] [ee]
(Ep ‘ Eq) = Zgj(Ep)gj(Eq) = Z 0jpdjq = Opq -
=0 =0
Comme E, est de degré p et que le coefficient de X? dans F), est positif, ce qui précéde montre que

la base (Eo, F1,...,En,...) n'est autre que la base orthonormée déduite de la base canonique par le
procédé de Schmidt.

2) Pour montrer que quels que soient P et ) dans R[X], on a
(L(P)|Q) = (P|L(Q))

il suffit de vérifier I’égalité pour des éléments F), et F, de la base orthonormée. Par symétrie on peut
méme se contenter du cas ou p < q.

Sip>2 ona
L(E,) = L(X?) = L(XP™1) = XPT 4 XP~1 —(XP — XP™2) = Epi1 + By,
puis
LE)=LX-1)=X?+1-X = E, — Ey,
et enfin
LE)y=X=X-14+1=E+E).
Alors,sip>1letg>1,

1 sig=p=x1

(L(Ep) |Eq) = (Ep—i—l + Ep—1 |Eq) = { 0 = (Ep | Egi1 + Eq—l) = (Ep | L(Eq)) :

sinon
Sip=0etg>1
1 sig=1
(L(Ep) ‘ Eq) = (El + Ey ‘ Eq) = 0 sinon = (EO ’Eq—irl + Eq—l) = (EO ’L(Eq))-

3) La base (Ey,..., Ey,) est une base orthonormée de R,,[X]| pour le produit scalaire définit dans 1).
On a toujours, si 1 <p<n-—1,

L(Bp) = L(XP) — L(XP™Y) = XPT 4 X~ —(XP — XP"?) = Epy1 + Ep1,

et
f(Eo) =+ Ey.
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Il reste a calculer Z(E,). On a
ZL(E)=ZL(X") -2X"H)=x""1 - (X"+ X" H=E,; - X".
Mais

k
Xr=(XF - XM+ (XM X (X ) +1=) Ej,
j=0

donc
n n—2
L(Ep)=En1—» Ej=-Y Ej—E,.
=0 =0

La matrice de .Z dans la base orthonormée est donc

11 —1]
1 0 1 ~1
A= R I
1 0 0
L 1 _1_

et la matrice de .Z* dans cette base est alors

1 1

1 0 1
tA —

-1 -1 ... 0 -1
On a donc
g*(EQ):Eo—i-El—En:g(Eo)—En,

puis, si1 <k <n-—1,
ZL*(Ey) = Exy1+ Epo1 — B = Z(Ey) — By,

et enfin
L(Bp)=Ep 1 — B, =2X""1 - X"2 _ X",

Alors
L) =L (Ep) =X + X" - X",

puis, si 1 <k <n—1,

k k
2 (XF) = 2 (ZEj) = > (ZL(E) - Ey)
j=0

=0
k
= —(k+1)E,+ 2 | ) _Ey
§=0
= —(k+1D(X"—-X"Y 4+ 2(XxF

= XFh xR (k)X - X
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Enfin

f*(Xn) g*(Xn _Xn—l) +$*(Xn—1)
= LB+ LN XY
_ 2Xn—1 . Xn—2 XM X" +Xn—2 . n(Xn _Xn—l)

(n+2)X" 1 —nxm.

En particulier, si n = 4, on obtient la matrice B de .Z* dans la base canonique :

o 1 0 0 O

10 1 0 0
B=|0 1 0 1 0
1 2 4 4 6

-1 -2 -3 -3 —4

Exercice 73
On suppose R[X] muni d’'un produit scalaire tel que, quels que soient les polynémes P, @, R,
(PQ|R) = (P|QR).

Soit u la projection de R[X] dans lui-méme qui & P associe le polynoéme constant P(0). Montrer
que u n’a pas d’adjoint.

Solution

Le noyau de u est constitué des polyndémes divisibles par X. Supposons que u* existe.
Soit P dans Keru et ) dans R[X]. Alors
(u(P) Q) = (P|u™(Q)) =0,

et u*(Q) appartient a (Keru)*. Donc

Imu* C (Keru)t.
Soit maintenant @ dans (Kerw)*. Pour tout P de R[X] le polynéme X P appartient & Keru et I’'on a

0=(XP|Q)=(P|XQ),
donc X @ appartient 4 R[X]+ = {0} . Il en résulte que XQ, donc @, est le polynome 0, et que
(Keru)t = {0}.

Par suite
Imu* = {0},
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et u* serait nul, ce qui n’est pas possible. On en conclut que v n’a pas d’adjoint.

Exercice 74

Soit F' un polynoéme de degré n. Pour tout polynéme P, on pose

1
L(P)(z) = / PU)F(x — ) dt.
%1

1) Montrer que I'on définit ainsi un endomorphisme de R, [x].

2) On munit R, [z] du produit scalaire

(P|Q) = /lp
-1

Déterminer L*. Que peut-on dire de L si I’ posséde une parité ?

3) On prend F(x) = 3. Ecrire la matrice de L dans la base orthonormée déduite de (1,z, 22, z3)
par le procédé de Schmidt, et trouver les valeurs propres de L.

Solution

1) En raison de la linéarité de U'intégrale, Papplication L est clairement linéaire. En utilisant la formule
de Taylor en x pour le polynéme F', on obtient

) (o
Fae—t=Y "0 ok,

k!
k=0

5 PO 1
/P ( (—t)k> dt = 2 /1P

Comme le degré de F' vaut n, on en déduit que L(P) est un polynoéme de degré au plus n. Donc L est
un endomorphisme de R, [z].

donc

2) Soit P et @ dans R, [z]. Calculons (L(P)|Q). On a

1 1
(L(P)|Q) = / / P(t)F(x — t)dt | Q(z) dz.
1\

En utilisant le théoréme de Fubini, on en tire
1

1
(L(P)| Q) = / P(1) / Qx)F(x —t)dx | dt.
“1

-1
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Donc si 'on pose

on obtient

Il en résulte que
Si I est pair, on a
et donc

et L est autoadjoint .
Si I est impair, on a cette fois
Flxz—t)=—-F(t—ux)

et donc
L*=—-L,

et L est antiautoadjoint. C’est le cas lorsque F(z) = 3.

3) La base orthonormée (Ey, F1, Es, E3) obtenue & partir de la base canonique par le procédé de
Schmidt (voir ex. 54) est

1 3 51 71
Fo=—, Ei=1\/-xz, By =4/= =322 -1 E:\/j—53—3.
0 ok 1 \/;x, 2 \/;2(117 ), B3 22(!17 )
2 2 22 23
1=V2Ey, t=4/-F E E _ZFE SZE.
I LA R E R

En utilisant la parité, on obtient alors

Donc

1 1
2
L(Ey) = — / r—t)3dt = /(a;3 + 3xt?) dt
NG
\/_ -1 0
16
= —(a;3+x) Es+——=F,
V2 5f 5V/3

puis

3 1 4 16
= —2\/j x2+—>:——E——E.
2( 5 V5 0 53"
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En utilisant le fait que Ej est orthogonal & Ry_1[x] et aux polynémes n’ayant pas la méme parité que
k, on a aussi

et enfin

L(E3) :/1 )z —t)3dt =

-1

1
22 4
= — - = Et2dt:——E,
\ﬁz,/l 30 N

ce qui donne la matrice de L dans la base orthonormée

|
)—‘\)—l

5
—~

~

~—
—

N
w

~—

IS

~

[ 16 A
5v/3 57
1
16, A
5V3 V15
A=
0 1 0 0
V15
4
— 0 0 0
L5V/7 i
On constate que la matrice est bien antisymétrique.
On calcule le polynéme caractéristique de A par la formule
3
det(A = M) = (=1)FNdy_p + X",
k=0

ou d,, est la somme des déterminants d’ordre p extraits de A et symétriques par rapport a la diagonale
principale. La matrice étant antisymétrique, on a immédiatement pour les déterminants d’ordre impair

dy =d3=0.

Ensuite, en développant par rapport aux derniéres lignes,

4 \2/ 4 \? 28
dy = det A = - .
e <5ﬁ> <¢15> 59 x 21
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Les déterminants d’ordre 2 extraits sont au nombre de 6. Il y en a trois qui sont nuls. On obtient

16 4 4

- 0 - 0 -
5v/3 57 V15
dy = + +
16 4 4

% 20 ? : 2 \/1—5
5
- () ea) () -7

25 28
det(A—AI) =\ —1-7)\ +53><21'

Finalement

Les valeurs propres (elles sont imaginaires pures) sont alors

\/_\/ \/_ —4 5 5, \/_\/ +5 \/—_ —4\/7+5

3.3 Espaces de matrices

Exercice 75

1) Soit A une matrice carrée d’ordre n. Dans l'espace vectoriel .4, (R) des matrices carrées d’ordre
n, & quelle condition définit-on un produit scalaire en posant

(M|N)=tr('MAN).
2) Lorsque cette condition est satisfaite trouver 1'adjoint des I'endomorphismes ¢ et v définis par
(M) ="M et (M) =tr(M)I.

Que se passe-t-il si A =17

Solution

1) Notons E(A, u) la matrice carrée dont tous les éléments sont nuls sauf celui de la A—iéme ligne et
p—iéme colonne qui vaut 1. Avec les notations de Kronecker, on a donc

E(\p) = [582)] \<ij<n’

En posant

(M|N) = tr('MAN),
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on définit une application bilinéaire. Si I'on veut que cette application soit symétrique, on doit donc

avoir, quelles que soient M et N
tr('"MAN) = tr(‘NAM).

En particulier, prenons M = E(§,p) et N = E(A, ). Calculons tout d’abord les éléments u;; du

produit AN. On a
U5 = Z azké()\ )

Dans cette somme, tous les termes sont nuls, sauf lorsque k= MXet j = pu. Alors
Ugpy, = Qi)

sinon u;; est nul et donc
uij = a; Aéf; .

Calculons ensuite le terme v;; de ‘MAN. Comme

'B(& ) = E(,€),

on a cette fois
Vij = Zé(ﬂf Ukj = Zé(ﬂf ak,\éiL.

Dans cette somme, tous les termes sont nuls sauf si i = u, k =& et u = j et dans ce cas
Vpp = Agx,

donc

(B p) [ E(\, 1) = aex,
et

(B p) [ E(E 1) = axe,

Alors, si la forme bilinéaire est symétrique, on a, quels que soient A et &,
Agx = Axe,
ce qui implique que A est symétrique.
Réciproquement, si A est symétrique,
(M|N)=tr('"MAN) = tr(('"MAN)) = tr('NAM) = (N | M),

et la forme bilinéaire est symétrique.

Si A est symétrique, elle se diagonalise dans une base orthonormée. Il existe S orthogonale telle que

SAS™' = SA'S =D = |:dij]1<ij<n

soit diagonale. Alors

A=5"'DS = 1SDS,
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et
(M| M) = tr( tMAM) = tr(tMtSDSM) = tr( t(SM)D(SM)) .

Si 'on prend
M=S"1E\ ),
on obtient
(M| M) = tr("EQ ) DEO\ 1)) = dyp
Si la forme bilinéaire symétrique est un produit scalaire, on doit donc avoir, quel que soit u,

(M| M) =dy, >0.

Les valeurs propres de la matrices A sont donc strictement positives.

Réciproquement, si A est une matrice symétrique définie positive, et si X et Y sont des vecteurs
colonnes posons

< X,Y >= 'XAY.

Cela définit un produit scalaire sur R™. Si M appartient a .#,(R), notons (M, ..., M,) les colonnes
de M. Alors
NAM — [< M;, M, >]

1<i,j<n
et
n
(M|M) =Y < M;,M>>0.
i=1
De plus, si cette somme est nulle, alors pour tout i le produit scalaire < M; | M; > est nul, donc le
vecteur M; est nul et finalement M est nulle.

Finalement, la forme bilinéaire
(M |N) =tr('MAN)

est un produit scalaire sur ., (R) si et seulement si A est une matrice symétrique définie positive.

2) Sil'on est dans ce cas, en particulier A est inversible. Alors

(o(M)|N) =tr(MAN) = tr({MAN)) = tr('NA'M).
Mais en raison des propriétés de la trace

tr((INA) M) = tr('M(INA)) = tr(IMA(A™VINA)) = (M| A7LINA).
Il en résulte que
©*(N)=A"1INA.
D’autre part
(Y(M)|N) = tr(M)(I|N) = tr(M) tr(AN) = tr('M) tr(AN),

donc

(Y(M)|N) = tr(tr(AN) M) = tr( ‘M A(tr(AN)A™L)) .

Il en résulte que
Y*(N) = tr(AN)A™L.

En particulier, si A = I, alors ¢ et 1 sont autoadjoints.



Chapitre 4

ENDOMORPHISME NORMAL

4.1 Généalités

Exercice 76

1) Soit A et B deux endomorphismes normaux d’un espace euclidien F. Montrer que si A et B*
commutent, alors AB, BA et A+ B sont normaux.

2) En déduire que si A est normal, alors, quel que soit le polynéome P, I’endomorphisme P(A) est
normal.

3) Montrer que si A et normal et inversible, alors A~! est normal.

Solution

1) Puisque A et B sont normaux, on a donc
AA*=A"A et BB*=B'B,
avec de plus
AB* = B*A,
d’ot I'on déduit
BA* = (AB*)" = (B*A)" = A*B.
Donc B et A* commutent également. Alors
(AB)(AB)" = ABB*A* = AB*BA* = B*AA*"B = B*A*"AB = (AB)*AB.
Donc AB et (AB)* commutent, ce qui montre que AB est normal, et en permutant les roles de A et
B, on en déduit que BA est aussi un opérateur normal.

Enfin
(A+B)(A+ B)*=(A+ B)(A" + BY) AA* + AB* + BA* + BB*
= A"A+B*A+ A*"B+ B*B
= (A*+B")(A+B)=(A+B)"(A+B).
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Donc A+ B et (A + B)* commutent, ce qui montre que A + B est normal.

2) On démontre par récurrence que P(A) est normal pour tout polynéme P de degré n, ce qui est vrai
si n = 0 car, si A est un scalaire, ’endomorphisme AIdg est normal puisqu’il a pour adjoint AIdg et
commute avec lui. Supposons la propriété vraie pour les polyndémes de degré n.

Tout d’abord, si A et A* commutent, on a, pour tout couple d’entiers (r,p) tels que 1 < p <r,
APAYATTP = Ap_l(AA*)AT_p = APl AT AT P

d’ou l'on déduit que

ATAY = AT AT

et que, pour tout polynéme P,

P(A)A* = A*P(A).

Alors si P(A) est normal, ’endomorphisme AP(A) est normal, puis AP(A) + Aldg est normal pour
tout scalaire A. Un polynéme @ de degré n + 1 peut s’écrire

Q(X)=XP(X)+ A,
ol P est un polynéme de degré n et A est un scalaire, et donc ’endomorphisme
Q(A) = AP(A) + Aldg
est normal, ce qui montre la propriété au rang n 4 1. Elle est donc vraie pour tout entier naturel n.
2) Si A est inversible, il en est de méme de A* et
(A9~ = (471"

Alors
(AA*)—l — (A*)—lA—l _ (A_l)*A_l,

et de méme
(A*A)—l _ A—I(A*)—l _ A—I(A—l)* .

Comme
AA* = A"A,
on a aussi

Il en résulte que

donc A1 est normal.
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Exercice 77

Soit A un endomorphisme normal d’un espace euclidien FE. Montrer que

Ker A = Ker(AA*) = Ker A*.

En déduire que
Ker A = Ker A%,

et que si A est une valeur propre de A associée au sous-espace propre F', alors A\ est une valeur

propre de A* associée au méme sous-espace propre F.

Si E est de dimension finie, montrer que A est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs
propres. Que peut-on dire des valeurs propres de A si A est autoadjoint ou antiautoadjoint ?

Solution

Puisque AA* = A*A, on a l'inclusion
Ker A C Ker(A*A) = Ker(AA™).

D’autre part, si z appartient a Ker(AA*), on a

IA@)I? = (A(z) | A(2)) = (2| A" A(x)) = (¢ AA™(2)) = (x]0) = 0.

donc A(x) est nul et z appartient a Ker A. On a donc I’égalité
Ker A = Ker(AA").
En appliquant cette égalité & A* on a aussi
Ker A* = Ker(A*A) = Ker(AA").
L’endomorphisme A? étant lui aussi normal, on a
Ker A? = Ker(A%(A%)?).

Mais
AQ(A*)2 = AATAAY = (AA™)(AA")™,

et puisque AA* est normal
Ker((AA*)(AA*)*) = Ker(AA™) = Ker A.

Finalement

Ker A2 = Ker A.

Maintenant, si A est une valeur propre de A, alors A — AIdg est normal, donc

Ker(A — Adg) = Ker(A — Adg)* = Ker(4* — X1dg),
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ce qui montre que si A est une valeur propre de A alors A est une valeur propre de A* et que ces valeurs
propres sont associées au méme sous-espace propre.

On a aussi
Ker(A — Adg)? = Ker(A — M\1dg) .

Il en résulte que si F est de dimension finie, quel que soit la valeur propre A, le sous-espace spectral
associé a A n’est autre que le sous-espace propre et donc que A est diagonalisable.

Il reste & voir que deux sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux.
Soit x et y deux vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres A et u de A. Alors

Ker(A — puldg) = Ker((A — pldg)*) = Ker(A® — aldg),

et donc B

Az ly) = (A ly) = (A2) ly) = ([ A™(y)) = (x| py) = Bz y).
Comme A\ est distinct de p, cela implique que (z | y) est nul, d’ott 'orthogonalité des deux sous-espaces
propres.

Si A* = A, alors A et A sont deux valeurs propres de A* associées au méme sous-espace propre et sont
donc égales, ce qui montre que A est réelle.

Si A* = — A, alors A et —\ sont deux valeurs propres de A* associées au méme sous-espace propre et
sont donc égales, ce qui montre que A est imaginaire pure.

Exercice 78

Soit M dans ., (R). Montrer que M est la matrice dans une base orthonormée de R d’un endo-
morphisme normal si et seulement si il existe deux matrices, S symétrique, et A antisymétrique,
qui commutent, telles que

M=5S+A.

Quelles relations existent-ils entre les valeurs propres et vecteurs propres complexes de ces matrices

M, Set A?

Solution

Si M est la matrice d’'un endomorphisme normal dans une base orthonormée, posons

1 1
S:§(M+tM) et A:E(M—tM).

Alors S est symétrique et A antisymétrique avec de plus
S+A=M.

Par ailleurs ) )
SA =3 (M+ MM —"M) = 3 (M* = M = MM + 'MM),
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et puisque M et M commutent

SA:E(M?—%ﬂy

On obtient le méme résultat en calculant AS, donc A et S commutent.

Inversement, si une matrice M de ., (R) s’écrit dans une base orthonormée
M=S+A
avec S symétrique et M antisymétrique, alors
MM =(S+A)(S—A)=5%—A%-SA+ AS.
Dong, si A et S commutent,
M'™ = 5% — A*.
On obtient le méme résultat en calculant ‘M M. Alors ‘M et M commutent et M est la matrice d'un

endomorphisme normal dans une base orthonormée de R"™.

Comme A et S commutent, il existe une base complexe qui les diagonalise toutes les deux. Par ailleurs
les valeurs propres d’une matrice symétrique sont réelles et celles d’une matrice antisymétrique ima-
ginaires pures. Dongc, il existe une base de vecteurs propres (Vi,...,V,) commune & A et S, pour

laquelle
SV =xVie et AV =iy Vi .

Alors
MVy, = (zp + iys) Vi

et xp + iy est valeur propre de M associée au vecteur propre Vj.

Exercice 79

Soit la matrice

3 -2 -1
A=12 3 -2
1 2 3

Montrer que A est la matrice, dans une base orthonormée, d’'un endomorphisme normal. Trouver les
valeurs propres et les vecteurs propres de A, ainsi qu’une matrice S telle que S*AS soit diagonale.

Solution
On écrit
A=3I+V,
ou
0o -2 -1

v=12 0 -2|,
1 2 0
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est une matrice antisymétrique. Alors
‘A = t(3I+V) =3I-V,

et
AtA = tAA =9 — V2.

Comme A et A commutent, la matrice A est la matrice, dans une base orthonormée, d'un endomor-
phisme normal.

On a
A-XN=@B-NI+V,

et \ est valeur propre de A si et seulement si A—3 est valeur propre de V. Comme V est antisymétrique,
ses valeurs propres sont 0, ai et —ai avec « réel. En développant par rapport a la premiére ligne, on

trouve
-X -2 -1
det(V—-XI)=| 2 -X -2|=-X(X?+4)+2(-2X+2)—-4+X)=-X>-9X.
1 2 -X

Les valeurs propres de V' sont donc 0, 3i, —3i et celles de A sont 3,3 + 3i et 3 — 3i.
Cherchons les vecteurs (z,y, z) des sous-espaces propres.

Pour la valeur propre 3, le systéme s’écrit

—2y—z = 0
20 -2z = 0
En prenant y = 1, on trouve z = —2 et x = —2 et en normant on obtient finalement

1

Pour la valeur propre 3 + 3i, le systéme devient

—Jir—2y—2z = 0
r+2y—3iz = 0

En additionnant les deux lignes, on trouve,

(1-3i)z—(1+43i)z=0,

d’ou
1—3i (1 — 3i)? —8 — 6i —4—3i
z = €r = xr = xr = xX .
1+ 3 10 10 5
Ensuite
-z 1 —3iaz+4+3ix _2—62'3:
YT T 5 ~ s 7
En prenant z = —5 on trouve (=5, —2 + 6i,4 + 37). La norme de ce vecteur vaut

25+4+36+16+9 =90,
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d’ou le vecteur normé
1

Vo=—+—=(—-5,—2+6¢,4+ 37).
2= o= )
Pour la valeur propre 3 — 3¢, on obtient un vecteur propre en prenant le conjugué du précédent, soit
1 . .
Vs = —— (—5,—2 — 63,4 — 3i).

3v10

Une matrice S s’obtient alors en mettant en colonnes les coordonnées des vecteurs propres (Vi, Vs, V3),
donc

r 2 -5 -5
3 3V10  3V10
. . 3 0 0
1 —246i —2—6i
S=| = et S*AS=S"'AS=10 3+3 0
3 3VI0 V10 0 0 3-3i
2 4+3i  4-3i
L 3 3V/10 3v10

4.2 TIsométries

Exercice 80

Soit f un endomorphisme orthogonal de R? de matrice A dans la base canonique (donnant I’orien-
tation de R?). Trouver les valeurs propres complexes de A et diagonaliser A dans C2. Quelle est la
nature de f7

Solution

La matrice A est de I'un des deux types suivants :

[cos f —sin 9}

cos 0 sin
sin 0 cos )

sinf —cosf
1) Pour la premiére matrice,

cosf — A\ —sinf

det(A —AI) = sin # cosf — A

‘:/\2—2)\0059—1—1.

Le trinéme a pour racines ¢ et e, Ces nombres sont réels si et seulement si = k7 avec k entier et
dans ce cas

A= (-1)'I,

donc f est 'identité si k est pair, la symétrie par rapport & O (= rotation d’angle ), si k est impair.
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Supposons maintenant 6 # km. Alors f est une rotation d’angle #. Cherchons le sous-espace propre
associé a e : ¢’est la droite d’équation complexe

z(cosf — ) — ysinh =0,

c’est-a-dire
—ixsinfd —ysinf =0,

et finalement
w+y=0.

On prend (1, —7) comme base de ce sous-espace. Alors le sous-espace associé a la valeur propre conjuguée
a pour base (1,4). En normant ces vecteurs on obtient la matrice de passage unitaire

On a alors

ce qui reste vrai si 0 = k.

2) Pour la seconde matrice,

cosf — A\ sin 6

det(4 — AT) = sin 6 —cosf — \

‘ =M -1.
Les deux valeurs propres sont réelles et valent 1 et —1.

Cherchons le sous-espace propre D; associé & 1. Si 0 # 2km c’est la droite vectorielle d’équation
x(cosf — 1)+ ysinh =0,

c’est-a-dire

0 0
—2xsin2§+2ysin§cos§ =0,

et finalement
—xsin — cos—=0.
g T3
On prend (cos g, sin g) comme base de ce sous-espace. On vérifie que cela reste valable si 0 = 2k

Le sous-espace Dy associé & —1 est orthogonal au précédent . Il est engendré par (— sin g, cos g) ce qui

donne la matrice de passage

0 .0
COS — — Sin —
2 2
P=
.0 0
S1n — COS —
2 2

C’est une matrice orthogonale et

T L
PlAP = PAP_[O _J.
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L’endomorphisme f est la symétrie orthogonale par rapport a la droite D1.

Exercice 81

Déterminer les nombres z, y, z, pour que les matrices suivantes soient des matrices de rotation dans
la base canonique de R? :

R AR (R

y =z y =z y = y =z

Solution

) ) —b
Les matrices de rotation sont de la forme [a a] avec aZ + b2 = 1.

b
Matrice A

On doit avoir
z=1/4, 2=—y et 224+22=1,

ce qui donne les deux matrices

1 V15 1 V15
4 4 4 4
ou
V151 V15 1
4 4

Matrice B

On doit avoir
y=-1/7, x=2 et z°+y>=1,

ce qui donne les deux matrices

43 1 4/3 1
7 7 7 7
ou
14 L4
7 7 7 7
Matrice C
On doit avoir
x? 22 1
z , X Yy e 1 + 1 ,

ce qui donne les deux matrices



134 CHAPITRE 4. ENDOMORPHISME NORMAL

Matrice D

On doit avoir
z2=1/3, x=—y et 2°4+22=1,

ce qui donne les deux matrices

1 2v/2 1 2V/2
3 3 3 3
ou
22 1 2V/2 1
3 3 3 3

Exercice 82

Soit (4, 7) une base orthonormée d’un plan vectoriel euclidien orienté. On pose

26

5
A=

1

5
2\/61

5 5

Montrer que A est la matrice dans la base (7, j) d’une rotation vectorielle f. On pose

I:?(zdrj) et J:?(—zdrj).

Montrer que (I, .J) est une base orthonormée directe. Quelle est la matrice de f dans la base (I,.J)?

Solution
Les matrices de rotation sont, dans une base orthonormée directe, de la forme

a —b

b a
avec a® + b? = 1, ce qui est le cas de la matrice A. Par ailleurs la matrice de (I,.J) dans la base (4, §)
vaut

) _

poY2 L -1
2 |1 1

C’est également une matrice de rotation, donc (7, J) est aussi une base orthonormeée directe. La matrice
de f dans la base (I,.J) est encore A.
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Exercice 83

Soit la matrice

1/2 6/4 —/6/4
A= |-V3/2 V2/4 —/2/4
0 V2/2  V2/2

Trouver les valeurs propres réelles de A et les sous-espaces propres associés. Quelle est la nature de
I'application linéaire de matrice A dans une base orthonormée de R3.

Solution

Calculons det(A—AI). En ajoutant la troisiéme colonne a la deuxiéme, puis en développant par rapport
a la premiére ligne on obtient

1/2—X  V6/4 —/6/4 1/2 — A 0 —/6/4
det(A— M) = |—V3/2 V2/4—)X —V2/4 |=|-V3/2 -\ —\/2/4
0 V2/2  V2/2 - 0 V2= V2/2- )

= (%—A) <-A<?—A>+§(\/§—A)>+?§(\/§—A)

A2 32 3v/2
= —>\3+7<1+T>—§<1 2)

= (1—A3)+(A—1)5 <1+3—\2/§>

= (1-X) <1+A+A2 5 <1+¥>>
el (-)-)

A
5 (1 — ﬂ) + 1 a pour discriminant

Le trinome \2 + 5

2
1 2 21 2
AZz(“%) _4:_+T6f<0

Il en résulte que la seule valeur propre réelle de A vaut 1.

Cherchons le sous-espace propre associé. Si (z,y, z) est un vecteur propre, il est solution du systéme

VB VB
_TZO

+

T
2

4
Bou()
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En prenant z = 1, on obtient successivement
y=v2-1 et z=+v3-6.

On vérifie facilement que les vecteurs colonnes de la matrice A forment une base orthonormée. Il ré-
sulte de ce qui précéde que A est la matrice d’une rotation dont 'axe est engendré par le vecteur

(V3-+6,v2-1,1).

L’angle « de la rotation vérifie alors

14+2cosa=trA=

w
%Q‘
o

donc

COS &x =

w
oo%

)
N

Exercice 84

Montrer que les matrices

1 g 5 1/V3 i/V3 —1/V3
A=— |1 1 1| e B=|i/V2 1/V2 0
J

V32 g VG iV6 2/\E

sont les matrices d’endomorphismes unitaires de C? dans une base orthonormée.

Solution

On rappelle que o

On a alors
1 1 1
a=— |21 2|
31 1 1

et 'on obtient AA* = 1.

On a aussi

V3 —i/v2  1/V6
B*=|—-i/vV3 1/vV2 —i/V6|,
~1/V/3 0 2/V/6

et I'on obtient également BB* = I.

Les matrices A et B sont donc bien des matrices d’endomorphismes unitaires de C3.
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Exercice 85

Soit la matrice

1 1 18 6
A= o 6 —6 17
18 1 -6

Montrer que A est la matrice d’une rotation f dans une base orthonormée de R3. Trouver 'axe de
cette rotation. Déterminer une base orthonormée (u1, ug, ug) dans laquelle la rotation a une matrice
de la forme

cost —sint 0
B = |sint cost 0
0 0 1

Solution

On vérifie que les vecteurs colonnes de A forment bien une base orthonormée. Par ailleurs, en ajoutant
la premiére ligne a la troisiéme puis en mettant 19 en facteur

1 18 6 1 18 6 1 18 6
6 —6 171=16 —6 171=1916 -6 17 .
18 1 -6 19 19 0 1 1 0

Ensuite en ajoutant la premiére colonne & la deuxiéme et en développant par rapport & la troisieme
ligne

1 18 6 1 19 6
—6 171 = |6 0 17:19><17—2(17—36):19><17+2><19:192.
1 1 0 1 2 0
Finalement

detA=1.

La matrice A est bien la matrice d’une rotation. On a

L [-18 18 6
A-T=- | 6 -25 17|,
18 1 -25

et un vecteur (x,y, z) de Paxe de rotation vérifie le systéme

—18z + 18y +6z = 0
18z +y—25z = 0

En additionnant les deux lignes on trouve y = z, puis 18z = 24z. On peut donc prendre comme base
de I'axe de rotation le vecteur (4, 3,3) que 'on norme pour obtenir

uz = (4,3,3) .

1
V34
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Le plan orthogonal a us a pour équation
4o+ 3y +32=0.

Prenons un vecteur normé de ce plan. Par exemple

1
u = — (0,1, -1).
V2

On obtient une base orthonormée directe (uq,us,u3) en prenant le vecteur

Ug = uz N\ uq
que 'on calcule formellement, si (4, j, k) désigne la base naturelle de R?, en utilisant le déterminant
i ]k

1 1
=——— 4 3 3|=——(-6i+4j+4k) =
V17 |g ] g 2\/17( J k)

Pour trouver B on a tout d’abord

s (-3,2,2).

-3

Flug) = (12,-23,7).

1
19v2
Les nombres cost et sint sont les coordonnées de la projection de f(u;) sur le sous-espace engendré
par u; et ug. On effectue les produits scalaires

15 24/34

et sint = (uz|f(uy)) = ———.

cost:(ullf(ul)):—ﬁ 19

Remarque : on a aussi
2cost+1=trA=+trB.

Exercice 86

Soit f; un endomorphisme de R? dont la matrice, dans une base orthonormée est

cos?t sin?t —v/2sintcost
A(t) = sin?t cos? t V/2sintcost
V2sintcost —+/2sintcost cos 2t

1) Vérifier que f; est une isométrie. Calculer le déterminant de A(t). Quelle est la nature de f; ?

2) Trouver les éléments caractéristiques de f; et donner une base orthonormée dans laquelle f; ait
une matrice de la forme

cosx —sinx 0
B(t) = |sinx cosz 0
0 0 1

3) Diagonaliser A(t) et trouver une matrice S telle que S~1A(t)S soit diagonale.

4)Montrer que I'ensemble des matrices A(t) lorsque t décrit R, est un sous-groupe du groupe des
matrices 07 (3).
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Solution

1) Soit (i, §, k) la base naturelle de R3. On vérifie que les vecteurs colonnes (f(i), f:(5), fi(k)) de A(t)
forment une base orthonormée. Les vecteurs sont de norme 1. en effet

I £:(@)|1* = |1 £:()]I? = cos* t +sin? ¢ + 2sin®t cos® t = (sin®t 4 cos®t)* =1,
et
| fe(k)||? = 4sin®t cos® t + cos? 2t = sin® 2t 4 cos? 2t = 1.

Ensuite, de maniére évidente,
(fe(@) | fe(4)) =0,
puis
(f:(i) | fi(k)) = V2sint cost (— cos®t + sin®t + cos 2t) = 0

et
(fe()) | f:(k)) = V2sintcost (cos® t — sint — cos 2t) = 0.

Les vecteurs sont bien deux a deux orthogonaux.

Calculons le déterminant de A(t). En additionnant la deuxiéme ligne a la premiére, puis en soustrayant
la premiére colonne de la deuxiéme, on a successivement

1 1 0
det A(t) = sin? ¢ cos? t V2sint cost
V2sintcost —+/2sintcost cos 2t
1 0 0
= sin? ¢ cos 2t V2sintcost
V2sintcost —2v/2sintcost cos 2t

= cos?2t+4sin’tcos’t =1.

Donc f; est une rotation ou l'identité. Cette seconde situation a lieu si et seulement si le nombre sin ¢
est nul ¢’est-a-dire pour ¢ = k7 avec k entier. On suppose dans ce qui suit que ’on n’est pas dans ce cas.

2) L’axe de rotation A est le sous-espace propre associé a la valeur propre 1. On a

—sin?t sint —v/2sintcost
At)— I = sin? ¢ —sin?t V/2sintcost
V2sintcost —+/2sintcost —92sin?t

On constate que
(fe = 1d) (&) = = (fe = 1d)(4) ,

ce qui signifie que le vecteur i + j est une base de I'axe de rotation. En normant ce vecteur on prend

us = — (1,1,0).

1
V2
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Le plan orthogonal a ce vecteur a pour équation
r+y=0.
On peut donc prendre comme vecteur unitaire de ce plan le vecteur
u; = (0,0,1).
On obtient une base orthonormée directe (uq,us,u3) en prenant le vecteur
Uy = u3z N\ uq,

que l'on calcule formellement en utilisant le déterminant

1
Uy = —
SN

.. . 1
= 5 (i—i) = — (1,-10).

O = .
O~ .
_ o X

Pour trouver B(t) on part de
fi(u1) = (—V2sintcost, V2sint cost, cos 2t) .

Les nombres cosz et sinz sont alors les coordonnées de la projection de f(up) sur le sous-espace
engendré par uj et us. On effectue les produits scalaires

cosz = (uy | fr(ug)) =cos2t et sinz = (ug| fi(u)) = —sin2t.

On peut donc prendre x = —2¢. L’application f; est une rotation d’angle —2t autour de ’axe orienté
par le vecteur us.

t

3) Les valeurs propres complexes de f; sont donc 1, e?*, e=2. Posons A = e¢?*. On a alors
prop p ) )

cos?t — \ sin?t —V/2sintcost
A— )N = sin? ¢ cos?t — \ V2sintcost
ﬁsintcost —ﬂsintcost —18in 2t

Un vecteur propre (z,y, z) est solution du systéme
(cos?t — Nz + (sin?t)y — (v2sintcost)z = 0
(sin? )z + (cos?t — Ay + (V2sintcost)z = 0

sin 2t sin 2t
x —
V2 V2

En additionnant la deuxiéme ligne & la premiére on obtient le systéme équivalent

y — (isin2t)z =0

1I=XNz+(1-Ny =0
(sin?t)x + (cos®t — A\)y + (v2sintcost)z = 0

sin 2t sin 2t

NI

y — (isin2t)z =0
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qui équivaut encore au systéme

Il
o

r+y
r—y—iv2z = 0
1 . ,
5 (1, -1, —iv/2), et pour I'autre
1
sous-espace propre un vecteur directeur est le vecteur propre conjuguée 3 (1,-1, z\/i) On obtient la

Un vecteur directeur unitaire du sous-espace propre est par exemple

matrice S unitaire
1/vV2  1/2 1/2
S=|1/vV2 -1/2 —1/2| ,
0 —i/vV2 i/V2

qui est telle que

1 0 0
S*AS =S7tAS = |0 €%t 0
0 0 e—2it

4) Toutes les rotations ont le méme axe A et les rotations d’axe A et d’angle —2t constituent un
sous-groupe de 07 (3).

Exercice 87

Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans une base orthonormée est

1 V2+1 -1 V2-1
q- L vzt 1 V2+1 -1
T 2y2 | -1 V21 1 V241
V241 -1 V2-1 1

Montrer que f est une isométrie. Trouver les sous-espaces de R?* stables par f.

Solution

Comme on a
(V2412 +1+(vV2-1%*+1=8,

on constate que les vecteurs colonnes de la matrice A sont de norme 1. On vérifie aussi qu’ils sont deux
& deux orthogonaux et constituent donc une base orthonormeée. Il en résulte que f est une isométrie.
Cherchons le polynome caractéristique de la matrice A’ = 2v/2A.

1-XN V241 -1 V2-1

V2—1 1-XN V241 -1
-1 V2—-1 1-XN V2+1|°

V241 -1 V2-1 1-X

det(A' — NT) =
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En ajoutant la somme des trois derniéres lignes a la premiére, on peut alors mettre 2¢/2 — X en facteur
et 'on obtient

1 1 1 1
V2-1 1=-XN V241 -1
_/
(2v2-X) 1 V2-1 1=XN V2+1|°
V2+1 0 -1 V2-1 1-X

En soustrayant la premiére colonne aux autres, et en développant par rapport & la premiére ligne, on
obtient ensuite

det(A' — NT) =

2—v2-XN 2 -2
det(A" — XNT) = (2v/2 = )\) V2 2-N  V2+2|.
—2-2 -2 —V2-X

Si I'on ajoute la troisiéme ligne & la premiére, le nombre (—2v/2 — ) se met en facteur et

1 0 1
det(A' —NT) = (2vV2 - N)(=2v2-X) | V2 2-N V242,
—2-v2 -2 22X

On soustrait la premiére colonne de la troisiéme et on développe par rapport & la premiére ligne. 11
vient
2— N 2

det(A" — NT1) = (22— N)(—2v2 - X) ‘ IOV

Finalement

det(A' = NT) = (2v2 = N)(=2vV2 = \)((2 = N2 +4).
Les valeurs propres de A’ sont donc
M =2v2 | MNy=-2V2 | N;=2+42i et N, =2-2i.

On obtient les valeurs propres de A en divisant celles de A’ par 2v/2 ce qui donne

1 . ,
A =1 ’ Ag =—1 ) Az = ﬁ(l +Z) = elﬂ/4 et M= e—z7r/4 .

Comme on obtient quatre valeurs propres distinctes, les sous-espaces propres sont de dimension 1.

Cherchons les sous-espaces propres Fj et Fh associés respectivement a 1 et —1. On a

1-2v2 v2+1 -1 V2-1
1 V21 1-2v2 V24l -
T2 | -1 V2-1 1-2v2 V241
V2+1 ~1 V21 1-2V2

On constate que la somme des quatre colonnes est nulle. Un vecteur générateur de F; est donc le
vecteur (1,1,1,1).

A-1T
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On a aussi

1+2v2 V2+1 —1 V2 -1
1 V2—1 142V2 V2+1 -1
272 | -1 V2-1 1+2v2 V2+1
V2+1 —1 V2-1 1+2V2

On constate que la somme des colonnes 1 et 3 est égale a celle des colonnes 2 et 4. Un vecteur généra-
teur de F; est donc le vecteur (1,—1,1,—1).

A+1=

Les deux vecteurs précédents engendrent un plan vectoriel et le plan F3 qui lui est orthogonal est
stable par f. On constate que les deux vecteurs (1,0,—1,0) et (0,1,0,—1) sont orthogonaux a Fj et
F5, orthogonaux entre eux et engendrent donc F3.

Les sous-espaces {0}, Fy, F5, F3 son stables par f. Les autres sous-espaces stables par f s’obtiennent
alors par somme directe des précédents

FLoFR , FIoF , BoF , FoFRoF =R

Exercice 88

Soit la matrice

/2 1/2  1/V2 0
/2 -1/2 0  —1/V2
/2 1/2 —1/V2 0
/2 —1/2 0 1/v/2

Trouver les valeurs propres complexes de A. Quelle est la nature de A7

Solution

On constate que les vecteurs colonnes de A forment une base orthonormée. La matrice A est donc la
matrice d’une isométrie dans une base orthonormée.

Cherchons le polynéme caractéristique de A.

1/2 -\ 1/2 1/vV2 0
/2 —1/2- 2\ 0 —1/V2
1/2 /2 —1/v/2- ) 0
1/2 —~1/2 0 1/vV2— A

En soustrayant la deuxiéme colonne de la premiére on obtient

-A 1/2 1/v2 0
1+X —1/2—2) 0 —1/v2
0 /2 —1/v/2-2X 0
1 —-1/2 0 1/vV2 =)

det(A — \I) =

det(A — \I) =
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Puis en additionnant la somme des trois derniéres lignes & la premiére, puis la quatriéme ligne a la

deuxiéme

2 A A A
24X —1-2) 0 -2

0 /2 —1/V/2-2A 0

1 —-1/2 0 1/v2 -\

On développe alors par rapport a la troisiéme colonne

det(A — \I) =

24X —1—X -\ 2 Y -\
det(A—X)=—-X| 0 1/2 0 —(A/V2+A) 24X —1-X A
1 —1/2  1/V/2- )\ 1 —1/2  1/V/2- )

Il reste & calculer les deux déterminants d’ordre 3. Tout d’abord, en développant par rapport a la
deuxiéme ligne,

SR B R
= —% <\/_—)\+%—)\2>

A 51 1 A
= —+X|z-—]|-—.
2 2 2v2) V2
Pour l'autre déterminant, on peut soustraire la premiére ligne de la deuxiéme et développer ensuite
par rapport & la troisiéme colonne

2 -2 - 2 = -
24X —1—2X - = A -1 0
1 —1/2  1/V/2—-A 1 —1/2 1/v/2-2)

= —)\<—%+1>+<%—)\> (=24 2%

A2 /5 A2
= - V2r+ =
2 V2
11
= —A3+A2<—+—>+A—\/§.
2 V2
Alors
2 A = 1 11
—(1/V2Z+N) 24X 1= A = —<A+—> <—>\3+>\2<§+—>+>\—\/§>
1 —1/2  1/V/2—-\ V2 V2
A3 31 A
= M- 2<—+—>+—+1
2 2 2v2) V2
Finalement
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que l'on peut factoriser en écrivant

det(A—X) = (A\2+1)2— <3 - %)

A
— (a3 ) (Vo a2
2 V2 '

~ Ll
COSOZ—2

Soit « tel que

5~

On a alors

det(A — M) = (A2 + 2\ cosar + 1)(A2 — 2hcosa + 1)
et les valeurs propres sont donc

i —io 7 ei(a—i-ﬂ)

e, e —ilatm)

, €

Comme le déterminant de A vaut 1, la matrice A se trouve dans 0 (4).

Exercice 89

Soit a et b deux nombres réels et f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique
de R* est

0 0 cosa —sina

1 0 0 sin a cosa
~ |cosb —sinb 0 0
sinb cosb 0 0

Montrer que A est orthogonale. Trouver S unitaire telle que S*AS soit diagonale. Trouver une base
orthonormée de R* dans laquelle f ait une matrice de la forme

U 0
o=lo 7]

ott U et V sont deux matrices orthogonales de R2.

Solution

On a
3

det(A— M) = (=1)PAPdy_p + A
p=0
ou dj est la somme des déterminants d’ordre k extraits de A qui sont symétriques par rapport a la
diagonale principale. On calcule donc

cosb —sinb
sin b cosb

cosa —sina
sina cos a

dy =det A= =

)
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0 0 cosa 0 0 —sina 0 cosa —sina 0 sina cosa
d3=1 0 0 sina|+| 0 0 cosa|+|cosb 0 0 |+|—sinb 0 0 =0,
cosb —sinb 0 sinb cos b 0 sinb 0 0 cosb 0 0
0 cos a 0 —sina 0 sina 0 cos a . .
dy = cosh 0 <inb 0 ‘_ sinbd 0 wosh 0 | = 2(—cos acosb+sinasinb) = —2cos(a+b) ,

et finalement

di=trA=0.

On obtient donc le polynéme caractéristique
PA) =M —2X%cos(a+b) +1.
On peut écrire

P(A\) = (A2 4+ 1)% —2X*(cos(a +b) + 1) = (A\? + 1)? — 4)\? cos? “7”’ ,

b))

PA) =N =20+ DN +20+1) =A—-12N+1)2,

et finalement

P\ = ()\2—2)\cosa+b +1> <A2+2)\cosa+

Si a 4+ b = 2km avec k entier, on trouve

et les nombres 1 et —1 sont valeurs propres doubles.

Sia+ b= (2k + 1)7 avec k entier, on obtient cette fois
P(\) = (A2 +1)%,
et les nombres ¢ et —i sont valeurs propres doubles.

Si a4+ b # km avec k entier, on obtient quatre valeurs propres distinctes. Notons la premiére

\ = eilatb)/2
Les trois autres sont X, —Xet —A.

Cherchons dans ce cas une base du sous-espace propre associé¢ a A\. Un vecteur (z,y,z,t) de ce sous-
espace vérifie le systéme (S) suivant :

—Ax + zcosa —tsina =
—A\y + zsina +tcosa =
xrcosb—ysinb— Az =
rsinb+ycosb— A\t =

o O O O

On multiplie la deuxiéme ligne par —i et on I'ajoute & la premiére. On trouve

~Ma —iy) + ez —it) =0.
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On multiplie la quatriéme ligne par —i et on I'ajoute a la troisiéme. On trouve
e Pz —iy) — Nz —it) =0.
On obtient un systéme dont les inconnues sont z — iy et z — it et qui a pour déterminant
A2 — e7UaFb) — 9igin(a +b) £ 0.

Il en résulte que
r—1y=z—1t=0.

En remplacant dans la premiére équation, on obtient
\x = itcosa — tsina = ite'®,

d’on
¢ = e—ilath)/2; iay _ i —i(b—0a)/2;

En prenant par exemple ¢ = ¢?/2  on obtient, comme base de E) le vecteur

v = (ieia/2,62a/2,i62b/2,62b/2) )
Alors, comme base de Ex on obtient
vy = = (_Z-e—m/2’e—m/2’ —’L'E_Zb/2,€_2b/2) )

Si l'on change A en —A\ dans (S), il suffit de changer  en —x et y en —y, sans changer z et t. On
obtient alors, comme base de E_) le vecteur

vg = (—iei®/2, it/ jgibl2 cib/2)
et comme base de E_5 le vecteur
vy = (Z‘e—ia/27 _emi/2 _jgib/2, e—ib/2) '
Ces vecteurs sont tous de norme 2. On obtient donc la matrice .S de changement de base

Z'eia/2 _Z'e—ia/2 _,L'eia/2 ,L'e—z'a/2

1 eia/2 e—ia/2 _eia/2 _e—ia/2
S== 1. o o T
9 Zezb/2 _Ze—zb/2 Zezb/2 _Ze—zb/2
b2 o—ib/2 ¢ib/2 o~ ib/2

Cette matrice est encore unitaire lorsque a + b = k7 et convient aussi dans ce cas.

Dans R* on regroupe les vecteurs conjugués.

V] — Vg ( a L a b ] b) ) V1 + vy (—si a a b b)
ur = = COS — Sin — COS — Sin — € U9 = = (—sIn — COS —, — Ss1n — COS —
! 2 2’ 2’ 2’ 2 2 2 2’ 2’ 2 27
ainsi que
V3 — Uy ( a L a b ) b) ) V3 + vy (i a a b b)
Uz = = (—COS —, — SsIn — COS — Sin — € Uyg = = Sl —., — COS —, — S1n — COSs — ).
3 2 2 2’ 2’ 2 1 2 2 2’ 2 2
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Ces vecteurs sont de norme v/2, ce qui donne la matrice de passage

B a .a a .oan
— —sm—- — = m —
COS 2 S 2 COS 2 S 2
.a a .a a
Sin — COS — — S1ln — — COS —
1 2 2 2 2
Q=—
V2 b b b b
— —sin— — —sIn <
COS 2 S 2 COS 2 S 2
b b b b
11 — — 1mn — —
_S 2 COS 2 S 2 COS 2_

Pour trouver la matrice de f dans la nouvelle base, on part du fait que
V] =ug +1iu; et v =uo —iuy,

et 'on calcule f(u1) et f(uz). On a

1 1 _
f(ul) - Z(f(vl) - f(’Ug)) = %(/\Ul — /\Ug)
1 , - ’
- %(A(ug +iug) — AMug — iuy))
A+ A=A
R
a/ .
= cos U1 + sin us ,

ainsi que

Flus) = 2 () + F2)) = 30w+ o)

%(/\(ug + iuq) +X(U2 —iuy))

A=A +A+A
g — u U
2 2
= —sin u1 + cos Uus .

Les résultats sont analogues avec les deux autres vecteurs en changeant A en —A\. Seuls les signes

changent et finalement on obtient

b b
cosa; —sina—; 0 0
b b
sina—; cosa; 0 0
B =
b b
0 0 —cosa;— sina—;
b b
I 0 0 —Sina—; —cosa;— ]
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Ce changement de variable reste valable si a + b = 2k7w. On obtient dans ce cas

1 0 0 0
1k 0 1 0 0
B=(-1) 0 0 -1 0]’
10 0 0 —1]
et si a + b= (2k + 1)m. On obtient alors
[0 —1 0 0]
ok 1 0 0 0
B=(-1) 0 0 0 1
10 0 -1 0]
On a donc dans tous les cas
a+b . a+b
cos 5 —sin
U=—-V =
o a+b a+b
sin cos

Exercice 90

Soit A un endomorphisme d’un espace euclidien . Montrer que les propriétés suivantes sont équi-

valentes.
(i) h est une isométrie ;
(ii) h conserve le produit hermitien ;
(iii) A est unitaire .
Solution
(i) = (ii)

On a pour tout vecteur z de F,
[R() || = [l -

D’autre part, quels que soient x et y dans E, on obtient en développant
lz +yl? = llz = yllI* = (lz1* + 2(z [9) + Iyl*) = (l=]* = 20z [y) + [ly]]*) = 4(z|y) .
Alors
(h(z) | () = 3(I10(2) + @) ~ n(x) ~ )I) = (I + I = 3 — 5)])
= 2l 4yl e —yl?) = ).

(i) = (iii)
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Si 'on a, quels que soient = et y dans E,

(h(z) [h(y)) = (z]y),
on en déduit
(@ |h"h(y)) = (x]y),
puis
(|[h*h(y) —y) =0,
et, quel que soit y dans E, le vecteur h*h(y) — y est orthogonal & E donc est nul. Alors
h*h =1dg,

ou encore

h—l — h*
ce qui montre que h est unitaire.
(iil) = (i)

Si h est unitaire

Ih(@)II* = (h(z) | k() = (x| h*h(2)) = (x| 2) = ||=]?,

donc A est une isométrie.

Exercice 91

Combien y a-t’il de matrices a la fois orthogonales et triangulaires ?

Solution

La transposée d’une telle matrice serait de méme type. On peut donc se contenter de regarder des
matrices triangulaires supérieures. Comme de plus la matrice est inversible, les éléments diagonaux
sont non nuls.

Soit donc A une matrice triangulaire supérieure orthogonale. Ses éléments a;; sont nuls si ¢ > j.

En écrivant que 'AA est la matrice unité, le coefficient ¢;; de ce produit est nul si i # j et I'on a alors
n inf(4,5)
Cij = Z AgiQk; = QpiQkj = 0.
k=1 k=1

En particulier, si ¢ < 7,
i
Cij = Zakiakj =0.
k=1

On veut montrer que A est diagonale. Pour cela, on démontre par récurrence que, pour k£ compris entre
1letn—1, on a la propriété

(Hk) (Vje [k‘—i—l,n] akj:0).
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Tout d’abord, si j > 2,
cyj = ara; =0,

donc ay; est nul et 'on a la propriété (Hy).

Supposons la propriété (Hy) vraie jusqu’a 'ordre » < n — 1. Alors, si j > r + 1,

r+1 r
Cry1; =0= E Akr 410k, = Q14100415 T E Ak r410k,j -
k=1 k=1

Mais, lorsque k < r < j, le nombre ay, ; est nul en raison de la propriété (Hy), donc

0=ari1r410r41,5-
On en déduit que a,41,; est nul, donc que I'on a la propriété (H,1).
Alors la propriété (H,,—1) est vraie, ce qui signifie que A est diagonale. Mais, puisque A est orthogonale,

les éléments diagonaux ne peuvent valoir que 1 ou —1. Comme il y a deux possibilités pour chaque
élément de la diagonale, le nombre de telles matrices est 2.

Exercice 92 Décomposition d’Iwasawa

Montrer que toute matrice G réelle d’ordre n inversible s’écrit de maniére unique sous la forme
G=KT

ou K est orthogonale, et T' est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs.
Ecrire la décomposition lorsque n = 2.

Solution

On considére que G est écrite dans la base orthonormée (ey,...,e,) de R™, et on note (g1,...,9n) les
colonnes de G. Soit (uq,...,uy,) la base orthonormée déduite de (g, ..., g,) par le procédé de Schmidt.
Par construction, la matrice qui a pour colonnes les vecteurs u; exprimés dans la base (g1,...,9,) est

triangulaire supérieure & coefficients diagonaux strictement positifs. La matrice inverse de cette der-
niére, notée 1', posséde les mémes propriétés.

Alors

— la matrice T! est la matrice de passage de la base (g1,...,9,) & la base (uq,...,u,);

— la matrice G est la matrice de passage de la base (eq,...,e,) a la base (g1,...,9n).

Finalement, la matrice K = GT ! est la matrice de passage de la base (e1, ..., e,) alabase (ug, ..., u,),
donc K est la matrice orthogonale exprimant les vecteurs u; dans la base (eq1,...,e,), et I'on a

G=KT.
Reste a voir I'unicité de la décomposition. Supposons que l'on ait

G=KT=K'T.
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On a donc
K'K=TT"

Or K 'K est orthogonale, et 7T~ est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement
positifs. D’aprés 'exercice précédent, la seule possibilité est que

K'K=TT"'=1,
ce qui montre 'unicité.
Sin = 2, et si la matrice G a un déterminant positif, alors il en est de méme de K. Dans ce cas partons
de I’égalité
a b| |cost —sint » A
c d| |sint  cost 0 v|’

ce qui donne le systéme

Acost = a
peost —vsint = b
Asint = ¢
usint +vcost = d
On obtient en particulier
M =a?+c,
donc
A =+Va?+ 2,
puis
a c

cost = ——— et sint =

Va2 +¢? Va+c2

Cherchons p et v comme solutions du systéme

pcost —vsint = b
usint +vcost = d
On trouve
_|b —sint —I9c:ost+alsi11t—M
F=1a  cost|~ Va2 ¥ b2
et N
d—>b det
= CF)St =dcost — bsint = ¢ ¢ _ c .
sint d Va2 2 VaZ ru?

Si det G est négatif, il en sera de méme de celui de K et donc on part de
a b| |cost  sint » A
c d| |sint —cost 0 v|’

On a cette fois le systéme

Acost = a
pecost+vsint = b
Asint = ¢
psint —vcost = d
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On obtient les mémes résultats que précédemment en changeant simplement le signe de v.

153

Exercice 93
1) Soit U et V deux éléments de .#(R) tels que VU soit symétrique et
U=\, et WV =ul,

ou A et u sont des nombres réels. On pose

A:[g “(j]

Calculer tAA.

2) Montrer que les matrices

a —b c d
U_{b a} et V—{d —c]’

vérifient les conditions de 1). En déduire le déterminant de A dans ce cas.

3) Soit . l'ensemble des matrices carrées réelles d’ordre 4 de la forme

a —b —c —d

b a —d ¢

c d a —b

d —c b a

telles que a®? + 0> + 2 +d> =1.

a) Montrer que % est un sous-groupe de 0 (4).

b) Trouver les éléments de 7 qui commutent avec une matrice A de ¢ donnée.

c¢) Résoudre dans 7 les équations A% = I, A? = —I; et A* = I,.

d) Trouver les valeurs propres complexes de A.

Solution

1) Si WU est symétrique, alors
WU = {tvU) = UV,

Donc

U WU -V] _ [UU+VV WU-UV]  [(A+p)l 0
vV U| |UV-WU WU+ WV

0 (b = ATm



154 CHAPITRE 4. ENDOMORPHISME NORMAL

o _la b _|lec d
2) SllonprendU—[b CJ etV—[d _J on a dans ce cas

Y — [Z —Z] {_Z ﬂ @+ et WV =V = {fl _ﬂ {C _ﬂ — @+ D).

Enfin, la matrice

wrrr € dl|la =b| |ac+db ad—bc
VU = [d —c] [b a} _[ad—bc —ac —bd

est bien symétrique. Donc
PAA = (a® + 0+ 2 +d)y.
Alors, en prenant le déterminant,
(det A)? = (a® + b* + 2 + d*)*.

Donc det A vaut, au signe prés, (a? + b2+ c? + d?)?, et le signe est celui du coefficient de a* dans det A
considéré comme un polynome de la variable a. Mais le terme a* apparait dans le déterminant de A
comme produit des éléments diagonaux. Le signe est donc positif et

det A = (a® +b* + * +d?)%.
3) a) Lorsque a? + b? + ¢ + d? vaut 1, la matrice A vérifie d’aprés ce qui précéde
PAA=T1, et detA=1,

et tous les coefficients sont inférieurs a 1 en valeur absolue. La matrice A est donc dans &y (4). Par
ailleurs 'A = A1 est aussi dans 7. Il reste a voir que . est stable par multiplication. Soit

v —-v'
=[]
Ou / / / /
a b c d
oo Y v ]
Alors
AN — v -vv, —(UV'+VvU’)
vV +vuU’ v —-vv' |’
puis

UU vy — |@ bl [ =V [e dl[d | _Jad —b —cd —dd —(ab + ba + cd — dc')]
S a [V d) |d = |d —¢]  |ab +bd +cd —dd aa’ —bb' — cd —dd' |

et

, , fa =0 [d AT Je d]l[a V]  [ad —bd + ca + b ad 4+ bd — cb/ + da’ ]
e b a] |d (] * d —c| |V d|  |ad +b —cb +dd —(ad —bd' + ca’ +db)| "
De plus

det(AA") =det A det A" =1.
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Il en résulte que si A et A’ sont dans 7, alors AA’ l'est aussi. Donc # est bien un sous-groupe de

O (4).

3) b) Compte tenu des symétries des matrices, I'égalité AA" = A’A, qui se traduit par seize relations
entre les coefficients, se réduit en fait a trois égalités distinctes

ab +ba’ +cd —dd = db+ba+dd—dc
acd —bd +ca +db = dec—-bd+da+db
ad +bd —cb +da’ = dd+bc—cdb+da

qui, aprés simplifications, se réduit encore a

cd —dd =0
bd —db' =0
b —cb =0

Cela se traduit par le fait que, dans R3, les vecteurs (b, ¢, d) et (b, ¢/, d’) sont colinéaires. Si (b, ¢, d) est
non nul, et donc a? # 1, il existe £ tel que

(¥, c,d) =¢&(b,c,d).

Dans ce cas
A= (d' —&a)ly +EA.

Dans 47, on doit avoir
1=+ W+ +d®) =d”+ (1 -d?).

Pour tout choix de a’ tel que |a'| < 1, on obtient deux valeurs de & possibles

1—a?
=4/ —-F.
§ \/1—a2

Si (b, c,d) = (0,0,0), alors A = +1, et toutes les matrices commutent avec A.
3) ¢) L'égalité A2 = I, équivaut & A~' = ‘A = A et donc a (b,¢,d) = (0,0,0). On trouve A = +1,.

L'égalité A%2 = —I, équivaut & A™! = ‘A = —A et donc & a = 0. Les matrices sont antisymétriques et
vérifient b + ¢ + d? = 1.

Sil'on pose B = A2, 'égalité A* = I équvaut a B? = I, et comme B est dans /7, on trouve B = £1y,
et B= A? =1, ou B = A? = —I,. Les matrices cherchées sont celles obtenus précédemment.

3) d) Si l'on étudie la matrice A — A\ly, il résulte de la question 2) dans laquelle on remplace U par
U — M5, que
det(A — \Iy) = ((a — N\)? + 0>+ +d?)? = (A2 — 2a\ + 1)%.

Si I’on pose a = cos @, les valeurs propres de A sont alors les valeurs propres doubles e? et e,
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4.3 Endomorphismes autoadjoints - Matrices symétriques

Exercice 94
1) Soit A une matrice symétrique. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) quel que soit X € R” non nul, ‘XAX >0;
(ii) les valeurs propres de A sont strictement positives .

On dit alors que A est définie positive.

2) Montrer que les éléments diagonaux d’une matrice symétrique définie positive A sont strictement
positifs. A-t-on la réciproque ?

Solution

1) La matrice A est diagonalisable. Si (i) a lieu, soit V' un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A. Alors
WAV = X'VV = A|V|? >0,

ce qui implique A > 0.

Réciproquement, si (ii) a lieu, soit (V4,...,V},) une base orthonormée de vecteurs propres. Alors, si

n
X = E I'Z'V;;,
i=1
on a

n
XAX = Na?,
i=1
ou A; est la valeur propre associée a V;. Donc si X est non nul

XAX >0.

2) En prenant pour vecteur X le vecteur E; de la base canonique dont tous les éléments sont nuls sauf
le -—éme qui vaut 1, on a
tEZAEZ = j; .

Les éléments diagonaux de A sont donc strictement positifs si A est définie positive.

Par contre I'exemple de la matrice symétrique

)

dont les éléments diagonaux sont strictement positifs, mais qui admet comme polyndme caractéristique
X2 —2X — 3 et a donc comme valeurs propres 3 et —1, montre qu’une matrice peut avoir ses éléments
diagonaux strictement positifs sans étre définie positive.
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Exercice 95 Factorisation et méthode de Choleski

1) Soit A une matrice carrée complexe d’ordre n autoadjointe. On suppose que les matrices A, _j
extraites de A en enlevant les k derniéres lignes et les k& derniéres colonnes (0 < k <n — 1) ont un
déterminant strictement positif. Montrer qu’il existe une unique matrice triangulaire supérieure T
dont les éléments diagonaux sont strictement positifs telle que

A=T"T,

et que le coefficient diagonal ¢z de T' vaut

b = [ det Ay '
det Ap_4
2) En déduire que résoudre le systéme linéaire
AX =B,
revient & résoudre les deux systémes triangulaires
T°Y =B e TX=Y.

3) Appliquer cette méthode pour la résolution du systéme

r+2y+3z = 1
2z 4+ 8y + 22z
3r+22y+822 = 3

Il
o0

Solution

1) On démontre la propriété par récurrence sur n. Le résultat et évident pour n = 1. Supposons la
propriété vraie au rang n — 1. Ecrivons
Apn—1 Up—q
an [ O

n—1 Onn
ou A, _1 est une matrice carrée d’ordre n — 1, U,_1 une matrice colonne et a,, un nombre réel, et
cherchons une matrice triangulaire 7" dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs, telle que

T = A.
On écrit
Thno1 Sn_1
T: n n
i

ou T,_1 est une matrice triangulaire supérieure d’ordre n — 1 dont les coefficients diagonaux sont
strictement positifs, S,,_1 une matrice colonne et t,, un réel strictement positif. On a alors

* 0| |Th-1 Spo T T,_ T . S,_ A, U,
* n—1 n—1 n—1| __ n—14n—1 n—1°n—1 _ n—1 n—1| __
TT_{ ; ] { 0 tm}_[s* T 52_15n—1+t3m]_{ : }_A'

n—1 tnn n—1 n—1 Onn
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Ceci équivaut au systéme

T:;_lTn—l - An—l
T;_lsn—l = Un—l
S;;—lsn—l +t%n = Qnn

La propriété au rang n — 1 montre l'existence et 'unicité de la matrice triangulaire 7;,_1. Les éléments
diagonaux de cette matrice sont strictement positifs, donc la matrice a un déterminant non nul. Elle
est inversible et la deuxiéme condition équivaut a

Sn—l - ( ;_1)_1Un—17

ce qui déterminé S,,_1 de maniére unique.

Compte tenu de cette valeur, on a alors

Sy 1Sn—1=Up_1(Tn-1) NTjp_1) ner = Up (T 1 Trm1) " Up1 = U A Uy

et la troisiéme équation devient
2 * -1
ton = ann — U, 1A, —Up—1.

Elle détermine un unique nombre positif ¢,,,, & conditon que le membre de droite soit positif. Par ailleurs
on remarque que, si la décomposition a lieu, on a

det A= |detT|? =2, |detT,,_1|* =2, det A, .
Par hypothese, les nombres det A et det A,,_1 sont strictement positifs, et donc

2 det A

" det A1
Il suffit de vérifier que 'on a bien

det A

-1
Ann — U:;_lAn_lUn—l = m >

pour montrer I'existence et 'unicité de t,,,.

Développons le déterminant de A par rapport & la derniére ligne. On a

n—1
det A = ap,, det A,y + E (=1)"ay jpnj,
Jj=1
ol fip ; est le mineur de a, ; dans A, c’est-a-dire
ai1 . a1,5—1 1,541 . a1,n
Hn,j = : :
ap—-1,1 --- An—-1j5-1 Qan—-1j54+1 --- Gn—-1n

Puis en développant p, ; par rapport a la derniére colonne

n—1

png = > (=1 Fa;ym
i=1
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ou
ai,1 e ai,j—1 a1,5+1 e a1n—1
_|Qi-11 e Gi—15-1 Qi—1441 -+ Qi—1n—1
mij =
Ai+1,1 -+ Qi1 -1 Ai+l54+1 --- Gi4ln—1
ap—-1,1 --- Qn—-1,45-1 Qn-14+1 --- CGpn—1n-1

n’est autre que le mineur de a;; dans A,,_;. La matrice M,,_; de coeflicients (—1)i+jmi,j est donc la
matrice des cofacteurs de A,,_1. Alors

n—1n—1
det A = ap,det A, 1 + Z Z(—l)i+j_1ai7nan7jmi7j ,
j=1i=1
ou encore, puisque A est autoadjointe,
n—1 n—l_
det A= appdet Ayt — > > ajnin((—1)Fmyy).
j=1 i=1
Or
n—1 n—l_ o
Z Z ajnin((—1)m; ;) = Up_y "My 1Upq .
j=1 i=1

Mais, en raison de la formule donnant l'inverse d’une matrice,
tMn—l = (det An—l) A;&l )
et finalement

det A = a,,, det A,y — (det A, 1)U _1 A Uy = (det Ap_1)(ann — Ui 1 A Un1),

po— det A
" det Ay

On a donc bien démontré I'existence et I'unicité de la matrice T au rang n. Le résultat est donc vrai
pour tout entier n > 1.

et dans ce cas

2) Si lon veut résoudre le systéme AX = B, cela revient a résoudre
T°TX =B,
donc, en posant T X =Y, cela revient a
T'Y =B pus TX=Y.

3) Application.
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Remarquons que si A est réelle, on a aussi,
A=A (T)T

et par unicité de T, il en résulte que T = T, donc T est réelle. On part de la matrice

1 2 3
A=12 8 22
3 22 82
Cherchons la matrice
a d f
T=10 b e
0 0
On a successivement
a 0 0 a® ad af
T*=|d b 0| puis T°T = |ad b*+d? df + be
f e ¢ af df +be ?+e?+ f?
L’égalité
A=T'T
conduit au systéme
a? = 1
ad = 2
af = 3
v +d? = 8
df + be = 22
A+e?+f? = 82

Puisque a, b et ¢ sont positifs, on obtient facilement a =1, d = 2 et f = 3, puis
¥4+ d®=b"+4=38,

donc b = 2. Ensuite
df +be =6+ 2e = 22,

donc e = 8 et finalement
A+ fP=4+64+9=282,

donc ¢ = 3. Finalement

1 2 3
T=10 2 8
0 0 3
Le premier systéme s’écrit
x 1 0 0f |z 1
™Yy =Tyl =12 2 0| |y| =|8],
z 3 8 3| |z 3
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qui donne
T =1
2z + 2y = 8
3x+8y+3z = 3

et conduit facilement a

1
Y = 3
—8
Le second systéme sécrit
T 1
TX =T |y| = 3|,
z -8
qui donne
rT+2y+3z = 1
2y + 8z = 3 ,
3z = -8
et conduit &
—46/3
X = 73/6
-8/3

Exercice 96

Soit (an)n>1, (bn)n>1, (Cn)n>1 trois suites de nombres réels tels que, pour tout n, le produit byc;,
soit strictement positif. On pose

a; €
bi ax

bp—2 an—1 cp—1
bn—l Qp |

tous les autres coefficients de la matrice étant nuls. On pose également Py = 1 et pour tout n > 0
P, (X)=det(XI, — A,).

1) Montrer qu’il existe une matrice diagonale S telle que B,, = S~ A,,S soit symétrique. En déduire
que les racines de P, sont réelles.

2) Trouver une relation de récurrence reliant P,1, P, et P,_1 lorsque n > 1.

3) Soit n > 2, et soit ¢ application de R,,_1[X] dans lui-méme qui & un polynoéme @ associe le reste
de la division euclidienne de XQ(X) par P,. Ecrire la matrice de ¢ dans la base (F,..., P,—1),
trouver les vecteurs propres de ¢ et en déduire que les valeurs propres sont simples.
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Solution

1) Soit S une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont si,...,

1/s1,...1/sp.

La matrice A,S s’obtient en multipliant la colonne j de A par s;. Puis la matrice S ~1AS en divisant
la ligne i de AS par s;. Alors ST'AS est une matrice de la méme forme que A,, obtenue a partir des
suites (an)n>1, (bnsSn/Sn+1)n>1, (CnSn+1/Sn)n>1. Pour obtenir une matrice symétrique, on choisit les

nombres s; tels que

CHAPITRE 4. ENDOMORPHISME NORMAL

Si+1 S
Ci = bl )
Si Si+1
soit
Sit1 _ |bi
Si &
En partant de s; = 1, on a alors
bl . bi Si+1 S;
SZ+1 = et T — bz —
Cl1...C S; Si+1

La matrice B, est construite comme A, mais & partir des suites (ay)n>1 et des deux suites égales

(\/ bncn)nZL

Puisque B,, est symétrique, ses valeurs propres sont réelles. Il en résulte que son polynéme caractéris-

tique det(B,, — XI,,) a des racines réelles. Alors comme

det(X I, — Ay) = det(XI, — By)

on en déduit que les racines de P, sont réelles également.

2) Soit n > 1. On a
X—a1
"
P (X) =

En développant par rapport & la derniére colonne, il vient

Pn+1(X) = (X — an+1)Pn(X) + ¢,

bici .

X—a2 —C
_bn—l X—an —Cp,
_bn X—an+1
X—a1 —C1
—bl X—a2 —C
—bn_2 X—an—1
0

puis en développant par rapport & la derniére ligne,

Pt (X) = (X = apg1) Pa(X) = enbpPu_1(X).

$p. Ceux de S~ sont alors

—Cn—1

—b,
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3) L’application ¢ est linéaire par unicité de la division euclidienne. En effet, si 'on a
Q1 =51XP,+ R et Q2= 5XP,+ Ry
avec Ry et Ro de degré strictement plus petit que n, alors, quels que soient &; et & réels,
§1Q1 + &Q2 = §151X Py + &1 R + 52X P, + & le = (451 + §52) X Py + (G Ry + §Ro)
et le degré de &1 Ry + & Ro est strictement plus petit que n, donc
P(&1Q1 + &Q2) = &l + &Ry = &10(Qn) + &20(Q2) -
Calculons les images de Py par .
Sil<k<n-—2 ona
XPi(X) = Ppy1(X) + g1 Pe(X) + brcg Pr—1(X) .
Comme ce polynoéme est de degré k+1<n —1, on a,
©(Py) = Pry1(X) + a1 Pe(X) + brerp Pr—1(X) .

Sik=n—1,0na
XPn—l(X) = Pn(X) + anPn—l(X) + bn—lcn—lpn—2(X)7

et puisque a,Py—1(X) + bp—1¢p—1Py—2(X) est de degré n — 1, on a
O(Pyr—1) = anPy—1(X) + bp—1¢n—1FPp—2(X).
Enfin, si k = 0, le polynéme
XP(X)=X=(X—-a1)+a1 = PA(X)+ a1 Py(X)

est de degré 1 <n — 1, donc
(,D(P()) = Pl(X) + alPO(X) .

La matrice de ¢ dans la base (F,..., P,—1) est donc

a1 bic
1 a9 b262

1 an—1 bn—lcn—l
1 an

On obtient donc une matrice construite comme A,, mais a partir des suites (an)n>1, (1)n>1 €t (bncn)n>1-
Cette matrice est de nouveau semblable a la matrice B,,, donc elle est semblable & A,,.

Si A est une valeur propre de ¢ et @) un vecteur propre associé, on a

Q) = 2Q,
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donc, il existe un polynéme S' tel que
XQ(X) = SP,(X) + AQ(X).

c’est-a-dire

(X — NQ(X) = SPy(X).

Comme (X — M\)Q(X) est de degré au plus n, il en résulte que S est un polynéme constant et que A
est une racine de P,. Alors @ est un multiple du polynéme P,(X)/(X — \). Le sous-espace propre
associé a A est donc de dimension 1 et puisque A,,, donc C,,, est diagonalisable, 'ordre de multiplicité
de chaque valeur propre est 1. Les racines de P, sont donc simples.

Exercice 97 Décomposition polaire

1) Soit E un espace euclidien réel de dimension finie et ¢ un endomorphisme autoadjoint de E. On
suppose que @ est positif c¢’est-a-dire que, quel que soit x dans F

(p(x)[z) = 0.

Montre que les valeurs propres de ¢ sont réelles positives et qu’il existe un endomorphisme autoad-
joint positif ¢ et un seul tel que

P =o.

2) Soit u dans Z(F). Montrer que u*u et uu* sont autoadjoints positifs et ont le méme rang que w.
3) En déduire que u peut se mettre sous la forme
u=pv

ol p est autoadjoint positif de méme rang que u et ot v est unitaire. Quand a-t-on unicité de la
décomposition ?

4) Chercher une décomposition pour les matrices

o2 [0t
10 =5 < o o

Solution

1) L’endomorphisme ¢ étant autoadjoint, il a des valeurs propres réelles. Soit A une valeur propre
associée au vecteur propre . On a

(p(z)|2) = (a|z) = Az|* > 0.

Il en résulte que A est un nombre réel positif.
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Comme ¢ est autoadjoint, il est diagonalisable dans une base orthonormée % de vecteurs propres ou

sa matrice est la matrice diagonale
A1

D =
An

Si 92 = ¢ ol 1 est positif, la matrice de v dans la base & est nécessairement

VA
A=

Vn

Alors 1 est aussi un endomorphisme autoadjoint positif de méme rang que .

On notera dans la suite
b =g

2) Comme

(v'u)* =uu et (uwu™)" =uu®,
les endomorphismes v*u et uu* sont autoadjoints. D’autre part
(v u(z)|2) = (u(z) [u(@) =20 et (uu’(zx)|z) = (u"(z)|u(x)) =0,

et les endomorphismes sont positifs.

L’inclusion de Ker u* dans Ker(uu*) est évidente. Réciproquement, si « appartient a Ker(uu*), alors
2
[u*(2)]]” = (u*(2) |u*(2)) = (z]|uwu"(z)) =0,
donc u*(z) est nul et Ker(uu*) est inclus dans Ker u*. On a donc I'égalité
Keru* = Ker(uu®),

et les endomorphismes u* et uu* ont le méme rang. De méme u*u et © ont méme rang. Comme u et
u* ont le méme rang, c’est aussi le rang de uu*.

3) Si la décomposition existe, on a nécessairement
uu® = (pv)(pv)* = pv*p* = p?,
et p est alors 'automorphisme autoadjoint positif tel que
2 *

p =uu,

c’est-a-dire
p=Vvuu*.

Cet endomorphisme a méme rang que uwu* donc que u. En particulier, si u est inversible, il en est de
méme de p et de uu*. Alors on a nécessairement

v=p u
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ce qui montre I'unicité dans ce cas.

Si u est inversible, posons donc

On a alors

Mais I’égalité

p° = uu
implique
u—lp _ u*p—l ,
et donc
U_l — F

L’endomorphisme v est bien unitaire. On a donc démontré I'existence et I'unicité de la décomposition
lorsque u est inversible.

Il reste & étudier le cas ot w n’est pas inversible. Pour cela introduisons I’endomorphisme U de E défini
en posant

U(z) = { u(z) size (Keru)t =Imu*

s(z) size€Keru= (Imu*)t ~

'_

ou s est une bijection de Kerwu sur (Imu)=— (ces deux sous-espaces ayant la méme dimension).

Tout d’abord U est une application linéaire bijective. En effet, si 2 = a + b avec a dans (Keru)* et b
dans Ker u, est tel que
U(z) =u(a) +s(b) =0

alors u(a) appartient a Imu et s(b) & (Imu)*, donc u(a) et s(b) sont nuls. Comme s est bijective, cela
implique que b est nul. Quant a a, il appartient a Ker v N (Keru)* donc est nul également. Il en résulte
que = est nul et que U est injective.

Alors, il existe P et v tels que
ol

et v est unitaire.

Notons II la projection orthogonale sur Imu. Si z est dans (Keru)* alors U(z) = u(x) est dans Imu
et
(MU)(x) = M(u(z)) = u(z) = U(z),

et si x est dans Keru, alors U(z) = s(z) est dans (Imu)* et

Il en résulte que
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Si 'on pose

p=1IP,

on a alors
uw=1IU =1IPv =pv.

SiIT et P commutent, alors
p* = (IIP)* = P*II* = PII =1IP = p,

car P et II sont autoadjoints. Il en résulte que p est autoadjoint. D’autre part, puisque P est positif et
que IT2 =11, on a

(p(z) |2) = (ILP(z) |2) = (IPP(x) | 2) = (IIP(z) [TI(z)) = (P(Il(x)) | [I(z)) > 0,

donc p est positif ce qui montre la décomposition voulue.
Il reste & montrer que II et P commutent.

On sait que deux endomorphismes diagonalisables commutent si et seulement si I'un quelconque d’entre
eux laisse stable les sous-espaces propres de 'autre. Donc II et P commutent si et seulement si II laisse
stable les sous-espaces propres de P donc ceux de UU*. Alors Il et P commutent si et seulement si
UU* et II commutent, c’est-a-dire si et seulement si UU™ laisse stable les sous-espaces propres de 11
qui sont Imu et (Imwu)*. Vérifions qu’il en est bien ainsi.

(i) Soit x dans Imu = (Ker u*)=*.

Si z appartient a (Keru)', on a
U ()] 2) = (x| U(2)) = (z|u(2)) = (u*(2)|2),
et, si z appartient a Keru = (Imu*)*, alors s(z) se trouve dans (Imu)*, et I'on a
(U ()] 2) = (x|U(2)) = (z]s(2)) = 0= (u" ()] 2).

Finalement

u*(z) =U"(z).
Alors, u*(z) appartient a Imu* = (Ker u)* donc
UU*(z) = Uu*(z) = uvu™(x)

appartient & Imwu qui est donc stable par UU*.

(ii) Soit = dans (Imu)*. Si I’on prend y dans Imwu, alors uu*(y) est dans Imu et 'on a

(UU) () [y) = (| (UU)(y)) = (x]uu"(y)) =0,

ce qui montre que UU*(x) appartient & (Im u)l et prouve la stabilité de ce sous-espace par UU*.

Remarquons que I'on n’a plus unicité de la décomposition si u n’est pas inversible. En effet si r est
un endomorphisme unitaire qui laisse stable Kerwu et qui vaut Iidentité sur (Ker u)L, alors pr = p et



168 CHAPITRE 4. ENDOMORPHISME NORMAL

u = p(rv) avec rv unitaire.

3) Si l'on part de la matrice

" 11 2
110 =5|
on a successivement
« |11 10 «  |125 100 5 4|
U —[2 _5] et uu —[100 125]—25 [4 5]—25B.

Le polynéme caractéristique de B vaut A2 — 10\ +9 et a pour racines 9 et 1. On trouve immédiatement
la base de vecteurs propres ((1,1),(1,—1)) qui donne les matrices de passage

|1 1 41
avec
1 9 0 1 L 9 0
iQBQ— [O J et iQuu Q=25 [O 1] .
Alors
B -5 30 |10 5 41 2 —1
b= _§Q[0 1]62_[5 10] ¢ P _B[—l 2}'
Pour finir

Si maintenant on part de

on a
ut = 00 et wu" = L0
10 10 0]

Ici p = wu™, et 'on constate que

o R e e

Exercice 98

Trouver les matrices A symétriques de .Z5(R) vérifiant 1’équation
A2 - SA+PI=0,

ou S et P sont deux réels tels que S? — 4P soit positif.
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Solution

Si on diagonalise la matrice dans une base orthonormée, la matrice diagonale D doit vérifier aussi
I’équation
D?*—SD+PI =0.

Alors les valeurs propres de A (ou de D), sont racines du trindme
X?-SX+P=0.

Ces racines sont réelles puisque le discriminant S%—4P est positif par hypothése, et la matrice A posséde
au plus deux valeurs propres distinctes. Soit alors A et u deux racines de ce trindomes (éventuellement
égales), il existe U orthogonale telle que

A0 0
A=U|0 X 0| UL,
0 0 pu

et toute matrice de ce type répond & la question.

4.4 Endomorphismes antiautoadjoints - Matrices antisymétriques

Exercice 99

Pour quelles valeurs de n existe-t-il des matrices réelles antisymétriques et orthogonales d’ordre n ?
Quelles sont les valeurs propres de telles matrices ?

Solution

Si n est impair, une matrice antisymétrique n’est pas inversible. En effet
det A = det 'A = det(—A) = (—1)"det A = —det A,
donc det A est nul, et A ne peut étre orthogonale.

Si n = 2p, soit A une matrice orthogonale d’ordre p. Alors la matrice

0 A
o= 3]

est antisymétrique et orthogonale d’ordre 2p.

Les valeurs propres d’une telle matrice sont & la fois imaginaires pures et de module 1. Ce sont donc ¢
et —i, et puisque le polynéme caractéristique est réel, ces deux valeurs propres sont au méme ordre p.
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Exercice 100

Soit. A une matrice réelle antisymétrique. Montrer que les valeurs propres complexes de A sont
imaginaires pures, que A est diagonalisable dans une base orthonormée de C" et qu’il existe une
base orthonormée de R™ dans laquelle la matrice se met sous la forme diagonale par blocs

81J

SkJ
0n—2k

0 1
e

et ol les nombres s; sont des nombres réels non nuls. Quel est le polynoéme caractéristique de A?

ou

Solution

En identifiant un vecteur de C™ et sa matrice colonne, notons

(X|Y)="'XY
le produit hermitien de C™ rendant orthonormée la base canonique.

Puisque A est réelle antisymétrique, on a
A="14=-A.
Notons ¢ ’endomorphisme de C™ de matrice A dans la base canonique, on a alors
(P(X)]Y) = PAXY = "X 'AY = —'XAY = —(X | p(Y)).
Soit A et pu deux valeurs propres de ¢ et X et Y des vecteurs propres associés. On a, d'une part,
(X [¢(YV)) = (X | oY) = (X | Y),

d’autre part, _
(P(X)]Y) =(AX]Y)=AXX[Y).

Alors B
AMX|Y) =—p(X]Y).

SidA=pet X=Y,o0na B
AlX[? = =212,

et il en résulte que

A= —)\.

Les valeurs propres sont donc imaginaires pures.
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Si maintenant \ # p,
“MXNY) = —p(X 1Y),

donc (X |Y) est nul et les vecteurs propres sont deux a deux orthogonaux.

Si les valeurs propres de ¢ sont Aq,...,\,, soit
F:E)\l @"'@E)\p-
Ce sous-espace est stable par ¢. Soit X dans F et Y dans F*. Alors

0=(p(X)|Y)=—-(X|e(Y)),

et p(Y) est dans F qui est donc également stable par ¢. S’il n’était pas réduit a 0, la restriction de
¢ a [+ aurait une valeur propre A qui serait un des nombres Aj et alors I N E\; ne serait pas nul :
on aurait donc une contradiction. Il en résulte que F-- vaut {0} et que

E:EMEB...@E)\I).
La matrice A est diagonalisable.

Si maintenant is est une valeur propre non nulle associée & un vecteur V' de norme 1, alors —is est une
valeur propre associée a V', et les vecteurs V' et V' forment un systéme orthonormé.

Posons )
u:ﬁ(V—FV) et v=—7(V-V).

Ces vecteurs sont réels, orthogonaux et de norme 1. Alors

(V) + (V) =

1 = st
o(u) = 7 (siV —siV) = 7 (V-=V)=—sv,

Sl -

et
1 = 1 . .= s —

La restriction de ¢ au plan engendré par u et v a pour matrice sJ. Il suffit de regrouper deux & deux
les vecteurs propres conjugués d’une base orthonormée de E complexe diagonalisant A et d’ajouter
une base orthonormeée réelle du noyau de ¢ pour obtenir une base orthonormée de R™ dans laquelle ¢
a pour matrice B.

Comme

det(sJ — \) = \? + 5%,

et que le noyau de ¢ est de dimension n — 2k, le polynéme caractéristique de A est alors

k
det(A — M) = det(B — AI) = (—=1)"A" 2% T[(A? + s2).
j=1
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Exercice 101

Soit E un espace euclidien réel de dimension finie et ¢ un endomorphisme de E.
1) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Yt =—p;
(i) (VzeBE)(VyeE) ((e)ly)=—(z]eW) ;
(i) (Vz € E) ((z]p(x)) =0) .

2) Montrer que pour tout k réel non nul, 'endomorphisme ¢ + kIdg est inversible et que

Y= (p—kldg)(e+ kldg)™"

est unitaire.

Solution

1) (i) < (ii) car, par définition de 'adjoint d’un endomorphisme, la propriété (ii), qui s’écrit aussi

(@) |y) = (] —¢y)),
quels que soient x et y dans F, signifie que

Y =—¢.
(ii) = (iii) car, si (ii) a lieu, en prenant = = y, on obtient
(p(z)|z) = —(z]p(z)) = —(p(z) | ),

d’ou

(@]p(z)) = (p(z)]z) =0.
(iii) = (ii) car, si (iii) a lieu, on a en particulier

(x+y)|el@+y) =0,

et en développant

(@[p()) + (@ |e(y) + (o) + (v | e(y)) = (@] () + (¥ o)),
d’ou
(@) [y) = (yle(x) = =(z|e(y)).
2) Soit A une valeur propre (réelle) de ¢ et x un vecteur propre associé. Alors

(p(2)2) = Az |2) = Az |2),

mais aussi

(p(@)|2) = =(z|p(x)) = —(z|Az) = =A(z[2).
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Comme (z|z) n’est pas nul, cela implique que A\ = 0. Alors, si k est un nombre réel non nul, les
nombres k et —k ne sont pas des valeurs propres de ¢ et ¢ + kIdg ainsi que ¢ — k Idg sont inversibles.
On obtient alors

= ((p—kIdp)(e+kldp) )" = (p+ kldp)(p — k1dg)~".

D’autre part

¥ = (¢ — kldg)(p + k1dg) )" (p+k1dp) 1) (¢ — k1dg)*

(o +k1dp)") " (p — k1dp)*

¢" 4+ kldp) " (¢" — k1dg)

—+ kldg) ! (—p — k1dp)

¢ — k1dg) ™ (¢ + k1dp)

o —kIdg) (¢ — k1dg) + 2k1dE)
= Idp+2k(p — kldg)™t

= ((¢p — kIdp) + 2k 1dp)(p — k1dp)~"
= (¢+kldg)(p—kIdg)™".

o~ o~ o~ o~ o~ o~

On obtient donc

et ¢ est unitaire.

Exercice 102

Soit F un espace euclidien réel de dimension finie n et ¢ un endomorphisme de E. Montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes.

i) (VzeE) ((plx) —z|e(x)) =0);
(ii) 0 o — * est antiautoadjoint ;

(i) ero=75(p+¢");

(iv) 2¢ —Idg est orthogonal .
En déduire que les valeurs propres complexes d’une matrice M de ¢ dans une base orthonormée de
E sont de la forme e’
et que M est diagonalisable dans une base orthonormée de C™. Quelles sont les valeurs propres
réelles possibles pour ¢ 7 Si ¢ n’a que des valeurs propres réelles, quelle est sa nature ?

cost, que les sous-espaces propres complexes sont deux & deux orthogonaux,

Solution

(i) & (ii) car la propriété (i) revient a dire que, pour tout x de F

(¥ (@) — " () [2) = 0,

ce qui d’aprés I'exercice précédent équivaut au fait que ¢*¢p — ¢* est antiautoadjoint.
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(ii) < (iii) car 'égalité
(e —¢")" = —(p'p—¢"),
équivaut a
Plo—p=—p o+,

puis a

200 =+ ¢".
(iii) < (iv) car l'égalité

200 =9+,
s’écrit également

220" —¢—¢") +1dp =1dg,
ou encore
(2¢ —1dp)"(2¢ — Idg) = (2¢" — 1dp)(2¢ — Idp) =1dg,

qui signifie que 2 — Idg est orthogonal.
L’endomorphisme

Y =2p—Idg

étant orthogonal, les valeurs propres complexes de sa matrice 2M — I sont de module 1. Si I'on note

e?* une de ces valeurs propres, alors M a pour valeur propre
1 ) ) eit e—it )
A= 3 (¥ 4 1) = ¢ % = e cost.

Comme 9 est orthogonal, la matrice 2M — I est aussi orthogonale et donc est diagonalisable dans une
base orthonormée de vecteurs propres de C" et il en sera de méme pour M.

Par ailleurs, le nombre

A =¢ccost = cos’t+isintcost

est réel dans deux cas :
1) si t = km, auquel cas A =1,
, T
2)sit= 3 + km auquel cas A = 0.

Si ’endomorphisme ¢ n’a que des valeurs propres réelles, c’est soit Idg, soit Og, soit la projection
orthogonale sur Im (.
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4.5 Projections orthogonales

Exercice 103 Projection orthogonale
Soit E un espace euclidien et I’ un sous-espace de E de dimension finie.

1) Montrer que tout élément x de E s’écrit, de maniére unique

z=p(x) +q(x),

ot p(x) appartient a F et g(x) a F'*, et que, pour toute base orthonormée (eq,...,e,) de F, on a

T

p(x) = (ei|x)e;.

i=1
En déduire que F et F- sont supplémentaires.

2) Veérifier que p? = p et déterminer Kerp et Imp. On appelle p(z) la projection orthogonale de z
sur F.

3) Montrer que pour tout = de F
la(@)|| = llz — p(x)|| = inf [l —¢]].
teF
Et préciser en quel vecteur la borne inférieure est atteinte.

4) Montrer que

T

la(@)I? = lall* =D (il @)

i=1
5) On suppose maintenant que E est un espace euclidien réel. Soit F' un sous-espace de E de

dimension finie et G un supplémentaire de F' dans E. Soit p la projection sur F parallélement & G.
Montrer que si, pour tout t de F' et tout « de F, on a l'inégalité

[l = p()|| <[l -1,

alors G est 'orthogonal de F.

Solution
1) Puisque FNF L est réduit au vecteur nul, la décomposition, si elle existe, est unique.

En posant
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on obtient un élément de F'. Alors

T

(er |z = p()) = (ex |2) — (er | p(2)) = (ex @) = Y (eil)(ex e

=1

Comme la base (eq,...,ep) est orthonormeée, il reste
(er |z = p(x)) = (e [2) = (er[2) =0,

et donc g(z) = x — p(x) appartient & F-. La décomposition

z = p(r) + q(x)

existe bien, et elle est unique. Elle traduit le fait que F' et F'- sont supplémentaires.
2) Pour tout x dans F', la décomposition

r=z+0
avec = dans F et 0 dans F- montre que

p(z) ==,
et en particulier, puisque p(z) est dans F' que

2
p”(z) = p(p(z)) = p(z).

Donc p est la projection sur P parallélement & F-. On a alors Imp = F et Kerp = F-.

3) Soit ¢ dans F' et x dans E. On écrit
z—t=(p(x) —t) + (z - p(z)).
Comme p(z) — t est dans F et o — p(x) dans F*, il résulte du théoréme de Pythagore que
lz = tl|* = llp(z) = t1* + llz = p(@)|I* > [l= = p(2)[I*.

L’égalité est obtenue lorsque ||p(z) — t|| est nul, c’est-a~dire pour ¢ = p(x).

4) Dans la base orthonormeée (eq,...,ep,), on a

T

lp(@)l* = (es|2)*.

i=1

et comme ¢(z) et p(z) sont orthogonaux

z[1* = llp()I* + lla()]* -

On en déduit

la(@)II> = lall* =D (eil ).
i=1

5) Soit = dans G : le vecteur p(x) est nul, et soit u dans F. Pour tout nombre réel A, le vecteur Au est
dans F', donc
lz —p(@)[| = llz]| < |z = Aul|.
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Alors
z])* < [lz = Aufl® = ||z — 2X (@ | u) + A?|lul?,

d’out
0 < |Jull*A? = 2(x |u)A.
Le trinéme en A\ du membre de droite est toujours positif. Cela signifie que son discriminant 4(z | u)?

est toujours négatif donc que (z |u) est nul. Alors = appartient 4 F* et G est inclus dans F. Comme
G et F* sont deux supplémentaires de F, ils sont égaux.

Exercice 104

Soit E un espace euclidien et ¢ un endomorphisme de E tel que

(i) (Vz € Imyp) (p(z) =),
(i) (VzeE) ((p(z)—=z) L o)) .

Montrer que ¢(x) est la projection orthogonale de x sur Im .

Solution

Soit x dans F et y dans Im ¢. On a donc
ely) =y

D’autre part ¢(z +y) — (z + y) est orthogonal & ¢(z + y), donc
0=(p(z+y) = (z+y) el +y) = (o(z) +¢ly) —z—yle() +¢y),

et en développant

0= () —z|e()) + (p(y) =y o)) + (p(r) —z o)) + (py) —yle(@)).

Par hypothése
(p(@) —z[(@)) = (e(y) —yley) =0,
d'oit
(p(@) =z |p(y)) + (e(y) —yle(@) = (p(z) —z|y) =0,

et il en résulte que ¢(z) — = appartient & (Im¢)=*.

Comme @(x) appartient & Im ¢, c’est bien la projection orthogonale de x sur Im ¢.
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Exercice 105
Soit E un espace euclidien, F' un sous-espace de E et ¢ un endomorphisme de E.

1) On suppose que, pour tout = de E, le vecteur p(x) appartient a F' et que ¢(x) — 2 est orthogonal
a p(x). Est-ce que ¢ est la projection orthogonale sur F'?

2) On suppose que pour tout = de E et tout y de F, le vecteur p(z) — x est orthogonal a y. Est-ce
que ¢ est la projection orthogonale sur F'?7

3) Soit ¢ I'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

A — cost 09st —sint 7
sint cost

otl t n’est pas multiple entier de 7/2. Montrer que pour tout = de R?, les vecteurs ¢(z) — x et ()
sont orthogonaux, mais que ¢ n’est pas une projection.

Solution

1) La réponse est non, car toute projection orthogonale sur un sous-espace de F' vérifie ces propriétés,
et en particulier ¢ = 0.

2) La réponse est non. La symeétrie orthogonale Sr par rapport a F' vérifie les mémes propriétés. On a
Sp(x) =2prp(z) — =,
donc, si x est dans F et y dans F',

(Sr(z) —x|y) = 2(prp(z) —x|y) = 0.

3)Siz= [ﬂ on a

(@) — 2 = wcos?t —vsintcost — u - —usin?t — vsintcost - usint + vcost
v ~ |usintcost +vecos?t — v usintcost — vsin®t| —ucost+vsint
et

(:L'):COSt ucost —uvsint

v usint 4+ vcost
Alors

(p(x) —z|p(x)) =0,

mais  n’a pas de valeurs propres réelles et 0 et 1 ne peuvent étre valeurs propres de ¢ qui n’est donc
pas une projection.
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Exercice 106

1) Soit E' un espace euclidien, F' un sous-espace de dimension finie de F et U un vecteur de F'. Soit
V dans E. Montrer que U et V sont orthogonaux si et seulement si prp U et prp V le sont.

2) Soit E un espace euclidien de dimension finie n, F' un sous-espace de dimension n —1 de E et U
et V dans E. On suppose que U et V sont orthogonaux, ainsi que prp U et pryp V. Montrer que U
ou V est dans F. Donner un exemple ot ce résultat est faux avec dim F' < n — 1.

Solution

1) On suppose que U est dans F', donc
prp(U) =U.

Par ailleurs, par définition, V' — prp V' est orthogonal & F', donc & U, c’est-a-dire
(V—prpV|U)=0,

ce qui s’écrit
(VIU) = (prpV|U) = (prp V| prpU).
Donc (V| U) est nul si et seulement si (prp V| prpU) est nul.

2) On suppose que
(U|V)=(prpUl|prpV)=0.

Si V n’est pas dans F', alors V — prp V n’est pas nul et est orthogonal & F. Il engendre une droite D,
et puisque F est de dimension n — 1, on a D = F- et D et F sont supplémentaires.

Comme U — prp U est orthogonal & F', alors il appartient a D et il existe A tel que
U—-prpU=\NV —prpV).
Puisque la projection orthogonale est un opérateur autoadjoint qui vérifie pr% =prp,ona
0= (prpU|prpV)=(U|pEV)=(U|prpV),

et aussi
(prpU|V)=(U|prpgV)=0.

Alors
|U=prp U2 = AU=prp U |V=prp V) = MU | V)~ (pr5 U |V)=(U | prp V)+(prp U | pre V) =0,
ce qui montre que prp U = U, donc que U est dans F.

Dans R* muni du produit scalaire usuel, soit

F={(z,9,0,0) | (z,y) € R*},

ainsi que les vecteurs

U=(1,-1,1,-1) et V=(1,1,1,1).
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Alors
prpU =(1,-1,0,0) et prpV =(1,1,0,0),

donc

(U’V):(erU‘ PYFV):(),

mais, ni U, ni V ne sont dans F.



Chapitre 5

INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARYZ
POUR LES FONCTIONS

Dans les exercices suivants on utilise dans ’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] a valeurs
réelles, le produit scalaire

b

(flg) = /f(t)g(t) dt .

a

Linégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors

Exercice 107

Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs réelles. Montrer que

1 1 1/2
/\f(t)!dtg (/f(t)%t) :
0

0

Solution

On obtient le résultat en appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions |f]| et 1.
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Exercice 108

Soit f continument dérivable sur [a, b| & valeurs réelles. Montrer que

b b
(f(b)* — f(a)?)® < 4 (/ f(t)2dt) (/ f’(t)zdt) :

En déduire que, sib>a >0, on a

ln922b_a.
a b+a

Solution

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions f et f’, il vient

b 2 b b
( / FO(t) dt) < ( / f(t)2dt) ( / f’<t>2dt) .

Mais

et l'on obtient

d’on
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Exercice 109

Soit f et g deux fonctions continues et positives sur [a, b]. On pose

w=VPEF -1 e o= VPP

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions u et v, montrer que

b 2 b 2 b
(i) ( / f(t)dt) + ( / g(t)dt) < ( / \/f(t)2+g(t)2dt)

2

a

En déduire que pour toute fonction h définie et continue sur [a, b] a valeurs complexes
b b
/h(t) it| < / Ih(t)] dt .

a

a

(i)

Solution

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

On a tout d’abord

et donc

d’ou

b 2 b b b b
( / o(t) dt) < ( / NGO / f(t))dt) ( / VIO T g2 dt + / f(t))dt) ,

b 2 b 2 b 2
( / g<t>dt) < ( / ( f(t)2+g(t)2dt) ( / f(t)dt) ,

a

et finalement

ce qui donne l'inégalité (i).

Si maintenant

h=F+1iG
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ol F' et G sont les parties réelle et imaginaire de h,

/bh(t) dt = /bF(t) dt +i /bG(t) dt

b 2 b 2 b 2 b 2 b 2
/h(t)dt = (/F(t)dt) + (/G(t))dt) < (/F(t)dt) + (/G(t)dt) .

Alors, en appliquant U'inégalité (i) a f = |F| et g = |G/, on obtient

b 2 b 2
/ () dt <(/ ¢F<t>2+G<t>2dt) ,

2 b 2
< ( / h(t)dt) ,

donc

c’est-a-dire

d’ott I'inégalité (ii).

Exercice 110

Soit f une application continue de [0, 1] dans [0, 400 [. On pose

1
A= | ft)dt
/

Montrer que

1
V1+A2< /\/1+f t)2dt <1+ A.
0

Solution

- o] (]

En utilisant ’exercice précédent, on peut alors majorer

1 1
VIt A2 g/|f(t)+z’|dt:/\/1+f(t)2dt.
0 0

On a

1
/(f(t) i) dt
0




Par ailleurs
L+ f(6)° < T+2f(1) + F(1)* = (1 + f(1)*.

Donc
1

1
/\/1+f(t)2dt§/(1+f(t))dt:1+A.
0

0
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Exercice 111

Soit f une application continue de [0, 1] dans R nulle en 0.
1) Montrer que

1 1
/f(t)2dt§ % /f’(t)2dt.
0 0

2) Si de plus f(1) = 0, améliorer I'inégalité précédente.

Solution

1) Pour x dans [0, 1], partons de la relation

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, a l'intégrale

xT

f(a) = / 1x f(t)dt,

0

on obtient

f(z)? < /rdt /xf’(t)zdt :xif’(t)2dt.
0 0 0

Si l'on intégre cette inégalité sur [0, a], ou 0 < a < 1, on obtient

O/f(x)dego/ xo/f’(t)2dt d .

On peut alors intégrer par parties le membre de droite, ce qui donne

a 9 x a a 9
/f(ac)2dx§ % /f’(t)2dt —/%f'(xﬁdx,
0 0 o 0
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d’ott 'on déduit

L’inégalité demandée s’obtient en faisant ¢ = 1 dans la formule précédente.

2) Silon fait a = 1/2 dans la formule on obtient cette fois

1/2 1/2
1) /ﬂmwwsgjfm%t
0 0

Mais on peut également appliquer cette formule a la fonction g :  — f(1 — z), puisque maintenant

g(0) = f(1) = 0. Donc

1/2 1/2
/f(l—w)zdwéé /f’(l—t)th.
0 0

Par changement de variable on en déduit I'inégalité

1 1
(2) [rwra<s [ rera

1/2 1/2

Alors en additionnant les inégalités (1) et (2), on obtient

1
/f’(t)2 dt .
0

| =

1
/ 2t <
0

Exercice 112

Soit (a,b) dans R? tel que a < b, et soit f dans €'([a, b],R). Etablir I'inégalité

b b
— )2
/(f(w)—f(a))zdwg (b 5 ) /f/(x)zdac.

Solution

Puisque, pour tout x de [a, b], on a
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et, en raison de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(1) (f(x) = fla)* < (/dt /f’(t)Zdt = (z—a) /f’(t)zdt

En outre, la fonction = +— /f'(t)zdt est croissante sur [a, b|, donc, pour tout x de [a, b], on a

if’(t)2dt§/bf’(t)2dt

a

Ainsi (1) donne

2) (f(z) - f(@)? < (z — a) / OR

ce qui donne l'inégalité désirée.

Exercice 113

Soit E l'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs strictement positives, et A ’ensemble

des nombres ) .
1
0/ f@)dt 0/ mdt ,

lorsque f décrit E. L’ensemble A est-il borné inférieurement ? supérieurement ? Si oui, les bornes
sont-elles atteintes ?

Solution

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, appliquée aux fonctions v/f et 1/4/f, on a

1(/1 2 /\/— /f <O/If(1t)dt

0
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Il en résulte que 1 est un minorant de A. De plus, on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz si
et seulement si les fonctions /f et 1/4/f sont colinéaires, ¢’est-a-dire

A
f_ﬁ7

ou encore
f=Ax.
Le minimum est donc atteint pour n’importe quelle fonction constante.
Posons
fu(t) = e .
On a
1 1 1
/ fn(t)dt / Log| = / e dt e " dt
. =
fa(t)
0 0 0
1 1
= —(e”—l —(1—e™)
n

1
ﬁ(e” +e " -2).

Cette expression tend vers 'infini lorsque n tend vers I'infini. Il en résulte que A n’est pas borné supé-

rieurement.

Exercice 114

Soit (a,b) un couple de nombres réels tels que a < b, et f et g deux applications continues de [a, b]
dans |0, +o0[. Montrer qu’il existe deux nombres réels m et M tels que, pour tout t de [a, b],

0<m§@§M.
g(t)

b b b
m2
[rwa) | [ewa) < S [ rwgna)

et écrire cette inégalité a ’aide d’un produit scalaire. Quand a-t-on égalité?

Prouver que

Solution

Posons h = f/g. C’est une fonction continue sur [a, b] a valeurs strictement positives qui atteint son
maximum M et son minimum m. Donc



Comme le trindme (X —m)(X — M) est négatif sur [m, M ], on a sur cet intervalle
X2< (M +m)X — Mm,

donc, pour tout t de [a, b],
h%(t) < (M + m)h(t) — Mm,

puis
R (t)g*(t) < (M +m)h(t)g*(t) — Mmg*(),

et en intégrant
b b
/h2() (t)dt < (M +m) /h dt—Mm/

Posons

L’intégrale sur [a, b] de la fonction A vaut 1. On obtient alors
b b
/hz(t))\(t) dt < (M +m) /h t)dt — Mm.

Posons maintenant ,
U= /h(t))\(t) dt.

On a ’encadrement
b

m:m/A(t)dthgM/A(t)dtzM,

a

et

b
%/h%)w) it < (M+m[)fj - Mm

a

Etudions la fonction ¢ définie sur [m, M| par

(M +m)X — Mm

On obtient o1 (o X
, B m — +m
2M
La fonction ¢ posséde un maximum en Xy = o ,et 'on a
M+m
M(M — M —
Moxy=MM=m) o Xy = M)

M4+m M+ m

189
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donc Xy appartient bien & [m, M |. Alors le maximum de ¢ sur [m, M| vaut

(M + m)?
et par suite
b
1 ) (M +m)?
— <
= / RO b < S
donc
b o 2 b 2
+m
RENE) dt < ~—— h
[ ronw < S| [noa a

En remplacant A et h par leurs valeurs, on obtient

b b 2
FA(t) dt f(t)g(t)dt
a (M + m) a
b - AMm b 2 0
g>(t)dt / G2(t) dt

d’ou l'on tire I'inégalité voulue.

En utilisant le produit scalaire
b

(flg) = / F(g(t)dt.,

a

cette inégalité peut s’écrire

£ IHlgll < 2\/—( 19)-

Si 'on veut obtenir I’égalité, il faut en particulier avoir 1’égalité dans I'inégalité
h2(t) < (M +m)h(t) — Mm,,

et comme h est continue on aura donc, pour tout ¢ de [a, b] ou bien h(t) = M, ou bien h(t) =
Mais alors nécessairement M = m, et f = Mg. Inversement, s’il en est ainsi, il est facile de constater
que l'inégalité devient une égalité.



Chapitre 6

FORME QUADRATIQUE

Pour toute forme quadratique Q) sur un espace euclidien réel ¥, on notera B la forme bilinéaire symé-
trique associée et o = (04,0_) la signature de Q.

6.1 Généralités

Exercice 115

Soit E un espace euclidien de dimension 2 et (ej, e2) une base orthonormée de E. Soit () une forme
quadratique sur E. Montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

(1) il existe deux réels aq, oy tels que, pour tout vecteur x de E de coordonnées (1, z2) dans la base
(e1,e2), on ait

Q(x) = aqa? + aga? ;
(ii) la matrice M de @ dans une base orthonormée de F est diagonalisable et ses vecteurs propres
sont ey et eg;

(iii) si S est la symétrie définie par S(e1) = e; et S(ea) = —ea, alors, pour tout x de E, on a

Solution

Soit M la matrice de @) dans une base orthonormée et f I’endomorphisme autoadjoint de E' de matrice
M dans cette base. On a alors, quels que soient x et y dans F

B(z,y) = (f(z)]y).

(i) = (ii) Si (i) a lieu, alors

(fle1) —arer|er) = (f(e1)]e1) —ai(er]e1) = Bler,e1) —a1 = Q(e1) — a1 =0,



192 CHAPITRE 6. FORME QUADRATIQUE

et
(fe1) —azrer|e2) = (f(e1)]e2) — ai(er]e2) = Bler,e2) = 0.

Il en résulte que f(e1) — ajep est nul. de méme f(ey) — ages est nul, ce qui montre que f, et donc M,
est diagonalisable et a pour vecteurs propres e; et es.

(ii) = (i) Silon a

fle1) =arer et f(ea) = agzen,

alors, si
T = x1e1 + x2€e2,
on a
f(x) = arzieq + azxaes,
et

Q(z) = B(z,z) = (f(z) [ z) = (12101 + Q2z2e2 | T1€1 + T2€2) -
Alors, compte tenu de l'orthogonalité de la base (e, e2), on obtient
Qx) = alx% + agxg .
(i) = (iii) Silona
T = x1€1 + T2€2,

alors

S(xz) = z1e1 — x9eq,

et
Q(S(2)) = aqaf + az(—x2)* = S(x).

(iii) = (i) Sila forme bilinéaire est telle que
Q(z) = arat + 26x122 + a3,

alors
Q(S(z)) = alx% — 2B 129 + agx% .

Sil'on a, pour tout x de E

alors Bxixy est nul quels que soient 1 et x9, donc 8 est nul et

Q(x) = ara? + asas.
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Exercice 116

Soit E un espace euclidien réel de dimension finie, @) une forme quadratique sur E de matrice M
dans une base orthonormée, et B la forme bilinéaire symétrique associée.

1) Montrer que
(1) Mz? < Q(z) < All=|f?,
ot A (resp. A) est la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de M.

En déduire que les valeurs propres de M sont strictement positives si et seulement si B est un
produit scalaire sur F.

2) Quels sont les points de la sphére unité S = {z € E | ||z|| = 1} ou la forme quadratique @ est
maximale 7 minimale ?

3) Application : si ' = R? est muni du produit scalaire usuel, trouver ces points lorsque

Q(gj) = ZE% + 22129 + 421711'3 + 22923 .

Solution

1) Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E dans laquelle M se diagonalise. Si

n
Tr = E Ti€4
i=1
on a alors dans cette base
n
E 2
i=1

ou A; est la valeur propre associée a e;. Alors en minorant tous les \; par A et en les majorant par A,
on obtient les inégalités (1).

Si les valeurs propres sont strictement positives, alors A > 0 et, pour tout x non nul,
2
Q(z) = Al[=[|” >0,

ce qui montre que la forme bilinéaire symétrique B est un produit scalaire.

Réciproquement, si B est un produit scalaire, alors
B(ei, 62') = Q(el) =\ >0.

2) Sur la sphére unité on a donc

A<Q(z) <A.

Si x appartient au sous-espace propre associé & A, on aura

Qz) = A,
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et @ atteint son maximum pour les vecteurs de module 1 de ce sous-espace propre. Ce sont les seuls,
en effet, si x n’est pas dans ce sous-espace, il existe un indice 7 tel que x; soit non nul et A\; < A. Alors

Qz) = En:)\zxf <A zn:w? =A.
i=1 i=1

De méme Q(z) atteint son minimum A en tout vecteur de module 1 du sous-espace propre associé a .

3) La forme quadratique @ a pour matrice

01 2
M=]111
2 10
On a
det(A — XI) = -X3+ X?+6X = —X(X - 3)(X +2).
Alors A = —2 et A = 3. On détermine facilement les sous-espaces propres correspondants ils sont

respectivement engendrés par (1,0,—1) et (1,1,1). Alors @ atteint son maximum sur le sphére unité

1
pour les vecteurs =—— (1,1, 1), et son minimum pour les vecteurs +— (1,0, —1).

V3 V2

6.2 Valeurs propres

Exercice 117

Déterminer suivant les valeurs du nombre réel a la signature et le rang de la forme quadratique @
définie dans la base canonique de R™ par

Q(Z’l,,wn):a(-f%"i_"‘xi)—(xl—i-—|—.Z'n)2

Solution

En développant, on obtient

Q(z1,...,xp) = (a — 1)(w%+~-+x%)—2xixj,
7]

et la matrice A de cette forme quadratique est alors

a—1 —1 ... -1
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On calcule le déterminant de A — \I.
a—1—X -1 ... -1

det(A — \I) =
: T |
—1 ... =1 a—1-2\

En ajoutant la somme des n — 1 derniéres lignes a la premiére, on met en facteur a —n — A. On a donc
1 1 cee 1

-1 a—1-X " -1
det(A— X)) =(a—n—\)

-1 oo =1 a—1—-2AX

En ajoutant alors la premiére lignes aux autres on obtient

1 1 1
0 a—X . 0
det(A—AX)=(a—n—=XN) |t . .. .. o l=(a—n—XN(a—-N""1.
: " - 0
0O ... ... 0 a-—2A

La matrice A admet donc a comme valeur propre d’ordre n — 1 et a — n comme valeur propre simple.
On a alors le tableau suivant.

o+ o_ o 1gQ =04 +0_
a<0 0 n (0,m) n.
a= 0o 1 (0,1 1
0<a<n|n—-1 1 (n—11) n
a=n |n—1 0 (n—10) n—1
a>n n 0 (n,0) n

Exercice 118

Soit @ une forme quadratique sur un espace I de dimension n. On suppose qu’une matrice A de @
posséde les propriétés suivantes :

(i) A posséde une valeur propre d’ordre n — 1 ;
(i) detA>0;
(i) trA<0.

Trouver la signature de Q.
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Solution

Soit A la valeur propre d’ordre n — 1. Comme A est diagonalisable, il existe une autre valeur propre p
qui est valeur propre simple. Alors

det A=pX" et trA=p+(n—1)\.
Sin =2p+ 1, alors det A = u A?P, et p est positif, puis (n — 1)\ = tr A — u est négatif. On a donc
o= (1,n—-1).

Si n = 2p, alors det A = uA?~! donc p et A sont de méme signe qui est aussi celui de tr A. On a donc

cette fois
o=(0,n).
Exercice 119
Soit (aq,...,a,) des nombres réels non tous nuls. Trouver la signature et le rang de la forme

quadratique @ définie dans la base canonique de R™ par

Q(x1,...,xp) = Z ;02T .

1<i,j<n

Quelles sont les valeurs propres de la matrice A de cette forme quadratique ?

Solution

On a simplement
n 2
Qz1,...,xn) = <Zaiw,~> .
i=1

Il en résulte que oy =1 et o =0, donc o = (1,0) et le rang de Q vaut o +0_ = 1.

La matrice A a donc 0 comme valeur propre d’ordre n — 1. Il existe une valeur propre d’ordre 1 qui
n’est autre que

n
trA= Za?.
i=1



6.2. VALEURS PROPRES 197

Exercice 120

Déterminer la signature et le rang de la forme quadratique @ définie sur Ry[X] par

1

Qf) = /f(t)zsintdt.

-1

Solution

La forme bilinéaire associée est définie par

1

B(f,g)z/f(t)g(t)sintdt.

-1

On remarque que si f et g ont la méme parité, alors B(f, g) est nulle. Notons
1
I, = /t"sintdt.
-1

Dans la base (1, X2, X4 X, X3) de R4[X], la matrice A de la forme quadratique s’écrit

0 0 0 I I3
0 0 0 I3 Iy
A=1{0 0 0 Iy I
Iy, Is Is 0 O
I3 Is I 0 O
On a alors .
det(A = M) = (=1)FNd5_y,
k=0

ou d,, est la somme des déterminants d’ordre p extraits de A et symétriques par rapport a la diagonale
principale. On a donc

d1 =trd= 0,
puis
dy = —(I? + 212 + 212 + 12).

Le coefficient d3 est nul car tous les déterminants d’ordre 3 extraits de A et symétriques par rapport
a la diagonale principale comportent un bloc de quatre zéros, donc ont deux colonnes proportionnelles
et sont nuls.

Les déterminants d’ordre 4 non nuls extraits de A et symétriques par rapport a la diagonale principale
sont de la forme

0 U
‘U0

‘ = (detU)?.
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Alors
4 |n 132+13 LI> L L)
LT L I Iy I I, I
= (15 — I2)* 4+ (I31; — I2)? + (I, I; — I315)? .
Pour finir

d5:detA:0,

car les trois premiers vecteurs de la matrice A forment un systéme de rang 2 au plus. Finalement
det(A — M) = A\ + do)? + dy) .

La matrice A étant symétrique a des valeurs propres réelles. Le trinome X2 4 dy X + dy a donc deux
racines positives u et v, et les valeurs propres sont alors

0, =V/u , /.

Si ces racines ne sont pas nulles, on obtient o = 2 et o = 2, dout 0 = (2,2) et Q est de rang
oy +o_ =4

11 suffit donc pour cela que dy4 soit non nul, ou méme que I 15 — I§ soit non nul.

On peut calculer les intégrales Iox 11 si k > 0. En intégrant par partie deux fois de suite

1
1
Iy = [— 2k cos t} + /(2/4: + 1)t2k costdt
-1

1
1
= [— 2+ cost + (2k + 1)t** sin t} |~ 2k +1)(2Kk) /t%_l sint dt
-1

= 2(—cosl+ (2k+1)sinl) — 2k(2k + 1)Iop—1 .
On obtient donc successivement
I =2(—cos1+sinl),
Is =2(—cos1+3sinl) —6I; =2(5cos1 —3sinl),
Is =2(—cos1+5sinl) — 2013 = 2(—101cos 1 4 65sin 1) .

Alors
I1Is — I3 = 16cos® 1(14tan® 1 — 34tan 1 + 19).

Or
14tan®1 — 34tan1+ 19 > 0,0054 > 0,

et il en résulte que d4 est non nul.
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Exercice 121

Soit a, b deux nombres réels non tous deux nuls. Trouver la signature et le rang de la forme
quadratique @) définie dans la base canonique de R? par

Q(x,y,2) = ax® — (a + b)y* + bz% + 2bxy + 2ayz — 2(a + b)xz.

Solution

La matrice de @ est donc

a b —(a+10)
A= b —(a+0b) a
—(a+0) a b
Cherchons ses valeurs propres. On a
a— A b —(a+10)
det(A—\I) = b —(a+0b)— X a
—(a+0) a b— A

En ajoutant la somme des deux derniéres lignes a la premiére, on obtient

- - - 1 1 1
det(A — \I) = b —(a+b)—X a |=-A b —(a+b)—X a |.
—(a+0) a b— A —(a+0b) a b— A

En soustrayant la premiére colonne aux deux autres, on trouve

1 0 0
det(A—AI) = =\ b —(a+2b) — A a—b |= —)\<(>\+a—|—2b)(/\—a—2b)—(a—b)(a+2b)> :
—(a+0b) 2a+b a+2b— X

d’ont
det(A — M) = —A(A2 — (a+2b)% — (a — b)(2a + b)) = —A(\% — 3(a® + b% + ab)).

Comme a?+b*+ab est toujours positif, on obtient trois valeurs propres distinctes : 0, £1/3(a? + ab + b?).
On a alors o4 =o0_ =1, donc 0 = (1,1) et le rang vaut oy +o0_ = 2.

Exercice 122

Soit a, b, ¢, d quatre nombres réels non tous nuls. Trouver la signature et le rang de la forme
quadratique @) définie dans la base canonique de R? par

Q(z,y, z,t) = 2axz + 2bxt + 2cyz + 2dyt .
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Solution

La matrice A de ) est donc

a4
ou )
U= [‘C‘ d] .
Puisque A est diagonalisable, cherchons les valeurs propres, nécessairement réelles, de A. On a
3
det(A = AI) = (=1)PAPdy_p + A
p=0

ol dj est la somme des déterminants d’ordre k extraits de A qui sont symétriques par rapport a la
diagonale principale. On calcule donc

dy =det A =detU det U = (det U)? = (ad — bc)?.

Ensuite d3 est nul car les déterminants d’ordre 3 contiennent un bloc de quatre zéros. Puis

_O a O b O & O d__ 2 2 2 2
= ‘b 0‘ - ‘d 0‘_ (@®+ 0+ +d°),
et finalement
dlztl“A:O.

On obtient donc le polynéme caractéristique
PO\ =M= X2(a® + bV + 2+ d*) + (ad — be)? .

Si ad — be est nul, on a
P\ = A = X2+ b + 2+ d?),

et P posséde une racine double nulle et deux autres de signes opposés £v/a2? + b2 + ¢2 + d2. On a alors
or =0_=1,donc 0 = (1,1) et le rang vaut oy +o_ = 2.

Si ad — be n'est pas nul, le trinome X2 — X (a? + b% + ¢ 4 d?) + (ad — be)? posséde nécessairement deux
racines strictement positives o et 3 et P a pour racines +/a et £4/f. On a alors o0, = o_ = 2, donc
o =(2,2) et le rang vaut o +o_ = 4.

Exercice 123

Trouver la signature et le rang de la forme quadratique @) sur R™ définie dans la base canonique par

n
Q(l’l, . ,:En) = Z Tilp—i -
=1
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Solution

La matrice de ) dans la base canonique est donc

A, =
1

201

On remarque que A4, est symétrique et orthogonale. Ses valeurs propres ne peuvent valoir que 1 ou —1

et le rang vaut n.
On étudie P, = det(A,, — AI,,) suivant la parité de n.

Sin=2p, ona

-2 0 ... ... ... .00 1
0 =X 1 0
-2 1
Py, =
1 =X
0 1 -2 0
1 0 =X

En développant par rapport & la premiére ligne

e T | 0 0 —A
: -2 1 : : -2 1
Pop = (=) | 1 - S EE 1 -
1 -2 0 0 1 -
0 =X 1

Puis en développant les deux déterminants d’ordre 2p — 1 par rapport a la derniére ligne
P2P = (_)‘)2P2p—2 - P2p—2 = ()\2 — 1)P2p_2 .

Comme

-2 1

PQ:‘l -\

‘:)\2—1,

on en déduit que
Py=M =1 =\—1PA+1)P.

Donc oy =0_ =pet o= (p,p).
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Sin=2p+ 1, on a cette fois

Popi1 =

0
1

1
0

CHAPITRE 6. FORME QUADRATIQUE

0 1
1
1
-
- 0
0 =X

En développant par rapport a la (p + 1)—iéme ligne, on trouve

P2p+1 = (1 — /\)PQP = —()\ — 1)p+1()\ + 1)17 .

Doncoy =p+1,0-=peto=(p+1,p).

6.3 Réduction par la méthode de Gauss

Exercice 124

soit diagonale.

Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique @ définie par
Q(z,y,2) = z? +y2 + 22 +dzy — dyz — 22

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R?, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP

Solution

En regroupant dans un carré les termes contenant x, on obtient

Q(.Z',y,Z) = (‘T+2y_ 2)2 - 3y2 .

Si 'on pose

on a donc

T+ 2y —=z
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Alors 04 =1 et o_ =1, donc o = (1,1) et le rang de Q vaut oy +o_ = 2.

On obtient facilement

zr = X-2Y+Z

y = Y ;
z = Z
d’ou la matrice de passage
1 -2 1
P=10 1 0,
0 01
qui est telle que
1 -1 1 00
‘PAP="P| 2 1 —2/{P=1{0 -3 0
-1 -2 1 0 0 0

Exercice 125
Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique @ définie par
Q(x,y,2) = 2 + 5y* — 42% + 2zy — duz.

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de Q dans la base canonique de R?, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.

Solution

En regroupant dans un carré les termes contenant x, on obtient
Qz,y,2) = (x+y —22)* + 4y° — 82% + 4yz,
puis, en regroupant les termes contenant y,
Q(x,y,2) = (x +y—22)% + 2y + 2)* — 922,

Si 'on pose

= r+y—22

= 294z ,
= 3z

N <

on a donc
Q(ﬂi‘,y,Z) :X2+Y2 _Zz'

Alors 04 =2 et o_ =1, donc 0 = (2,1) et le rang de Q vaut oy +o0_ = 3.
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On obtient facilement

r = X—%—l—%
y = Y Z
- 2 7 6
° - 3
d’ou la matrice de passage
1 —-1/2  5/6
pP=10 1/2 -1/6/|,
0 0 1/3
qui est telle que
11 =2 10 0
'PAP='"P| 1 5 0[P=1{01 0
-2 0 —4 0 0 —1

Exercice 126
Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique ) définie par
Qa,y, 2,t) = 2% + 2% + 12 + dwy + 4oz + 2ut + 2yz + 2yt + 22t .

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R*, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.

Solution

En regroupant dans un carré les termes contenant x, on obtient
Q(z,y, z,t) = (x + 2y + 22 + t)? — 2y — 42% — 6yz — 2yt — 22t
puis, en regroupant les termes contenant y,
Qz,y,2,t) = (x+ 2y + 22+ )% — 2(y + 32/2 + t/2)% + 2% /2 +t2/2 + 2t ,

et enfin
Qz,y, 2,t) = (x+ 2y + 22+ 1) — 2(y + 32/2 + t/2)* + (2 + 1)%/2.

Si 'on pose

X = x2+2y+22+t
Y +3 +t
_ Soat
IToETy
Z = z+t
T = t

on a donc

1
Qz,y,z,t) = X2 —2Y?+ = 72,
2
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Alors 04 =2 et o_ =1, donc 0 = (2,1) et le rang de Q vaut oy +o_ = 3.

On obtient facilement

x = X=-2Y+Z-T
y = Y—;Z—I—T
z = Z—-T ’
t = T
d’ou la matrice de passage
1 -2 1 -1
10 1 =3/2 1
P= 0 O 1 =1
0 0 0 1
qui est telle que
12 21 1 0 0 0
2 211 0 -2 0 0
t _t _
PAP =P 21 01 P= 0 0 1/2 0
1 1 11 0 0 0 0

Exercice 127
Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique @ définie par
Q(:Evyvzvt) = 332 +6:L'y+8yz+252 +4Zt+4$t+t2

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.

Solution

En regroupant dans un carré les termes contenant x, on obtient
Qx,y,2,t) = (x4 3y + 2t)> — 12yt — 9y — 3t 4 8yz + 2% + 4zt
puis, en regroupant les termes contenant z,
Q(x,y,2,t) = (x + 3y + 2t)* + (2 + 4y + 2t)* — 28yt — 25¢y* — 712,
et enfin, en regroupant les termes contenant y,
Q(x,y,2,t) = (x 4+ 3y +2t)* + (2 + 4y + 2t)? — (5y + 14t/5)* + 214%/25.
Si 'on pose

= xz+3y+2t

Z+ 4y + 2t

14
t5

5

NN <o
|
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on a donc
Qz,y,2,t) = X?+Y? - 722 4+ 21 T2,
Alors 04 =3 et o_ =1, donc 0 = (3,1) et le rang de Q vaut oy +o_ = 4.

On obtient facilement

r = X—§Z—§T
1 o 145
y = —Z—-—=T
5 4 ) 6 )
= Y-—-Z+-_-T
N 57" 5
= 5T
d’ou la matrice de passage
1 0 -3/5 -8/5
p_ 0 0 1/5 —14/5
|01 —4/5 6/5 |’
0 0 0 5
qui est telle que
1 3 0 2 10 0 O
" _p |3 0 40 |01 0 0
pPAP="P 0 4 1 2 P= 00 -1 0
2 0 21 00 0 21

Exercice 128

Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique @ définie par
Q(x,y,z,t) = 22 4+ % + 222 — 262 + 6oy — duz — dyz + Syt — 4zt .

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.

Solution

En regroupant dans un carré les termes contenant x, on obtient,
Q(z,y,z,t) = (x + 3y — 22)% — 8y? — 22% — 2% 4 Syz + Syt — 4zt
puis en regroupant les termes restants,
Q(x,y,2,t) = (x4 3y — 22)? — 2(2y — 2z — 1)?.

Si 'on pose
= x4 3y —2z
20—z —1t

NN
I

= t
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on a donc
Q(z,y,z,t) = X? —2Y?2,

Alors oy =1 et o =1, donc o = (1,1) et le rang de Q vaut o4 + o = 2.

On obtient facilement

r = X—§Y+EZ—§T
12 12 12
= Y+ -Z+=-T
Y 3" T3773 :
z =
t = T
d’ou la matrice de passage
2 -3 1 -3
0 1 1 1
P=510 02 o
0O 0 0 2
qui est telle que
1 3 -2 0 10 00
1 -2 4 0 -2 00
t _t _
PAP =P -2 -2 2 =2 P= 0 0 00
0 4 -2 -2 0 000

Exercice 129
Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique @) définie par
Q(wayu Zut) = 31.2 + 2y2 - 22 - 2t2 + wa — 2y2 + 2yt .

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R*, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.

Solution
En regroupant dans un carré les termes contenant z, on obtient,
Qx,y, z,t) = —(z +y)> + 322 + 3y® — 2% + 22y + 2yt ,
puis en regroupant les termes contenant t,
Qz,y,2,t) = —(2 +y)* = 2(t — y/2)* + 322 + Ty?/2 + 2y,
enfin en regroupant les termes contenant x,

Qx,y,z,t) = —(z+ )2 =20t —y/2)* + 3(x + y/3)* + 1942/6.
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Si 'on pose

NN X
I
<

on a donc

1
Q(z,y,z,1) :3X2+€9Y2—Z2—2T2.

Alors oy =2 et o =2, donc 0 = (2,2) et le rang de Q vaut o4 + o_ = 4.

On obtient facilement

1
= X—--Y
v 3
y = Y
z = Z-=-Y
1
t = -Y+T
5 +
d’ou la matrice de passage
1 -1/3 0 0
0 1 00
P= 0 -1 1 0f”°
0 1/2 0 1
qui est telle que
3 1 0 0 3 0 0 O
1 2 -1 1 0 19/6 0 0
t _ ot _
PAP =P 0 -1 -1 0 P= o 0 -1 0
0 1 0 =2 0 0 0 -2

Exercice 130

Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique ) définie par
Q(x,y,2,t) = 22 + y* + 2zy + 222 + 22t + 2yz .

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R*, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.

Solution

En regroupant dans un carré les termes contenant x, on obtient,

Qx,y,2,t) = (x+y+2z+1)% — 22 —t2 — 22t — 2yt
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puis en regroupant les termes contenant z,
Q(z,y,2,t) = (x+y+z+1)? — (2 +1)? — 2yt,
enfin en écrivant yt comme différence de carrés,
Q(z,y,2,t) = (x+y+2+1)° — (2 +6)* = 2(y/2 +t/2)* + 2(y/2 — t/2)*.

Si 'on pose

= z+ytz+t
z+t
y+t

ygt

2

NN
I

on a donc
Q(z,y,z,t) = X? —Y? —22% + 217

Alors oy =2 et o =2, donc o0 = (2,2) et le rang de Q vaut o4 + o_ = 4.

On obtient facilement

= X-Y-Z-T
= Z+T

= Y -Z+T ’
= Z-T

SRS NS

d’ou la matrice de passage
-1 -1

-1 1]’

o O O

qui est telle que

‘PAP ="'P

—= = =
O = =
S O ==
OO O
OO O

Exercice 131
Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique @ définie par
Q(z,y, z,t) = 4oy + 6yz + 4zt .

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R*, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.
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Solution

Comme il n’y a pas de termes carrés dans @), on introduit tout d’abord,
u=x+y et v=x—1y,

c’est-a-dire
u—+v ¢ uU—"uv
T = e =
2 Y=

Alors
Q(xayazat) = U2 - U2 + 3(U — U)Z +4tz.

En regroupant dans un carré les termes contenant u, on obtient,
Q(x,y,2,t) = (u+32/2)* —v? — vz + 4tz — 92%/4,
puis en regroupant les termes contenant v,
Q(z,y,z,t) = (u+32/2)% — (v +32/2)% + 4tz
Le produit 4tz s’écrit comme différence de carrés et 'on obtient finalement,
Q(x,y,2,t) = (x+y+32/2)% — (. —y+32/2)> + (2 + 1) — (2 — t)2.

Si 'on pose

3z
X = :13+y+7
3
Y = :E—y+7z ;
Z = z+t
T = z—t

on a donc

Q(z,y,z,t) = X2 -viqyz?2 -T2
Alors 04 =2 et 0_ =2, donc 0 = (2,2) et le rang de Q vaut oy +o0_ = 4.

On obtient facilement

1 1 3 3
1 1
= - X—-=Y
Y 27 2
1 1 ’
= - Z+=T
- 2773
1 1
t = —Z—-=T
2 2
d’ou la matrice de passage
2 2 -3 -3
112 -2 0 0
P=71o o 2 2|
0
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qui est telle que

0200 1 00 0
ioam tp |2 03 00 5 0 =10 0
PAP="T15 3 02" o 01 o
0020 0 00 —1

211

Exercice 132

Soit @ un nombre réel. Soit dans la base canonique de R3, la forme quadratique @ définie par

Qx,y,2) = 522 4+ y? + a2’ + day — 2wz — 2yz.

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A
est la matrice de @ dans la base canonique de R?, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP

soit diagonale.

Solution

En regroupant dans un carré les termes contenant y, on obtient,

Q(z,y,2) = (y+ 2z —2)* +2° + 22 + (a — 1)2°
puis en regroupant les termes contenant x,

Qa,y,2) = (y + 22 — 2)* + (2 + 2)* + (a — 2)°.

Si 'on pose

X = 224y—=z
Y = T+ z ,
J = z
on a donc
Qz,y,2) = X* +Y? 4 (a —2)2°.
Alors

(i) sia>2onaoc; =3eto_ =0,donco=(3
2

(i) sia<2onaocr=2eto_=1,donco=(21) et lerang de Q vaut oy +o_
On obtient facilement
r = Y -7
y = X—2Y 437 .
z = Z

d’ou la matrice de passage

0) et le rang de @ vaut o +o0_ = 3;
(il) sia=2onaocy =2eto_=0,donco=(20) et le rang de Q vaut o4 +0_ = 2;
1 =3.
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qui est telle que

5 2 -1 10 0
‘PAP="tP| 2 1 —-1|P=|01 0
-1 -1 a 0 0 a—2

Exercice 133

Soit a, b, ¢ trois nombres réels non nuls. Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique
() définie par

Q(z,y,z) = axy + bxz + cyz.
Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss. Trouver sa signature et son rang. Si A

est la matrice de @ dans la base canonique de R?, trouver une matrice de passage P telle que ‘PAP
soit diagonale.

Solution

Comme il n’y a pas de termes carrés dans @), on introduit tout d’abord,

u_a:+y et U_a:—y

2 2
c’est-a-dire

r=u+v et y=u—v.
Alors

Q(z,y,2) = a(u® — v?) + b(u+ v)z + c(u — v)z = au® — av® + (b + c)uz + (b — c)vz.
En regroupant dans un carré les termes contenant u, on obtient,

bt+ec \> (b+eo? , )
5 z> R + (b —c)vz — av”,

Q(z,y,2) =a <u+

puis en regroupant les termes contenant v,

b 2 b—c \* b
Q(x,y,z):a<u+ 2—ZCZ> —a(v— 2acz> —522,

ou encore

1 1
Q(iﬂayaz):@(033‘1‘@@/4‘(("1‘0)75)2—Za(ax—ay—(b—c)zf—;z .
Si 'on pose

X = axtay+ (b+c)z

Y = av—ay—(b—0c)z ,

7z = z
on a donc

1 o 1 bc

_ L L2 0C 9
Q(ac,y,z)—4aX 4aY CLZ.
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Alors

(i) siabc>0onaoy=1eto_ =2, donco=(1,2) et le rang de Q vaut o +o0_ = 3;
(i) siabc<Oonaoy =2eto_ =1, donco=(2,1) et le rang de Q vaut o4 +0_ =3 .

On obtient facilement

1
= —(X+Y —-27
x 2a( + cZ)
1
= —(X-Y-2b7) ’
y 5 ( )
= A
d’ol la matrice de passage
1 1 1 —2c
P:2— 1 -1 =2b|,
“1 0 2a
qui est telle que
1 0 a b 1 1 0 0
tPAPzitP @ 0 c/P=_10 -1 0
b ¢ 0 “lo 0 —dbe

6.4 Réduction par deux méthodes

Exercice 134

Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique @ définie par
Q(z,y, 2) = 42 + y? — 822 + dxy — 4z + Sy=z .

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss, puis en diagonalisant. Trouver sa signature
et son rang. Si A est la matrice de Q dans la base canonique de R?, trouver pour chaque méthode,
une matrice de passage P telle que ‘PAP soit diagonale.

Solution

1) En regroupant dans un carré les termes contenant x, on obtient,
Qz,y,2) = 2x +y—2)* - 922 + 10yz,
puis en regroupant les termes contenant z,
Q(z,y,2) = 2z +y —2)* — (32 — 5y/3)* + 2542/9.

Si 'on pose
X = 2z+y—=z
Y oy — 9z
Z = 5y



214 CHAPITRE 6. FORME QUADRATIQUE

on a donc

1 1
Qz,y,2)=X>—-Y?+ - 72,
9 9
Alors 04 =2 et o_ =1, donc 0 = (2,1) et le rang de Q vaut oy +o_ = 3.

On obtient facilement .
= — (45X —5Y —47
v 90 { )

B A
Yy = , 5 )
d’ou la matrice de passage
1 45 -5 —A4]
P=— 10 0 181,
Wlo —10 10
qui est telle que
4 2 =2 1 9 0 0
'PAP="P| 2 1 4/P==10 -1 0
2 4 -8 Plo 01

2) En retirant a la premiére ligne le double de la deuxiéme, puis en ajoutant le double de la premiére
colonne & la deuxiéme, on obtient

4-x 2 —2 “A 22 —10 A 0 ~10
det(A—X)=| 2 1-2) 4 |=| 2 1= 4 |=| 2 5-A 4
-2 4 —8-Al |2 4  —8-A |-2 0 —8-A

On développe par rapport a la deuxiéme colonne ce qui donne
det(A—=A)=B-NA8+A)—20)=—-A—=5)(A+10)(A —2).

Il y a deux valeurs propres strictement positives et une strictement négative. On retrouve la signature
o = (2,1). La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Il existe
donc P orthogonale telle que

50 0
'‘PAP= 0 2 0
0 0 —10

Recherchons les vecteurs propres (z,y,z) de A en résolvant le systéme

0
0
0

(A—\)

IS NS
Il

Pour A\ =5, le systéme se réduit a

—r+2y—2z = 0
—2rx+4y—13z = 0 °
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qui donne z = 0 et x = 2y. On peut donc prendre comme vecteur unitaire

1
ulzﬁ(Zl,O).

Pour A = 2, le systéme se réduit a

r+y—z = 0
20 —y+4z = 0
qui donne x = —z et y = 2z. On peut donc prendre comme vecteur unitaire
1
uy = —(1,-2,-1).
5! )
Pour A = —10, le systéme se réduit a
r+y—2z2 = 0
—r4+2y+z = 0
qui donne y = —2z et z = 5z. On peut donc prendre comme vecteur unitaire
1
ug = (1,-2,5).

V30

La matrice P correspondante est donc la matrice des vecteurs (uq, ug, us)

26 V51
V6 —2v5 =2
0 -5 5

P=

o

215

Exercice 135

Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique ) définie par

Q(x,y,2) = vy + x2 + 2t + yz + yt + 2t .

une matrice de passage P telle que 'PAP soit diagonale.

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss, puis en diagonalisant. Trouver sa signature
et son rang. Si A est la matrice de Q dans la base canonique de R?, trouver pour chaque méthode,

Solution

1) Comme il n’y a pas de carré, on introduit les variables

T+ ot U_x—y
2 2

soit
r=u+v et y=u-—v,
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et donc

zy = u? — 0.

Alors
Q(z,y,2,t) =ay+ ( +y)(z +1) + 2t = u? —v? + 2u(z +t) + 2t.

En regroupant dans un carré les termes contenant u, on obtient,
Qz,y,z,t) = (u+z+1t)> —v? — 22 —t? — 2t
puis en regroupant les termes contenant z,
Q(z,y, z,t) = (u+ 2z +1t)*> — (2 +t/2)* —v* — 3t%/4,

ou encore

Q(z,y, 2,t) :i (x+y+2z+2t)2—(w—y)z—(2z+t)2—3t2].
Si 'on pose
X = z+y+22+2t
Y = T —y
J = 2z +t ’
T = t

on a donc

1
Q(z,y,z,t) = 1 [X2 —-Y?-Zz?- 3T2] .
Alors oy =1 et o_ =3, donc o0 = (1,3) et le rang de Q vaut o4 + o = 4.

On obtient facilement

x = %(X—l—Y—Z—T)
1
y = S(X-Y-Z-T)
1
= T

d’ou la matrice de passage

1 1 -1 -1

1 -1 -1 -1

P=351o o 1 -1|°

0O o0 0 2

qui est telle que
01 11 1 0 0 0
1 1 01 1 1{0 -1 0 0
t _ 1y _ 1

PAP_2P1101P40 0 -1 0
1110 o 0 0 -3

2) Cherchons le déterminant de la matrice 24 — I. En ajoutant la somme des trois derniéres lignes a
la premiére, le nombre 3 — A se met en facteur et donc
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-2 1 1 1 3—X 3—-X 3—-X 3—-2A 1 1 1 1

1 =X 1 1 1 A 1 1 1 =X 1 1

detA=AD =111 _\ 17| 1 RS U el O P R G

1 1 1 =X 1 1 1 —A 1 1 1 =X
On soustrait alors la premiére colonne aux autres et ’on obtient
1 0 0 0
B 1 =A—1 0 0 N 3
det(24A — XI) = (3—)) 1 0 P 0 =B-=N(=A=1).
1 0 0 —A—1

La matrice A a deux valeurs propres : 3/2 valeur propre simple et —1/2 valeur propre triple. On retrouve
la signature o = (1, 3). La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.
Il existe donc P orthogonale telle que

-1 0 00
110 -1 00

t [——
PAP_2 0 0 —1 0
0O 0 0 3

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —1/2 est ’hyperplan d’équation
t+y+z+t=0.

On choisit une base orthonormée de cet hyperplan. Par exemple

1 1 1
—(1,-1,0,0) , us = — (0,0,1,-1) , uz = = (1,1,—1,-1).
\/5( ) up ( ) uz =5 )

V2

Le sous-espace propre associé a 3/2 est la droite orthogonale au précédent, engendrée par le vecteur

1
w =5 (L111).

La matrice P correspondante est donc la matrice des vecteurs (uq,ug, us, uy)

uyp =

[\
(@]
N
|
—_
[

Exercice 136
Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique ) définie par
Q(z,y,2,t) = —2% 412 — day — 2wz + 20t — 2yz — 2yt .

Réduire la forme quadratique @ par la méthode de Gauss, puis en diagonalisant. Trouver sa signature
et son rang. Si A est la matrice de Q dans la base canonique de R?*, trouver pour chaque méthode,
une matrice de passage P telle que ‘PAP soit diagonale.
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Solution

1) En regroupant dans un carré les termes contenant z, on obtient,
Qz,y,2,t) = —(z +x +y)? + 22 + y* + t2 — 2wy + 22t — 2t ,
puis en regroupant les termes contenant x,
Qz,y,2) = —(z+a+y)* + (x —y+ ).

Si 'on pose

X = x4+y+=z
Y = z—y+t
Z = z ’
T = t

on a donc

Qz,y,2,t) = —X>+ Y2,

Alors oy =1 et o =1, donc o = (1,1) et le rang de Q vaut o4 + o = 2.

On obtient facilement 1

1
= J(X-Y-Z+T)

z = Z
t = T
d’ou la matrice de passage
1 1 -1 —1]
1 -1 -1 1
P=351o o 2 o
0 0 0 2]
qui est telle que
0o -2 -1 1 [—1 0 0 0
-2 0 -1 -1 0100
¢ _t _
PAP="P -1 -1 -1 0 P= 00 00
1 -1 0 1 . 00 0 0

2) La matrice A étant de rang 2 et diagonalisable, posséde une valeur propre nulle double et le sous-
espace propre associé est de dimension 2. Déterminons le par la méthode du pivot.

0 -2 -1 [1] 0 -2 -1 1 1 -1 0 1

A |2 0 -1 -1| -2 -2 -2 0/ |0 000
1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 0 000

1 -1 0 1 11 [1] o 1 110

Un vecteur (z,vy, z,t) du sous-espace vérifie donc

t=—x+y e z=-x—y.
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On peut donc prendre comme vecteurs normés
1
V3

ces vecteurs sont de plus orthogonaux.

uz = (1,0,—1,—1) et wuy= (0,1,-1,1),

S
V3

Il résulte de ces calculs que si I'on note Cj la j—iéme colonne de A, alors
Ch—-C3-Cy=0Cy—C3+Cy=0.

Pour trouver le déterminant de A — AI on va se servir des mémes relations linéaires en remplacant C
par C1 — C3 — Cy4 et Cy par Cy — C3 + (4, ou cette fois les C; sont les colonnes de A — A1, ce qui va
permettre de mettre A\ en facteur dans les deux premiéres colonnes. On trouve

A —2 -1 1 A0 -1 1 10 -1 1

I N R N I R 1
det(A=AD =1 1 7 1 % o [TIxa ax —1-x2 o |=M|1 1 1-a o0
1 =1 0 1-A |x =x 0 1-2 1 -1 0  1-2

En additionnant la premiére ligne aux deux derniéres, en en développant par rapport a la premiére
colonne, il vient

-1 0 -1 1 IR .
det(A — AI) = A’ 8 _i _;A _i =-X] 1 —2-2) 1
-1 -1 2- A

0 —1 -1 2—A
Enfin en soustrayant la premiére colonne des deux autres

~1 0 0
det(A—AN)=-)| 1 —3-\ 0 [=X\=3)(\+3).
~1 0 3-)\

Il y a une valeur propre strictement positive et une strictement négative. On retrouve la signature
o = (1,1). La matrice A est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres. Il existe
donc P orthogonale telle que

‘PAP =

OO O W
OO w o
o O O O
o O O O

Recherchons les vecteurs propres (x,y, z,t) de A associés aux valeurs propres non nulles en résolvant
par la méthode du pivot le systéme

(A—\)

+ e R
OO O O
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On doit obtenir des droites. On se contente de faire le pivot sur les trois derniéres lignes de A — \I.

Pour \ = 3,
-2 -3 -1 -1 0 =5 -1 -5 0 -5 -1 -5 009 o 0
-1 -1 -4 0-—0 -2 -4 -2 —0 2 1—01 2 1-—0
(1] -1 0 -2 1 -1 0 -2 1 -1 0 -2 10 2 -1 1
qui donne z =0, z = t, et y = —t. On peut donc prendre comme vecteur unitaire
L,-1,0,1)
Uy = —= y T 4y Yy .
R
Pour A = —3, on a de méme
-2 3 -1 -1 o [1] -1 7 01 -1 7 01 -1 0
-1 -1 2 0-—0 -2 24-—00 0118 -—00 0 18.
1] -1 0 4 1 -1 0 4 10 -1 11 10 -1 0

qui donne t =0, x = z et y = z. On peut donc prendre comme vecteur unitaire

Uy = % (1,1,1,0).
La matrice P correspondante est donc la matrice des vecteurs (uq,ug, us, uy)
11 1 0
1 |=
peklht 0
10 -1 1

09 O
10 1.
0 0 -1

Exercice 137

Trouver la signature et le rang de la forme quadratique ) sur R™ définie dans la base canonique par

n
Q(xlr"awn) :‘T% +2 lewja
j=2

par la méthode de Gauss, puis en cherchant les valeurs propres de la matrice de ) dans la base

canonique.

Solution

1) Par la méthode de Gauss, on a immédiatement

Q(ml,...,wn):(w1+---+wn)2—(ac2+---+wn)2.
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Donc oy =o0_ =1, 0 =(1,1) et le rang vaut oy +o_ = 2.

2) La matrice A de @ dans la base canonique est

11 1

1 0 0
A= )

1 0 0

La matrice A est de rang 2 car les deux premiers vecteurs colonnes son indépendants et les n — 1
derniers vecteurs sont égaux. La matrice A admet 0 comme valeur propre d’ordre n — 2. Alors, il existe
deux autres valeurs propres non nulles et

det(A = AI) = (=A)" + di(=A)""" +da(=A)"2,

ou dy = trA =1 et do est la somme des déterminants d’ordre 2 extraits de A et symétriques par

et valent —1

rapport & la diagonale principale. Les seuls déterminants non nuls sont de la forme 10

etilyenan—1,doncdys =—(n—1) et
det(A —XI) = (=A\)" 2\ =X = (n—1)).

Comme le produit des racines non nulles est négatif, il y a une valeur propre strictement positive et
une strictement négative et l'on retrouve o = (1, 1).

Exercice 138

Trouver la signature et le rang de la forme quadratique @) sur R™ définie dans la base canonique par

n n—1
Qx1,..., 1) = 23 +2 Z:EliEj —I-ZZ:EZ':En + 22,
j=2 i=2

par la méthode de Gauss, puis en cherchant les valeurs propres de la matrice de ) dans la base
canonique.

Solution
1) Par la méthode de Gauss, on a immédiatement
Q1. .. an) = (w1 + -+ ap)’ — (w24 + T01)”.

Donc oy =o0_ =1, 0 =(1,1) et le rang vaut oy +o_ = 2.



222 CHAPITRE 6. FORME QUADRATIQUE

2) La matrice A de @ dans la base canonique est

1 1 ... 1 1]
1 0 ... 01
A= Lo Lo
1 0 ... 01
1 ... 1 1]

La matrice A est de rang 2 car les deux premiers vecteurs colonnes son indépendants et les autres
vecteurs sont égaux & un des deux premiers. La matrice A admet 0 comme valeur propre d’ordre n — 2.
Alors, il existe deux autres valeurs propres non nulles et

det(A — AT) = (=A)" + da (~\)"" + da(~\)"2,

ou dy = trA = 2 et dy est la somme des déterminants d’ordre 2 extraits de A et symétriques par
1 0 1

ol %1 1|

. o . 1
rapport a la diagonale principale. Les seuls déterminants non nuls sont de la forme 1 ou ‘

valent —1 et il y en a n — 2 de chaque type, donc dy = —2(n — 2) et
det(A— M) = (=\)"2(\2 =2\ —2(n — 2)).

Comme le produit des racines non nulles est négatif, il y a une valeur propre strictement positive et
une strictement négative et l’on retrouve o = (1, 1).

6.5 Divers

Exercice 139

Déterminer suivant les valeurs des nombres réels a et b la signature et le rang de la forme quadratique
(@ définie dans la base canonique de R? par

Q(x,y,2) = (az +y)* + (bx + 2)* — (y + 2)°.

Solution
Posons
X = ar+y
Y = br+z
Z = y+z
La matrice
a 1 0
P=1(b 0 1
01 1
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a pour déterminant —(a + b). Si ce déterminant est non nul, c’est-a-dire si @ # —b, on a, dans la
nouvelle base,

Qz,y,2)=X*+Y? - 72,
alors 0. =2 et o_ =1, donc 0 = (2,1) et le rang de Q vaut oy +o_ = 3.
Sia = —b, alors, par la méthode de Gauss,
Q(x,y,2) = 2a2x? + 2axy — 2axz — 2yz = 2(ax +y/2 — 2/2)° — (y + 2)?/2,

alors 0 = 1let o_ =1, donc 0 = (1,1) et le rang de Q vaut oy +o_ = 2.

Exercice 140

1) Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique (1 définie par
Qi(z,y,2) =2+ > + 22 +ay +yz + 2z,

Montrer que )7 est une forme quadratique définie positive.

2) Soit dans la base canonique de R?, la forme quadratique Qo définie par
Qo(z,y,2) = 2> + y* + 6xy + 8yz + 82z

Trouver une base orthonormée de R? pour le produit scalaire défini par la forme quadratique
@1 qui soit aussi orthogonale pour la forme bilinéaire associée a (2 (base Q1 —orthonormée et
Q2—orthogonale).

Solution

1) On peut écrire

Qi(z,y,2)==|(x+y)?+ W+ 22+ (z+2)?.

NN

Cette forme est donc positive, et si Q1(z,y, z) est nul, on en déduit que
r+y=y+z=z2+zx=0,

puis que (z,y,z) est nul. La forme quadratique est donc définie positive. Il en résulte que la forme
bilinéaire associée est un produit scalaire sur R3.

2) La méthode consiste a écrire la matrice de ()2 dans une base ou la matrice de @1 est I, puis a
diagonaliser la matrice de Q9 ainsi trouvée dans une base orthonormée.
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Posons

ce qui s’écrit matriciellement

T 1 1 1 0] [z X
Pllyl=—=<10 1 1| |y| =|Y
P 211 0 1] |2 Z
d’ou 'on tire
1 1] X T
P =1 Y| = |y]|,
2 [ 1 VA z

on a alors

Ql(-ﬁl’,y,Z) :X2+Y2+Z27

et les vecteurs colonnes (e, e9,e3) de P forment une base orthonormée pour le produit scalaire By

associé a Q1. On a donc

1 1 1
e =—=(1,1,-1) , ea=—4(-1,1,1) et es=—(1,—-1,1).
1 \/5 ( ) 2 \/5 ( ) 3 \/5 ( )
Les matrices des deux formes quadratiques dans la base canonique sont
1 2 11 1 3 4
A1 == 5 1 2 1 et A2 =13 1 4
11 2 4 4 0
Le changement de variable ci-dessus est donc tel que
‘tPAP=1.
Calculons 2% = ‘PAsP. On a
111—1 1 3 4 1 -1 1 111—1062 —4
%25—111314 11—125—111026:4
1 -1 1|14 4 0o (-1 1 1 1 -1 1|8 0 0 4
On diagonalise la matrice &% en calculant
—4— A 4 4
det(w — \I) = 4 —2-A 2
4 2 —2—-A
En additionnant la somme des deux derniéres lignes a la premiére, le nombre 4 — X\ se met en facteur.
Il vient
4—XN 4—-X 4= 1 1 1
det(wp — \I) = 4 —=2-) 2 |[=4-XN]| 4 —2-2) 2

4 2 —2-A 4 2 —2-A
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Puis en soustrayant la premiére colonne aux deux autres
1 0 0
det(eh —AN)=(4—-)N)| 4 —6-—X -2 |,
4 -2 —6— A\

et finalement

det(ety — M) = (4 —N)((64+N)> =4 =A-NA+NEB+N).

On obtient donc les trois valeurs propres simples de % qui sont 4, —4 et —8. Cherchons un vecteur
ey + yes + zes des sous-espaces propres associés.

Valeur propre 4. En simplifiant le systéme devient

—2z+y+z = 0
2r —3y+z = 0

d’ot 'on tire z =y = 2.
Valeur propre —4. En simplifiant le systéme devient

Y+ =z =0
2e+y+z = 0 7

d’ou l'on tire x =0 et y = —2z.

Valeur propre —8. En simplifiant le systéme devient

9

r+y+z = 0
20 4+3y+z = 0

d’ou l'on tire x = -2y et y = 2.

On obtient alors une base orthonormée (f1, fa, f3) de vecteurs propres de .o%.

1
fi=—=(e1+er+e3), fo= —2e1 + ez +e3),

V3

et en revenant a la base canonique

1 1
%(62—63)7 f3=%(

flzi(]‘)lvl) ’ f2:(_17170) ’ f3:

NG (-1,-1,2).

S
V3

La base (f1, f2, f3) répond a la question.
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Exercice 141

Soit F un espace vectoriel euclidien réel de dimension n, ¢ une forme linéaire sur E et e un vecteur
de E tel que ¢(e) = 1. Montrer que 'on définit une forme quadratique @ sur E en posant

QX) = [IX — £(X)e?.
Quelle est la signature de cette forme quadratique ?
Si la forme linéaire £ est définie pour tout X de E par
((X) = (XTe),

montrer que
QX) = || X|I* — (X [e)?.

Solution

Si 'on pose
B(X,)Y)= (X —4(X)e|Y —£(Y)e),

on obtient une forme bilinéaire symétrique sur £, avec
Q(X) = B(X, X) = | X —£(X)e]*.

Il en résulte que B est une forme bilinéaire symétrique positive, et que ) est une forme quadratique
positive qui s’annule lorsque X — ¢(X)e est nul, ce qui implique que X appartient a la droite vectorielle
engendrée par e. Réciproquement, si I'on a

alors

et donc

Q(X) = [IX — ¢(X)el* = || X — Ae|* = 0.

Toutes les valeurs propres d’une matrice de () sont donc positives et une seule est nulle. Il en résulte
que le rang de @ vaut n — 1 et que 0 = (n — 1,0).

Sil(X) = (X|e), comme £(e) =1, cela implique que e est de norme 1. Alors, en développant,
B(X,Y) = (X|Y) +X)UY)le]* = 6(X)(e]Y) = €Y )(X |e) = (X |Y) = (X)(Y),

d’ou
Q(X) = X[ = (X |e)*.



