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Chapitre 1

Cinématique du solide indéformable

1.1 Définitions

1.1.1 Espace

On va utiliser un espaceffme (formé de points) et euclidien (pour définir des distance entre
points). Il est not&® de dimension 3 sur le corps des réels.

Pour les opérations sur les vecteurs, il nous faut un espace vectoriel de dimensioE3swtée
corps des réels.

1.1.2 Bases, repéres

L’espaceE® est rapporté a une base formée de trois vecteuns @).

Remarque : dans ce document les vecteurs sont notés avec un trait en dessous ce qui correspond
a une notation largement utilisée (elle est de plus plus pratique pour moi au tableau).

L'espaceS? est rapporté a un repére formé d’un paytorigine du repére, et de trois axes ayant

les directions d’une base choisie dd&ts

On appelle référentiel d’espace I'ensemble constitué d’'un point et de trois vecteurs de base et on
le note O, x, Y, 2.

1.1.3 Repérage d'un point

On repére la position d’un poiMil dans&® par ses coordonnées. En fait c’est le choix du repére
d’espace @, X, y, 2) qui permet de définir ses coordonnées. Comme il y a une infinité de choix
possibles, il y a également une infinité de coordonnées pour un mémepainine position
donnée.

Sion choisit O, X, y, 2) orthonormé direct alors les coordonnéeswis’obtiennent par projection
orthogonale d®M sur les vecteurs de la base. Dans cette équatigmiésigne le produit scalaire
des deux vecteurs dot product; notation due a Gibbs (autour de 1900)).

Xw = OM.x yu=OM.y zy=OM.z (1.1)

Remarque: le choix des vecteurs de base n’est pas limité au classiqgue systéme dit cartésien. On
verra d’autres systemes de coordonnées (cylindriques en particulier).

Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB 9



1. Cinématique du solide indéformable

N

=

1

Figure 1.1 — Vecteur position pour un repérage cartésien

1.1.4 Vitesse d’'un point
1.1.4.1 Notion de temps

Cette notion est pour nous associée a des mouvements particuliers qui se répétent (horloges, mou-
vements des astres, marees, oscillations). La mesure du terfipstsie sur un repére a une di-
mension (repére de temps) qui est orienté.

1.1.5 Vecteur vitesse
On choisit un référentiel d’espace tem@ &, Y, 2) et (0t) qui selon les applications peut étre :

1. Copernic : Centre de masse du systéme solaire (assimilé & celui du soleil) et trois étoiles
fixes plus une horloge,

2. Géocentrique : Centre de masse de de la terre et trois étoiles fixes plus une horloge,
3. Terrestre : un point et trois axes du laboratoire ainsi qu'une horloge.

Instants 1 2

| |
I I

O Dates t;  Durée t,

le=+

Figure 1.2 — Temps, durée

DeriniTION  S0it un point matérieM en mouvement et soit un référentiel d’espace temps. On
note :

V(M/R) = [§ OM], (1.2)

Le vecteur vitesse est la dérivée par rapport temps dans le référentiel considéré du vecteur position.

DiérmniTion  La suite des pointB de&® qui coincident ave®! au cours du temps (courbe décrite
par le point) est appelée trajectoire edans le référentiel.
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1.2. Calcul des vecteurs vitesse et accélération

M (t)
d(OM) dt

M (t))

1>

Figure 1.3 — Vecteur vitesse

Interprétation : le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire au pdiatl'instantt considére.

Unité : la vitesse s’exprime ems ™.

1.1.6 Accélération d’'un point

Le vecteur accélération du poikt par rapport au repére considéré est ngtd/R) est il est donné
par :

L(M/R) = [§ V(M/R] = [§ OM]. (13)

Unité : l'accélération s’exprime enms 2,

1.2 Calcul des vecteurs vitesse et accélération

Soit un repéreR; (O, x,, Y, 2) en rotation autour de I'axeQ( z) par rapport a un reperg
(O, X, Y, 2). Langle (x, x;) est notéx.

Y

/
Q

Figure 1.4 — Changement de repére

Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB 11



1. Cinématique du solide indéformable

1.2.1 Calcul de la vitesse danR

On a par définition :

V(M/R)

d
[d_tO—M

R

(1.4)

d
[d—t(xzw yy)

dx

— X+ X|=X +$/ + d
at 2@, At Y| at,

On sait que les vecteurs de base sont unitaires goik:= 1. On en déduit par dérivation :

R

d d
gi&- X =2x. d—tzR—O (1.5)

Comme le vecteux est quelconque en en déduit que :

d

Ceci signifie que la dérivée dans un repRidun vecteur de base appartenant a ce repére est nulle.

Interprétation : on s'accroche a un repére ; on ne voit pas évoluer les vecteurs de base qui nous
semblent fixes (par rapport a nous).

Donc le vecteur vitesse se résume évidemment a :

V(M/R) = ¥ x+F = xx+yy (1.7)

1.2.2 Calcul de la vitesse dank;

On va cette fois utiliser le second repére pour calculer le vecteur vitesse du méme point au méme
instant. On a par définition :

d
V(M/Ry) [dto_MLl
- [ foax ey 18)
gz Y, . :
=92x+x9«]+9ﬂ +[ﬂ }
dt 2t ae R, T ar T  aehl

On sait que les vecteurs de baseRiesont unitaires soitx, . X, = 1. On en deduit par dérivation :

d d
—(X .>_<)=21<.[—z<} =0 (1.9)
dt 1 1 1 dt 1R1

Comme le vecteux, est quelconque en en déduit que :

d
[d—t zlLl =0 (1.10)
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1.2. Calcul des vecteurs vitesse et accélération

Ceci signifie que la dérivée dans un repBjed’'un vecteur de base appartenant a ce repére est
nulle.

Interprétation : on s’accroche a un repére; on ne voit pas évoluer les vecteurs de base qui nous
semblent fixes (par rapport & nous) mais les coordonnées du point changeant, on retrouve leur
dérivée temporelle pour exprimer le vecteur vitesse.

Donc le vecteur vitesse se résume évidemment a :

V(M/Ry) = G x, + By, = %ax, +3ny, (1.11)

1.2.3 Relation entre les vecteurs vitesse

On va essayer de trouver une relation entre ces vecteurs viigddér) et V(M/Ry).

d
VR = |G om
dt— |,
- |4 1.12
= a(X1§1+Y1Xl)R (1.12)
S - P v
at 21 @ X T e i G

Le probléme est de savoir calculer les terrhg;s_&]R. On sait que le vectews; ne dépend que de
I'angle a qui lui méme est fonction du temps. Donc :

d d da
— X = |—X| — 1.13
[dt—lL [da =g dt (1.13)
Or on peut exprimek, en fonction des vecteurs de base du refpeeede I'anglew :
X; = Cosa X+ sina 'y (1.14)
On remplace dans I'équation précédente et on obtient pour le premier terme
dx )
—_— = -—sSina X+ cosa Y (1.15)
On reconnait le vectelyr1 et on peut donc écrire :
dx
— | =y, =zAX 1.16
[ da ]R h=2t= (140
Dans cette équation désigne le produit vectoriel.
Si je fais le méme travail pour le second terme je peux alors écrire :
d d .
—OM| =|=0OM| +azA OM (2.17)

Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB 13



1. Cinématique du solide indéformable

Remarque: le vecteura'z est appelé vecteur vitesse de rotation ; il contient a la fois I'information
vitesse de rotation angulaire et axe autour duquel elle se produit. On le Q@R /R). On peut
donc ré-écrire :

[& oM, = [$OM], + QR/R) A OM (1.18)

1.3 Vitesse et accélération des points d’un solide

1.3.1 Définition d’un solide indéformable

Un solide est un ensemble de points matériels qui restent a distance constante les uns des autres.
Distance(M, N)= constante, pour tous les points M et N et pour tous les instants.

1.3.2 Angles d’Euler

Attachons un référentié®; au solideS en mouvement et considérons un référerRialktaché au
laboratoire.

IN

Solide S

1>

Figure 1.5 — Solide en mouvement

Nous allons généraliser I'équatidnl8pour écrire :

|4 oM. =[S OM| + QR/R) A OM (1.19)

t 2V

Il nous faut donc identifier le terme vitesse de rotatitfiR; /R). On repére le solid& en mouve-
ment par les coordonnées d’'un de ses points (le @imdar exemple) et par trois angles appelés
angles d’Eulew, 6 et ¢.

Soit le vecteur positio®M = x; X, + iy, +zz. On a par définition :

14 Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB



1.3. Vitesse et accélération des points d’un solide

IN

y w

v u Z w Y X
z Z)

Figure 1.6 — Angles d’Euler

=

V(M/R)

d
— OM
[dt _L
d
[a(xl X +y1y, + zlgl)L (1.20)
d
a5,

On reconnait le vecteif(M/R;. Que représentent les termes du t}xpéd% l(]R ?

+21Z1+Zl

d
at?1),

5(1)_(1 + X1

TR R+Y1X1+Y1

On sait que le vecteux, est une fonction des angles d’Euler qui sont eux mémes fonction du
temps car le solide est en mouvement. On peut donc écrire :

d 0 . : .
— X | =|=—X —X| 0+]|—X 1.21
[dt_lL [alﬁ = R¢+ 96 7| ’ ag = R¢ (.2
Il faut donc calculer les termes du typd x, | .
On peut écrire grace aux angles d’Euler :
X, = COSp U+sing w
= COS¢ U+ sing cosh v+ singsing z (1.22)
Donc en dérivant cette expression par rappartan obtient :
0 :
—X| = cospv-singcosfu+ O (1.23)

Le dernier terme est nul car le vecteure dépend pas de I'angle

On essaie de retrouver une expression de typex,. Comme la rotation d’angl¢ s’effectue
autour dez on écrit :

ZAX = ZA(COSpuU+sSingw)
COS¢p V — Sing cosd u (1.24)

9«
™
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1. Cinématique du solide indéformable

On vient donc de montrer que I'expression valable pour le cas simple de la rotation autour d’'un
axe (équatiori.18) s’applique dans un cas plus général pour un vecteur quelcomgie)( En
procédant de méme pour les deux autres termes de I'équafidon montre que :

x|
dt 715

On appelleQ(S/R) vecteur vitesse de rotation (instantané) du saBd#ans son mouvement par
rapport au reper® le vecteur | Q(S/R) = l}/g+ Ou+ ¢g1 . On remarque qu'’il généralise bien
I'expression établie pour une seule rotation.

ZAX Y+ UAXO+Z A XP

Wz+0U+92z) A X (1.25)

On peut écrire les mémes relations pour les autres dérivées des vegteurs ce qui permet
d’écrire au final :

+ Q(S/R) A OM (1.26)
Ry

dom| =[Lom
dt=—| _ |dt—

ou

| V(M/R) = V(M/Ry) + Q(S/R) A OM]| (1.27)

1.3.3 Champ des vitesses dans un solide

Nous allons utiliser I'expressioh.26 en remplacant le vecte@M par le vecteuAB. On écrit
donc :

98| =|2 a8l +R/R) A AB (1.28)
dt=), T At

avecQ(R1/R) = Q(S/R) car le solideS est attaché au repeRg.

Comme les pointé et B appartiennent au solide supposé indéformable, le premier terme de droite
estnul. ll reste :

98l - aR/R A AB
dt =,
[d%(A_O+ OB)| = Q(Ri/R) A AB (1.29)
1R
dog - [Yoa + Q(R/R) A AB
dt=—ls ~ |dt=/ g = =

On en déduit la relation importante :

] V(Be S/R) = V(A€ S/R) + Q(S/R) A AB VA VB¢ s\ (1.30)

16 Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB



1.3. Vitesse et accélération des points d’un solide

Remarques: on constate que le champ des vitesses d'un solide indéformable est structuré :
— Q(S/R) représente un invariant (qui ne dépend pas des points A ou B).
— V(B € S,R) se déduit de la vitesse énpar une relation dite de torseur.

DerviTION : on dit que le champ des vitesses d’un solide indéform@ldlans son mouvement par
rapport a un reperB est représenté par un torseur appelé torseur cinématique etihotinime
vitesse) :

Q(S/R
{Tcinematiqués/R)} ={V(S/R)} = { M(TA\(E/S,)R) }A (1.31)
Je précise que ce torseur est expriméan l'indiquant a la fois dans le vecteur vitesse et sur le

torseur. C’est redondant mais pratique pour la suite.
1.3.4 Equiprojectivité
On considére un solide indéformatsepour lequel la relation précédente de champ des vitesses
est vérifiée. On projette cette relation sur le vec#&Br On obtient :
AB.V(Be S/R)= AB.V(A€ S/R)+ AB.Q(S/R) A AB VYA VBeS (1.32)

Le dernier terme est nul (le produit vectoriel définit un vecteur orthogonal aux deux termes du
produit vectoriel). On a au final :

]@y(se S/R) = ABV(A€S/R) VYA VBe s\ (1.33)

Figure 1.7 — Equiprojectivité

Interprétation : la projection des vecteurs vitesses sur le segrA8deéfinit la vitesse suivant cette
direction. Que la dférence des vitesses Aet deB suivantAB soit nulle exprime que la distance
ABreste constante au cours du temps. Si il en était autrement, le solide se déformerait.

1.3.5 Exemple

Exercice sur bielle manivelle (Agati, mécanique des solides rigides, page 56 édition 86). On le
fait par calcul direct, composition de mouvement et deux types de repérage absolu et relatif et par
cinématique graphique. Attention ne pas faire comme lui avec des angles négatifs. Toujours en
direct.
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1. Cinématique du solide indéformable

1.3.6 Champ des accélérations

On considére toujours le méme solifen mouvement par raportfi On a la relation de champ
des vitesse$.30qui par dérivation donne :

d d d
[d—ty(BeS/m];[d—ty(AeS/R)R - | gl nasm
+ BAA dEtQ(S/R)] VAVBES (1.34)
R

On notel (B € S/R) le vecteur accélération dgappartenant & par rapport au repeie.

I'(Be S/R)=T(AeS/R)+ %B_A A Q(S/R)+ BAA dth(S/R)] YAVBeS (1.35)
R R
Or on peut écrire que :
d d
—BA| = |=BA| + Q(S/R) A BA
= 0+ Q(S/R) A BA (1.36)
= Q(S/R) A BA

car les pointsA et B appartiennent au solidg attaché au référenti€t; par rapport auquel on
dérive. On a donc au final :

I(Be S/R) = [(Ac S/R) +(QS/R) A BA) A QS/R) + BAA[H2ER] vABeS

(2.37)
Remarque: On ne trouve pas de relation de type torseur pour le champ des accélérations.

1.4 Composition des mouvements

1.4.1 Composition des vecteurs vitesse

Nous allons étudier dans ce passage la méthode qui permet de passer d’'un repéere a un autre, ce qui
est souvent nécessaire lorsque I'on s’intéresse a des mécanismes qui comportent plusieurs solides
en mouvement.

On reprend un solid® en mouvement par rapporiet par rapport &;.

V(M/R)

d
— OM
[dt _L
[dﬂt@l + OlM)] (1.38)
R

golM]

V(O1/R) +
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1.4. Composition des mouvements

Or on sait en utilisant la régle de dérivation dans deux repéfisetits (€ql.19 que :

d d
dtol_M] - [d—tol_M _* QRJR) A OM (1.39)
Donc :
VMR = V(O/R+| 2 oM+ 9RUR A O
- VOu/R+ y(M/Rl) + QRy/R) A OM (1.40)

Si on suppose le poin¥l appartenant non pas au soli8emais au repér&; (ce qui revient a
supposer que le solidg est fixe dan&k;) alors sa vitess¥(M € R;/R;) est nulle donc :

V(M € Ri/R) = V(O1/R) + Q(Ri/R) A OIM (1.41)

On peut donc utiliser cette écriture pour obtenir :

] V(MeS/R = V(MeS/R)+ V(Me Rl/R)‘ (1.42)

Le premier terme est appelé vitesse absolue, le deuxieme vitesse relative et le troisieme vitesse
d’entrainement.

Remarque: on peut omettre dans les deux premiers termm&mais je conseille de l'indiquer
systématiquement.

1.4.2 Composition des vecteurs rotation

Nous reprenons notre solide en mouvement par rapport aux deux reygfeset noton€2(S/R),
Q(S/Ry) et Q(R1/R) les vecteurs vitesse de rotation instantanée respectivement du Sqiale
rapport aR et R; ainsi que du repér@; par rapport &R.

La regle de dérivation vectorielle nous donne (49 :

[d OM] = [d OM + Q(R1/R) A OM (1.43)
dt— | |[dt— E—
Nous pouvons aussi écrire :
d d
oOM| =|[=OM + Q(S/R)) A OM (1.44)
dt=— R1 dt— - —

On ajoute terme a terme ces deux équations pour obtenir :

d d
[dt%L [d‘t

Mais on peut aussi écrire en considérant le sdfid le repérdR :

d OM| =
[dt_]R

+(Q(Ri/R) + Q(S/R)) A OM (1.45)

:tOM + Q(S/R) A OM (1.46)
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1. Cinématique du solide indéformable

En comparant ces deux derniéres égalités, on en déduit la régle de composition des vecteurs vitesse
de rotation :

Q(S/R) = Q(S/Ry) + Q(Ry/R) (1.47)

1.4.3 Composition des torseurs cinématiques

On peur résumer les compositions du vecteur vitesse et du vecteur vitesse de rotation en écrivant :

Q(S/R) = Q(S/R) + Q(Ru/R) (1.48)
V(IMeS/R = V(MeS/R)+ V(MeR/R) (1.49)
ce qui permet d’écrire :
{V(S/R}wm = {V(S/R)im + {V(Ri/R)}m
(1.50)

Q(S/R) _ [ /Ry .| QR/R
VIMeSR [, = | V(IMeS/Ry) |,, VIMeRY/R) |,,
Attention : Il faut lorsque I'on veut composer les torseurs utiliser le méme pdidtou I'impor-
tance de le noter dans I'écriture du torseur.

1.4.4 Vitesse de glissement

On a vu apparaitre dans la composition des vitesses un ¥fMe= R;/R) appelé vitesse d’en-
trailnement. Considérons maintenant que le s@idst fixe dan®; et qu’il est en mouvement par
rapport aR (sphere qui roule sur un plan par exemple). Supposons qu'il existe un plan tangent au
point de contact notP (si le contact est ponctuel). Le terwéP € P1/R) = V(P € S/R).

DirmniTiON : La vitesse d’entrainemelM(P € S/R) au point de contad® entre le solideS et un
solide lié aR représente la vitesse de glissemenPenl’instantt du solideS par rapport &.

Propriété : La vitesse de glissement appartient au plan tangeRtanx deux solides.

DernviTION : Si la vitesse de glissement est nulle on dit que le sdideule sans glisser par
rapport aR.

Exercice a faire.

1.4.5 Composition des accélérations

On reprend le solid& et les deux repéreR et R;. Nous avons établi que (équatidrt0 :

V(M/R) = V(O1/R) + V(M/Ry) + Q(Ri/R) A OM (1.51)

On va dériver cette expression par rapport au temps :
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1.4. Composition des mouvements

d d
|FvmR)| -|GvouR)|

d
P M(M/Rl)}

R R

AOIM+ QA
R

+

d
gt Q(R1/R)

d
&OlML (1.52)

Nous allons considérer tous les termes dans I'ordre :

1. Terme| & y(M/R)]R. C'est par définition le vecteur accélératibfM/R).
2. Terme[c%t y(Ol/R)]R. Le pointO; est un pointM particulier ; on a donc lI'accélération de
Os par rapport au repéiR : I'(O1/R).

3. Terme| & y(M/Rl)]R. On va le modifier ainsi :

d d

GYM/R)| = | S V(M/R)| + QR/R) A V(M/RY) (1.53)

R R
= L[(M/Ry) + QRi/R) A V(M/Ry) (1.54)

4. Terme| & Q(Rl/R)]R A O1M. On le laisse tel que.

5. TermeQ(R1/R) A [dﬁt OlM]R. On écrit :
d d
Q(R]_/R) A —O]_M} = Q(R]_/R) — O1M + Q(Rl/R) A O]_M]
dt—|g dt——g, —
= Q(R/R) A[V(M/R) + QR/R) A O1M] (1.55)

= QR/R) A V(M/Ry) + QRi/R) A (Q(R1/R) A O1M)

On peut donc dorénavant écrire I'équatibb2sous la forme :

d
I(M/R) = L(O/R) + L(M/Ry)+| - Q(Ri/R)

AN O1M
R

+ QRY/R) A QR/R) A O1M|+2Q(Ry/R) A V(M/Ry) (1.56)

Si on suppose (comme pour la composition des accélérations que levpeisttlié au reper&;
(S fixe dansR;) alors on peut écrire :

LM € R/R) = TO/R) + | o Q(Ry/R) rom
+ QR/R) A[QR/R) A O1M] (1.57)
On peut donc écrire finalement :
] (M€ S/R) = I(M € S/Ry) + (M € Ry/R) + 2Q(R1/R) A V(M € S/Rl)‘ (1.58)

Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB

21



1. Cinématique du solide indéformable

On peut remarquer que le dernier terme ne peut pas étre inclus dans I'accélération d’entrailnement
car, par définition de celle-ci, elle suppose fixe le soid#ansR; donc la vitesse relative ne peut
pas intervenir. Ce terme a donc un stattiféatent.

DEFINITION

— I'(M € S/R) représente 'accélération dite absolue,

— (M € S/Ry) représente I'accélération relative,

— I'(M € Ry/R) correspond a l'accélération d’entrainement,

- 2Q(Ri/R) A V(M € S/R;) est appelé accélération de Coriolis (Gustave Gaspard Coriolis,
mathématicien francais, 1792-1843).

1.5 Mouvement plan sur plan

1.5.1 Définition

On appelle mouvement plan sur plan le mouvement d’'un s&iddaché au repéie; tel qu'un
plan desS, (O, Xx;, )_/1) par exemple, reste confondu avec un panx, y) du repere de référenée

Le torseur cinématique se réduit dans ces conditions a :

(V(SIR)) = { y(%fse/g . }Ol (1.59)

avec :Q(S/R) = é; et la conditionV(O/R) . z= 0 pour que poinO; reste dans le plan de base.

Propriété : Il existe un pointl unique appelé centre instantané de rotation du mouvement de S par
rapport aRtel que :

]yu €S/R) = g\ (1.60)

Vcesr)

‘ I: Centre instantané de rotation

. Vues/ky

y
Repere R
X
z

(@]

Figure 1.8 — Centre Instantané de Rotation (CIR)

Remarques

1. Le pointl existe si il y a un vecteu(S/R) vitesse de rotation non nul.
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1.5. Mouvement plan sur plan

2. La position du point varie au cours du temps.

DEFINITION
1. On appelle bask du mouvement d& par rapport & la trajectoire dd dans le reper&.
2. On appelle roulante du mouvement d& par rapport &R la trajectoire dd dans le repére

R1.
1.5.2 Détermination du point |

Il est aisé a partir de la définition dede connaitre sa position a un instaet on connait au moins
la vitesse de deux points. Effet on écrit :

V(A€ S/R) V(I € S/R) + Q(S/R) A 1A (1.61)

0+6z A IA (1.62)

Cette équation montre que le vectéArest perpendiculaire au vecteur vitesse cod(W € S/R).

Le pointl se situe sur cette perpendiculaire. Si on connait une autre vitesse pour un second point
I'intersection des droites donne la position a I'instadt pointl.

On reprend 'exercice.

1.5.3 Propriétés de la base et de la roulante

Nous savons que la trajectoire deans le reperR (resp.R;) est la basé (resp. la roulante). Ces
deux courbes peuvent servir a définir la vitesse gar rapport a elles-mémes. Elles sont telles
que la relation de composition des vitesses s’applique :

V(I/b) = V(/r)+ Q(/b) A V(I er/b) (1.63)

Mais le vecteuN(l € r/b) est égal /(I € Ry/R) car la roulante est attachée au repRyalors
gue la base est fixe dams Or V(I € Ry/R), par définition du centre instantané de rotatipest
nul. donc :

v(i/b) = V(l/r) (1.64)

Commel appartient a la fois & et ar et queV(l) est tangent a la base et a la roulante, on en
déduit que la base et la roulante sont deux courbes tangentes au. point

Propriétés
1. La base et la roulante sont deux courbes tangentési@maque instant.

2. Comme la vitesse relativé(l € r/b) est nulle par définition du CIR, que cette vitesse rela-
tive représente la vitesse de glissement par rapport d on peut dire que les deux courbes
roulent sans glisser I'une sur l'autre.

Exercice Soit le systéme décrit sur la figure suivante :
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[

Figure 1.9 — Exemple de variateur a billes

1. Un cdneS; de révolution autour de I'axg de demi-angle au sommetfixe dans le repére
de base@, x, y, 2),

2. un cylindreS, de rayon intérieuR de révolution autour dg
3. des billesS; de rayorr inférieur aR tangentes &, enB et aS; enA,

4. un solideS3 constitué d'un plateau tangent aux billes2ret d'un cylindre de révolution
autour dey touchant les billes ek.

Il'y a roulement sans glissement aux points de co&agtet D mais pas ef.
Questions : On décide de fixer le solifga S, et on note(3/1) = w31 y.

1. Déteminer I'axe de rotationy/1, Q,, et les vecteurs roulement et pivotement en A et B.

2. CalculezV(C € 2/1), V(T € 2/1) etI(T € 2/1) avecT point d’intersection deé\B et de
I'axe O, y a l'instantt.

3. Déterminez les surfaces engendrées/far dans le mouvement d&, par rapport 5.
Quelle est la valeur de la vitesse de glissemertt ebonnez, ;.

— Distribution des vitesses dans le solide 2 et B.
V(Be2/1)= V(Ae2/1)+ Q(2/1) A AB (1.65)
Comme il y a roulement sans glissementfeet enB alors :

Q(2/1) A AB= 0 (1.66)

Donc 'axe de rotation de 2 par rapport a 1 est la drédiieet le vecteur rotatiof2(2/1) est
colinéaire 3AB. On pose2(2/1) = 1 AB.
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1.6. Propriétés des torseurs

Calcul de2(2/1) : On a roulement sans glissementizdonc :

V(De2/3)=0 (1.67)
Donc
V(D e3/1)= V(D €3/2)+ V(D e 2/1) = V(D € 2/1) (1.68)
On a aussi:
V(D e 2/1)= gBe 2/1)+ Q(2/1) A BD = Q(2/1) A BD (1.69)
V(D e3/1)= (O’ € 2/1)+ Q(3/1) A O'D = Q(3/1) A O'D (1.70)

On peut donc conclure de ces deux derniéres égalités que :

Q(3/1) A O'D = Q(2/1) A BD (1.71)

On écritQ(2/1) A (-rx, +r2z;) = wz;1Z; A (R-T) X, ce qui permet de calculer le vecteur :

Q(2/1) = AAB=A(r +rcosa) X, +rsinaz (1.72)

R-r
w31 .
/ r2(1 + sina + cosa

A=-— (1.73)

— vitesse de C. On a roulement sans glissement de 2 par rapport a 4 qui est lié a 1 soit :
V(Ce2/1)= 0= V(Be2/1)+ Q(2/1) A BC (1.74)
Mais la vitesse d® est connue donc :

(R=r)sina
1+ sina + cosa ~t

V(C e 2/1)=-wsn (1.75)

— vitesse del. Ce point sur I'axe de rotation de 2 par rapport a 1 cette vitesse (et I'accélération)
est nulle.
Comme on vient de calculer les vitesses de points appartenant fiépenis solides ainsi les
vecteurs rotation, on connait tout le mouvement. On peut alors calculer la vitesse de glissement
au pointE.

Ajouter démonstration avec cercle roulant sans glisser sur plan pout\9(1)

1.6 Propriétés des torseurs

L'objectif est ici de mettre en place la structure des torseurs avec leurs propriétés. Cette partie est
inspirée d’'un cours de DEUG de M. Devel (Université de Franche Comté).
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1.6.1 Champ de vecteurs antisymétriques
Soit un espace vectoriel euclidi&®. Une applicationf de E" dansE" est symétrique si :
VueE", VYveE" uf(v=v.fu (1.76)

Elle est antisymétrique si :

VueE", VveE" uf(v)=-v.f(u) (1.77)
Propriété :
1. Toute applicationf (anti)symétrique d&" dansE"est lineaire.
VUEE" VVEE" flau+By) = (e fW)+afW) (1.78)

2. Lamatrice dans une base orthonormée d’une application (anti)symétrique est (anti)symeétrique.
Vi=1,.,n Vji=1..,n & =(-)aj (2.79)

TukoreMe  Si f est une application antisymetrique H2, il existe un vecteuR unique deE3
appelé vecteur caractéristique tieel que :

YueE® f(=RAuU (1.80)

Si les coordonnées dedans une base orthonorméekfesontry, ry, I, alors la matrice dé dans
cette base est donnée ci-dessous. Réciproquement toute application dont la matrice est de cette
forme a un vecteur caractéristigRele coordonnées, ry, r,.

0 -r; ry
r, 0 —ry (1.81)
-ry rx O
DEMONSTRATION L'application est évidemment antisymétrique si la matrice est de la forme

indiquée ci-dessus.

Montrons que_Rest unique. Pour cela soit,Ret R, vecteurs caractéristiques. On a alors
(R,—- R) Au=0 VYue E3 Onen déduit dont que &t unique.

Comment trouver R Soit une matrice de la forme

0 -a; g
a; 0 —a (1.82)

Soit un vecteur de composantasb, ¢). L'image de ce vecteur par st donc un vecteyraya —

ayC, axa — a;C, aya + a;b) qui est a comparer a R U égal a(—rya — ryc, rya—r;C,rya+ r;b). Les
composantes de $ont donc (-ay, ay, a,).

TukorEME ~ Si g, €, et e, sont les vecteurs unitaires d’une base orthonorméE>dalors le
vecteurR = 3 3.3

i1 & A f(g) estle vecteur caractéristique de I'application
DEMONSTRATION Zi3=1 e A f(e)= Zle e A(Rrg)= Zi3:1(§i-§i)B_ (e.-Rg =2R
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1.6. Propriétés des torseurs

1.6.2 Vecteurs liés, libres

DermviTioNn  On appelle vecteur lié ou pointeur un vecteur tracé a partir d’un point (vecteur vitesse
par exemple). On noteX( u) le vecteur lié d’origineA et de vecteur libret.. On appelle vecteur
glissant un ensemble de vecteurs liés dont I'origheppartient & une droite parallele au vecteur
lié.

1.6.3 Champ de moment
On définit le champ de moment d’un vecteur gliss#gty) par :

VM  M(A U= MAA U= AM A U (1.83)
TuiRorREME Tous les vecteurs liés d'un méme vecteur glissant ont le méme champ de moment.

DermiTion  Un champ de vecteuvl(A) (application de I'espacefiine sur I'espace vectoriel)
qui associe un vecteur a un point est antisymétrique si il existe un @oaitune application
antisymétriquef tels que :

vYP  M(P)

M(O) + f(OP) (1.84)
= M(@©O)+ RAOP (1.85)

TrkoreME  Pour qu’'un champM soit antisymétrique, il faut et il ghit qu’il soit équiprojectif.

DEMONSTRATION A rédiger.

1.6.4 Opérations sur les torseurs

Egalité : deux torseurs sont égaux si les éléments de réduction en un méme point sont égaux.
Somme : la somme (en un méme point) de deux torseurs est un torseur.
Produit : on appelle produit (comoment) de deux torseurs la grandeur scalaire :

(T {72} = R.My(A)+ R,.M,(A) VA (1.86)

Cette grandeur scalaire ne dépend pas du poirtilisé pour le calcul.

La quantitéR. T qui est 'auto moment du torseur est un invariant (qui ne dépend pas du point).

1.6.5 Glisseur

Dermnition  On appelle glisseur un torse{ir} = {R M} si il existe au moins un poin tel
queM(A) = 0.

Ceci correspond en cinématique a un mouvement de rotation autour d’'un axe fixgettonea
bien pour tout poinA situé sur I'axe V(A) = 0.
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1.6.6 Couple

Dirmnition  On appelle couple un torse(#} = {R M} si la résultant® est nulle.

Ceci correspond en cinématique a un mouvement de translation pour lequel on ne peut pas trouver
de point a vitesse nulle.

1.6.7 Décomposition d’un torseur

TukoreME  Tout torseur{7} = {R M} se décompose de fagon unique en la somme d'un
glisseur et d’'un couple. On peut toujours écrire :

M(M).R M(M).R
M(M) = TB"‘ [M(M) - TB (1.87)

Le premier terme défini le champ d’un couple, le second celui d'un glisseur.

DEMONSTRATION Démonstration pour plus tard.

1.7 Axe d'un torseur

On appelle axe d’un torseur 'ensemble des pohtels queRr est colinéaire M(A) c’est a dire
tels queR A M(A) = 0.

L'axe d’'un torseur de résultanRest un axe paralleleR

28 Notes de cours Mécanigue des solides L2 UPMC - 2006 - YB



Chapitre 2

Statique des solides

2.1 Définitions des actions mécaniques

Une action mécanique peut étre exercée sur un s8ldaour le maintenir au repos, le déplacer

ou le déformer. On peut par exemple recenser : le pied d’un footballeur qui frappe un ballon, les
champs électriques et magnétiques qui dévient I'électron, le rotor qui entraine I'axe d’une turbine.
Ces actions sont exercées [garsurS;.

DermviTiON  Deux solidesS; et S, sont en interaction si on peut trouver dans I'un une modifica-
tion de position d’orientation qui entraine une modification dans l'autre.

Diermnirion  On appelle force la grandeur vectorielle décrivant une interaction capable de pro-
duire un mouvement ou de créer une déformation. On dit alorSgagerce une action mécanique
sur S; si relativement a un référentiel les mouvements (ou déformationS) ger rapport a ce
référentiel sont dférents selon qus, est présent ou absent.

Ces actions se classent en deux grandes catégories :

Actions a distance: elles sont liées a des champs d’accélération (pesanteur), électromagnétiques
par exemple.

Actions de contact : de pression (le pied qui frappe un ballon, le gaz qui maintient le ballon sous
pression).
Ces actions s’exercent soit sur :

Une surface : contact solide solide, action d’'un gaz sur un solide,

Un volume : c’est le cas de la gravité.

Elles peuvent étre pour le systéme considéré :

Externes : la gravité agit sur un véhicule (avec tous les éléments internes),

Internes : si on veut comprendre le fonctionnement de certains organes internes (roues par exemple)
on pourra alors faire apparaitre non seulementflieste extérieurs appliqués par le sol sur
cette roue mais aussi deffats exercés par le systéme de fixation de la roue sur le véhicule.
Cette derniére classification dépend du systéme que nous allons isoler
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2. Statique des solides

2.2 Modélisation des actions mécaniques

Sion considere un solide matériel comme un ensemble de points matériels (c’est a dire dd points
auxquels on attache une petite quantité de matigjeon peut alors écrire que toute action (a dis-
tance ou de contact) se résume a fiaréreprésenté par un vecteur. On notgridE xt — M(dm))

cet gfort appliqué au poin dont la masse élémentaire esh -

DermviTioN  Une force se représente par un vecteur lié (attaché au lghint

Princiee  On sait que la puissanég dans le reperR d'un efortd f appliqué en un pointl dans
une vitesse de déplacementMenotéeV(M/R) se définit comme le produit scalaire :

P(df, V(M/R) = df.V(M/R (2.1)

Comme le champ des vitesses d'un solide est celui donné par le torseur cinérfi&tiquied éfinit

le torseur statique (not@athcalFcomme force ) F(Ext — S) des dforts exercés sur un solide
S tel que la puissance (par rapport au referee ces &orts dans le champ de vitesse est donné
par le comoment des deux torseurs :

v = { S8 e |

Résultante: Elle se détermine comme la somme de tous les actions élémemntaires

F(Ext— S) = fdi(Ext—> M) VMeS (2.3)
¥S

Moment : De la méme maniére on obtient :

M(A) = IMAd_f(EXtﬁM) YMeS (2.4)
S

DEMONSTRATION Si on admet que Feprésente bien la résultante des actions élémentaires
exercees sur des points; blu solide S, alors NB) = 3}; BM, A dL = Yi(BA+ AM, A dL =
Si(BA Adf + Xi(AM, Adf = BAA F+ M(A).

On trouve donc la relation caractéristique d’un torseur ce qui était annonce.

2.3 Actions a distance : gravité

Si on considére les actions a distance de gravité exercées sur unSdidmentre de gravité on
peut écrire le torseur des actions mécaniques par :

Fg—9)= [di= [ gdm=—gams (2.5)

On a supposé que le vecteagst vertical ascendant et qgest vertical descendant avgconstant
sur le domaine d’intégration.
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M(Ag— S) f AM Adf
MeS -

f AM A gdm (2.6)
MeS -

= -0 AMdm A z
MeS -

DermviTioN  On définit lecentre de masse (ou d'inertiels comme le point tel que :

MsAG = [,.c AMdm VA (2.7)

On peut donc reprendre I'expression du monldnét écrire :

M(A.g— S)=-gMsAG A Z (2.8)

Propriété Le moment des actions de gravité au pd@ntentre de masse du systéme est nul et le
torseur des actions de la gravité se réduit donc en ce point a un glisseur.

Il nous faut donc savoir calculer les centres de massefféelts solides trouvés couramment en
mécanique.

Remarques.
1. On admettra I'équivalence entre centre de masse et d'inertie.

2. Le centre de gravité d’'un objet est par définition le point d’application de son poids. Si les
dimensions de I'objet sont telles I'hypothégeonstant est fausse alors on constate que le
centre d'inertieG n’est pas forcément confondu avec le centre de gravité. Si par contre le
champ d’accélération de la pesanteur est constant sur le domaine d’intégration alors il y a
aussi équivalence entre le centre de m&sséde gravité.

2.4 Calcul des centres de masse

2.4.1 Additivité

On peut remarquer que la définition du centre masse permet d’écrire que si le sgstensedére
peut-étre décomposé en plusieurs pafiestS; simples (i.e. dont les centres de maSset G,
sont simples a déterminer) alors le centre de m@sdeS est tel que :

f OAdm f OAdm+ f OAdm
AeS ~ AeS; AeS, ~
M1 OG]_ + Mo OG2 (2.9)

M OG

2.4.2 Symeétries

On dira qu’un systém8 possede une symétrie matérielle par rapport a un point, une droite ou un
plan si pour tout point A du systeme, il existe un point B symétrique de A (par rapport au point, a
la droite ou au plan) tel que :
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— Bappartient &,
— p(A) = p(B) avecp la masse volumique locale.

TrkorEME  Si un systéme posséde un élément de symétrie, alors son centre de masse appartient
nécessairement a cet élément de symétrie.

DEMONSTRATION Démonstration évidente par utilisation de deux petits éléments de matiére
symétrique dont le centre de masse est situé sur I'élément de symétrie et par le fait que la somme
de deux vecteurs paralléles a une méme droite (ou plan) est un vecteur paralléle a cette droite

(plan).

2.4.3 Théoremes de Guldin

Guldin (1577, 1643) est un scientifique (pére jésuite) suisse a qui on attribue ces théorémes éga-
lement attribués a Pappus d’Alexandrie (300, ?) lequel a surtout commenté les découvertes de ces
prédécesseurs.

TrkoreME  Soit une plague plane, homogene d'épaisseur négligeableGSsitn centre de
masse e\ une droite située dans le plan de la plague mais n’appartenant pas au solide.

Ona:

27S HG=V (2.10)

Le pointH est la projection orthogonale @&surA, S est la surface de la plaque\éte volume
engendré pa$ en rotation autour de I'axa.

DEMONSTRATION Soit G le centre de masse de P la plaque.

S OG= f OMds (2.11)
Plaque

Par projection sur un axe perpendiculaireAdon obtient :

St =f rds (2.12)
Plague

Ce qui donne par multiplication p&atr

2nS1g = 2nrds (2.13)

Plaque

Le second membre représente le volume V engendré par la rotation de la plaque autour de I'axe
A.

Application : soit un demi disque dont on cherche le centre de masse. On utilise le fait que le
centre de masse appartient a un axe de symétrie. On utilise le théoréme de Guldin et on obtient :
1/27R? « (2nrg) = 4/37R® soitrg = 4R/3n.
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TuEOREME  Soit une courbe contenue dans un plan. Soiton centre de masse &tune droite
située dans le plan de la courbe mais ne coupant pas la courbe.
Ona:

271LHG = S (2.14)

Le pointH est la projection orthogonale @&surA, L est la longueur de la courbe &tia surface
engendrée par la courbe en rotation autour de I/axe

Application : soit un cercle de rayar{courbe) qui par rotation autour d'un axe¢® = R) engendre
un tore dont on cherche la surface. On utilise le théoreme de Guldin et on obtiggir)RS soit
S = 4x°Ri.

2.5 Modélisation des actions de contact

Le contact entre deux solides f&ctue selon une surface aussi petite soit-elle nd&dn sait
gue les &orts élémentaires appliqués en un pdihparS; surS; sont représentés par un vecteur
df(M, S, — S;) attaché au poink. Le rapport entre |'fort élémentaire et I'élément de surface
est une densité surfacique fiart (homogéne a une pressidinT? = Pa). Le probléme est que
dans la plupart des cas il est impossible de connaitre la valeur de ces actions en toMt iint
doit alors faire des hypotheses.

Cas de contact dit parfait (sans frottement) On assimile dans ce cas le contact entre deux so-
lides a celui exercé par un fluide parfait sur un solide : dans ce cas les actions sont normales a
I'élément de surface local.

Exemple : soit un solid&, qui exerce suf; une pression constante le long d’une ligne (surface).
Calculer en un point le torseur des actions mécaniqué& der S;.

Refaire le méme calcul en supposant que dans la réalité ces pressions varient (linéairement) le
long de la ligne (surface) de contact.

Remarque On constate donc que des que les actions locales de contact sont connues avec préci-
sion, on peut déterminer le torseur des actions de contact.

Cas de contact avec frottementDans ce cas nous allons supposer quédied f(M, S, — S1)
est constitué de deux composantes : I'une dirigée suivant la nomeal®! a la surface de contact
et une composante appartenant au plan tangent.

DEFINITION
On noted_fn(M, S, — S1) laforce normale ep = f,/dS la pression correspondante.

On notedf (M, S; — S;) la force tangentielle et = f;/dS la pression (dite de cisaillement)
corresponciante.

Le probléme est d’avoir une relation entre ces deux grandeurs dans le cas général de solides en
mouvement relatif.
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SoitV(P € S»/S1) = yg la vitesse de glissement au poihtu solideS; par rapport au solid8;.
Ce vecteur appartient au plan tangenfeau deux solides.

2.5.1 Lois dites de Coulomb

Ces lois expriment une relation entre les actions normales et tangentielles. Bien qu’'attribuées a
Charles de Coulomb (1726, 1805) elles sont en fait dues a L. de Vinci (1452, 1519) qui ne les
publia pas, et a Amontons (1663, 1705), physicien francais qui ajouta un fait expérimental d'in-
dépendance du cfiient de frottement par rapport a la vitesse de glissement. C. de Coulomb qui
cite les travaux d’Amontons a formalisé I'ensemble de ces travaux et observé qu’un objet mis au
repos apres un glissement relatif possede ufficint de frottement plus important (dGeient
d'adhérence).

1°" Cas On va considérer le premier cas d’'un glissement relgjf£ 0).

Danscecasla forcniaft est opposée au vecteur glissement relatif et est proportionnelle au vecteur
dfn. Ceci s’écrit :

d_ft(P, 52 - S]_) M(P S 82/81) <0
df(P.S2 = S1) A V(P e Sy/S1) = 0 (2.14)
dfi(P, Sz —» S1) = fdfa(P, Sz - Sy)

La premiére inégalité exprime le fait que les actions de contact tangentielles s’'opposent au glisse-
ment relatif, la seconde qu’elles sont colinéaires et la troisiéme que ces actions tangentielles sont
proportionnelles - en cas de glissement - aux actions normales. Le feesteappelé cdicient

de frottement. Il est caractéristique du contact entre les deux solides (matériaux respectifs, type de
surface).

2° Cas On va considérer le cas d’'un glissement relatif gy € 0).

Dans ce cas la foro«iaft est telle que :

[dfi(P, Sz > S1) < Fdf(P, S — S1) | (2.15)

On ne peut plus utiliser de vitesse de glissement. On exprime simplement qu’en statique (plus de
mouvement relatif) les actions de contact tangentielles sont inférieures (en intensité) au cas limite
donné par I'existence d’'un glissement.

Remarque Si on suppose que la vitesse de glissement peut étre quelconque dans le plan tangent
alors on définit le cone de frottement plr= tang¢ tel que dans le cas de glissement relatif les

actions tangentielles se situent sur le céne.

Le cas d'un contact parfait correspond a unfiorent de frottement nul.
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Tableau 2.1 — Valeurs indicatives des fiméents d’adhérencés et de frottement avec et sans
lubrification. Le coéicient fs correspond en fait a la valeur deau démarrage du mouvement

Nature des matériaux fssans | fsavec| f sans f avec
Acier sur acier 0,18 0,12 0,15 0,09
Acier sur fonte 0,19 0,1 0,16 0,08 20,04

Acier sur bronze 0,11 0,1 0,1 0,09

Téflon sur acier 0,04 0,04

Fonte sur bronze 0,1 0,2 0,08a0,04

Nylon sur acier 0,35 0,12
Bois sur bois 0,65 0,2 0,4a0,2| 0,16 20,04

Métaux sur bois | 0,6a0,50 1 0,5a0,2| 0,08a0,02

Métal sur glace 0,02

Pneu voiture sur route 0,8 0,6 0,3a0,1

2.5.2 Cas du contact ponctuel reel

Dans de nombreux cas on a des contacts entre surfaces de type sphére plan, cylindre cylindre... et
les contacts peuvent étre assimilés a des contacts ponctuels (ils se limitent a de petites surfaces).
Le torseur des actions de contact exercée$SpaurS; peut de décomposer en :

_ F(S2 — S) | E,(R S2—S1)+ F/(P, S2— S1)
{T} - { M(R 82 hd Sl) } B { Mn(P’ SZ e Sl) + Mtt(P, SZ N Sl) } (216)

Les quantiteg= | et F, représentent lesfforts normaux et tangentiels, alors oMe et M, repre-
sentent les moments dits de pivotement et de roulement. Les indetdsse réferent au vecteur
normaln au plan tangent (de contact) et & un vecteur appartenant a ce plan

Le torseur cinématique du mouvement 8¢ par rapport aS; s'écrit lui aussi au poinP de
contact :

_ Q(2/1) [ Q,(2/1)+ ©(2/1)
7= { M(P. S2/S1) } - { Vg(P e 2/t1) } (2.17)

On appelle la composante normale du vecteur rotation le vecteur rotation de pivotement et la
composante tangentielle vecteur rotation de roulement.

On généralise les lois de Coulomb en introduisant defficents de frottement de roulement et

de pivotement en écrivant de la méme maniére si les vecteurs rotation sont non nuls :

My (P, S2 = S1).Q,(S2/S1) <0 (2.18)
Mn(P, Sz — S1) = 6 Fn(S2 — S1) (2.19)
M(P, Sz = S1). ,(S2/S1) <0 (2.20)
M, (P, S = S1) A (S2/S1) =0 (2.21)
Mi(P, Sz — S1) = nFi(S2 — S1) (2.22)
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Les paramétres et 6 sont homogénes a des longueurs et valent (contact pneu chaugsie) 0
Pour un contact de type roue métallique rail on @D00%n. On peut se représenter ce parametre
n comme une dimension caractéristique de la surface de contact.

Dans le cas d'un contact ponctuel idéalisé (pas de surface de contact), le torseur des actions mé-
caniques se réduit - au point de contact - a sa résultante.

2.6 Liaisons

Nous allons dans ce paragraphe nous intéresser figxatlites liaisons qui existent entre les so-
lides. Elles peuvent étre ponctuelles (bille sur plan), linéique rectiligne (cylindre sur plan), linéi-
gueire (bille dans cylindrigue de méme rayon), rotule (bille dans sphére de méme rayon), plans
(plan sur plan), pivot glissant (cylindre a base circulaire dans cylindre & base circulaire), glissiere
(cylindre a base non circulaire dans cylindre a base non circulaire), pivot (surfaces de révolution
non cylindriques) et encastrement (aucun mouvement relatif).

Plan Cylindre Sphere

Contact plan/sphéere
+ ponctuelle,
Contact plan/cylindre Sphére
+ linéaire rectiligne,
Contact plan/plan

+ appui plan,
Contact cylindre/sphére Cylindre
+ linéaire annulaire,
Contact cylindre/cylindre
+ pivot glissant,

Contact sphére/sphere

+ rotule ou sphérique.

Plan

Figure 2.1 — Diférentes associations de surfaces. D’aprés Philippe Fichou.

2.6.1 Degré de liberté

Cela désigne le nombre de mouvements indépendants possibles, i.e. le hombre de paramétres
scalaires utiles pour paramétrer la position du solide par rapport au repere de référence et que I'on
peut faire varieindépendammentles uns des autres.

2.6.2 Liaison unilatérale

Certaines liaisons peuvent varier au cours du temps (un livre posé sur une table). Il peut étre posé
(contact avec la table) ou enlevé (il n'y a plus de contact). On parle alazerdact unilatéral.
Si techniqguement il y a impossibilité d’enlever le livre de la table alors icprtact bilatéral.
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2.6.3 Liaison ponctuelle

RemarqueNous allons classer les liaisons en partant de celles qui définissent un contact ponctuel,
puis nous aurons les liaisons qui ont un contact selon une ligne et enfin selon une surface.

Cette liaison suppose dans la pratique des solides indéformables du type sphére en appui sur un
plan, cylindres croisés ou toute surface de forme quelconque en appui sur une autre en un point.
On suppose le contact permanentdonc la vitesse ne peut pas avoir de composante selon l'axe

G, 2.

Soit une liaison ponctuelle d’axe Le moment erD des actions transmissibles engetS; est
nul. De plus si le contact sfiectue sans frottement alors lefogts transmissibles sont d’axe
Donc le torseur des actions mécaniqueSgsurS; s’écrit dans la base( y, 2) :

0 0z
{T(S2—S1)} = { 00 0 }o (2.23)
Dans cette écriture les termes du haut représentent les composantes (dans la base de travail) de la
résultante X, Y etZ) ou Ry, Ry, R,) et les termes du bas celles du moméntNi et N) ou (My,

My, M) selon les cas.

Le torseur cinématique de cette liaison est de la forme :

~ Q, Q, Q,
(VS/S = {vx(Oesz/sl) V(0 Sy/Sy) O }O (2.24)

y
X
Roulement a une rangée de billes
Figure 2.2 — Liaison ponctuelle.
D'apres L. Grangon Figure 2.3 — Le contact entre chaque

bille du roulement et une des cages est
de type ponctuelle. D’apres S. Berto-
rello
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2.6.4 Liaison linéaire rectiligne

Cette liaison est du type cylindre en appui sur un plan. La ligne de contact entre les deux solides
est une droite.

0 0 Zz
{T(S2— Sy} = {0 M, 0 }O (2.25)
Le torseur cinématigue de cette liaison est de la forme :

Qy 0 Q,
V(S2/S = 2.26
weaso = {50 T} (226)

| P
gl
Mﬁ% %‘%

I';- " rttp"l

X Figure 2.5 — Pour fabriquer des rou-
lements de petite dimension on utilise
Figure 2.4 — Liaison linéaire rectiligne. non pas des billes mais des aiguilles
D’aprés L. Grangon (cylindres). Le contact aiguille avec la
cage de roulement est de type linéaire
rectiligne

2.6.5 Liaison linéaire annulaire

Cette liaison est du type sphére dans un cylindrique creux de méme diamétre. La ligne de contact
entre les deux solides est un cercle.

(T(S2— S1)} = { 8 ; g} (2.27)
O

Le torseur cinématique de cette liaison est de la forme :

o O Q
{V(S2/S1)} = { x Y Z} (2.28)
2=t Ve 0 0 [,
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Figure 2.6 — Liaison linéaire annulaire. D'aprés L. Grangon

2.6.6 Liaison rotule

Cette liaison est du type sphére dans une sphére creuse de méme diamétre. La surface de contact

entre les deux solides est la sphére.
Z Y Z
{T(S2—- Sy} = { 00 0 }O (2.29)

Le torseur cinématique de cette liaison est de la forme :

(2.30)

(V(S2/S1)) = {QX 2y QZ}
(@]

0O 0 O

(S,

Figure 2.8 — Exemple de liaison rotule.

. . N D’apres F. Fichou.
Figure 2.7 — Liaison rotule. D'apres L.

Grangon.
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2.6.7 Liaison appui plan
Cette liaison est du type plan sur plan. La surface de contact entre les deux solides est un plan.
0O 0 z
(T(S2 > S1)) = { My M, 0 }o (2.31)
Le torseur cinématique de cette liaison est de la forme :

sy = { gy 0 232)
X O

Bati Bague inférieure

Figure 2.9 — Liaison appui plan.

D'aprés L. Grangon Figure 2.10 — Appui plan défini par une

butée avec roulements

2.6.8 Liaison pivot glissant

Cette liaison est du type cylindre a base circulaire dans un cylindre creux a base circulaire de
méme rayon. La surface de contact entre les deux solides est un cylindre.

(T(S2 - S} = {8 I\:y MZ} (2.33)
ZJo

Le torseur cinématique de cette liaison est de la forme :
3 Qx 0 0
sy = {30 o} (2.3

2.6.9 Liaison pivot

Cette liaison est du type forme de révolution non cylindrique dans une forme identique. La surface
de contact entre les deux solides est la surface de cette forme.

(T(S2 - S} = {,\;( |\>|{y g} (2.35)
X O

Le torseur cinématigue de cette liaison est de la forme :

Q, 0 0
{V(S2/Sy)} = { X } 2.36
(S2/S1) 0 00/, (2.36)
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(S, ).

)

Figure 2.12 — Exemple de liaison pivot-
Figure 2.11 — Liaison pivot-glissant. glissant : injecteur. D’apres P. Fichou
D’aprés L. Grangon

2.6.10 Liaison glissiere

Cette liaison est du type cylindre & base non circulaire dans un cylindre identique. La surface de
contact entre les deux solides est la surface du cylindre.

{(T(S2 —» S1)} = {,\2 I\Iy ’\f} (2.37)
X Z)o

Le torseur cinématigue de cette liaison est de la forme :

0O 0O
[V(S2/S1)} = {VX 0 O}o (2.38)

1 4 3 2
A — .'__— .);—_'

‘u-{;": ) ,
(S | ¥, 6

i NN — N =

(Sz) . ||

e / :;. V D ':,_ 1%

- S) | L
{1_—— — e e S .\\i
Figqre 2.13—Liaison glissiére. D'aprés Figure 2.14 — Exemple de liaison glis-
P. Fichou. siére. D'aprés L. Grangon.

2.6.11 Liaison glissiere hélicoidale

La surface de contact entre les deux solides est une surface hélicoidale.
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(T(S2 > S1) = {I\)A( |\>|(y Nf} (2.39)
X z 0

Mais on a une relation entidy et X de la formeMy = p X.
Le torseur cinématique de cette liaison est de la forme :

3 Q. 00
On a aussi une relatiol, = pQx.

2.6.12 Liaison encastrement

Dans ce cas il y a de multiples contacts qui interdisent tout mouvement relatif entre les solides.

Y Z
X z 0)

Le torseur cinématique de cette liaison est de la forme :

vsysyl = {0 o v | 2.42)
zJo

2.6.12.1 Liaison encastrement par obstacle

On peut souhaiter réaliser des liaisons complétes qui soient démontables. Dans ce cas on peut
associer les liaisons précédentes :

2.6.12.2 Liaison encastrement par obstacle et adhérence

Il est courant de combiner des liaisons et le frottement qui existe toujours pour assurer une immo-
bilité relative. On peut par exemple utiliser des liaisons pivot assurées par des surfaces coniques et
ajouter soit des obstacles (goupilles ou clavettes) soit des systemes de serrage.

Le méme type de liaison encastrement est obtenue avec des surfaces cylindriques a base circulaire
(liaison pivot glissant) et une obstacle.

On peut aussi assurer cette liaison encastrement est obtenue avec des surfaces cylindriques a base
circulaire et une systéme de serrage.
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Liaisons pivot et
ponctuelle en paralléle

Liaisons appui plan, linéaire rectiligne
et ponctuelle en paralléle

Figure 2.16 — Liaison encastrement par
association d’appui plan, de linéaire
rectiligne et de ponctuelle. D’'aprés P.
Fichou.

Figure 2.15 — Liaison encastrement
par association de pivot et ponctuelle.
D’apres P. Fichou.

Figure 2.17 — Liaison encastrement par association de glissiére et ponctuelle. D’aprés P. Fichou.

Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB 43



2. Statique des solides

Figure 2.18 — Liaison encastrement par pivot et obstacles. D'aprés P. Fichou.

\

implantation) _

Figure 2.19 — Liaison encastrement pivot glissant et obstacles. D’aprés P. Fichou.

44 Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB



2.6. Liaisons

T
PN ]

) ="
—

LI A P B P

7

e T T

Figure 2.20 — Liaison encastrement par pivot glissant et obstacles. D’aprés P. Fichou.
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2.6.13 Résumé des liaisons

Torseur d’action

Torseur d’action

Déiigr‘\a‘tion de Schématisation spatiale|  Mobilités mécanique mécanique Schématisation
a liaison S IR plane
transmissible Simplifié
Symétrie par I;apport
o Rx X, O a(Ay,z)
| Pivot, 7r0 Rof|0 | 1Y, M, 0 0
d’axe (A, X) Y, O
(0] 01|,Z, N, 12
2y 0
Symétrie par fapport
Tx (] 0 L, a(Ax,z) .
GhssfereI 70 Reib Y, M, 0 0 2
d’axe (A, X) . 0O M 1 X
0 0| ,Zn Ny 12
Z, 0
5 Symétrie par rapport
IT 2 . o
, Tx Rx 0 0 a(Ay,z)
Plt/ot ghss?n’r Tr 0 Ei 0 Y, M, 0 0
d’axe (A, X) Y, O
P v 0 01, Z, N, 12
x Az, 0
Symétrie par rapport X
0 Rx| [X, O a(Ax,y) )
Appui plan de Tr Ty Roi| 0 0 M, X2 0 o —
normale (A, X) 0 0 -
Tz of,L0 N, ) y
L0 N,
Symétrie par Eapport
0 Rx X, 0 a(Ax,y)
Rotule 0 B X, O
Y, O
de centre A Tri0 Rot\Ry 12 le 0
0 Rz| \Z, O 12
Lo o0
Symétrie par rapport
1 1
o Tx Rx 0 0 a(Ax,z)
Linéaire . _ 0 0
annulaire Tr|0 Rot|Ry Y, O
1
d’axe (A, X) 0 Rz ., le 0 0 0
Az, 0
Linéaire Symétrie par Eapport
rectiligne 0 Rx X, O a(Ax,z)
d 1 — —
© nofmare Tr{Ty Rot|Ry 0 0 X, 0
(A,x) 0 0
et de contact Tz ol,L0 N,
Ay) L0000

Ce tableau n’est pas exhaustif

NB : Le torseur des actions mécaniques transmissibles par une liaison glissiére hélicoidale n’est pas modélisable
aussi simplement.

Figure 2.21 — Liaison tableau. Ne me souviens plus de I'emprunté. Désolé.
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2.7. Quelques remarques

2.7 Quelques remarques

2.7.1 Puissance des actions de liaisons

On a constaté que les torseurs cinématique des liaisons et des actions transmissibles sont de la
forme :

{V( € Sp/S1)} = {\? 85 8} (2.43)
X I

avec comme torseur statique :

(TS, —» S1)} = {I\SI) 8 I\F\;Z} (2.44)
X z |

Les termes nuls et non nuls se correspondent dans les deux torseurs. Sil'on calcule le comoment
de ces deux torseurs nous allons retrouver par définition du torseur mécanique la puissance des
actions mécaniques & surS; dans son mouvement par rappof®a Ce comoment est nul.

Cette puissance nulle correspond donc a la puissance des actions de liaison. Il est facile de consta-
ter que I'hypothese qui permet d’obtenir ce résultat est celle de contact parfait (sans frottement).

TutoreME Dans une liaison parfaite, la puissance des actions de liaisons est nulle.
DimonstraTION A faire par I'étudiant. Sans diculté.

2.8 Statique des solides

DirmnviTioNn  On dira qu’un solideS ou un ensemble de solid&s est en équilibre par rapport a
un repéreR si le vecteur position de chaque point (du ou des solides) est indépendant du temps.

2.8.1 Principe fondamental de la statique

Enoncé.ll existe un repére galiléen tel que pour tout sous systédel'ensemble de solideS;
étudié le torseur des actions extérieures appliqué a ce sous systéme est nul.

{T(Ext— 9)}=1{0} Vs| (2.45)

avec{O} le torseur nul.

La notion de repere galiléen dépend de I'objectif visé. Une étude d’un mécanisme sur terre se fait
avec un repére local attaché a la terre, repére supposé galiléen. Par contre envoyer une fusée sur la
lune exige de considérer comme galiléen un autre repére.

De I'équation précédente on en déduit évidemment les deux équations :

R(Ext— 9)

M(AExt— ) = (2.46)

Iol1o

VA
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2. Statique des solides

Remarque importante : Il faut faire trés attention a la formulation de ce principe car un systéme

de solides soumis a un torseur d’actions extérieures nul n'est pas nécessairement en équilibre par
rapport au repére de travail. Il n'y a pas équivalence sauf pour le cas d'un solide. C’est la raison
pour laquelle il est nécessaire d’ajouter la condition de vecteur position de tout point indépendant
du temps (exemple de la paire de ciseaux traité en cours).

2.8.2 Théoreme des actions réciproques

On considére un systéme matéitekn équilibre par rapport B. On divise ce systéme en deux
partiesk; et E (fig. 2.22. On applique le PFS a chaque patrtie.

2.8.3 Résumé des liaisons

Figure 2.22 — Actions réciproques

PourE; :

{T(E1— E1)} = {0} (2.47)

Or ce qui constitue I'extérieur B, est I'extérieur & plusE,. donc :

(T(E— E)} +{T(E2 > E1)} = {0} (2.48)
Si on considére maintenant le systeie
(T(E— E2} +{T(E1 — E2)} = {0} (2.49)
Sij'ajoute les équationg.48et2.49j'obtiens :
(TE - EN+{T(E2- E+{TE-E)+{T(E1—>E)) = (O}  (250)

Je peux rassembler les terni@gE — E1)} et{7(E — E»)} pour écrirg7 (E — E)} carE UE, =
E. On adonc au final :
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2.9. Analyse des mécanismes

{T(E > E)}+{T(E2 > E)} +{T(E1 > E2)} = {O) (2.51)

Or je peux aussi appliquer le PFS au systé& qui me permet d’en conclure que :

(T (E1 - Ep)} = (T (E1 - E2)} (2.52)

On en déduit que le torseur des actions mécaniques exercéles gakE, est opposé a celui des
actions exercées p&p surk;.

2.9 Analyse des mécanismes

Nous allons nous intéresser a des systemes de solides en liaison les uns avec les autres par des liai-
sons sans frottement (liaisons parfaites), les solides sont indéformables et nous négligerons assez
souvent les actions de la pesanteur devant les autres actions mécaniques. Le PFS s’applique donc
a chaque solide du mécanisme étudie.

L'objectif est a la fois d’étudier la cinématique d’'un mécanisme (relation entrée sortie) et les ac-
tions mécaniques entre les solides du systeme étudié.

Chaque solide étant en contact avec un ou plusieurs autres, on retrouvera une des liaisons élémen-
taires pour chaque liaison entre deux solides. On pourra donc tracer le graphe des liaisons.

Selon les cas nous avongidrentes situations :

Liaison fermée.Le schéma&.23représente un réducteur simple. Le solide 1 est en liaison pivot
avec le solide 0 de méme que le solide 2 avec 0. On peut faire I'hypothése d’un contact ponctuel
entre 1 et 2 ce qui permet de tracer le graphe suivant (figy@r.

Liaison ouverte. Dans certains cas - robots par exemple - il y a des bras de manipulation qui se
promenent dans I'espace. Le graphe devient (fiGuzé).

Liaison complexeDans la majorité des cas on trouve une combinaison de ces assemblages qui
nous donnent des graphes plus complexes comme indiqué sur laZigidre

2.10 Exercice

Nous allons étudier le systeme suivant, un portique (figuzé), constitué d’'un mur noté 0, d'une
barre métallique notée 2 en liaison rotule avec le muiehune autre tige métallique &) d’'une

barre de forte section 1 en articulation pivot avec le muDehes vecteur©A, OB et OC valent
respectivement z, Ly etdy. Toutes les liaisons sont supposées parfaites. Le tirant 2 étant une
barre de section faible, nous négligerons I'action de la gravité sur cette barre devdiurtesrds

en jeu. L'objectif est de calculer les actions mécanique®geA et B en fonction des diérents
paramétres, h, F qui représente I'gort extérieur appliqué au systeme.
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r
i1

7 L',

t—>
— ponct @
J — L
2 Figure 2.24 — Graphe de la liaison fer-

. W 7/ mée

Figure 2.23 — Liaison fermée

rott
L,

P rott P
L'y Ly L
@—O—O——O®

Figure 2.26 — Graphe de la liaison ou-
verte

Figure 2.25 — Liaison ouverte

Figure 2.27 — Liaison complexe train épicyloidal
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2.10. Exercice

Remarque : le portique est bien dans un plan matfofeappliqué étant hors du plan z nous
avons un probléme tri dimensionnel a traiter.

Rotule de
centre A

Rotule de
centre B

Force F
appliquée en C

Pivot d’axe (0,;)

Figure 2.29 — Graphe des liaisons.
D’aprés ? ? idem

Figure 2.28 — Portique et chargement. D'aprés? ?
pas dramatique

Nous allons tracer afin de bien comprendre le systeme le graphe des liaisonsXfi§ure
Analyse statique.Nous allons isoler successivement le@ents solides. Soit le PFS appliqué a

2. Nous avons décidé de négliger les actions de la gravité sur ce solide de masse faible. Donc on
a:

T2 > 2)) (70 > 2) +{T(1 > 2)) (2.53)
= {0} (2.54)

Le torseur des actions mécaniques transmissibles de 0 sur 2 est donné par :

_ ) Xo2 Yoz Zo2
(T(0-2)} = { o 0 o0 }A (2.55)
Le torseur des actions mécaniques transmissibles de 1 sur 2 est donné par :
_ X2 Y12 Zi2
{T(1-2) = { o 0 o }B (2.56)

Nous pouvons écrire I'équation d’équilibre au méme p@mgar exemple. Le seul torseur a ré-
exprimer est celui des actions exercées par 0 sur 2. On utilise la relation de tok$€Bi10;: —
2)= M(A,0 - 2)+ BA A R(0O — 2). Compte tenu des données on obtient :

—LZo2 hXoz2 LXo2
Le PFS s’écrit donc en projection sur les axes du repére :

(T(0->2) = { Xo2 Yoo Zoo } (2.57)
B
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on + X12 =0 (258) — LZOZ - hY02 =0 (261)
Y02 + Y12 =0 (259) hX02 =0 (262)
Zo2+Z1 = O (2.60) LXp2 = 0  (2.63)

Nous avons au bilan 5 équations indépendantes pour 6 inconnues. On peut choisir des inconnues
principales (une dans ce cas) et écrire que les torseurs mécaniques valent :

L
(TO0>2) = {8 ‘5502 Zgz} (2.64)
A
L
(T(-2) = {8 oz ‘ZOOZ} (2.65)
B

Pour poursuivre, il faut isoler un autre solide, par exemple le solide 1. Si on fait le bilaffdes e
extérieurs appliqués on a:

— La pesanteur qui se réduit a un glisseugn

— La forceF qui correspond a un glisseur au point d’application de cette force,
— Les actions mécaniques des solides Bexi 0 enO.

Action de la forceF :

B Fx 0 —-F;
{T(E-1)}) = { 0 0 0 }c (2.66)
Action de la gravitéM g :
B 0 0 -Mg
{T(Mg— 1)} = {0 0 0 }G (2.67)
ActiondeOsurle®:
Xo1 Yo1 —Zoa
T70O0-1)} = 2.68
-y = {5 o 2.68)

Action de 2 sur 1 emB : elles se déduisent par utilisation du théoréme des actions mutuelles de
celles des actions de 1 sur 2 (équatio®d par :

L
[T@2-1) = {8 _FOZOZ 282} (2.69)
B

Au final on écrit le PFS appliqué a 1. Le probléme est de chaisir le point ol I'on écrit cette égalité
des torseurs. On choisit par simplicité le pdhtar c’est en ce point que le torseur des actions de
0 sur 1 est le plus complet.
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Action de la forceF ramené au poinD :

FX O _FZ
{TE-L} = {_dF 0 —dF } (2.70)
4 X 0

Action de la gravitéM genO:

0 0 -M
(T(Mg— 1)} = {_% 0 g} 2.71)
(@]

On trouve alors le systeme d’équations :

LMg

Fx+LX01 = 0 (272 _o|FZ—T+|_z02 = 0 (2.75)
Yoo-Zo2 = 0 (2.73) Moy = 0 (2.76)
~F,-Mg+Zo1+Z02 = 0 (2.74) —dFx+Nox = 0 (2.77)

On peut alors résoudre complétement le systéme de 6 équations a 6 inconnues. On en déduit :

Xor = -F (2.78) d M

Y MXL F,d 2.79 202 = FZ[JFTQ (2:80)
01 Oop * Pz (279) Moz = O (2.82)
Zoy = FZ(1—E)+% (2.80) No1 = dFx (2.83)

Faire une application numérique en supposant qiig £0F, = 100(N et que la masse de la barre
1 vaut 3&g. On prendL = h = 5metd = 4m.

Analyse cinématique Nous savons que les liaisons sont de type rotul& etB donc :

veon = {59 %) 284)
A

De la méme facon nous avons :

{V(2/0)} (2.85)

0O 0 O

1l
—

Q Q Qz}
B

2.11 Mobilité, hyperstatisme

Nous allons étudier un exemple simple : celui d’'un arbre 1 en liaison pivot glissant en deux sec-
tions diférentes décalées d'une quanat@igure 2.30).

Analyse cinématique.On écrit les torseurs cinématiques des liaisoné ebA’ :

Q, 0 0 Q. 0 0
{V(S1/So)} = { X } 2.86 {V(S1/S0)} = { X } 2.87
(S1/S0) V, 0 0 A( ) (S1/So) V. 0 0 A,( )

On peut utiliser la composition de mouvement pour €crire que :
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Figure 2.30 — Arbre en liaison pivot sur deux paliers excentrés

{V(S1/S0)} + {V(So/S1)} = {O)} (2.88)

Ecrivons le premier torseur éacomme celui de cette liaison et le second (ramené)aomme
celui de la seconde liaison 4. Dans ce cas on trouve :

Qx 0 0 Q, 0 O B 0 0O
(Gooh{Voml -{ooa)  ew
On en déduit que pour retrouver une liaison de type pivot glissant il faut que le ¢é€xgremit nul

ce qui impose dong = 0 ce qui correspond & des paliers parfaitement alignés. Dans ce cas on a
bien le fait que les vitesses de rotation et de translation sont égales.

Dans le ca® # 0 alors la liaison est de type glissiere puisque la condié@p = 0 nous impose
dans ce ca&y = 0.

DermviTioN  Le degré de mobilité d’'une liaison correspond au nombre de paramétres indépen-
dants du torseur cinématique tout comme celui d'un mécanisme.

Analyse statique.On écrit les torseurs statiques des liaisons\@t A’ :

(7(S1 - So)} = {0 M

0O M N
On écrit le PFS appligué au solide 1.

}(2.90) (7(S1 - So)] = {0 Yz
A

X 1))
0 M N }A,

{T(So(A) = S1)} +{T (So(A') = S1)} = {O)} (2.92)

On écrit cette égalité au méme pokte qui donne :

0vY z o Y z 000
{o M N}A_{eZ’ M +LZ N +LY }A N {0 0 o} (2.93)

On constate que (avec la conditien= 0 qui permet d’avoir la liaison globale pivot glissant) on
aboutit a un systéme de quatre équations indépendantes avec 8 inconnues statiques. On dit que le
systéme est hypertatique d’ordre-8 = 4. Cela signifie que quelque soit le chargement extérieur
imposé a l'arbre 1 il sera toujours impossible sans hypothése supplémentaire de calculer les ac-
tions de liaisons eA et A'.
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DermviTion  On dit qu’un systéme ebtyperstatique si le nombre des inconnues statiques est su-
périeur au nombre d"équations indépendantes obtenues en isolafidesnds solides du systeme.

Dans le cas d’'un nombre d’inconnues statiques €gal au nombre d’équations indépendantes le sys-
téme estsostatique

Question.Comment rendre ce systéme isostatique ? SilI'on adopte le point de vue statique il nous
faut supprimer quatre inconnues. On peut le faire en supprimant une des liaisons (mais alorsily a
peut étre des problémes de porte a faux), ou en transformant le systéme. A compléter.

2.12 Statique graphique

Dans le cas particulier d’'un systéme plan (le portique précédent par exemple) chargé dans son plan
(Fx = 0) on peut parfois utiliser une construction graphique. fetgour que le PFS soit vérifié

il faut et il suffit qu’un solide soumis a deux forces soit tel gu’elles correspondent a des vecteurs
opposés, de méme support.

Si le solide est soumis a trois forces alors pour satisfaire I'équation de moment et de la résul-

tante elles doivent étre concourantes (se couper en un méme point) et de somme vectorielle nulle.
Démonstration facile faite en cours.

2.13 Chaine ouverte

Dans le cas d’'une chaine dite ouverte (typiguement un robot manipulateurh enlasolides

en liaisons les uns par rapport aux autres, chaque sokdant en contact avec- 1 eti + 1.

On considére que le bati est noté 0. Il y a doncisons entre des solides. On suppose que les
efforts extérieurs sont appliqués au dernier solide de la chaine (logique pour un bras manipulateur).

L
Ll-2 i-1 n-1n

LlO Li-li
ORGSR

Ext

Figure 2.31 — Chaine ouverte (robot)

Analyse cinématique.On peut par composition des mouvements écrire que :

(V(/O) = > {V(i/n=i)) (2.94)
1

Nous aurons donc 6 équations scalaires pour un nofdpinconnues cinématiques indépen-
dantes (la somme des inconnues de chaque torseur cinématique).
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Le degré de mobilité est donc d¢&.
Remarque. Il est possible que, pour une position donnée du salides mouvements internes
soient permis. Il y a alors un degré de mobilité interne qu’il faut souvent éliminer (usure, vibra-
tions).
Analyse statique.On va isoler successivement les solides ou ensemble de solides suivamts :
etn—1,n,n— 1netn- 2 jusqu'aisoler 'ensemble dea 1. On peut pour le solideécrire par
application du PFS :

{T(Ext—> n)}+{7T(n-1- n)}={0} (2.95)

On peut faire de méme pour I'ensemble de solidesn — 1 :

{T(Ext—> (n,n-1)}+{T(n—2—> (n,n-1))} = {O} (2.96)
Or {7 (Ext — (n,n— 1))} est égal 47 (Ext — n)} car il n’y a pas d’autresfeorts extérieurs que
celui en bout de chaine. Donc on en déduit :
(T(Ext— 1)} + {7(1 — 0)} = {0} (2.97)

De fagon générale on peut écrire pour tous les solides

Ti—i-1) = {(T(Ext—n) Vilon (2.98)

Ce systéme d’équations fournih @quations dont le second membre est invariablement le torseur
des dforts extérieurs. La position d’équilibre peut toujours étre trouvée et les inconnues de chaque
torseur de liaison égalemenhe systéme est toujours isostatique

2.14 Chaine fermée
Il s’agit d'un cas trés courant de mécanismes dont les solides sont en liaisons les uns par rapport
aux autres avec une seule liaison sauf pour le bati qui est en liaison avec le solide 1 et le. solide

Il est raisonnable d'introduire des actions extérieures agissant sur 1 (moteurndtécepteur)
dans le cas d'une transformation de mouvement.

Analyse cinématique.On peut par composition des mouvements écrire que :

0V = {V(O/1} +{V(1/2} + ... + {V(n - 1/n} + {V(n/O} (2.99)

On a donc un systéme de 6 équations au plus indépendanteblpimgonnues cinématiques ca-
ractérisant lesm + 1 liaisons entre solides. Lmobilité cinématique m. vaut doncN; — rc avec
rc qui est le rang du systeme linéaire. La quantjtést inférieure &\ car il existe au moins une
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Figure 2.32 — Chaine fermée

relation entrée sortie pour le systéme.

(2.100)

Remarque.On peut aussi avoir une mobilité intermg telle quem: = mg, +mg avecmg, mobilité
utile.

Analyse statique.On va isoler successivement tous les solides du systeme et appliquer le PFS a
chaque solide par rapport au solide de référence 0. On obtient :

Pour le solide 1 qui est en contact avec le bati 0 et I'extérieur (moteur par exemple) :

(TExXt->1)}+{TO0->1HT7(2->1) = {0} (2.101)

Pour les solides intermédiaires en contact les uns par rapport aux autres :

TGi-1-)+{T(+1=0)} = {0} ie2n-1 (2.102)

Pour le soliden qui est en contact avec le bati O et I'extérieur (récepteur) :

{(T(EXt->nN}+{T(nh-1->n}+{7(O0-n)} = {0} (2.103)

Au bilan nous avonsrééquations scalaires pour un nombre d’inconnues statiquedlpeté’; Ng;
avecNgj les inconnues associées a chaque torseur de liaison. Le rang de ce systéme gst noté
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On a nécessairement pour des liaisons parfaites la relation suivanten(sokdes et le bati 0 ce
qui faitn + 1 solides et dona + 1 liaisons) :

INc+Ns=6(n+1)| (2.104)

On appelledegré d’hyperstatisme le scalairéh tel que :

2109

Les &h—rgéquations dites non principales du systéme d’équations correspondent en fait au nombre
de relations cinématiques imposées. C’est donc la mobilité cinématique que I'on retrouve.

(2.106)

Comme il est souvent fastidieux d'écrire toutes les équations de la statique, on peut analyser I'hy-
perstaticité du systéme par une simple approche cinématiquéfdEeie combinant les équations
2.104 2.10Q 2.106et2.1050n obtient la formule suivante plus simple d’utilisation :

[h=6+m.— N (2.107)

2.15 Chaines complexes

Nous n’étudierons pas ce cas dans le cadre de ce cours bien que ce soit un cas trés courant. Priere
de se reporter aux ouvrages de référence.
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Chapitre 3
Cinetigue

L'objectif est d’aller vers I'écriture du Principe fondamental de la dynamique pour des systémes
de solides. Dans un premier temps il nous faut passer par les quantités de mouvement.

3.1 Torseur cinétique

3.1.1 Résultante cinétique

Pour un point matériell de masse élémentaidenla quantité de mouvement associée au mouve-
ment de ce point par rapport a un repBrest :p(M/R) = V(M/R)dm Pour un systeme matériel
continu on a a un instamiguelconque :

PSR- [ vowRydm (3.1)

Si le solide est homogéne de masse volumjgesp. surfacique ou linéique) on a :

PSR = [ VMR (3.2

Remarque.La quantité de mouvement étant calculée a partir du vecteur vitesse, elle dépend du
repére par rapport auquel on travaille.

3.1.2 Moment cinétique
3.1.2.1 Définition

On appelle moment cinétique au poikta quantité :

casR = [

AM A V(M/R)dm (3.3)
YMeS

Remarques.Le moment cinétique dépend lui aussi du repere par rapport auguel on travaille. Le
point A de calcul de ce moment est un point quelconque, pas nécessairement appartenant au solide
S.

Propriété. On montre aisément la relation caractéristique d’un torseur :
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a(B,S/R)

[ BMAvoWRdm
VYMeS

(BA+ AM) A V(M/R)dm
YMeS

f BA A y(M/R)dm+f AM A V(M/R)dm (3.4)
VYMeS VYMeS
o(B,S/R) + BA A p(S/R)

On peut donc en conclure qu'il existe un torseur appelé torseur cinétighgaerapport &R qui
est noté :

PS/R) = [,yes V(M/R)dm
(C(A.S/R)} = (3.5)

TAS/R) = fpes AM A V(M/R)dm |,

Comme pour tous les torseurs son expression varie selon le point ou il est calculé. En particulier
on peut décider de le calculer au paitentre de masse du solie

3.1.3 Autre expression de ce torseur cinétique

Nous allons utiliser le centre de magseléfini par I'équatior?.7 reprise ci dessous :

MsAG = f AMdm VA (3.6)
MeS

Nous allons choisir un poir particulier : I'origineO du repereR. Dérivons les deux membres
de 'égalité :

(3.7)

Sueod] - 4| [ _ouen
dt — |r dt MeS ~—

Principe de conservation de la masseLorsque I'on s’intéresse a un systéme de masse constante
on peut montrer qu'il est possible de permuter les opérateurs d’'intégration et de dérivation.

R

En conséquence :

MsVGR = [ gwolm] (3.8)
MeS dt R
:f V(M/R)dm
MeS
Donc on retient que :
MSVG/R = [ V(M/Rydm (3.9)
MeS
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On peut alors au centre de masse du systéme étudié écrire que le torseur cinétique s'écrit simple-
ment :

Ms V(G/R)
(ce.9R) - (3.10)
fses GM A V(M/R)dm

G

Remarque : pour un point matériel, il est évident que le moment cinétique vaut O

3.1.4 Exemple : calcul du torseur cinétique d’'une barre

Nous allons considérer une barre d'épaisseur négligeable, de lorighemrogéne de masseen
liaison pivot d’axez avec le bati.

[

Figure 3.1 —tige

Question.Calculer le torseur cinétique au centre de gravité et au aorigine du repére.

mV(G/R)
{C(G.S/R)} = (3.11)
Lpes GP A V(G/Rdm G
Or le vecteur positio®G vaut% X, ce qui donne :
V(G/R) = |/2d)_/1 (3.12)

Pour calculer le moment cinétique, il faut prendre un petit élément de longugwitué a une
distancex; deG. L'élément de massémvaut Tdx; ; T représente la masse linéique de la tige.
Onaalors:
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|
f GP A V(M/R)dm f(X1 =1/2)x; A lec'xyldm
VPeS 0 -

|
dlm zf(xl—I/Z)xldxl (3.13)
2=Jo

ml? .
—az

12 -
Donc le torseur cinétique au poiBtse résume a :

{C(G,S/R)} = (3.14)

On peut #&ectuer ce calcul e® et on obtient :’“T'zdgsoit par intégration soit par utilisation de la
relation de moment de torseur.
3.1.5 Moment cinétique par rapport a un axe

On appellemoment cinétique par rapport a un axeA dans un référentiel R la quantité sca-
laire op = 0,(S/R) . uavecu un vecteur unitaire da et A un point quelconque appartenama

Justification. La relation caractéristique (de torseur) du torseur cinétique implique \GleA’

A, gpU=(op+ AKX A P).U= gp U+ (AX A p).u. Oron sait queA et A" appartiennent a
A donc le produit mixte est nul. DorA, A’ € A, o ,.U= o, .uce qu'il fallait démontrer.

3.2 Energie cinétique

Par définition I'’énergie cinétiqu€ d’'un systéme matérieb en mouvement par rapportRaest
donnée par :

T(S/R) = 3 [,p.s VA(P/R)dm (3.15)

Exercice: calculez I'énergie cinétique de la barre de la figBreen rotation par rapport@.

On écrit :

T(tige/R)

%fvpeTigeyZ(P/R)dm

= 2 wax)AT)du (3.16)
0

2 . L ) . .
Remarque : le term@s'— dans cette énergie cinétique correspond au moment d’inertie de la tige par
rapport a un axed, 7). Cela généralise en fait la notion de masse utilisée pour calculer I'énergie
cinétigue d’'un systéme en translation a un systéme en rotation.
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3.3. Moment d'inertie d’'un solide par rapport a un plan

3.3 Moment d’inertie d’'un solide par rapport a un plan

DeriviTION  Soit un systéme matéri€l. Son moment d’inertie par rapport a un pRest donné
par :

Ip = [yes HM2dm (3.17)

Dans cette expression le poidtcorrespond a la projection orthogonaleMesur le planP. Donc
HM représente la distance entre le pdihiet le planP. Lorsque I'on éectue l'intégration, pour
M donné le poinH I'est aussi mais commkl varie lors de l'intégrationtH varie aussi.

Soit un repere@, u, v) dans le planP et w un vecteur unitaire normal au plan. On a grace a

Pythagore HM? = OM? — OH? car H est la projection orthogonale dé sur P. Soit OM =
UU+VV+WWw. Onadon®OM? = u? + V2 + w? et OH? = u? + v2. DoncHM? = w? = (OA w)2.
Donc le moment d’inertie vaut en coordonnées cartésiennes :

IxOy:szdm Isz:fyzdm lonZJ‘Xde (3.18)

3.4 Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe

3.4.1 Définition

DerviTION — SOit un systeme matérié. Son moment d’inertie par rapport a une droiteest
donné par:

la = fyes HMZdm (3.19)

Dans cette expression le poirtcorrespond a la projection orthogonaleMesur la droiteA. Donc
HM représente la distance entre le pdihet la droite.

Figure 3.2 — Moment d’inertie par rapport a une droite
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Soit un repere@, u, v) dans un plarP perpendiculaire a la droitd par rapport a laquelle on
veut trouver le moment d’inertie. Le vectearest un vecteur normal au plan dont suivaniOn
a toujours grace a PythagoreHM? = OM? — OH?. SoitOM = uu+ vv+ ww. On a donc
OM? = 1? +Vv? +W? etOH? = w?. DoncHM? = 12 +V? = (OM A w)?. Donc le moment d'inertie
vaut en coordonnées cartésiennes :

lox= [(2+Z22)dm loy= [(®+Z)dm loz= [(x*+y?)dm (3.20)

Remarque. On constate queloy = Ixoz + Ixoy. ONn peut voir 'axeOx comme intersection des
deux plansxOyet xOz

TutoreME Le moment d'inertie d’un systéme par rapport a un axe est égal a la somme des
moments d'inertie par rapport a deux plans perpendiculaires se coupant suivant cet axe.

DEMONSTRATION Soit uun vecteur directeur de 'axa = Ox. On choisit un vecteur unitaire
v sur I'un des plans (uv = 0) et de méme \gur I'autre plan tel qugu, v, w) forme un triédre
direct. Soit O sur la droite\. On en déduit quedy = Ixoz+ Ixoy.

3.4.2 Calcul du moment d’inertie par rapport a un axe

Nous pouvons remarquer sur la figug€ que|lu A OMJ|| = ||UlllOM ||sind. Dans le triangle
OHM on a||[MH|| = ||OM]|sing; donc||[MH|| = [[u A OM]||.

Figure 3.3 — Moment d’inertie par rapport a un axe

Or dans la base deles composantes deA OM sont égales a :

a X Bz—yy
BIAlY |=| Y X-az (3.22)
Y z ay — BX

Donc MH? = (82— yy)? + (yx — @2)? + (ay — BX)? ce qui peut s’écrire :

uAOM=

MH? = o?(y? + 2) + B2 + X°) + y*(Z + X®) — 2Byyz— 2yazx— 2yazX (3.22)
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3.5. Opérateur d'inertie

On peut en déduire aveg 3 ety indépendants de I'intégration sur le solie

Ia = @®lo x +,32|O,y +7%loz - 2Bylo,y0z— 2yalo,zox — 2yalo xoy (3.23)

On note souvent :

A=lox= Jys®?+2)dm  D=loyz= [y, .gyzdm
B=loy= Jys(@+x)dm  E=lozx= [j,.s2xdm (3.24)
C=loz= fys(é+yY)dm  F=loxy= [j,.gXxydm
Dou:
la = a®A+ B%°B + y°C — 28yD — 2yaE — 2yaF (3.25)

3.5 Opérateur d’inertie

3.5.1 Définition

Nous venons de calculer le moment d’inertie d'un solide par rapport a un axe quelconque passant
par un pointO quelconque. On a:

lA©.u) =f (OM A g)zdm:f (OM A U).(OM A u)dm (3.26)
MeS MeS
Soit OM A u= w. On peut alors faire une permutation circulaire du produit mwte@M, u).

laO,u) = fMeS u.(OM A w) A OMdm (3.27)

Comme le vecteun ne dépend pas de l'intégration, on le sort de I'intégrale et on obtient alors :

la(O,u) = gf ((GM A u) A OM)dm= u.v (3.28)
MeS

Avec :v = fMes((OM A U) A OM)dm On peut aisément se convaincre que I'application qui a
associe le vecteuwr est linéaire. Elle peut dans une base donnée se représenter par une matrice :
u— Vv =(Jp)s(u). Cette matricel est la matrice d’inertie d8 par rapport au poin® dans la base

B.

Dirmnition  Le moment d’'inertie d’'un systéme par rapport a un Axaée vecteur unitaire est
donc donné par :

la©.y = U-Jo(u)| (3.29)

3.5.2 Calcul de I'opérateur d’inertie

Nous savons formuler le probléme. Quels sont les éléments de cette matrice pour une base don-
née? SoitQ, X, y, 2) un repere tel qu® € A ). On suppose que les composantesid®nt
(a,B,7). Soit un pointM(x, y, 2) du systeme.
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Nous savons que :
0 -z vy a
OMAu=|l z 0 —x || B (3.30)
Donc on peut écrire :

0 -z vy 0 -z vy \(a —Z -y Xy Xz
w/\@/\g):[ z 0 —x]{ z 0 —x][ﬁ]:[ -xy —-x-7 yz ]
-y x O -y x 0 Xz yz X2 —y?
(3.31)

Donc en intégrant sur le systéme on trouve :

(Jo)xy.2(U) = f

MeS

[(Z+y?)dm - [xydm — [ xzdm @
—%/\(w/\g)dm:[ ~ [xydm  [(x¥*+Z)dm - [yzdm ]{ B ]
- [ xzdm — [yzdm  [(+y?)dm J{ ¥
(3.32)
Comme l'intégration sur le systéeme est indépendante du vegteniien déduit que la matrice se
résume a

IOx Ixy _Ixz ]
(3.33)

(Jo)xy.2) =[ —lxy loy ~—lyz
_Ixz _lyz IOz

3.6 Moment d’inertie d’'un solide par rapport a un point

Soit un systeme matéri€. Son moment d’inertie par rapport a un pokest donné par :

IN = [y NMZdm (3.34)

Dans cette expression le poMicorrespond a la projection dé sur le pointN ce qui montre qu’en
fait on a le méme type de définition que pour le moment d’inertie par rapport & un axe ou a un plan.

Soit N le pointO origine d’'un repére cartésien.

lo=[(+y?+Z%)dm (3.35)

Remarque. On constate que|lo = lxoz+ Ixoy + lyoz = %(IOX+ loy + loz) | On peut voir I'axe
Oxcomme intersection des deux plax@@y et xOz

TutoreME Le moment d'inertie d’un systéme par rapport a un axe est égal a la somme des
moments d'inertie par rapport a deux plans perpendiculaires se coupant suivant cet axe.

DEMONSTRATION Soit uun vecteur directeur de I'axA = Ox. On choisit un vecteur unitaire
v sur I'un des plans (uv = 0) et de méme sur I'autre plan tel qugu, v, w) forme un triédre
direct. Soit O sur la droite\. On en déduit quegy = Ixoz+ Ixoy.
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3.7. Rayon de giration

Exemple.Calcul du moment d'inertie d’'une sphére creuse homogéne de mmadserayorR par
rapport & un axe passant par son centre de masse.

Le centre de masg8 appartient aux éléments de symétrie de la sphére. C’est donc le centre de
celle-ci. La sphére étant creuse on va supposedgue m/AdsavecA l'aire de la surface de la
sphere. On a donc une intégrale de surface a calculer. Compte tenu des symétries du probléme, on
utilise des coordonnées sphériqugs ¢ pour repérer la position d’un point sur la sphére. L'angle

0 correspond a la longitude ¢ta la latitude en repérage terrestre. L'élément de surface est donc
rdor sin6de.

A terminer.

3.7 Rayon de giration

Comme le moment d’inertie d’'un solide est homogéne a une masse multipliée par le carré d'une
longueur, on peut pour lesftrents moments d’inertie concentrer la masse a une distadee
I'élément par rapport auquel on calcule ce moment (point, axe plan) et écrire qu'il estrgol a
avecm la masse du systeme étudié. La quantiest appeléeayon de giration du solide

3.8 Théoreme d’'Huyghens

Christian Huyghens était un scientifique hollandais (1629, 1695) né a La Haye et qui s'est intéressé
aux chocs entre solides durs ou mous (a la suite de Descartes), a I'attraction entre corps et au
mouvement des planétes (a la suite de Newton) et qui a rédigé des notes sur I'harmonie. Il a d(
s'intéresser au probléme d'inertie car il a montré que Saturne devait tourner sur elle-méme (a
vérifier).

TrkoreME  Soit un system& de massende centre d'inertié€s. Soitl,. Considérons un axtg
paralléle aA et passant pdb. Soitd la distance entre ces deux axes.

I = IAG + md2 (336)

DEMONSTRATION Soit H la projection orthogonale d'un point A du systéme Auet H sa
projection orthogonale suAg. On peut remarquer que A, H et’Horment un triangle dans un
plan perpendiculaire aux deux droitéset Ag. Donc HH vaut la distance d et ceci pour tous les
points M du systéme S.

OnaHM = (HH” + H’M)2. Donc |y = [HM2dm = [(HH’? + H'M? + 2HH’.H’M)dm.
Donc Iy = [ HHZdm+ [ H’M*dm+ [2HH’.H’M)dm. Or on sait que HH = d. Donc

I = d?m+ 2H_H’f H’M dm+ I .. Il nous faut donc montrer que le deuxieme terme de droite est
nul. Soit HM= HG+ GM. Donc HH [ H’Mdm= [ HH’.H’Gdm+ [ HH’.GMdm. Or nous
savons qué&/M, les points H et Hsont dans un plan perpendiculaire aux deux droitest Ag.
Donc le premier terme est nul car HHH’G = 0. Le termef HH’.GMdm est nul par définition

du centre d’inertie G. Donc on obtient bien la relation cherchée.

Remarques.Sachant calculer le moment d’inertie par un axe passarg pam saura le faire pour

un axe quelconque paralléle.

On constate que le moment d’inertie par rapport a un axe est minimal si cet axe passe par le centre
d’inertie.
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Figure 3.4 — Théoréme d’Huyghens

3.9 Théoreme d’Huyghens généralisé

Soit un systéme de massk. Nous savons que la matrice d’'inertie dépend de I'origine choisie
pour le repére de calcul. Changeons cette origine en conservons les directions des axes du repeére.
SoitQ’ une nouvelle origine du repéRé de coordonnées(b, c) dans le repére initidR. Le point

M a comme nouvelles coordonnées (', Z) dans le repér®. On a donc des relations du type

X =X-a.

Les termes tels que; se transforment efi((x' +a)%+(y’ +b)?) dm= [(x?+y?)dm+2a [ x’ dm+
bey’ dm+ azfdm+ bzfdm Supposons que le poi coincide avec le centre de mas3e
Dans ce cas on a la relatignGM = 0. Donc [ X dm= [y dm= [Z dm= 0. Donc on aboutit
a:

THEOREME
lox = lgx+ M(%+c?)
loy = loz+ M(c? +a?) (3.37)
loz = lgz+ M(@ + b?)

Remarque. Dans ces expressions on retrouve le théoreme d’Hutghens déja démontré car les
termesa? + b? correspondent & la distande

Les termes tels quigy se transforment efi(x’ +a)(y’ +b)dm= [ X'y’ dm+b [ x’dm+a [y dm+
abfdm Supposons toujours que le pofdtcoincide avec le centre de mas¥es, Ya, Zg). Donc
on aboutit a :

Ixy = lxz + MXcYs
lzx = lzx + MXcZ
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3.10. Axes principaux d’'inertie

La matrice d’inertie devient :

M2 +272) -MxeYo  —MXeZs
(Jo)xy.y = Be)w.y.z) +| —Mxa¥e M(Z+xq) -Mysz (3.39)
~Mxczz  -Myszs M@ +Y2)

3.10 Axes principaux d'inertie

La matrice d'inertie caractéristique du systéme est symétrique, réelle. On a donc dans ce cas 3
valeurs propres réelles et trois directions associées apmptésgrincipaux d'inertie. Ces di-

rections correspondent a des directions de symétrie du systéme (symétrie au sens des moments
d’inertie). Dans la pratique, les solides étudiés ont souvent des symétries qu'il faut utiliser.

TuioreME  Si le systéme possede un plan de symétrie matérielle alors tout axe perpendiculaire
a ce plan est axe principal d'inertie.

DimonstraTION  Soit un repér€O, X, y) du plan P et I'axe Oz perpendiculaire. On peut toujours
calculerf xzdm etfyzdm en choisissant un élément dm symétrique par rapport au plap £, z
-7, avec x = Xy ety =y, M et M étant les points symétriques de S par rapport a P de
masse respectives dm et’dendm. Donc xz devient une fonction impaire dont I'intégrale sur S est
nulle (tout comme yz). En conséquenged Iy, = 0. On en déduit que I'axe @ est axe principal
d’inertie (valeur propre).

TutoreME  Sile systéme posséde un axe de symétrie matérielle alors cet axe est un axe principal
d’inertie.

DimonsTraTION  Soit I'axe Q z axe de symétrie. On peut toujours calcuferzdm etf yzdm en
choisissant un élément dm symeétrique par rapport a I'axe.@n a x, = —-X, ety = -y;,, M

et M’ étant les points symétriques de S par rapport,& @e masse respectives dm et dndm.

On a a = z,. Donc xz devient une fonction impaire dont I'intégrale sur S est nulle (tout comme
yz). En conséquencgyl= Iy, = 0. On en déduit que I'axe @ est axe principal d'inertie (valeur
propre).

Remarque.Ayant deux axes principaux d'inertie, le troisieme est celui qui permet d’avoir un tri-
edre orthogonal.

TutorEME  Si un systéme admet un axe de symétfezj de révolution pour sa distribution
de masse, alors tout triedre orthogonal incluant cet axe de révolution est principal d’inertie. Le
systeme est dit cylindrique et sa matrice d’inertie est de la forme :

l 0 0
(Jo)xyn=| 0 I 0 (3.40)
00V

DimonstraTION  Si O, Z est axe de symétrie, tout plan contenant €st plan de symétrie. Toute
droite perpendiculaire a (x est axe principal d’inertie.
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DerviTioN  Si un systéme est dit sphérique si sa matrice d’inertie est de la forme :

1 00
(Jo)=[0 | o] (3.41)
0 0 |

3.11 Calcul du moment cinétique d’un solide

Nous savons que le moment cinétique est par définition :

(A S/R) :f AM A V(M/R)dm (3.42)
YMeS

Si nous supposons le poiAtcomme étant lié au solide@ alors le champ des vitesses dans le solide
permet d'écrire :

a(A'S/R) = f AM A (V(A€ S/R) + MA A Q(S/R)) dm (3.43)

YMeS
On peut alors ré écrire :

C(AS/R) = ( [ . Mdm) s [ AMAMA N QSR A (349

Le premier terme peut se transformer ¥gA) ne dépend pas de l'intégration et avec la définition
du centre d’inertie on obtientMs AG A V(A € S/R). On trouve finalement :

o(AS/R) = MsAG A V(A€ S/R) + [, < AM A (Q(S/R) A AM) dm (3.45)

3.11.1 Mouvement plan sur plan

Dans ce cas on sait que le vecteur rotation est trés sin@@ar exemple pour un mouvement
plan dans le plan@, x,y). SoitR le repére de référence Bt = (O, g, 1, 2) attaché au solid8.
On a donc pour un tel mouvement de rotation au pofnt

(0. S/R) = Ms O'G A V(O € S/R)+ f

vMes(xll(l+y13_/l+z_z) /\(0; AXaXp+y1y, + z_z)) dm

(3.46)
Ce qui donne apres calculs :

a(0,S/R) = MsO'GA V(O € S/R)—él(lf xizdm-0y y1Z dmézf (X4+y2)dm
VYMeS ~JVMes ~JYMes

(3.47)
On reconnait les termds; D; etC de la matrice d’inertie avec :
E:. = J‘Mesxizdrn
D1 = J\Y;MGS yizdm (3.48)

C = [0S +yPdm
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Ce qui permet d’'écrire :

(0, S/R) = Ms O'G A V(O € S/R) - 0E1 X, — éDlyl +6Cz (3.49)

Cas particuliers. On a deux cas importants et courants :

1. Le pointQ’ est fixe dansR.

(0O, S/R) = —0E1 X, — éDlyl +6Cz (3.50)

Si de plus le plan@, x, y) est plan de symétrie alors I'expression se simplifie encore :

(O, S/R) =l n2 (3.51)

2. On choisit de calculer le moment cinétique au p@rdentre d’inertie.

(O, S/R) = —0E1 X, — 9013_/1 +6Cz (3.52)

Il faut bien faire attention que I'expression est la méme que précédemment mais pour des
raisons diférentes. Si de plus le plan est plan de symétrie on retrouve aussi la simplification.

3.11.2 Cas général

Dans ce cas, on reprend I'expression :

o(AS/R) = MSAG A V(A€ SR+ [

AM A (Q(S/R) A AM)dm (3.53)
YMeS

On constate que le second terme correspond a la définition de I'opérateur d’inertie. Donc on a :

(A, S/R) = Ms AG A V(A€ S/R) + Jas(2(S/R)) (3.54)

Remarque : la notatiod s( Q(S/R)) un peu lourde doit faire comprendre que le résultat de I'opé-
rationJ (représenté par sa matrice) appliqué au vedieast un vecteur.
Dans les deux cas particuliers d’'un poffixe danskR ou deA pris enG on a :

1. Le pointA est fixe dan®R.

(A S/R) = Ias(L(S/R) (3.55)

2. Le pointA est pris commé.

(G, S/R) = Jos(Q2(S/R) (3.56)
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3.12 Energie cinétique d'un solide

On a vu que I'énergie cinétiquied’un solideS dans son mouvement par rapport a un rejpeest
donnée par :

T(S/R) = %va . VZ(M/R)dm (3.57)

Or nous pouvons €crire en supposant que le paiappartient au au solid® : V(M € S/R) =
V(A e S/R)+ MA A Q(S/R). Donc on a finalement comme expression e 2

2T(S/R) = (V(Ae S/R) + MA A Q(S/R).V(M/R)dm (3.58)
YMeS
2T(SIR) = f V(A< S/R).V(M/R) dm+ f (MA A Q(S/R)).V(M/R))dm
VYMeS YMeS
OT(SIR = V(AcS/R) f V(M/Rydm+ MA A Q(S/R)).V(M/R)dm
YMeS
TSR = V(AesR [ V(MR dm+ QSR f AM A V(M/R)dm
YMeS

On reconnait dans cette derniere expression les éléments de réduction du torseur cinématique et
du torseur cinétique.

_ | Q(S/R p(S/R)
T(S/R) = { V(A€ S/R }{ o(AeS/R)

TukoreME L'énergie cinétique d'un solide est le comoment du torseur cinématique et du torseur
cinétigue (pris au méme point).

} — (V(S/R)Ia. (C(S/R)a (3.59)

Nous allons évidemment retrouver des cas particuliers de point fixe ou de calcul au centre de
masse.

1. Cas d'un pointA fixe dans le repéerB.

2T(S/R) = Q(S/R). JA(S/R)(Q(S/R)) (3.60)

2. Cas du poin®A confondu aveé.

2T(S/R) = Ms(V(G, S/R))* + Q(S/R). Jo(S/R)((S/R)) (3.61)
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Chapitre 4

Dynamique

4.1 Torseur dynamique

4.1.1 Définition

On définit le torseur dynamique d’'un systéme matériel en mouvement par rapport a urRepére
par :

LMes I'(M/R)dm
(DA, S/R)} = (4.1)
SA(S/R) = [ 1cs AM A [(M/R)dm

A

4.1.2 Autre expression

Nous savons que :

mUG/R = [ V(M/Ridm (4.2)

YMeS

Si on dérive chague membre de cette égalité par rapport au temps dans |&raloeseen utilisant
la propriété issue de la conservation de la masse (équatipon obtient :

mIV(G/R) = fm _LM/Rydm (4.3)

On peut donc écrire que le torseur dynamique :

ML(G/R)

(DA, S/R)} = { éA(S/R) — j\;’MES AM A E(M/R)dm }A (4.4)

4.2 Relation entre le torseur cinétique et le torseur dynamique

On constate que ces deux torseurs sont construits de la méme maniére avec dans I'un les vitesses et
dans le second les accélérations. Il est logique de voir si il n’existe pas des relations de dérivation
entre les deux. nous allons le faire pour les moments car pour les résultantes le travail est déja
effectué.
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Le moment cinétique s’écrit :

cASR= [ AM A V(M/RIdm (4.5)
YMeS

Dérivons chaque membre de I'égalité par rapport au temps dans le Repanatilisant la conser-
vation de la masse.

d d
GleaSmRle= [ G[AM A VMR, dm (4.6)
Mais la dérivée du produit vectoriel s’écrit :
d |AM A V(M/R)], = d [AM]; A V(M/R) + AM A d | V(M/R)] (4.7)
dtl=— " = R dt'—R" = = Tdtl= R '
Mais on peut écrire que :
4 aml. = 41 a0+ OM]. = V(M/R) - V(AR 4.8
5 [AMlg = <[ AO+ OM|_ = V(M/R) - V(A/R) (4.8)
Donc
S [AM A VM/R)], = - V(A/R) A VM/R) + AM A T(M/R) (4.9)

Au final la dérivée du moment cinétique vaut :

d

Gl = [ vevR A vowRydms [ AMATMRN  (310)

Me

Comme le pointA est un point quelconque on peut sortir le ter(@/R) de l'intégrale et en
utilisant la relatior3.8on a :

d
GlEASR] = -mVAR A VG/R+ [ AM AR (@11)

On reconnait dans le second membre le moment dynamique. Donc la relation cherchée est :

Jmes AM A T(M/R)dm = 0,(S/R) = & [ 2x(S/R)] + MVA/R) A VG/R)|  (4.12)

Remarques.On peut choisir comme poir un point fixe dans le repéreou le centre de masse
G du solide.

1. Le pointA est fixe dan®R.

5u(SIR) = 2| oASIR), (4.13)

2. Le pointA est choise comme étaft

56(SIR) = S| oo(SIR, (4.14)
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4.3. Principe fondamental de la dynamique

Or dans ces deux cas nous avons une expression du moment cinétique en fonction de I'opérateur
d’inertie (relations3.55et 3.56). Donc on peut écrire :

26(S/R) = | dos(@(s/R)| (415)

Si A est un point fixe dans le repéRe

ouS/R = 3| ns@(s/R)| (4.16)

4.3 Principe fondamental de la dynamique

Ce principe est d0 a Newton. Il énonce une relation entre les causes (les actions mécaniques) et
les dfets (le mouvement caractérisé par I'accélération et non la vitesse).

il existe des référentiels privilégiés dits galiléens dans lesquels le mouvement d’un point matériel
isolé est rectiligne uniforme ; ceci constitue le principe d'inertie.

Galilée : Tout corps persévere dans I'état de repos ou de mouvement uniforme en ligne droite dans
lequel il se trouve & moins que quelque force n'agisse sur lui et ne le contraigne a changer d’état.

Pour le monde grec au contraire le mouvement devait s'arréter dés que cessaient la cause qui lui
avait donné naissance.

Un systéme est dit isolé si ses interactions avec I'extérieur sont nulles. Comme les interactions
décroissent avec la distance, ilfsude considérer ce systéeme comme situé a uffissamment
grande distance de tout autre systéme (pour pouvoir négliger ces interactions).

4.3.1 Enoncé

Nous rappelons que nous nous intéressons a des systémes n’échangeant pas de matiére avec I'ex-
térieur ; ce sont des systemes dits fermés.

Il existe au moins un repefy appelé repére galiléen et au moins une chronologie galiléenne tels
gue que pour tout sous ensemble matégidlun ensembleE le torseur dynamique des actions
extérieures & est égal au torseur dynamiqueelpar rapport au repéiie et ceci a tout instartt

DA ER)} = (T@E—>eVeecE (4.17)

Remarques.La notion de repeére et de chronologie galiléens sont des notions locales en temps et
en espace : le repére terrestre est galiléen pour des expériences limitées dans le temps (par rapport
a la rotation de la terre) et se déroulant sur de faibles dimensions (par rapport au diamétre de la
terre). Il est hors de question de vouloir prédire des mouvements de marée ou lancer un fusée avec
ce repére.
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Autre énoncé.On peut aussi trouver un énoncé équivalent qui précise gu'il existe au moins un
référentiel galiléerRy tel qu’en tout point fixeO de ce référentiel le mouvement de ce systeme
matérielE satisfait a :

allcosmyll, = TE-e) (4.18)

4.3.2 Théoremes dynamiques

TutoreME  On peut déduire du principe fondamental de la dynamique les deux théoremes de la
résultante dynamique et du moment dynamique.

mI(G/Rg) = F(&— €) (4.19)

5(Ae/Rg) = M,(B— €) VA (4.20)

4.3.3 Théoréme des actions réciproques
Nous avons, dans le cas de la statique montré que le torseur des actions exeregassifiay est
opposé a celui des actions exercéesiasur E,. Montrons le dans le cas de la dynamique.

TutoreME Le torseur des actions extérieures exercées par un systemeEgrsug un autre
systeme fermé&; est I'opposé de celui exercé pas surE;.

(T (E1 - Ep)} = -{T (E1 — E)}] (4.21)
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4.4, Principe fondamental de la dynamique en repére non galiléen

DEMONSTRATION On procéde de la méme maniere que pour la statique. On note R le repere
galiléen.
Pour E; :

{(T(E1— E1)} = (D(E1/R)) (4.22)

Or ce qui constitue I'extérieur a Fest I'extérieur a E plus E donc :

{T(E - E)} +{T(E2 > E1)} = {D(E1/R)} (4.23)
Si on considere maintenant le systéme E
{TE - E}+{T(E1 > E2)} = {D(E2/R)) (4.24)

On ajoute les équations.23et4.24 Comme Ek et E; forment le systéme fermé E on obtient :

{T(E - E1)} +{T(E2 » E)} +{T(E - E9)} +{T(E1 — E)} = {D(E/R)} (4.25)

Je peux rassembler les termB(E — Ej))} et (T(E — Ey)} pour écrire {7 (E — E)} car
E1UE, = E.

{T(E - E)} +{T(E2 » Ex)} +{T(E1 » E2)} = (D(E/R)} (4.26)

Or je peux aussi appliquer le PFD au systéme E ce qui me permet d’en conclure que :

(T (E1 - Ep)} = —{T (E1 — E)}] (4.27)

4.4 Principe fondamental de la dynamique en repere non galiléen

Dans la pratigue lorsque non devons nous intéresser au mouvement de mécanismes (mouvement
de solides par rapport a d'autres solides), il est parfois plus avantageux de se placer dans un repére
non galiléen.

SoitRun repére quelconque Bf un repere galiléen. Le systeme PFD appligé a un systeme fermé
(solides ou ensemble de solid&spar rapport &y est :

{D(S/Ry)} = (T(S — S)} (4.28)

Par définition du torseur dynamique on a :

Jomes T(M/Rg) dm
(DA S/Rg)) = (4.29)

Jimes AM A T(M/Rg)dm | |
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Or nous savons (équatidn58 que I'accélération peut s’'écrire :

(M, S/R) = [(M, S/R) + L(M, R/Rg) + 2Q(R/Rg) A V(M, S/Ry) (4.30)

On peut donc fabriquer les torseurs dynamiques d’entraineghenide Coriolisic a partir des
accélérations d’entrainement et de Coriolis pour écrire :

{D(S/R)} = {T(S - S)} + {Dy(R/RG)} + {Dy(S/R)} (4.31)

avec :

_LMGS [(M/Rydm
{Dy(AS/R) = (.32
= Jimes AM A T(M/R)dm

A

~ Jomes 22R/Rg) A V(M/R)dm
{Dy(A.S/R)} = (4.33)
~ fres AM A (2Q(R/Rg) A V(M/R)) dm

A

On peut donc appliquer le PFD en repére non galiléen mais il ne faut oublier d’ajouter au torseur
des dforts extérieurs ceux qui proviennent de I'accélération d’entrainement et de Coriolis. Atten-
tion, il faut bien comprendre que lesffortsy d’entrainement de Coriolis n’existent pas. Ce n’est

gu’un point de vue cinématique. si on se place dans le référentiel galiléen on a une vision globale
et si on se place dans un référentiel non galiléen alors il faut nécessairement pour compenser ce
changement de référentiel et conserver les bonnes équations ajouter les deux torseurs mentionnés.

Parmi les « idioties » souvent lues dans les ouvrages de mécaniqoa y trouve Coriolis

comme responsable de la vidange dans un sens ou dans l'autre des lavabos selon I'hémisphere.
Faites un calcul d’ordre de grandeur et vous constaterez qu&eeest de 'ordre de 10 de la

gravité terrestre. En conséquence pour le mettre en évidence il faut des expériences de laboratoire
trés soignées et non de lavabo.

Remarque.Dans un mouvement circulaire d’'un poltde massen a vitesse angulaire constante
autour d’un point fixe dans un repére galiléen on sait que I'accélération est centripéte (dirigée vers
le point fixe). Le signe- dans I'expression du PFD en repére non galiléen exprime le fait que dans

ce repére (celui qui tourne) on peut considéreidiede cette rotation comme uffat centrifuge.

4.5 Principe de la dynamique appliqué a un systeme en rotation

Dans de nombreux cas de machines tournantes, il est important pour réduire les vibrations d’équi-
librer les solides, c’est a dire de rendre indépendantes du mouvement les actions de contact. Nous
VOir ce gue cela impose comme répartition des masses.

Nous nous intéressons a des solides en rotation autour d’'un axedo®fondu ave©, zdans un
repéreR d’origine O. Cette rotation est obtenue grace a une liaison pivot parfaite @azele
solideS posséde un centre de massde coordonnéea b dans le repér®. L'angled permet de
repérer la position angulaire du soliSe
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4.5. Principe de la dynamique appliqué a un systéme en rotation

Figure 4.1 — Equilibrage d’un solide en rotation

4.5.1 Calculs préliminaires

Nous allons pour ce solidg écrire les équations de mouvement. |l faut donc calculer le torseur
cinétique puis le torseur dynamique.

Résultante cinétique On ap(S/Ry) = méey_/.
Moment cinétigue Comme le poin© est un point fixe on peut écrire (équati®m? :

a(0,5/Rg) = Jos((S/Ry)) (4.34)

Il nous faudra ensuite calculer le moment dynamique donc dériver ce moment cinétique. Le
plus simple est donc d’exprimer I'opérateur d’inertie dans le reR&aar ainsi on caractérise
le solide (et non pas le solide et son mouvement) et on obtient des constantes géométriques.

On aQ(S/Ry) = iz
o(0,S/Ry) = Jos(Q(S/Rg)) = ~lxb X+ ~lyAy + ~lofz (4.35)

4.5.2 Principe fondamental de la dynamique

Nous allons supposer la liaison pivot parfaite située en un gosur 'axeO, z; donc le torseur
des actions de liaison exercées par le B&ur le solide est de la forme (on nd®da résultante et

M enO (le termeN - qui n'est pas une inconnue indépendante - est nul si on se trouve awApoint
mais le transport du torseur €nhconduit a un torseur complet :

(T(B—S) = {)L( M I\?}o (4.36)

On suppose que les autres actions extérieures exercées sur lSsatidiecelle de la gravité noté

M g et celle exercée par un moteur entrainant ce solide. On réduit cette action a un couple moteur
noteC z

Théoreme de la résultante dynamiqueOn écrit :

mL(G,Ry) = R+ Mg (4.37)
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On en déduit les trois équations scalaires par projection sur les axes duRepére

X = —amp?
Y = -anv¥
Z-mg = O

Théoreme du moment dynamiqueOn écrit :

d d
5[0 SRY], = 5| Jos(QASIRY) . = M+Czt MOMg (4.38)

Comme on a déja calculé le moment cinétique, flitde le dériver par rapport au temps.
On retrouve l'intérét d’avoir fait apparaitre les moments d’inertie du solide dans le fiepére
(termes constants).

(0, S/Ry) = —lx X — L’y = lyy + Iy X+ oA z (4.39)

Donc on trouve par projection les équations :

~ L+ Iy = L+ M(O,mg.x
~1y? — 10 M+ M(O,mg.y (4.40)
lof N+C

Le bilan de ces six équations scalaires est que les inconnues sont les cing inconnues du torseur
d’actions mécanique de la liaison én I'évolution ded par I'intermédiaire des deux quantités
indépendantes vitesget accélératiol. Les quantité€ et moment de la gravité sont des données
géométriques ou mécanique.

4.5.3 Equilibrage statique

Si nous souhaitons réaliser un équilibrage statique, c’'est que nous allons considérer des mouve-
ments avec une acceélération nulle (ou trés faible). Nous voulons que dans ce cas les actions de
liaison ne dépendent pas du mouvement (ou de la position du solide). Nous pouvons le tester dans
la pratique en faisant tourner lentement le solide et en mesurant l'intensité des actions de liaison
dans dfférentes positions.

Les équations de la résultante38 nous donnenR = —M g ce qui correspond bien a un vecteur
constant.

Les équations de momehd0nous imposent pour étre satisfaites que le moment des actions de la
gravité soit nul donc le poir® doit étre situé sur I'axe. De cette maniére le vectdules actions
de liaison est constant : il est tel qie= -C z
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4.5.4 Equilibrage dynamique

Nous allons considérer que le soli@eest équilibré statiguement. Donc le centre de masse est
situé sur I'axe de rotation. Le torseur defoes extérieurs se résume donc a un couple. Nous
allons examiné dans quelles conditions le solide est équilibré dynamiquement c’est a dire que les
actions de liaisons seront indépendantes du mouvement. Les équations de la résultantes ne nous
ameénent aucune information puisuage 0. Les équations de momehtdOnous imposent que les
moments d'inertid; et |y, doivent étre nuls ce qui signifie que I'axe de rotation doit étre un des
axes principaux d'inertie du systéme.

On retiendra donc que I'équilibrage dynamique est donné par la con@itsum I'axe de rotation
(équilibrage statique) et axe de rotation confondu avec un axe principal d’inertie du solide (ce qui
ne signifie pas forcément axe de symétrie matérielle).
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Chapitre 5

Théoremes énergétiques

5.1 Définitions générales

DirmniTion  La puissance instantané¥t) du systéme de forces de résultait@ssociée a la
densitéf s’exercant sur un systénte (actions de contact d’'un solide shHy action de la gravité
surE) est donnée par :

P(E — E/R)(t) = [y f-V(M e E/R)dm (5.1)

Remarque : cette quantité dépend du référentiel utilisé car il y a le vecteur vitesse qui intervient.
Unité : dans le systéme Sl (Systéme International), I'unité est le Watt (W)=11kg nfs 3.
TutoreME La puissance des forces de pesanteur exercée sur un systeme quelconque est :

P(g — E/R)() = 9. p(E/R) (5.2)
De facon générale la puissance de tout systéme de force de densité massigue constante est simple-
ment le produit scalaire de cette densité par la quantité de mouvement du systeéme.
DEMONSTRATION Soit f = g = cste Dons la puissance @/R) = fg.y(M € S/Rdm =
g/ V(M/Rydm= g.p(E/R).

TukoreME La puissance des forces de Coriolis est toujours nulle.

DEMONSTRATION On sait que (avec les notations utilisées dans le paragraphe consacré a
'accélération de Coriolis) :_1;: ==Y = -2Q(R1/R) A V(M € E/R). Donc la puissance
Pc= fo f..V(MeE/Rdm=- [ (2Q(Ri/R) A V(M € E/R)) . V(M € E/R)dm. Le produit
mixte est nul car deux vecteurs sont identiques.

5.2 Puissance des actions mécaniques exercées sur un solide

Dans le cas particulier d'un solid& en mouvement par rapportRon a le torseur cinématique
qui caractérise le mouvement de chaque point du solide. Reprenons I'expression de la puissance
P.

A

(V(S/R)} = { V(A€ S,R)
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P(S/R):Li(M).\_/(MeS/R)dm:fsi(M).(y(A/R)+Q(S/R) A AM)dm  (5.4)

On peut transformer cette intégrale en remarquant que les veWlig\JiR) et Q(S/R) ne dépendent
pas de l'intégrale.

P(S/R) = y(A/R)fSi(M)dm+ Q(S/R).fsm A f(M)dm (5.5)

On a donc en notarR et M les résultantes et moment des actions exercée par I'extérieur sur le
solideS :

P(S/R) = V(A/R).R+ Q(S/R). M (5.6)
Nous retrouvons la définition du comment des deux torseurs cinématique et des actions méca-
niques.

TutoreME  Nous venons de démontrer que la puissance des actions mécaniques exercées sur un
solide indéformable en mouvement par rapport a un reR@&s le comoment du torseur cinéma-
tique et du torseur des actions mécaniques.

PS— S/R = {V(S/R}.{T(S— S)} (5.7)

5.3 Puissance des actions mutuelles entre deux solides

5.3.1 Calcul

Dans ce cas particulier nous nous intéressons a deux s@idesS, en mouvement I'un par
rapport a l'autre (et par rapport a un rep&eet soumis a des actions mécaniques caractérisées
par un des torseurs de liaisons déja vu. Compte tenu de la définition de la puissance des actions
mécaniques nous pouvons écrire pour le scliggue :

P(S2 = S1/R) = {C(S1/R)} {7 (S2 — S} (5.8)
= ({V(S1/S2)} +{V(S2/R)}) AT (S2 — S} (5.9
Pour le solides, :
P(S1— S2/R) = {V(S2/R)}{T(S1— Sz} (5.10)
= ({V(S2/S1)} + {V(S1/R)}) AT (S1 — S2)} (5.11)

Si nous ajoutons terme a terme les égalités nous obtenons :

P(S1— S2/R) + P(S2 = S1/R) = {V(S2/S1)} AT (S1 — S2)}
(5.12)
TutoreME  Nous venons de montrer que la somme de la puissance des actions développées par

S, surS; et deS; surS; qui définit la puissance des actions entre ces deux solides est indépen-
dante du repére choisi pour la calculer et vaut :

[P(S1 & S2) = {V(S2/S1)} T (S1 — S))l | (5.13)

84 Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB



5.4. Travail

5.3.2 Liaison parfaite

Une liaison entre deux solides est parfaite si la puissance des actions de liaison est nulle. Cela
impose donc soit que la liaison soit ponctuelle est qu’il N’y n'ait pas de glissement (exactement
comme le fait que tout fluide au repos est un fluide parfait; pas trés intéressant) soit que les
torseurs cinématique et des actions mécaniques soient systématiquement de la forme donnée dans
le paragraphe consacré aux liaisons.

5.4 Travall
On obtient le travail élémentaire a partir de la puissd®(temultipliée par la durée élémentante
On notesW = P(t)dt. Le travail s’obtient par intégration par rapport au temps. il dépend a priori

du référentiel dans lequel on le calcule ainsi que de la trajectoire de tous les points du systéme.

Unité : dans le systéme Si c’est le Jouk. (1J = 1kg nPs2.

5.5 Energie potentielle

5.5.1 Energie potentielle et densité massique d'énergie potentielle

Dans de nombreux cas, la densité massique de forces peut s’exprimer comme gradient (dérivée
spatiale) d’'une fonction.

DermnviTION  La densité massique d’énergie potentielle na{dé, t) est telle que :

(M. 1) = — grade(M., 1) (5.14)

Remarques

1. L'opérateurgrade correspond au vecteur formé en coordonnées cartésiennes par les déri-
A ; ; A i . 0e ge de
vées partielles par rapport aux trois coordonnees z soit : 5 o 02"
2. Le signe négatif estffaire de convention.

3. Dans le cas général aussi biequee dépendent du temps. Dans le cas contraire dfer@
a unchamp de forces stationnaires

Dans ce dernier cas on peut calculer le travail élémengslif@ssocié aux forces.

6W:(fM i(M).y(M)dm) dt:-(f@e.y(lvl)dm) dt (5.15)

sous réserve de pouvoir permuter les opérateurs intégralie(ebnservation de la masse) on a
alors :

oW = - | (grade(M). V(M)dt) dm= - | (grade(M).dl) dm= - | dgM)dm (5.16)
[ (grad ) dm= - [ (grade(w).d1) dm=- |

On en déduit donc que :

SW = — fM (e(A(t + db)) — e(A(t)) dm= — fM e(A(t + dt) dm+ fM fAM)dm  (5.17)
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On peut I'écrire :

W = — (E((t + dt) — E(t)) = —-dE (5.18)
On appelleE I'energie potentielle du systemessociee aux forces de densité massiue

Attention : ce n'est pas parce que la position du pdihtépend du temps que dépend expli-
citement du temps. En faif ne dépend pas explicitement du temps. Elle reste dépendante de la
position moyenne du systéme c’est a dire de la position de son centre de masse.

Propriété. On notesW pour signifier que dans le cas général il n’existe pas d’énergie potentielle.
Dans le cas contraire, si il existe une énergie potentielle, a&lvrest une diérentielle totale de la
fonction —E et W ne dépend pas des détails du mouvement mais seulement du systéme entre les
instants initiaux et finaux. Si cette énergie potentielle vérifie la reldtion— gradkE alors on dit

gue la résultante des forces dérive d’une énergie potentielle. o

5.5.2 Exemple : énergie potentielle de la pesanteur

On consideére le champ de pesantgiiconstant sur le domaine d’intégration) et un repére centré
a la surface de la terre (normaascendante). Calculez I'énergie potentielle des actions de pesan-
teur sur un solidé& dont le centre de masse est situé a I'altitage

La puissance associée a la densité masgjqss :

P(g — /R):fM g.V(M € S/R) dm (5.19)

En utilisant la définition du centre de masse et le fait que la pesanteur est constante pour l'intégra-
tion :

P(g - /R) = g. mV(G € S/R) = -mgz V(G/R) (5.20)

Comme par définition du vecteur vitesse on a :

P(g— /R) = —mgl_zdgt OG)r (5.21)
et que le vecteu; est constant :
d d
P(@— /R) = -mg(OG. 2r = -Mg (%) (5.22)

On appellemgz I'énergie potentielle de pesanteur définie a une constante pres supposée nulle
danscecas.Ona:

W(g — /R) = -mdzs — z) (5.23)

86 Notes de cours Mécanique des solides L2 UPMC - 2006 - YB



5.5. Energie potentielle

5.5.3 Energie potentielle des forces d’inertie d’entrainement
5.5.3.1 Systéme en translation

Dans le cas d’'un systeme en translation quelconque (ni rectiligne ni uniforme) on a un vecteur ro-
tationQ(S/R) nul. On choisitR comme référentiel absolu (d’origir®) et R associé & comme
référentiel relatif (d’origineD). On sait que lesforts qui correspondent a I'accélération d’entrai-
nement sont donnés paF, = -m[(O’ € R/R).

La densité mass:iqufee est:

f_=-LO'/R) = -grad(N(O'/R). 1) (5.24)
On en déduit que la densité d’énergievaute, = I'(O'/R). r.

On peut l'interpréter de deux manieres :

Référentiel fixeR: es(M/R) = ['(O’'/R). OM.
Référentiel mobildR’ : ex(M/R) = T(O’/R). O’'M.

Dans les écritures précédentes on voit que le terin@’) joue le méme rble qugdans I'exemple
de la pesanteur. On a donc :

Référentiel fixeR: E¢(S/R’) = mI'(O’/R). OG.
Référentiel mobildR’ : E¢(M/R) = m[((O’/R). O'G.

5.5.3.2 Systéme en rotation autour d’'un axe fixe

On a un solideS en rotation autour d’'un axe fix&¢. On sait que dans ce cas I'accélération d’en-
trailnement s’écriti(.57) :

Te(M € S/R) = Q(R/R) A (QR/R) A O'M) (5.25)

avec le pointO’ appartenant a I'axe de rotation. On a supposé une vitesse de rotation constante.
Compte tenu de ces hypothéses on a :

f = —weHM (5.26)

avecH projection orthogonale di! sur I'axe de rotation (cabe A O'H = 0).

Doncona:

oW = (—f weM-M(M/R)dm)dtZ _wlze(f MM(M/R)CH) dm (5.27)
M M

On a le pointH sur I'axeA et un mouvement de rotation autour Alépas de translation telle que
V(H/R) # 0. Donc :

V(M/R) = V(M/R) ~ V(H/R) = 3 (HM)n (5.28)
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On reporte dans I'expression du travail élémentaire pour trouver :

2 2
SWe(S/R) = -wgf HM.d HMdm= d(—%f mzdm) - d(—%lA) (5.29)
M M
1 2
Ee(S/R) = -3 [awg + constante (5.30)

5.6 Théoreme de I'énergie cinétique

Ce théoréme est la vision énergétique du principe fondamental de la dynamique.

5.6.1 Application a un solide

Nous rappelons que le PFD appliqué a un so8die massen dans son mouvement par rapport a
un référentiel galiléen s’écrit :

(DA SIRY)l = (T - s}A VA (5.31)

Nous pouvons multiplier (co moment) chaque membre de I'égalité par le torseur cinématique de
S par rapport &Ry.

[V(AS/RY)} DA SIR)L = V(A SRy} {T(S - s}A (5.32)

Le membre de droite représente la puissance galiliéenne des actions mécaniques extérieures exer-
cées sur le solid&. On la note P(S — S/Ry).

Nous allons regarder ce que représente le terme de gauche. Pour cela on écrit :

G=

Jimes LM € S/Rydm { Q(S/Ry) }
(5.33)
A A

V(A€ S/Ry)

Si on applique la définition du comoment de deux torseurs on trouve :

Jomes AM A (M € S/R)dm

G= (y(Ae S/Ry). (M e S/R)dm) + (Q(S/Rg). AM A T(M € S/R)dm)

(5.34)
CommeV(A) et Q(S/R) ne dépendent pas de l'intégration, on peut les mettre dans le signe inté-
gral :

YMeS VYMeS

G= V(A€ S/Ry).T(M € S/Ry) dm-+ f
S v

Q(S/Ry). AM A [(M € S/Rg)dm (5.35)
YMe S

Me

Mais on a I'égalité :

V(A€ S/Ry) = V(M € S/Ry) + AM A Q(S/Ry) (5.36)
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On reporte cette expression dans I'équation obtenue :

G= ((V(M € S/Ry) + AM A Q(S/Ry)) .L(M € S/Rg) + Q(S/Ry).AM A [(M € S/Ry)) dm

YMeS
(5.37)
On développe et on trouve aprés simplification (les deux produits mixtes s’annulent) :

G = f V(M € S/Ry). I(M € S/Rg)dm (5.38)
VYMeS

Comme par définition de I'accélération on a :

I(M € S/R) = < V(M < S/Ry), (5.39)

L'expression dés n'est rien d’autre que la dérivée temporelle de I'énergie cinétique calculée par
rapport au repére galiléen; on parle alors d’énergie cinétique galiléenne.

4T(S/Rg) = P(S - S/Ry) (5.40)

TuktoreME La dérivée par rapport au temps de I'énergie cinétique galiléenne d’'un Sotidas
son mouvement par rapport au repére galilBgrest égale a la puissance galiléenne des actions
extérieures exercées sur lui.

5.6.2 Application & un ensemble de solides

On considere un ensembede n solidesS; en mouvement par rapport a un repere galiléen. On
applique le théoréme de I'énergie cinétique a chaque solide :

d _
411 (Si/Rg) = P(Si — Si/Rg) (5.41)
On ajoute membre a membre les expressions pour trouver :

n

CTERY =D PG — SR (5.42)

i=1
On a d’'un c6té I'énergie cinétique galiléenne de I'ensemble des s@idetde 'autre la somme
des puissances galiléenne dé&®rs extérieurs appliqués a chaque solide. Si on ré-écrit de der-
nier terme on constate qu'il se décompose en deux termes : la puissance galiléenflierdes e
extérieurs & appliqués suE et la puissance des intéferts entre solides.

dEtT(E/Rg) =P(E — E/Ry) + P(Si & S)) (5.43)

TutoreME La dérivée par rapport au temps de I'énergie cinétique galiléenne d’'un ensémble
de solidesS; dans son mouvement par rapport au repere galigesst égale a la somme de la
puissance galiléenne des actions extérieures exercées sur lui et de la puissance désrister e
entre solides.
Remarques :

1. A la différence du PFD, les actions intérieures interviennent ici par leur puissance.

2. Dans le cas de liaisons parfaites, la puissance des iffitetseest nulle.
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3. Le théoreme de I'énergie cinétique ne fournit pas d’équation indépendante de celles obte-
nues par le PFD. Par contre elle donne souvent plus directement une des équations (de type
éguation de mouvement).

5.7 Intégrale premiere de I'’énergie cinétique

5.7.1 Energie mécanique d’un systéme

Supposons dans cette partie que certains ffest® extérieurs (gravité) dérivent d’un potentiel
Ep/ext€t que les autres n’en dérivent pas. On a :

d ,
Pext = __Epext+ Pext (544)

dt
Le théoreme de I'énergie cinétique fait apparaitre la puissanceffibets éntérieurs (dans le cas
de solides indéformables, elle se limite a la puissance des fiiwesd. Supposons de la méme
maniére la décomposition :

Pint = == Epint + Pjy (5.45)

dt
Je rappelle que la notion d’énergie potentielesst associée a une grandeur ne dépendant que
des coordonnées d’'espace mais pas explicitement du temps. si il en était autrement, le travail sur
une trajectoire fermée ne serait pas nul puisque on ne revient pas au méme point au méme instant.
Si le temps intervient alors le travail est non nul.
Compte tenu des deux équations précédentes on a :

d d , d /
d d d / /
_dtT + —thpint + aEpint = Pext + Pint (5.47)

La quantité T + Epexi+ Epint S'appelle I'énergie mécaniqus, du systeme.

Cas patrticulier des forces conservatives (dérivant d'un potentiel). Dans ce cas (liaisons parfaites,
actions de la pesanteur), les ternésont nuls et on peut donc écrire que I'énergie mécanique du
systeme se conserve. Cette notion est a rapprocher de I'énergie interne de la thermodynamique.

5.7.2 Intégrale premiere

DermniTion  On appelleéquation du mouvementde tout systéeme matériel dont la configuration

est caractérisée par un certains nombre de paramétres, toute relation entre les paramétres et leurs
dérivées par rapport au temps.

Dermnition  On appelleintégrale premiere du mouvementd’un systéme, toute équation de
mouvement dans laquelle n’interviennent par les dérivées par rapport au temps d’ordre supérieur
a un des parametres. si on ngtdes variables qui caractérisent le systeme(x, y, ...) etq; leur

dérivée cela se traduit par une relation du typ@s, d, ..., g1, 42, ...) = 0 pour tout mouvement du
systeéme étudié.
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