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Chapitre 1

Espace Vectoriel

Définition 1.1 (Liste) Une liste de longueur n (n € N) est une collection
ordonnée de n objets symbolisés par n sigles séparé par des virgules, le tout
entre parenthéses. On dit que l’élément j de la liste est la j¢ coordonnée.

Proposition 1.1 Deux listes sont égales si et seulement si :
1. elles ont méme longueur

2. quelque soit le j¢ élément de la premiere liste, il est égal au j¢ élément
de la seconde.

Remarque 1.1 (Différence entre une liste et un ensemble) Dans une
liste de n éléments l’ordre importe contrairement a l’ensemble. Ainsi {1,2,3}
et {3,2,1} et le méme ensemble, mais (1,2,3) et (3,2,1) sont des listes
différentes.

Définition 1.2 (Vecteur) Un vecteur est un objet mathématique caractérisé
par :

1. une direction

2. un sens

3. une norme

En représentation Cartésienne un vecteur de F" est representé par une liste
de scalaires de longueur n.

Proposition 1.2 (Addition) L’addition de deux vecteurs de F™ est donnée
par l'addition de chaque composant de la liste. Ainsi, pour u,v € F" :

u+v=(ur +v1,...,U, +vp)
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Proposition 1.3 (Multiplication) Soit a € F et u € F", alors la multi-
plication du vecteur u par le scalaire a est donnée par la multiplication de
chaque composante du vecteur par le scalaire a, soit :

au = (auy,...,auy)

1.1 Espace Vectoriel

Définition 1.3 (Espace Vectoriel) Un F-espace vectoriel V est un en-
semble de vecteurs de V muni de la multiplication et de l’addition vectorielle
(comme définie ci-dessus) vérifiant les propriétés suivantes :

Commutativité : u+v=v+u Yu,veV
Assossiativité : (u+v)+w=u+ (v+w) Yu,v,weV
Identité additive : 30 € V/v+0=04+v=v YveV
Inverse additif : Vv e V, Jwe V/iv+w =0

Identité multiplicative : lv =vVv € V

Distributivité : a(u +v) = au + avVu,v € Va € F et (a + b)v =
av+bvVa,beFveV.

S v e e =

Proposition 1.4 (Unicité de ’élément neutre pour ’addition) Un es-
pace vectoriel a un unique élément neutre par rapport a l’addition.

Démonstration Supposons 0 et 0’ deuzx éléments neutre pour l’addi-
tion du méme espace vectoriel V, alors :

0=0+0=0

La premiére égalité est justifiée par le fait que 0" est une identité additive et
la seconde est justifiée par le fait que O est un élément neutre pour l'addition.

Proposition 1.5 (Unicité de ’inverse additif) Tout élément d’un es-
pace vectoriel posséde un unique inverse additif.

Démonstration Soit v € V avec V un F-espace vectoriel. Supposons
w et w deux inverses additifs de v alors :

w=w+0=w+@w+w)=(w+v)+w =0+w =w
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La premiere égalité tiens parce que V est un espace vectoriel et donc il existe
un élément neutre noté 0. La deuzieme égalité tiens car w’ est l'inverse ad-
ditif de v. La troisiéme égalité tiens car V est un espace vectoriel et satisfait
donc la propriété d’associativité. La quatriéme éqgalité tiens car w est l'in-
verse additif de v et finalement la cinquieme €galité tiens car 0 est [’élément
neutre pour l’addition.

Proposition 1.6 a0 =0 Va € F

Démonstration a0 = (a + 0)0 = a0 + 0 La premiere égalité tiens car
V est un espace vectoriel donc il existe 0 élément neutre pour l’addition. La
deuzieme égalité tiens a cause de la propriété de distributivité sur [’espace
vectoriel V.

Proposition 1.7 Qv =0VYv € V

Démonstration 0v = (0+ 0)v = 0v + Ov

Proposition 1.8 (—1)v=—-v Yo eV

Démonstration (—1)v+v=1v+ —1(v) = (1 —1)v =0 La premiére
et la deuxiéme éqgalité sont justifiée par la propriété de distributivité sur un
espace vectoriel.

1.2 Sous-espace vectoriel

Définition 1.4 Soit V un F-espace vectoriel et U un sous ensemble de V.
U est un sous-espace vectoriel de V si et seulement si il vérifie les trois
propriétés suivantes :

1. existence de l’identité additive : 0 € U

2. s’il est fermé sous Uaddition (définie par la propriété 1.2) : u,v € U =
ut+velU

3. s%l est fermé sous la multiplication (définie par la propriété 1.3) :
ac€FetuelU =auelU



CHAPITRE 1. ESPACE VECTORIEL 6

1.3 Somme et somme directe de sous-espaces vec-
toriels

Définition 1.5 (Somme) Soit Ui, ...,Uy,, des sous-espaces vectoriels de
V. La somme de Uy, ..., U, notée Uy + ...+ Uy, est l'ensemble formé par
toutes les sommes possibles d’éléments de Uy, ..., Uy, soit :

Ui +...+ 7, :{u1+...—|—um/u1€U1,...um€Um}

Définition 1.6 (Somme Directe) V est la somme directe de Uy, ..., Uy,
noté Uy @ ... Uy, st et seulement si tout élément de V ne peut-étre écrit
que par une somme de la forme uy + ...+ un avec tout les u; € U; quelque
soiti € {1,...,n}.

Proposition 1.9 Soit Uy, ..., U, des sous-espaces vectoriels de V. V est
une somme directe de U, ...,U,, si et seulement si les deux propri€tés sui-
vantes sont vérifiées :

1.V=U+...+Upy

2. la seule maniére d’écrire 0 comme somme de ui + ...+ u,y, est d’avoir
u; =0Vi € {1,...,m}.

Démonstration

— Sens direct : trivial

- Sens indirect : Soit v € V alors il existe uqy € Uq,...,u, € Uy, tel
que v = U1 + ... + uy. Montrons que cette écriture de v est unique.
Prenons donc wy € Uq,...,w, € U, tels que v = w1 + ...+ w, en
soustrayant les deuz écritures de v on obtient 0 = (u1—w1) ... (up—wy)
or chaque (u; —w;) appartient a U; donc d’apreés la seconde hypothese
on a u; = w; et donc la représentation de v est unique.

Proposition 1.10 Soit U et W deuz sous espaces vectoriels de V. V =
Ua W siet seulement siV=U+W et UNW = {0}

Démonstration

- Sens direct : SiV = U & W alors par définition V. = U + W.
Montrons maintenant que U N W = {0}. Prenons v € UNW alors
0 =v+ (—v) avec v € U et —v € W. D’apres la Proposition 1.9
v=0Yv e UNW ce qui revient a dire U NW = {0}.
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— Sens indirect : Nous allons démontrer le sens indirect a l’aide de
la Proposition 1.9. Nous avons trivialement V.= U + W, il ne reste
donc plus qu’a montrer la deuxiéeme partie de la propriété. Prenons
0=u+w avecu € U et w € W. Il faut montrer uw = w = 0. Nous
avons 0 = u 4+ w donc u = —w avec w € W etu € UNW. Or
UNW = {0} donc w =0 donc uw=0. Donc la seule maniére d’écrire
0 comme somme de vecteurs de U et W est de les avoirs tous nuls, ce
qui compléte la preuve.



Chapitre 2

Espace Vectoriel de
Dimension Finie

2.1 Span et (in)dépendance linéaire

Définition 2.1 (Combinaison Linéaire) Une combinaison linéaire de la
liste de vecteurs (v1,...,vm) est de la forme :

aivl + ...+ apv;,
avec Gi,...,0;, €F

Définition 2.2 (Span) L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de

la liste de vecteurs (vy, ..., vy,) est appelé le span de (vy, . .., vy) noté span(vy,. ..

span(vi, ..., vm) = {a1v1 + ... + amom/a,. .., am € F}

Définition 2.3 (Espace vectoriel de dimension finie) Un espace vec-
toriel est de dimension finie si et seulement il est engendré par un nombre
fini de vecteurs, soit :

V = span(vy,...,vm)/m €N

Définition 2.4 (Liste de vecteurs linéairement indépendants) Une liste

de vecteurs (uy, ..., uny) est dite linéairement indépendante si et seulement
st la seule maniere d’avoir ajui + ... + amv,m = 0 est de choisir tout les
al=...=ay, =0

7vm):
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Définition 2.5 (Liste de vecteurs linéairement dépendants) La définition
s’obtient en prenant la négation de 2./, soit : Une liste de vecteurs (uy, ..., Up)

est dite linéairement dépendante si et seulement si il existe ay,...,a, non

tous nul, tel que aiui + ...+ apmiy, =0

Lemme 2.1 (Dépendance linéaire) Si(vi,...,vn) sont linéairements dépendants
dans V et v # 0 alors il existe j € {2,...,m} tel que :
1. vj € span(vy,...,vj-1)
2. si on enléve v; de la liste alors on ne change pas l’espace engendre par
Viy.-.y,Um
Démonstration Premier partie : (v1,...,vny) est linéairement dépendant
et v1 # 0 donc il existe ay,...,an € F non tous nuls tel que :

aiv1+ ...+ apvy, =0

Prenons j = max(j/ajvj # 0) alors :

aj—1

ay
vj=—v1+...+ Vj—1
G .
J J
ce qui démontre la premiere partie.
Seconde partie : Prenons u € span(vy, ..., vy). Il existe donc ¢y, . .., ¢y non

tous nuls tels que :

U=cv1+ ...+ cpvm
En remplacant vj par 2.1 on obtient donc u comme combinaison linéaire de
(’Ul, < Vi—1, V5415 -+ - Um).

Théoreme 2.1 (“de la borne”) Dans un espace vectoriel de dimension
finie la longueur de toute liste de vecteurs lin€airement indépendants est
plus petite ou égale a la longueur de toute liste générant l’espace vectoriel.

Démonstration Prenons (uy,...,uy,) linéairement dépendants dans
Vet (wy,...,w,) une liste générant V. Nous voulons donc montrer que
m < n. Nous allons utiliser le Lemme 2.1. A chaque étape du processus nous
remplacons un vecteur w par un vecteur u. A Uetape 1 nous ajoutons uy a
(w1, ...,wy) donc la nouvelle liste est forcement linéairement dépendante.
On utilise donc le Lemme 2.1 pour enlever un des w. En ittérant ainsi nous
obtenons une liste de la forme (u1,...,Um,Wmt1,-..,Wy). Il y a donc au
moins autant de vecteurs w que de vecteurs u.

Proposition 2.1 Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimen-
sion finie est de dimension finie.
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Démonstration Prenons V un espace-vectoriel de dimension finie et
U un sous espace vectoriel de V. Pour montrer que U est de dimension
finie nous allons procéder par étapes. Premiere étape : Si U = {0} U est de
dimension finie. Sinon, on choisi un vecteur v;1 € U non nul. J° étape : si
U = span(vy,...,vj—1) alors U est de dimension finie sinon on prends un
vecteur vj41 non nul tel que vj41 ¢ span(vi,...,vj—1). Apres chaque étape
nous avons construit une liste de vecteurs linéairements indépendants et
d’apres le Théoreme 2.1 il ne peut y avoir une liste de vecteurs linéairement
indépendants plus longue que toute liste générant I’espace V donc le procédé
doit s’arréter.

2.2 Base

Définition 2.6 (Base) Une base de l’espace vectoriel V est une liste de
vecteur linéairement indépendants qui génére V.

Proposition 2.2 La liste de vecteurs (vi,...,vy) est une base de V si et
seulement si tout vecteur v de V ne peut-étre écrit que d’une unique fagon
de la forme :

V=a1v1 + ...+ anvm

avec ai,...,am €T
Démonstration
— Sens Direct : Supposons d’abord que (v1,...,v,) est une base de V
et montrons qu’il n’existe qu’'une unique fagon d’écrire un vecteur u
de V sous la forme a1v1 + ... 4+ amvm. (v1,...,0n) est une base de V
donc il existe aq,...,an € F tel que quelque soit u € V
U=aiv1 + ...+ amom (2.1)
Il nous faut maintenant montrer que cette représentation est unique.
Supposons donc, par I’absurde qu’il existe by, ..., b, € F tel que :
u=0bvy+ ...+ bnom (2.2)

En soustrayant 2.2 a 2.1 on obtient :
0=(by —a)vyi + ...+ (byn — am)vm
— Sens indirect : trivial.

Théoreme 2.2 (“du ballon qui dégonfle”) Tout liste de vecteur générant
un espace vectoriel peut-étre réduite pour en former une base.
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Démonstration Procédons par étapes. Prenons une liste de vecteur
B = (u1,...,up) générant V. Si le vecteur uy est nul on ’enléve de la liste.
Ensuite pour chaque vecteur v; on vérifie s’il appartient a span(vi, ..., vj_1).
St c’est le cas on le supprime de la liste B, sinon on teste le suivant. Le
procédé s’arréte lorsque tout les vecteurs on été testé. Il reste ainst une liste
de vecteur linéairement indépendants qui engendre V car tout les vecteurs
enlevés appartenaient a span(vi, ..., vy).

Corollaire 2.1 (Existence d’une base) Tout espace vectoriel de dimen-
sion finie a une base.

Démonstration Par définition tout espace vectoriel de dimension fi-
nie possede une liste de vecteurs qui le génére. En appliquant le procédé de
la démonstration du Théoréme 2.2 on obtient donc une base de cet espace
vectoriel.

Théoreme 2.3 (“du ballon qui gonfle”) A toute liste de vecteurs linéairement
indépendants d’un espace vectoriel il est possible de rajouter des wvecteurs
pour en faire une base.

Démonstration Prenons une liste de vecteurs linéairement indépendants
(V1,...,0m) d’un espace vectoriel V et une liste de vecteurs générant V
(U1, ...,up). On procéde a la méthode suivante pour faire une base. Pour
chaque vecteur u; on vérifie s’il appartient a span(vy,...,vy) si c’est le cas,
on ne fait rien. Sinon on le rajoute a la lsite vy, . .., vy, . Ainsi, une fois tout
les vecteurs u; testé on a une liste de vecteurs linéairements indépendants
(condition pour l'ajout) et une liste qui génére V car on a ajouté a la liste
tout les vecteurs.

Proposition 2.3 (Existence du complémentaire) Soit V un espace vec-
toriel de dimesion finie et U un sous-espace vectoriel de V. Alors il existe
un sous-espace vectoriel W de V tel que V=U S W.

Démonstration V est de dimesion finie donc U est de dimesion fi-

nie. Il existe donc (ui,...,un) base de U. Il est donc possible d’étendre
cette liste de vecteurs linéairement indépendans pour en faire une base de
V ce qui donne (u1,...,Un,W1,...,wy,). Posons W = span(wi, ..., wy).

Pour montrer V.= U & W mnous allons montrer V.= U + W et U N
W = {0}. Pour démontrer la premiére partie posons v € V. Il existe donc
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A1y ym,b1,..., b, €F tel que :
v=aiu1 + ...+ @y + 1wy + bpwy,

donc clairement v € U + W ce qui démontre la premiére partie. Pour
démontrer UNW = {0} prenonsv € UNW. Il existe donc ay,...,am,b1,...by €
F tel que :

v=aju1 + ...+ aplly = bwy + ... + bpwy,

S 0=aiu; +...+ apty — biwy — ... — bywy,

(U1 Uy W1, - ., Wy) est lindirement indépendant donc par définition la
seule maniére d’avoir une combinaison linéaire nulle est d’avoir tout les
u; = wj = 0. Donc v =0 donc UNW = {0} ce qui démontre la seconde
partie de la preuve et termine la démonstration.

2.3 Dimension

Définition 2.7 La dimension d’un espace vectoriel V de dimension finie
est définie comme le nombre de vecteurs de la base de cette espace et est
noté dim(V').

Théoreme 2.4 Deux bases d’un méme espace vectoriel de dimension finie
on méme longueur.

Démonstration Prenons By et By deux bases de V. By est un liste
de vecteurs linéairement indépendants et Ba une base donc dim(B;) <
dim(Bz). En inverant les roles on obtient la seconde inégalité ce qui im-
plique dim(B1) = dim(Bs).

Proposition 2.4 Si V est une espace vectoriel de dimension et U un sous-
espace vectoriel de V alors dimU < dimV'.

Démonstration Comme U est un sous-espace vectoriel de V qui est
de dimension finie tout base de U est une liste de vecteurs linéairement
indépendants dans V et donc peut-étre étendue pour devenir une base de
V. Ce qui démontre dimU < dimV

Proposition 2.5 (“du paresseux”) Si V est un espace vectoriel de di-
mension finie alors toute liste de vecteurs linéairement indépendants de V
de longueur dimV est une base de V.
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Théoreme 2.5 Si Uy et Uy sont des sous-espace vectoriels d’un espace vec-
toriel 'V de dimension finie alors :

dim(Uy + Uy) = dim(Uy) + dim(Us) — dim(Uy N Us)

Démonstration Prenonsui,...uy, base de UNUs. Alors dim(Uy NUy) = m.
Cette liste de vecteur est linéairement indépendante (par définition). Il est
donc possible d’y rajouter des vecteurs (v1,...,v,) pour en faire une base de
Ui. Ainsi dim(Uy) = m + n. Il est aussi possible de rajouter (w1, ...wg) d
(ui,...,um) pour en faire une base de Us. Donc dim(Us) = m + k. Il nous
reste donc a montrer que (Ui, ..., Upy ..., V1, ... Up, W1, ..., W) est une base
de Uy + Uy car on aura :

dim(Uy) + dim(Us) — dim(UyNU;) = m+k+m+n—m
= m+k+n
—  dim(Uy + Us)

Nous avons span(ui, ..., Um, V1, ...V, W1, ..., wy) contient Uy et Us. 1l faut
donc montrer que (Uy, ..., Up, V1, ... Vp, W1,. .., W) est linéairement indépendants.
Nous allons donc montrer que la seule maniere d’écrire 0 comme combi-
naison linéaire de (ui,...,Unm,V1,...Un, W1,..., W) implique que tout les

scalaires soit nuls. Prenons des a,b,c € F tels que
aul + ...+ @ty +b1v1 + .. by Fewy + .. Fpw =0
S quwit ...t CpwE = —aiug — ... Gyl — b1v1 — ... by, (2.3)
donc cuwi + ...+ cpwy € Uy. Or tout les w; € Uy donc cywy + ... + cpwi, €
Uy € Uy NU;y et il existe donc des d € F tels que :
awi + ...+ cwi =diur + ...+ dpm,

mais la liste de vecteurs (w1, ... Wk, U1, ... Up) est linéairement indépendante
donc tout les ¢ et d sont nuls. Donc 2.3 devient :

O=aiu1 + ... +amtty, +b1v1 + ...+ byun,

Orles (ug, ..., Um,V1,...0,) est une liste de vecteurs linéairement indépendants.
donc tout les a et b sont nécessairement nuls. On a donc le résultat désiré.

Proposition 2.6 Soit V un espace vectoriel de dimension finie et Uy, ..., Up,
des sous-espaces vectoriels de V tel que :

1. V=Ui+...+U,
2. dimV =dimUy + ...+ dimU,,
alorsV=U1®...0U,
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Démonstration Pour démontrer cette somme directe nous allons mon-
trer que 'V est la somme des U; (trivial car c’est une hypothese) et que la
seule maniére d’avoir 0 comme combinaison linéaire de tout les vecteurs de
chaque U; et de prendre chaque coefficient nul. Prenons donc une base de
U1 que nous ajoutons a une base de Us et ainsi de suite. Nous avons au
final une liste de vecteurs qui span 'V (car V.= Uy + ...+ Uy) qui est de
dimension V. Donc cette liste est une base de V. Prenons maintenant des
u; € U; tels que :

O=ur+...+um

Chaque u; peut-étre exprimé dans la base construite ci-dessus. Nous avons
donc exprimés 0 comme combinaison linéaire de cette base. Donc tout les
scalaire de la combinaison linéaire doivent étre nul ce qui achéve la démonstration
de la propriété.



Chapitre 3

Applications Linéaires

Définition 3.1 (Application Linéaire) Une application linéaire de V dans
W est une fonction (ou application) T : V. — W qui satisfait les propriétés
sutvantes :

1. additivité : T(u+v) = T(u) + T(v)Vu,v € V
2. homogénéité : T(av) = aT(v)Va € F,o e V

Proposition 3.1 Z(V,W) est un sous-espace vectoriel de F(V,W).

Démonstration

1. clairement ’application 0 est linéaire.

2. soit 11 lo deux applications linéaires, alors trivialement Iy + lo est
linéaire.

3. de méme pour tout « € F et | € L(V,W), al est linéaire.

3.1 Noyau et Image

Définition 3.2 (Noyau) SiT € Z(V,W) le noyau de T noté null(T) (ou
Ker(T)) est le sous-ensemble de V (la Proposition 3.2 montre que c’est
méme un sous-espace vectoriel) dont l'image de tout les vecteurs par T est

0:
Ker(T) = null(T) ={ve V/Tv =0}

Proposition 3.2 Si T € Z(V,W) alors Ker(T') est un sous-espace vecto-
riel de V.

15
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Démonstration Pour montrer que Ker(T) est un sous-espace vecto-
riel (en sachant que c’est un sous-ensemble de V) il ne nous reste plus qu’a
démontrer que Ker(T) est fermé sous laddition et la multiplication (et qu’il
est non-vide). L’additivité de T implique

T(0)=T(0+4+0)=T(0)+T(0) < T(0)=0
donc 0 € Ker(T). Prenons maintenant u,v € Ker(T) on a donc :
T(u+v)=T(u)+T(v)=0
donc (u+v) € Ker(T) ce qui montre que Ker(T') satisfait [’addition interne.
Prenons maintenant u € Ker(T) et a € F alors :
T(au) = aT(u) =a0 =0
donc Ker(T) est fermé sous la multiplication par un scalaire.

Définition 3.3 (Injectivité) Une application linéaire £ (V, W) est injec-
tive si quelque soit u,v € V on a Tu = Tv implique u = v.

Proposition 3.3 Soit T € Z(V,W). T est injective si et seulement si
Ker(T) = {0}

Démonstration

— Sens direct : Supposons T injective et montrons Ker(T) = {0}.
Trivialement 0 C Ker(T) il nous reste donc a montrer Ker(T) C 0.
Prenons w € Ker(T) on a donc T'(u) = 0 = T(0) or T est injective
donc u = 0.

— Sens indirect : Supposons maintenant Ker(T) = 0 et montrons que
T est injective. Prenons donc u,v € V tels que T(u) = T(v). On a
donc 0 =T (u)—T(v) ce qui implique (par linéarité de T) T (u—v) = 0.
Donc (v —v) € Ker(T). Or Ker(T) = {0} (par hypothese) donc
u—v =0 donc u=wv ce qui complete la démonstration.

Définition 3.4 (Image) Soit T € Z(V,W). L’image de T, noté Im(T)
(ou range(T)) est le sous-ensemble de W (nous allons montrer que c’est

méme un sous-espace vectoriel Proposition 3.4) dont tout les vecteurs sont
de la forme T(v) pour un certain v dans V :

Im(T) =range(T) ={w e W/Fv e V;w =T (v)}

Définition 3.5 (Rang) Le rang d’une application linéaire T € £ (V,W)
est la dimension de son image.

Proposition 3.4 SiT € Z(V,W) alors Im(T) est un sous-espace vectoriel
de W.
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Démonstration Soit T' € Z(V,W) alors T(0) = 0 donc 0 € Im(T)
(par définition). Prenons maintenant wi et wg dans W et montrons que
w1 + we € W. Il existe donc vy et vy dans V tel que T(v1) = wy et T(vy) =
wa.

T('Ul) + T(Ug) = T(Ul + Ug)

ce qui démontre la premiére partie. Montrons maintenant que Im(T) est
fermé sous la multiplication par un scalaire a € F. Prenons w € W et
veV /T(v)=w. On a donc :

aT(v) = T(av)
ce qui termine la démonstration.

Définition 3.6 (Surjectivité) Une application linéaire T € £ (V,W) est
dite surjective si et seulement si Im(T) = W.

Théoreme 3.1 (“des dimensions” ou “du rang”) Si Vet W sont des
espaces vectoriels de dimension finie et T € L (V,W) alors Im(T) est un
sous-espace vectoriel de W et :

dim(V) = dim(Im(T)) + dim(Ker(T))

Démonstration Soit V un espace vectoriel de dimension finie et T € L (V,W).

Prenons (uy,...uy) une base de Ker(T). On a donc dim(Ker(T)) = m.
Par le Théoréme 2.3 on peut rajouter des vecteurs a cette base de Ker(T)
pour former une base de V qui aura la forme (u, ..., Up, w1, ..., wy). Donc
dim(V') = m+n. Il nous faut donc montrer dim(Im(T')) = n. Pour ce faire
nous allons montrer que (Twy,...,Twy,) est une base de Im(T). Prenons
veV. Comme (uy,...,Un,W1,...,w,) est une base de V il existe a,b € R
tels que :

v=aiui + ...+ aptym + b1wi + ...+ bywy,

donc :

Tv=b0Tw +...+b,Tw,
car T est linéaire et (u1, ..., un) € Ker(T). On adonc Im(T) = span(biTwi+

...+b,Twy). Il nous faut donc montrer que (T'wy, . .., Twy,) est linéairement
indépendant. Prenons donc des scalaires ¢ € F tels que :
caTws +...+c,Tw, =0 (3.1)
< T(awr+ ...+ cpw,) =0
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donc (ciwi + ...+ cywy) € Ker(T). Or (uq, ..., uy) est une base de Ker(T)
donc il existe des scalaires d tels que :

awi+ ...+ cpw, =diug + ... +dyuy
cqwi + ... +epwy —diug — ... —dpuy, =0 (3.2)

Or (U1, ..., Un,w1,...,w,) est une liste linéairement indépendante donc 3.2
implique que tout les scalaires sont nuls donc ’équation 3.1 implique que
Twy, ... Tw, est linéairement indépendante.

Corollaire 3.1 Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie
vérifiant dim(V') > dim(W) alors il n’existe pas d’application linéaire injec-

tive de V dans W.
Démonstration Le théoréeme 3.1 nous donne :
dim (V') = dim(KerT) + dim(ImT)

et Im(T) € W donc dim(ImT) < dimW. Or dimW < dimV donc dim(ImT) < dimV
donc dim(KerT) # 0.

Corollaire 3.2 Si V et W sont des espaces vectoriels de dimension finie
vérifiant dim(V') < dim(W) alors il n'existe pas d’application linéaire sur-
jective de 'V dans W.

Démonstration Le théoréeme 3.1 nous donne :
dim(V') = dim(KerT) + dim(ImT)

Ab absurdo : Supposons qu’il existe une application T surjective. On au-
rait donc dim(ImT) = dimW ce qui nous donne dim(V') = dim(KerT) +
dim(W) donc dim(V) > dim(W) ce qui contredit I’hypothése dimV <
dimW .

3.2 Matrice d’une application linéaire

Définition 3.7 (Matrice) Soit m,n € N. Une matrice m-par-n est un ta-
bleau rectangulaire de m lignes et n colonnes de la forme :

a1,1 -.. Q1n

(3.3)

Gm,1 --- QAmmn
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Soit T € Z(V,W), (v1,...,v,) une base de V et (wy,...,w,) une base de
W. Pour tout k = 1,...,n il existe une combinaison linéaire unique de w
tels que :

T = a1 pwi + ... + Ay Wi

avec tout les a;, € FVj =1,...,n. Les a; définissent la matrice puisqu’ils
sont les coefficients par rapport aux bases choisies. Ainsi la matrice 3.3 est

la matrice de I’application linéaire T par rapport aux bases (vi,...,v,) et
(w1, ..., wm) notée M (T, (vi,...v,), (w1, ..., wn)). Cette matrice est construite
en remplissant chaque colonne k avec les coefficient de T'(vg).

Proposition 3.5 Mat(m,n,F') est un espace vectoriel.

Proposition 3.6 La multiplication d’une matrice A de termes a;, par une
matrice B de termes b;j, est la matrice AB de dimension m-par-n dont le
terme de la j© lignes et k¢ colonne est donné par :

n
§ aj,rbr,k
r=1

Proposition 3.7 SoitT € Z(V,W), (v1,...,v,) une base de V et (w1, ..., wn)
une base de W, alors :

M(Tv) = M(T)M (v)
Vv e V.
Démonstration Soit M (T") la matrice :

a1.1 -.. Q1n
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Soit v un vecteur de V alors T'(v) est donné par :

Tv = biTvi+...4+b,Tv,

m m
= b Z ajiw; + ...+ by, Z QjnW;
p =1
m
= Z(aj71b1 +...+ ajvnbn)wj
j=1
donc
a1,1b1 —+ ...+ al,nbn
M(T(v)) = :
am7161 + ...+ Cmebn

Définition 3.8 (Systéme linéaire) Un systéme linéaire de m équations
a n inconnues est défini par m équations du type :

ailxry + ...+ aipTy =
Am1Z1 + ...+ GmnTn = bm
avec a;; € F
Définition 3.9 (Solution) ¢ = (ci,...,¢y) est une solution du systéme si

et seulement si
aiic1+ ...+ aipcn, = b; Vi<i<m

Définition 3.10 (Systéme homogene) Le systéme est dit homogene si
b; = 0 pour tout 1 < i < m.

Remarque 3.1 (Calcul de l’inverse d’une matrice) Pour calculer l’in-
verse d’une matrice, il suffit d’y joindre la matrice identite puis d’effectuer
une élimination de Gauss-Jordan.

3.3 Inversibilité

Définition 3.11 (Application Inversible) Une application linéaire T € £ (V,W)
est inversible si il existe une application S € L (W, V) tel que ST est l’iden-
tité sur Vet T'S lidentité sur W. On dit alors que S est l'inverse T.

Proposition 3.8 L’nverse d’une matrice est unique.
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Démonstration Soit S et S’ deux inverses de la matrice T. Alors
S=81=S8(TS)=(ST)S' =18 =5

Proposition 3.9 Une application linéaire est inversible si et seulement si
elle est surjective et injective

Démonstration

— Sens Direct Supposons que U'application linéaire T est inversible et
montrons qu’elle est surjective et injective. Soit u,v € V et T'(u) =
T (v) alors :

w=T"1Tu) =T (Tv) =0

donc Tu = Tv implique uw = v alors T est injective. Montrons mainte-
nant que T est surjective. Soit w un vecteur de W. Alors w =TT (w)
donc w est dans Im(T) donc Im(T) = W ce qui revient a dire que T
est surjective.

- Sens indirect : Supposons donc que T est injective et surjective
pour montrer que T est inversible. Pour tout w de W définissons S(w)
Punique élément de V tel que T(S(w)) = w. TS est l'identité sur W,
montrons que ST est l'identité sur V : soit v € V alors :

T(ST(v)) = (TS)(Tv) =I(Tv) =Tv
ST(v) =wv

la derniere égalité vient du fait que T est injective. Il reste a montrer
que S est linéaire (ce qui est trivial).
3.4 Isomorphisme

Deux espaces vectoriel sont dits isomorphes si et seulement si il existe
une application linéaire inversible d’un espace dans ’autre.

Théoreme 3.2 Deux espaces vectoriels sont dits isomorphes si et seulement
st ils ont méme dimension.

Démonstration
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- Sens direct : supposons que V et W sont des espaces vectoriels iso-
morphes de dimension finie. Il existe donc une application linéaire
inversible T de V dans W. Comme T est inversible elle est injective,
donc Ker(T) = {0} et T est surjective donc Im(T) = W. De plus
dimV = dim(Im(T)) + dim(Ker(T)) donc dim(V') = dim(W).

- Sens indirect : supposons V et W des espaces vectoriels de dimension
finie de méme dimension et montrons qu’ils sont isomorphes. Soit
(v1,...,v,) une base de V et (wy,...,w,) une base de W et T une
application linéaire de V dans W définie par :

T(a1v1 + ...+ apvy) = aqwi + ... + apwy

T est injective car (wy,...,wy,) est linéairement indépendant (ce qui
implique que Ker(T) = {0}) et T est surjective car (vi,...,v,) est
linéairement indépendant. Donc T est inversible ce qui par définition
revient a dire que V et W sont isomorphes.

Proposition 3.10 Soit (vy,...,v,) une base de V et (w1, ..., wy) une base
de W. Alors M est une application linéaire inversible de £ (V,W) dans
Mat(m,n,F)

Démonstration Montrons que .# est inversible et commencgons par
montrer que M est injective. Soit T € L (V,W) et M(T) = 0, on a donc
Tvg = 0 pour k = 1,...,n. Or vy,...,v, est une base de V donc T =
0. Donc 4 (T) = 0 impilqgue T = 0 ce qui revient a dire que .# est in-
jective. Montrons maintenant que . est surjective. Soit A un matrice de
Mat(m,n,F) et T € L (V,W) tel que la matrice A soit celle de l’application
T par rapport aux bases de V et W définie ci-dessus. Clairement 4 (T) = A
donc Im(A) = Mat(m,n, F) ce qui revient a dire que M est surjective.

Proposition 3.11 Si Vet W sont des espaces vectoriels de dimension finie
alors L (V,W) est de dimension finie et

dimZL(V,W) = dim(V)dim(W) (3.4)

Démonstration dim(Mat(m,n,F)) =mn = dim(ZL(V,W)). Il suffit
de poser dim(V') =m et dim(W) = n.

Définition 3.12 (Opérateur) Une application linéaire d’un espace vecto-
riel dans lui-méme est un opérateur.
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Théoreme 3.3 (“pour les paresseux”) Soit V un espace vectoriel de di-
mension finie. SiT € Z(V') alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. T est inversible
2. T est injective

3. T est surjective

Démonstration Si T est inversible alors, par définition T est injec-
tive et surjective. Montrons que T est injective implique T est surjective.
Si T est injective alors Ker(T) = {0} donc dim(Im(T)) = dim(V) —
dim(Ker(T)) = dim(V') donc T est surjective. Il ne nous reste plus qu’a
montrer que T surjective implique T inversible. T est surjective implique
dim(V') = dim(Im(T)) donc dim(Ker(T)) = 0 donc T est injective, donc
T est inversible.



Chapitre 4

Valeurs et Vecteurs Propres

4.1 Espaces invariants

Définition 4.1 (Espace invariant) Soit T' € £ (V) et U un sous-espace
vectoriel de V. Si pour tout uw € U, T'(u) € U alors on dit que U est invariant
sous T.

Définition 4.2 (Valeur propre) Un scalaire A € F est une valeur propre
de Vopérateur T € L(V) si il existe un vecteur non-nul v € V tel que
Tu = Au. L’ensemble des valeurs propres est noté Spec(T) :

Spec(T) = {\ € F/\ est une valeur propre de T }

Définition 4.3 (Vecteur Propre) Un vecteurv € V est un vecteur propre
associ€ a la valeure propre A € F si Tu = Au.

Théoreme 4.1 Soit T € L (V) et A1,..., A\ € F des valeurs propres dis-
tinctes de T avec vy, ..., vy les vecteurs propres associés. Alors (vi, ..., Um)
sont linéairement indépendants.

Démonstration Ab absurdo Supposons (vi,...,vy) linéairement dépendants.
Soit k le plus petit entier positif tel que vy € span(vi,...,vg—1). Il eziste
donc des scalaires a1, ...,ax_1 € F tels que :
Vp = a1 + ...+ Qp_1Vk_1 (4.1)

en appliquant T des deux cotés :

AU = G101 + . Q1 Af—1Vk—1 (4.2)

24
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en multipliant [’équation 4.1 par A\i et en la soustrayant a 4.2 il vient :
0= a1(>\k — )\1)’01 + ...+ ak,l()\k — /\kfl)’ukfl

or par hypothese (v1, ..., vx_1) est une liste de vecteur linéairement indépendants
donc tout les a; doivent étre nuls ce qui revient a dire que vy = 0 ce qui
contredit I’hypothése selon laquelle tout les v sont non-nuls.

Corollaire 4.1 Tout opérateur sur un espace vectoriel V admet au plus
dim(V') wvaleur propres distinctes.

Démonstration Soit T € L(V), Ai,..., Am € F des valeures propres
associées aux vecteurs propres vi, . . ., Um. Le théoreme 4.1 implique m < dim(V).

4.2 Matrices Triangulaires Supérieurs

Théoreme 4.2 Tout opérateur sur un C-espace vectoriel de dimension finie
admet au moins une valeur propre.

Démonstration Soit V un espace vectoriel de dimension n et T €
ZL(V). En prenant v € V on a (v,Tv,T?v,...,T™) une liste de vecteurs
forcément linéairement dépendantes puisque la liste est de longueur n + 1.
1l existe donc ag, . ..,a, € C non tous nuls tels que :

0O=aw+aTv+...+a,T"v (4.3)

Soit m le plus grand entier tels que a,, est non-nul et prenons les a; comme
coéfficient d’un polynome de la forme :

agtarz+ ...+ apzy =c(z—A)... (2 — \p)
avec ¢ € C non nul et \; € C. L’équation 4.3 devient donc :

0 = aw+aTv+...+a,T™
= (aol + a1 T+ ...+ a,T" V)
= clz=A)...(z=A\pD)v
ce qui implique qu’au moins un T — NI n’est pas injective (sinon il serait

impossible d’avoir (T'— N I)v = 0...). Il existe donc un vecteur v tel que
(T — Xil)v =0 ce qui revient a dire que T a une valeure propre.
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Proposition 4.1 Soit T € L(V) et (v1,...,v,) une base de V. Les propo-
sitions suivantes sont équivalentes :

1. la matrice de T par rapport a la base (vi,...,v,) est triangulaire
supérieure.

2. Tvy, € span(vi,...,vE) pour tout k =1,...,n.

3. span(vi,...,vx) est invariant sous T pour tout k =1,...,n.

Démonstration Par définition la d’une matrice triangulaire supérieure,
les deux premiéres proposition sont équivalentes. Trivialement la troisieme
proposition implique la seconde. Il ne reste donc plus qu’a démontrer que

la seconde implique la troisiéme. Soit k € {1,...,n}. On a donc T(vg) €
span(vy,...,vi) donc siv € span(vi,...,vx), T(v) € span(vy,...,v), donc
span(vy,...,v) est invariant sous T.

Théoreme 4.3 Soit T € L (V) avec V un C-espace vectoriel. Alors il existe
une base de V tel que la matrice associée a U'application T soit triangulaire
supérieure.

Démonstration Procédons a une démonstration par réccurence sur
la dimension de V. Pour une dimension 1, le résultat tiens. Supposons
dim(V) > 1 et qu’il existe une base par rapport a laquelle la matrice de
T est triangulaire supérieure. V étant un C-espace vectoriel, T admet au
moins une valeure propre. Soit A € C cette valeur propre et posons

U = Im(T — \)

T — M n’est pas injective (par définition de la valeure propre) donc d’apreés
le Théoréme 3.3, T — Al n’est pas surjective, donc dim(U) < dim(V'). De
plus on a :

Tu=Tu+ M u— A u=(T—MN)u+ \u

or (T —X)u €U et \u € U donc Tu € U. T|,, est donc un opérateur sur
U. Or d’apres Uhypothese de réccurence (T'— \I) a une matrice triangulaire
supérieure ce qui revient a écrire :

Tuj € span(ui, ..., u;)

en rajoutant des vecteurs a la liste (uy, . .., uy) on obtient la liste (uy, ..., Un,v1,. ..

base de V. Pour tout k on a donc :

Tvg = (T — MX)vg, + Mg
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de par la définition de U, (T — A )vg € span(uq,...,vy) on a donc :
Toy € span(uy, ..., Un, V1, .., V%)

donc d’aprés la Proposition 4.1, T a une matrice triangulaire supérieure par
rapport & la base (Ui, ..., Um,V1,...,0p).

Proposition 4.2 Soit T € £ (V) ayant une matrice triangulaire supérieure
par rapport a une certaine base de V. T est inversible si et seulement st tout
les termes sur la diagonale de la matrice sont non-nuls.

Démonstration

- Sens direct : Démontrons d’abord que si une des valeurs de la dia-
gonale, dison A\, est nulle alors la matrice associée a l'application T
n’est pas inversible. St A1 = 0 alors clairement T n’est pas injective,
donc pas bijective, donc pas inversible. Supposons maintenant A\ = 0
avec k = 2,...,n. On a donc T(vg) € span(vi,...,vk—1). On peut
donc définir une nouvelle application linéaire :

S span(vi,...,vx) — span(vy,. .., vg—1)

span(vy,...,v) est de dimension k et span(vi,...,vk—1) est de di-
mension k — 1 donc S ne peut pas étre injective. Elle n’est donc pas
bijective donc pas inversible.

- Sens indirect : Supposons T non-inversible et montrons que cette
proposition impliqgue un A\, nul. Si T n’est pas inversible alors T n’est
pas injective (car pour un opérateur injectivité, surjectivité et bijecti-
vité sont équivalents, Théoréme 3.3). Il existe donc un vecteur v non

nul et des scalaires a1, ..., ay tels que
Tv) = 0
T(ajvr +...,axvg) = 0
(a1Tvy + ...+ ag—1Tvg—1) +axTvr, = 0 (4.4)
avec (v1,...,vy,) une base de V. Clairement le premier terme appar-
tient a span(vi,...,vg—1) et le second appartient aussi car l’équation
4.4 implique (a;Tvy + ... + ag—1Tvp—1) = —arTvi ce qui revient a
dire Tvy € span(vy,...,vg). Donc le coefficient de vy est nul lorsque
de T'vy, est exprimé par rapport a la base (vy, ..., v,). Ce qui démontre
A = 0.

Proposition 4.3 Soit T € £ (V) dont la matrice associée est triangulaire
supérieure par rapport a une certaine base de V. Les wvaleurs propres de
Uapplication T sont les entrées sur la diagonale de la matrice associée.
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Démonstration Soit (vy,...,v,) une base de V alors la matrice de T
par rapport o cette base est donnée par :

A1 *
A2
M(Tv (Ula 7vn)) =
0 An
et pour un scalaire A
AL — A *
Ao — A
M(Ti AI’ (Ula'” 7vn)) =
0 An— A
A est une valeur propre de T si et seulement si A = A\, pour unk € {1,...,n}

4.3 Matrice diagonale

Définition 4.4 (Matrice Diagonale) Une matrice est dite diagonale si
tout les termes en dehors de la diagonale sont nuls.

Proposition 4.4 Si T € Z(V) a dim(V) valeurs propres distinctes alors
T admet une matrice diagonale par rapport a une certaine base de V.

Démonstration Puisque T a dim(V') valeurs propres distinctes, T a
dim(V') wvecteurs propres associés. Or les vecteurs associés a des valeurs
propres distinctes sont linéairement indépendants. Donc cette liste de vec-
teurs fournit une base de V. Par rapport a cette base, la matrice de T est
diagonale.

Proposition 4.5 Soit T' € Z(V). Soit A1,..., A\, des valeurs propres dis-
tinctes de T. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. T a une matrice diagonale par rapport a une base de V.
2. V a une base construites par les vecteurs propres de T.

3. il existe des espaces vectoriels V uni-dimensionels Uy, ...,U,, inva-
riants sous T tel que V =Ui + ...+ Up,.

4. V=Ker(T—MI)®...® Ker(T — \,,1).
5. dim(V) =dim(Ker(T — MI)) + ...+ dim(Ker(T — X\, 1))
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Démonstration

1. La Proposition 4.5 démontre I’équivalence des deux premiéres proposi-
tions.

2. Supposons maintenant que V posséde une base de vecteurs propres de
T en posant U; = span(v;) on a bien une somme directe d’espace
vectoriels invariants sous T. Donc la proposition 2 implique la 3.

3. Supposons maintenant la proposition 3 et démontrons qu’elle implique
la 2. On procéde a la méme désmontration que précédement, mais dans
“Vautre sens”.

4. Supposons maintenant la proposition 2 et montrons la 4. On a donc
tout vecteur v € V' exprimé comme combinaison linéaire des vecteurs
propres de T, soit :

V=FKer(T—MI)+...+ Ker(T — A\pI) (4.5)

Cette somme est directe car les espaces propres associés a des valeurs
propres distinctes sont linéairement indépendants. La définition de la
somme directe et la proposition 4 implique la proposition 5.

5. Démontrons finalement que la proposition 5 implique la 2. On a
dim(V) = dim(Ker(T — 1))+ ...+ dim(Ker(T — A\, 1))

Formons une liste de vecteurs (vy, ..., vy) propres de T. Pour montrer
que cette liste est linéairement indépendante prenons un vecteurs v de
V' et montrons que la seule maniére d’avoir v = 0 lorsqu’il est exprimé
dans la base (v1,...,v,) et d’avoir tout les scalaires ay,...,a, € F
nuls, soit :

v=a1v1 +...+apv, =0

or les vy sont des wvecteurs des espaces propres de T, donc la seule
maniere d’avoir v = 0 est de prendre tout les ap, = 0. Les vy,...,v,
sont donc lindirement indépendants et forment donc une base de V.

4.4 Espaces invariants sur des R-espaces Vecto-
riels

Théoreme 4.4 Tout opérateur sur un R-espace vectoriel de dimension finie
a un sous-espace invariant de dimension 1 ou 2.
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Démonstration Soit V un R-espace vectoriel de dimension n > 0 et
T ¢ L(V). Soit v#0 €V alors la liste de vecteurs (v, Tv,T?v,...,T"V)
ne peut pas étre linéairement indépendantes puisqu’elle est de longueur n+1.
1l existe donc des scalaires ag, . ..,a, € R non tous nuls tels que :

0=apv+arTv+...+a,T™v

Utilisons ces scalaires pour construire un polynome de degré n que nous
écrivons sous sa forme factorisée :

clx—X)...(x = An)(@® +arz+B1) ... (2* + ayz + Bu)
On a donc :

0 = aww+aTv+...+a,T™
= (T = MI)...(T=X\pD)(T*+ T+ B1I) ... (T? + ayT + Bar)v

ce qui revient a dire qu’au moins un des (T —MI) ou un des (T?+axT+PBrI)
n’est pas injectif. Si (T — A\ I) n’est pas injectif alors T a un espace invariant
de dimension 1 qui est [’espace propre associé a la valeur propre M. En
revanche si c’est un des (T? 4+ axT + BrI) qui n'est pas injectif alors on
a (T? + axT + BxI)v = 0. On cherche a trouver un espace invariant sous
T de dimension 1 ou 2. Prenons span(u,Tu). Tout élément de span(u,Tu)
est de la forme au + bTu, on a donc :

T(au + bTu) = aTu + bT?u
or T?u = —axTu — Bru, donc :
T(au+ bTu) = aTu — baxgTu — bfxu
donc T'(au + bT'u) € span(u,Tu).

Définition 4.5 (Projection) Soit U, V et W des espaces vectoriels tels
que V=U&W. Pyw € Z(V) défini par Pywv = u pour tout v € V est
la projection de V sur U “parallélement” a W.

Proposition 4.6 (Importante!!!) P est un projecteur si et seulement si
pop=p.

Théoreme 4.5 Tout opérateur sur un R-espace vectoriel de dimension im-
paire a une valeur propre.
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Démonstration Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. Procédons

d une démonstration par réccurence sur la dimension de V. Pour une dimen-
sion de 1 le théroéme tient. Supposons donc dim(V) un impair supérieur a
1. Le résultat tiens donc pour un sous-espace vectoriel de V de dimension
dim(V) —2. Soit T € Z(V). Si T a une valeur propre la démonstration est
finie, sinon on sait que T a un sous-espace vectoriel invariant U de V de di-
mension 2. Soit W un sous-espace vectoriel de V tel que V. =UDW. W est
de dimension dim (V') —2, on peut donc appliquer l’hypothese de réccurence.
T|w n’est pas nécessairement un opérateur sur W, on pose donc S € L (W)
tel que Sw = Py (Tw) pour tout w € W. L’hypothése d’induction implique
que S a une valeur propre A. Il nous faut maintenant chercher une valeur
propre de Ty 4 span(w)- Prenons donc un vecteur u+aw € U + span(w) avec
ueUetaclF, onadonc :

(T —A)(u+aw) = Tu— AU+ a(Tw— \w)
= Tu— u+a(Pyw(Tw) + Pwy(Tw) — Aw)
= Tu—u+a(Pyw(Tw) + Sw — Aw)
= Tu—Au+aPyw(Tw)

donc (T — AN )(u + aw) € U or dim(U + span(w)) > dim(U) donc (T —
M) | tspan(w) n'est pas injectif. Il existe donc un vecteur v € U + span(w) €
V tel que (T — M )v =0 ce qui revient a dire que T a une valeur propre.



Chapitre 5

Produit scalaire

5.1 Produit scalaire

Définition 5.1 (Forme) Soit V' un F-espace vectoriel. Une forme sur V

est une application
¢p:VxV-F

Définition 5.2 (Forme symétrique) Une forme ¢ : V x V — F est dite
symétrique si pour tout u,v € V :

¢(u,v) = ¢(U, u)

Définition 5.3 (Forme bilinéaire) Une forme ¢ : V xV — T est dite
bilinéaire si pour tout oy, 1, a2, P2 € F et pour tout ui,vi,us,vo € V :

P(ar1ur+B1v1, agua+Bav2) = andad(ur, ug)+ai Bad(ur, va)+B1a2¢(v1, uz)+51 B2 (v1, v2)

Définition 5.4 (Forme définie positive) Une forme ¢ : V xV — F est
dite définie positive si pour tout v € V :

d(v,v) >0 et p(v,0)=0=0v=0

Définition 5.5 (Produit scalaire) Un produit scalaire sur un espace vec-
toriel V est une forme symétrique, bilinéaire, définie positive qui a tout
couple d’éléments u,v € V associe le nombre (u,v) € F wvérifiant les pro-
priétés suivantes :

1. positivité (v,v) > 0 pour tout v € V.

2. définitivité (v,v) =0 si et seulement si v = 0.

32
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3. additivité du premier élément (u + v, w) = (u,w) + (v,w) pour tout
u,v,w e V.

4. homogénéité du premier élément : (av,w) = a{v,w) pour tout a € F
etu,v eV

5. symétrie conjuguée (v, w) = (w,v) pour tout v,w € V.

Définition 5.6 (Espace préhilbertien) Un espace vectoriel préhilbertien
V' est un F-espace vectoriel muni d’un produit-scalaire. V' peut-étre de di-
mension infinie !

Définition 5.7 (Espace Euclidien) Un espace Euclidien est un espace
préhilbertien de dimension finie sur R.

Définition 5.8 (Espace Hermitien) Un espace Hermitien est un espace
préhilbertien de dimension finie sur C.

5.2 Norme

Définition 5.9 Soit v € V. La norme de V dénotée ||v|| est donnée par :
[lvl] = v/ (v, )

Définition 5.10 (Orthoganlité ou perpendicularité) Soit u,v € V. u
et v sont dits orthogonaux (ou perpendiculaires) si et seulement si

(u,v) =0

Théoreme 5.1 (de Pythagore) Soit u,v € V deux vecteurs orthogonaux.
Alors

[+ ol* = [ul* + ||v]|*

Démonstration wu,v € V orthogonauz.

||u—|—v||2 = (u+v,u+v)
= Jul]® + [[o]]* + (u,v) + (v, u)
= Jul]*+ []o]?

Théoreme 5.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Siu,v € V alors :

[{w, ) < Jul[[o]|
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Démonstration Considérons la décomposition orthogonale de u sur v
etw :

d’apres le théoréeme de Pythagore, on a :

(u, v)
[lol[?

2
= ] H Tl

2 2
= + ||w]]
v

et en multipliant les deux cotés de l'inégalité par ||v||? on obtient le résultat.

Théoreme 5.3 (Inégalité triangulaire) u,v € V ||[v + wl|| < ||v|| + ||w]]

Démonstration
Hv—i—wHQ = (v+w,v+w)
= (v,0) + (v,w) + (w,v) + (W, w)
= |PI]* + (v, w) + (v, w) + [Jw||?
or
(v,w) + (0, 0) = 2Re(v,w)
< 2|(v,w)|
donc
lo+wl” = [Jo]* +2[(v, w)| + ||w]|]®
< ol? + [Jw]

5.3 Bases orthonormales

Définition 5.11 (liste de vecteurs orthogonaux) Une liste de vecteur
unitaires (e1,...,ey) est dite orthogonale si et seulement si :

(ei,ej) =0 V1<i,j<mn, i#j
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Proposition 5.1 Soit (eq,...,e,) une liste orthonormale de vecteurs de V.
Alors

larer + ... + amem|]? = a1 |* + ... + |am|?

Corollaire 5.1 Toute liste de vecteurs orthonormaux est linéairement indépendnante.

Démonstration Soit (ey,...,ey) une liste de vecteurs linéairement
ndépendants et a1, ...a, € F des scalaires tels que aje1 + ...+ amen, = 0.
On a donc |a1|> + ...+ |am|* = 0 ce qui implique que tout les a; = 0.

Définition 5.12 (Base othonormale) Une base orthonormale de V est
une base de V formée de vecteurs orthonormaux.

Théoreme 5.4 Soit (eq,...,e,) une base orthonormale de V, et v un vec-
teur de V
Alors
v = (vyer)er + ...+ (v,ep)en
[0 = Ko,en)? + ...+ [(v,en)]
Démonstration v € V donc il existe des scalaires aq,...,a, € F tels

que v = aiel + ...+ apv,. En prenant le produit scalaire des deux cotés de
léquation avec e; on a (v,ej) = a; et avec (Proposition 5.1) on en déduit
la seconde équation.

Théoreme 5.5 (Gram-Schmidt) Soit (vy,...,vy) une liste de vecteurs

linéairements indépendants de V.

Alors il existe une liste de vecteurs orthonormauz (e, ..., en) tel que
span(vy, ..., Uy) = span(eq, ..., emn)

Démonstration Pour la démonstration utilisons le procédé de Gram-
Schmidt.

Pour construire le premier vecteur e; normalisons vi. Donc e = 2

f[od]]

Pour

construire tout les autres vecteurs (récursivement) utilisons :

_ v (vjiejor)ejo1 — ... — (v, er)er
[vj = (vj,ej-1)ej—1 — ... — (vj,er)en]|

€j
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Clairement la norme des e; est 1, donc c’est bien une liste de vecteurs uni-
taires. De plus, pour tout 1 < k < j

v; — (U',€j71>€j71 — ... (Uj,€1>€1
(e ej) = (T—2 ek)
Y lvj = (vjsej-1)ej1 = . = (vj enenl’
_ (vj, ex) = (vj, ex)
[vj = (vj, ej-1)ej—1 — ... = (vj, er)en]

=0
Donc la liste est aussi orthogonale.

Corollaire 5.2 Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base
orthonormale.

Démonstration 1[I suffit d’utiliser le procédé de Gram-Schmidt pour
obtenir une telle base a partir de n'importe quelle base de cette espace vec-
toriel.

Corollaire 5.3 Tout liste de vecteurs orthonormauz de V peut-étre étendue
pour devenir une base orthonormale de V.

Démonstration 1[I suffit de rajouter a la liste de vecteurs orthonor-
mauz suffisament de vecteurs linéairement indépendants pour former une
base de V, puis appliquer le procédé de Gram-Schmidt a cette base.

Corollaire 5.4 SoitT € (V). Si T admet une matrice triangulaire supérieure
par rapport a une certaine base de V alors T admet une matrice triangulaire
supérieure par rapport a une certaine base orthonormale de V.

Démonstration Soit (v1,...,v,) une base de V. Si T admet une ma-
trice triangulaire par rapport a cette base alors

T(vg) € span(vy, ..., vg)

En appliquant le procédé de Gram-Schmidt a (v1, ..., vx) il vient (eq, ..., ex)
vérifiant :

span(ey,...,ex) = span(vy,..., V)

donc T est invariant par rapport a (e1,...ex) pour tout k < dim(V') ce qui
revient a dire que T admet une matrice triangulaire supérieure par rapport
a une base orthonormale.
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Corollaire 5.5 Soit V un C-espace vectoriel et T € L(V). Alors T admet
une matrice triangulaire supérieure par rapport a une certaine base ortho-
normale de V.

Démonsatration D’apres le Théoréme /.3 chaque opérateur sur un
C-espace vectoriel admet une matrice triangulaire supérieure et d’aprés le
Corrollaire 5.4 l'opérateur admet une matrice triangulaire par rapport a une
base orthonormale.

5.4 Projection orthogonale et probeme de minimi-
sation

Définition 5.13 (Complément orthogonal) Soit S un sous-espace vec-
toriel de V. Le complément orthogonal de S, noté S+ est le sous-ensemble
défini par :

St={veV/vLwVweS}

Théoreme 5.6 Soit U un sous-espace vectoriel de V,
alors

V=UaU"

Démonstration Soit U un sous-espace vectoriel de V.
Commencons par montrer que V. =U + U~L.

Soit (e1,...,em) une base orthonormale de U et v € V.
Alors
v=(v,e1)er+ ...+ (v,em)em +v — (v,e1)er — ... — (v, em)em
et posons u = (v,e1)e1+...+ (v, em)em et w =v—(v,e1)e1—...—(V, €m)em.

welU etweUt car pour tout 1 <k <m
(w,er) = (v,ex) — (v,ex) =0

De plus, siv € UNU™L alors v est normal & tout vecteur de U dont lui-méme,
donc (v,v) =0 ce qui implique v =0 et finalement U N U+ = {0}.

Corollaire 5.6 Si U est un sous-espace vectoriel de V alors (U+)+ = U
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Démonstration

~ D : Montrons d’abord U C (UL)*
Soit uw € U alors (u,v) =0 pour tout v € UL. Or u est normal a tout
vecteur de U+ donc u € (UL)* .

~ C : Supposons maintenant v € (UL)*. Il existe doncu € U et w € U+
tel que v =u-+w. Doncw=v—ucU*+. Orve (UL)t etuecUC
(UHL donc v —u =w € (UY)*. Donc v —u € U+ N (UH)L done
(v —u,v —u) =0 donc v = u. Ainsi v € (U+)* implique v € U.

Théoreme 5.7 (de la meilleur approximation) Soit U un sous-espace
vectoriel de V et v € V. Alors

lv = Pool| < v —ull

pour tout w € U avec Pyuv la projection orthogonale de v sur U.

Démonstration Soit u € U alors
lv = Pyolf* < v = Pov||? + || Pov — ul|?
et d’apres le théoréme de Pythagore
Jo—Pool? = o= Pyv+ Py —uf]?
= flv—ul?

Proposition 5.2 (Méthode des moindres carrés) Pour trouver la meilleur
approzimation d’un systeme linéaire qui n’a pas de solutions, il faut :

1. calculer Pry,a)b

2. trouver v € F" tel que Av = Ppy,4)b.

Définition 5.14 (Systéme normal) Le systéme normal associé au systéme
Az = b est A'Ax = A'b.

5.5 Fonctionnels linéaires et adjoints

Définition 5.15 (Fonctionnel Linéaire) Soit V unF-espace vectoriel muni
d’un produit scalaire.
Un fonctionnel linéaire sur V est une application linéaire T € £ (V,F).

Proposition 5.3 Soit T € Z(V,F).
Alors il existe un unique vecteur v tel que

T(u) = (u,v)
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Démonstration Commencons par montrer qu’il existe un vecteur v €
V' tel que pour tout u € V, T(u) = (u,v).

Soit (e1,...,en) une base orthonormale de V, alors
T(u) = T(u,er)er + ...+ (u,eq)en)
= (w,e)T(er) + ...+ (u,en)T(en)
= (u,T(e1)er +...+ T(en)en)

En posant v = T(e1)e1 + ... + T(en)en on a donc montrer qu’il existe un
vecteur v € V tel que T(u) = (u,v). Montrons maintenant, par l’absurde
que ce vecteur est unique. Soit vi,vy € V tels que pour tout u € V :

T(u) = (u,v1) = (u,va)
on a donc
0 = (u,v1)— (u,v2)
= (u,v; —v2)
cette relation est vraie pour tout vecteur uw € V, en particulier pour u =
vy — v, ce qui implique v1 —ve = 0 et finalement vy = vs.

Définition 5.16 (Adjoint) Soit T € L (V,W).
L’adjoint de T est l'application T*(W, V') tel que pour tout w € W

(Tv,w) = (v, T"w)
pour tout v € V.

Proposition 5.4 (Importante!) Soit T € Z(V,W) et a € F.
(S+T) =8*+T*

2. (aS)* = as*

3. 51T e ZL(V), alorsT* € L(V) et (T*)" =T.

4 (1) =1d,

5.5 W, U), TeL(V,W) alors (T oS)*=S5*oT*

~

Proposition 5.5 Soit T € Z(V,W). Alors

Ker(T*) = Im(T)*

Im(T™)

Ker() = (Im(T *)L
m(T)
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Démonstration Siw e W, alors :

we Ker(T*) & Trw=0
& (v, T"w)y =0
< (T(v),w) =0
& we Im(T)*t

Définition 5.17 (Conjuguée Transposée) La conjuguée-transposée d’une
matrice m par n A est la matrice n par m, notée A*, obtenue en échangeant
les colonnes et les lignes puis en prenant le conjugué complexe de chaque
élément de la matrice.

Définition 5.18 (Matrice symétrique et hermitienne) Si
1. A€ Mat(n,n,R) et A = A* alors A est symétrique.
2. A€ Mat(n,n,C) et A= A* alors A est hermitienne.

Proposition 5.6 Soit T € Z(V,W), (e1,...,en) une base orthonormale
de Vet (f1,..., fm) une base orthonormale de W.
Alors

M(T*, (fi,--s fm), (€1, €n))

est la conjuguée transposée de
M(T? (61, .. 'aen)v (fl" . afm))

Démonstration Soit T € L (V,W), (e1,...,en) une base orthonor-
male de V et (f1,..., fm) une base orthonormale de W. La k¢ colonne de
M(T) est donnée par ’expression des T (ey) par rapport a la base (f1,..., fm)-
Comme (f1,..., fm) est une base orthonormale les coefficients des T'(ex)
sont donnés par :

T(ex) = (Tex, fr)fi+ ...+ (Tex, fm) fm

donc le k¢ élément de la ligne j est donné par (T'(ey), f;)-

De méme en prenant 7™ au lieu de T' et en inversant les les roles des e;
et fr on a lélement de la j¢ ligne et de la k® colonne de M (T*) donné par
(T*(fr),e5) = (fx, T(ej)) = (T'(fx),ej) qui est égal au conjugué de I’élement
de la k° ligne et de la j¢ colonne de M(T).



Chapitre 6

Opérateur sur espace
vectoriel muni d’un produit

scalaire

6.1 Opérateur auto-adjoint et Normal

Définition 6.1 (Auto-adjoint) Une application T est dite auto-adjointe

si et seulement si T = T™*.

Proposition 6.1 Toute valeur propre d’un opérateur auto-adjoint est réelle.

Démonstration SoitT € £ (V') un opérateur auto-adjoint. Soit A € F
une valeure propre associée au vecteur v. On a donc :

Aol* =

(A, v)
(Tw,v)
(v, T*v)
(v, Tv)
(v, \v)

v, v)

done A = \ ce qui revient & dire que \ € R.

Proposition 6.2 Soit T € £ (V) avec V' un C-espace vectoriel muni d’un

produit scalaire vérifiant :

(Tv,v) =0

41

Yv e V.
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alors T = 0.
Démonstration
(Tu,w) = (T(u+ w),u+ w) ; (T(u—w),u —w)
n l(T(u +iw),u + iw) — (T(u — iw), u — jw) o eV

4
(6.1)

st (Tv,v) = 0 alors pour tout v € V ’équation 6.1 implique (Tu,w) = 0,
donc T = 0.

Définition 6.2 (Normal) Un opérateur T € £ (V) est normal s’il com-
mute avec son adjoint, c’est-a-dire

TT* =TT
L’appélation “normal” pour de tels opérateurs découle du Corollaire 6.2.

Proposition 6.3 (Importante) Un opérateur T € £ (V') est normal si et
seulement si ||T*v| = ||Tv|| pour tout v € V.

Démonstration Soit T € L (V). T est normal ce qui est équivalent a

T -TT* =0
& (I'T —TT*v,v) =0 YoeV
& (T"Twv,v) = (TT v,v)
& |Tvl|l = [T

Corollaire 6.1 Soit T € Z(V) normal et v un vecteur propre de T associé
a la valeur propre A € F. Alors v est un vecteur propre de T™ associé a la
valeur propre \.

Démonstration Comme A € F est une valeur propre de T' associée au
vecteur propre v, (T—XI)v = 0, donc |[(T—=AI)v|| = 0. Or T est normal, donc
d’aprés la (Proposition 6.3), 0 = ||(T—X)v|| = |[(T—XI)*v|| = [|[(T*—X)v||
donc X\ est une valeur propre de T associé a v.

Corollaire 6.2 Si T € Z(V) est normal, alors les vecteurs propres de T'
associé a des valeurs propres distinctes sont normaud.
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Démonstration Soit T € £ (V) un opérateur normal avec o, 3 des
valeurs propres de vecteurs propres associés u,v. Par définition, T'(u) = au
et T(v) = pv et d’apreés le Corollaire 6.1 T*(v) = Bv, d’ou :

(= B){u,v) = (au,v) —(u, BU>
= (Tu,v) — (u,T"v)
=0 (6.2)

or a # [ donc 6.2 implique u normal a v.

Théoreme 6.1 (Spectral Complexe) Soit V un C-espace vectoriel et T €
Z(V).

Alors V' a une base orthonormale formée par les vecteurs propres de T si et
seulement si T est normal.

Démonstration

- Sens direct : Supposons que V a une base orthonormale de vecteurs
propres de T'. Par rapport a cette base, la matrice de T' est diagonale.
La matrice de T™ est obtenue en prenant le conjugué des termes de la
transposée de la matrice de T, donc la matrice de T™ est aussi dia-
gonale. Les deux matrices étant diagonales elles commutent, donc T
doit étre normal.

- Sens indirect : Supposons maintenant T normal. D’aprés le Corol-
laire 5.5 il existe donc une base orthonormale (e1,...,e,) de V par
rapport a laquelle la matrice de T est triangulaire supérieure donc :

a1l ... Qin
M(T, (el,...,en)) =
Qnn,

Montrons maintenant que cette matrice est en fait diagonale. Claire-

ment
| Ter]|* = a1 f?
et
HT*€1H2 = ’CL1|2 + ...+ \aln\Q
et d’aprés la Proposition 6.5 ||T*e1| = ||Tei| donc |aa|* + ... +
|a1n’2 = 0 ce qui est équivalent a a1 = ... = a1, = 0. En procédant

ainsi pour tout les Te; il vient que tout les termes en dehors de la
diagonale sont nuls.
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Lemme 6.1 SoitT € £ (V) un opérateur auto-adjoint. Si o, f € R vérifient
a? < 48 alors T? + oT + BI est inversible

Démonstration Soit v un vecteur non-nul de V, on a donc :
(T? +aT + Bhv,v) = (T?v,v) + a(Tv,v) + B{v,v)
= (T, Tv) + a(Tv,v) + Bl|v|?
170l + || Tl o] + Bllv]|?

2
(ot = ) (- <) o

0

V

Y

Lemme 6.2 Soi T € £ (V) auto-adjoint. Alors T a une valeur propre.

Démonstration Supposons V' un R-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire et dim(V') = n. La liste de vecteurs (v, T, ...,T™v) ne peut pas étre
linéairement indépendante puisqu’elle est de longueur n + 1. 1l existe donc
des scalaires ag, . ..,a, € R tels que

0=apv+...+a,T™v
Supposons maintenant que les a; sont les coefficients d’un polynéme donc :

ap+arx+ ... +az”
= clz—N\)...(z =2 )@+ a1z +B3)... (2% + ayz + Bu)
avec ¢ #0. On a donc :
0 = aw+...+a,T™
= (ap+...+a,T")v
= (T =X\).. . (T =) (T*+ 1T+ 1) ... (T* + apT + Bar)v
or T est auto-adjoint donc d’aprés le Lemme 6.1 tout les T? +ojz+ 35 sont
inversibles (donc (T? + o T + B3;)v # 0) donc
(T—X\)...(T—=XA\p)v=0 (6.3)
donc pour au moins un 1 < j <m (T — X\j)v =0, ce qui revient a dire T' a

une valeur propre.

Théoreme 6.2 (Spectral Réel) Soit V un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie et T € L(V). V a une base orthonormale formée par les vecteurs
propres de T si et seulement si T est auto-adjoint.
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Démonstration

- Sens direct : Supposons V. muni d’une base orthonormale de vec-
teurs propres de V. Par rapport a cette base la matrice de T est dia-
gonale. De plus tout les termes sont réels donc cette matrice est égale
a sa conjuguée transposée. Donc T = T*, ce qui revient a dire, par
définition, T est auto-adjoint.

— Sens indirect : Supposons maintenant T auto-adjoint et montrons
par réccurence sur la dimension de V que V' posséde une base ortho-
normale de vecteurs propres de T'. Le résultat tiens trivialement pour
dim(V') = 1. Supposons donc dim(V') > 1 et que le résultat tiens pour
tout dimension inférieure. Soit A une valeur propre de T’ et u le vecteur
propre associé que l’on rend unitaire (le Lemme 6.2 garantit [’existence
de cette valeur propre). Soit U = span(u). v € UL si et seulement si
(u,v) = 0. Supposons v € UL. Comme T est auto-adjoint :

(u,Tv) = (Tu,v) = (A\u,v) = ANu,v) =0

donc v € U implique Tv € UL, donc UL est invariant sous T. On
définit donc S = T|y;.. Prenons v,w € U+ :

(Sv,wy = (Tv,w) = (v,Tw) = (v, Sw)

donc S est auto-adjoint. Notre hypothése d’induction nous permet donc
de d’affirmer qu’il existe une base orthonormale de UL formée de vec-
teurs propres de S. Or les vecteurs propres de S sont des vecteurs
propres de T donc en rajoutant u ¢ une base orthonormale de UL de
vecteurs propres de S donne une base orthonormale de V' formée de
vecteurs propres de T'.

Corollaire 6.3 Soit T' € Z(V) un opérateur auto-adjoint (ou V un C-

espace vectoriel et T normal). Soit M1, ..., Ay les valeurs propres distinctes
de T. Alors

V=Ker(T—M)®...® Ker(T — \p)

De plus, tout vecteur d’un des Ker(T — \;) est normal a tout les vecteurs
de toute les autres décompositions.

Démonstration Le théoréme spectral (6.2 ou 6.1) implique que V a
une base orthonormale de vecteurs propres de T'.
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6.2 Opérateurs Normaux sur R-espaces vectoriels
muni d’un produit scalaire

Lemme 6.3 Soit V un R-espace vectoriel de dimension 2 et T € Z(V).
Alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. T est normal mats pas auto-adjoint.

2. la matrice de T par rapport o toute base orthonormale de V' est de la
forme
a —b
b «a
avec b # 0.
3. la matrice de T par rapport a une certaine base de V' est de la forme
a —b
b a
avec b > 0.

Démonstration

1. Supposons T normal mais pas auto-adjoint et (e1,ez) une base ortho-
normale de V avec :

Mat(T, (e1,e2)) = [ . fl ]

|Te1]|> = a® + b* et ||[T*e1||? = a® + . Or T est normal, donc
|T*e1]| = || Te1| soit a® +b* = a® + % ou encore b? = ¢* < (b=c) ou
(b= —c). Mais b= c implique T auto-adjoint, donc b = —c. En effec-
tuant le produit de Mat(T, (61,62)) sous la condition ¢ = —b avec

ca conjuguée transposée (donc Mat(TT*)) puis en identifiant avec
Mat(T*T) (les deux matrices sont égales car T' est normal) il vient la
condition d = a.

2. Supposons maintenant le deuxieme point. Si b > 0 implication est
triviale. Si b < 0 alors par rapport a la base (e1, —es2) la matrice de T
est donnée par :

Mat(T, (e1, —e2)) = [ _ab Z ]

avec —b > 0 donc Uimplication est aussi démontrée.
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3. Supposons maintenant la troisiéme proposition. En effectuant le pro-
duit TT* et T*T on constate on remarque qu’ils sont égauzx. De plus
T n’est pas auto-adjoint donc T est normal.

Proposition 6.4 Soit T € Z(V) normal et U un sous-espace invariant
sous T'. Alors :

1. UL est invariant sous T.

2. U est invariant sous T™.

3. (Tly)* = (T")|v

4. Ty est un opérateur normal sur U.

5. T|yv est un opérateur normal sur U+,

Démonstration

1. Soit (e1,...,em) une base orthonormale de U. Il est possible de ra-
jouter (fi,..., fn) pour que (e1,..., fn) soit une base orthonormale de
V. Comme U est invariant sous T, Te; € span(ey, ..., en) pour tout

1 < j <m. La matrice de T est donc donnée par :

Mat(T,(ela“'vf")):[A g}

avec A € Mat(m,m,R), B,C € Mat(n,n,R). T étant normal, pour
tout1 < j <m ||Te;|| = ||T"ej|| donc B = 0. Ainsi T fi, € span(fi,..., fm)
pour tout 1 < k < m ce qui revient a dire que (f1,..., fm) qui est une
base de UL est invariant sous T.

2. De méme U est invariant sous T™.

3. Soit S=T|y et v e U, alors pour tout u € U :
(Su,v) = (Tu,v) = (u, T*v)

or T*v € U donc S*v = T*v, ce qui revient a dire (T|y)* = T*|v.

4. T est normal, donc T commute avec T* et (T|y)* = T*|y donc Ty
commute avec son adjoint donc Ty est normal.

5. UL est invariant sous T et la restriction de T & un espace invariant
sous T est normal donc Ty est normal.
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Théoreme 6.3 Soit V un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire et
T e ZL(V). T est normal si et seulement si il existe une base orthonormale
de V' par rapport a laquelle T a une matrice diagonale par bloc, ot chaque
bloc est de dimension 1, ou 2 vérifiant :

o

Démonstration Supposons une base de V' telle que la matrice de T par
rapport a cette base vérifie I’énoncé du théoréeme. Par rapport a cette base la
matrice de T' commute avec sa conjuguée transposée, donc T commute avec
T* ce qui revient a dire que T est normal.

Supposons maintenant T normal et montrons par récccurence sur la dimen-
sion de V' que la matrice de T par rapport a une base orthonormée de V
prends la forme énoncée par le théoréme. Le résultat tiens trivialement pour
dim(V') =1 et pour dim(V') = 2 il suffit d’invoquer le Lemme 6.3. Suppo-
sons maintenant dim(V') > 2 et que le résultat tiens pour toute dimension
inférieure. D’apres le théoréme 4.4 il existe un sous-espace vectoriel U in-
variant sous T de dimension 1 ou 2.

avec b > 0.

1. si dim(U) =1 alors il suffit de prendre un vecteur de U de norme 1.
Ce vecteur forme une base orthonormale de U et donc la matrice de
T|u est carrée de dimension 1

2. st dim(U) = 2 alors d’aprés la Proposition 6./ T|y est normal et
d’apres le Lemme 6.3 la matrice T|y a la forme énoncée dans le
théoréme.

Ut est invariant (par Uhypothése d’induction) donc d’aprés la Proposition
6.4 T|yr est normal et d’aprés le Lemme 6.3 la matrice T|y a la forme
énoncée dans le théoréme. Ainsi en ajoutant la base de U & celle de U
il vient une base orthonormale par rapport a laquelle la matrice de T a la
forme demandée.

6.3 Isométrie

Définition 6.3 (Isométrie) Un opérateur T € L (V') est une isométrie si
et seulement si pour tout v € V

1Svll = o]
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Théoreme 6.4 Soit S € £ (V). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. S est une isométrie

2. (Su, Sv) = (u,v) pour tout u,v € V.

3. 8*S=1

4. (Sey,...,Sey) est une liste de vecteurs orthonormaux de V' si (ey, ..., en)
est une liste de vecteurs orthonoraux de V.

5. il existe une base orthonormale (e1, ..., ey,) de'V telle que (Sey, ..., Se,)

est orthonormale.

S* est une isométrie

(S*u, S*v) = (u,v) pour tout u,v € V.

SS*=1

(S*e1,...,S%ey) est une liste de vecteurs orthonormauz de V' si (eq, ..., ey)
est une liste de vecteurs orthonorauz de V.

L o NS

10. il eziste une base orthonormale (e1, ..., eyn) de 'V telle que (S*eq, ..., S"ey)
est orthonormale.

Démonstration

1. Supposons S une isométrie. Pour tout u,v € V :

| Su 4 Sv||? — ||Su — Svl|?

(Su,Sv) = 1
IS (u+ 0)[I* = [|S(u — v)|?
4
s ol = Ju— o]

4
= <u7 U>

2. Supposons maintenant {Su, Sv) = (u,v) on a pour tout u,v €'V :
((8*S — Iu,v) = (Su, Sv) — (u,v)

ce qui d’aprés Uhypothése donne 0. En prenant v = (S*S — Iu on a
bien S*S — I = 0.

3. Supposons (e1,...,en) une base orthonormale de V, on a donc :
(Sej, Sex) = (7S — I)ej, ex) = (e, ex)

donc (Seq, ..., Sey) est orthonormal
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4. trivialement le 4° énoncé implique le 5°.

5. Supposons maintenant la 5¢ proposition et démontrons la 1. Soit
(e1,...,en) une base de V telle que (Svi,...,Sv,) est orthonormale
etv eV, alors :

ISv]> = [[S({v,er)er + ... + (v,en))|”
[(v,e1)Ser + ...+ (v, e,)Sv, |2
[(v,e)]? + ... + (v, en)

o]

6. on sait que SS* = 1 < S*S = I donc il suffit de remplacer S par S*
dans les démonstrations ci-dessus pour obtenir les démonstration des
propositions restantes.

Théoreme 6.5 Soit V' un C-espace vectoriel et S € ZL(V). S est une
isométrie si et seulement si il existe une base de V orthonormale de vec-
teurs propres de S dont les valeurs absolues des valeur propres valent 1.

Démonstration
— Sens direct Soit \i,..., Ay € F les valeurs propres de S € L (V).
On a donc :

v=(v,e1)er1 + ...+ (v,em)em (6.4)
ol = v, en)* + ... + (v, em)

En appliquant S a 6.4 il vient :

Sv = (v,e1)Ser+ ...+ (v,en)Sen
= AM(v,er)er + ...+ (v, em)Sem
Ce qui nous donne donc la condition \j = 1 pour que S soit une
isométrie
— Sens indirect D’aprés le théoréme spectral complexe il existe une

base de V' formée de wvecteurs propres de S. Soit \; la valeur propre
associée a e; :

IAi| = Ihieill = [|Seill = [les]] = 1

donc toute les valeurs propres de S wvallent 1.



CHAPITRE 6. OPERAT. SUR E.V AVEC PRODUIT SCALAIRE 51

Théoreme 6.6 Soit V un R-espace vectoriel. S est une isométrie si et
seulement si il existe une base orthonormale de V' par rapport a laquelle
la matrice de S est diagonale par bloc avec :

cos(0) —sin(0)

(1] o [1] e | e

comme blocs, 6 € [0;7].

Démonstration
- Sens direct : Supposons S une isométrie. D’aprés le Théoréme 6.3 S
admet une matrice diagonale par blocs de dimension 1 ou 2 vérifiant :

a —b
b a
avec b > 0 par rapport a une certaine base orthonormale de V.

1. Soit \; les termes des blocs de dimension 1. 1l existe donc e; tel
que Se; = Xe; or S est une isométrie donc ||Se;|| = ||| =
lleill = 1. Donc pour tout i A; = £1.

2. Si le bloc est une matrice 2 X 2 comme décrite ci-dessus, alors il
existe ej et ej11 par rapport auxquels :

Se;j = ae; + be;
or S est une isométrie donc
1Se;|1* = llaes||” + [|bej1]l* = lal* + [b]* =1

en supposant 8 € [0, 7] on a donc a = cos(0) et b = sin(0), ce qui
fini la démonstration dans le sens direct.
- Sens indirect : Supposons maintenant qu’il existe une base orthonor-

male de V' par rapport a laquelle la matrice de S a la forme énoncée
par le théoréme. Il est donc possible d’écrire V- comme :

V=Ui®...®oU,

avec les U; les sous-espaces vectoriels de V de dimension 1 ou 2.
Comme la base est orthonormale, toute paire de vecteurs ui,us ap-
partenant a des U; distincts sont orthogonaux. La forme de la matrice
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implique aussi que S|y, est une isométrie pour tout i. Siv € V il est
donc possible d’écrire :

1502 = [[Sur + ...+ Suml?
[Sur]® + ... + || Sum|?
Jut]® + ...+ [Jum]?

ce qui démontre que S est une isométrie

Définition 6.4 (Homothétie) Une homothétie T € L (V') est une appli-
cation qui vérifie :
T =\d AeF



Chapitre 7

Opérateurs sur C-espaces
vectoriels

7.1 Vecteurs propres généralisés
Définition 7.1 (Vecteur propre généralisé) Soit T € L (V) et A € C
une valeur propre de T. Un vecteur propre généralisé v est défini par :
(T - M)Yv=0
pour un j € N.

Proposition 7.1 Soit T € £(V) etm € N tel que Ker(T™) = Ker(T™"1)
alors

Ker(T°) C Ker(T') C ... C Ker(T™) = Ker(T™) = Ker(T™?) = ...

Démonstration

C: SoitT € L(V)etm€N tel que Ker(T™) = Ker(T™+!). Soit k € N
et montrons :

Ker(T™F) = Ker(T™tr+)
D’aprés Uhypothése de départ, on sait que Ker(T™F) ¢ Ker(T™tF+1),

D : Pour montrer Uinclusion dans l’aurte sens, prenons v € Ker(T™Hk+1)
alors

0= Tm+k+1,0 — Tm+1(TkU)
donc TFv € Ker(T™) = Ker(T™) donc v € Ker(T™*) ce qui

démontre donc Uinclusion Ker(T™H+1) ¢ Ker(T™*F).

93
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Proposition 7.2 Si T € £(V) alors
KeT(Tdim(V)) _ KeT(Tdim(V)Jrl) _ Ker(Tdim(VHz) -
Démonstration SoitT € £(V). Démontrons Ker (Tdim(v)) = Ker (Tdim(v)ﬂ)
par l’absurde, soit :
{0} = Ker(T°) € Ker(TY) C ... C Ker(T%mV)) C Ker(T4m(V)+1)

Pour chaque inclusion la dimension du sous-espace doit augmenter d’au
moins 1, donc la dimension de KeT(Td”"(V)“) > dim(V + 1) ce qui est
une contradiction avec la taille mazimale d’un sous-espace qui est dim(V).

Corollaire 7.1 Soit T € £(V) et X\ une valeur propre de T. Alors l’en-
semble des vecteurs propres généralisés associés a \ est égal a Ker(T — )\I)dim(v).

Démonstration Siv € Ker(T — M%) alors par définition d’un
vecteur propre généralisé A est la valeur prorpre associée.
St v €V est un vecteur propre généralisé de T correspondant a A alors il
existe j € N tel que v € Ker(T — \)’.

Définition 7.2 (Opérateur Nilpotent) Un opérateur N € L (V) est dit
nilpotent s’il existe j € N tel que N7v = 0 pour tout v € V.

Corollaire 7.2 Soit N € Z(V) nilpotent. Alors N%m(V) = 0.

Démonstration Comme V est nilpotent alors tout vecteur de V est
un vecteur propre généralisé associé a la valeur propre 0. Donc d’apres le

Corrolaire 7.1 Ker(T%m(V)) = V.
Proposition 7.3 Si T € Z(V) alors :

Démonstration Soit m € N tel que m > dim(V'), alors d’apreés le
Théoreme 3.1 :

dim(Im(T™)) dim(V) — dim(Ker(T™))
dim(V) = dim(Ker(T4(V)Y)

= dim(Im(T4™V)))



CHAPITRE 7. OPERATEURS SUR C-ESPACES VECTORIELS 55

7.2 Polynoéme caractéristique

Théoreme 7.1 Soit T € L (V) et A € F. Pour toute base de V' par rapport
a laquelle T' a une matrice triangulaire supérieur, \ apparait

dim(Ker(T — \I)%m(V))

fois sur la diagonale de la matrice de T.

Démonstration Supposons A = 0 (1l est facile de généraliser la démonstration
a X #0 en remplagant T par T — NI ). Posons dim(V) = n et démontrons
le théoréme par réccurence sur la dimension de V. Le résultat tiens pour
dim(V') = 1, supposons donc dim(V) =n > 1 et montrons que le résultat
tiens pour pour dim(V) =n + 1.
Soit (v1,...,vy,) une base de V par rapport a laquelle T a une matrice tri-
angulaire supérieure de la forme :

Al *
Anfl
0 An
Posons U = span(vi,...,vp—1). U est invariant sous T. D’aprés notre hy-

pothése d’induction 0 apparait dim(Ker(T|y)"™ ') fois. Or Ker(T|y)" ' =
Ker(T|y)™ car dim(U) = n — 1, donc 0 apparait dim(Ker(T|y)™) fois.
Considérons maintenant A\,. Soit

1. X#0 alors on a :
AT *
M(T")=M(T)" =
0 Al

donc il existe u € U tel que T"v, = u + Al'v,. Prenons u € Ker(T™)
on a donc v =1u+ av, avect € U et a € F, donc :

0=T"v=T"u+ aT"v, =T"0+ au + a\ v,

or T"u,au € U mais v, ¢ U donc a\] = 0. Or A\, # 0 donc a = 0
doncv=1u€U et Ker(T") CU.
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2. X =0 et montrons dim(Ker(T")) = dim(Ker(T|y)"+1). En utilisant
le théoréme 2.5 4l vient :

dim(Ker(T")) = dim(UnN Ker(T")) + dim(U + Ker(T")) — dim(U)
= dim(Ker(T|y)") + dim(U + Ker(T")) — (n — 1)

Soit w = u—wv, avec u € U alors T"(u—vy) = T"u—T"vy,. Pour que
u— vy, € Ker(T™) il faut donc prendre T™u = T" vy, or :

T, = T Y (Tv,) € Im(T|y)" " = Im(T|p)"
donc il existe bien u € U tel que u — v, € Ker(T™) et
n=dim(V) > dim(U + Ker(T")) > dim(U) =n —1
donc dim(U + Ker(T™)) =n

Définition 7.3 (Multiplicité) Soit T € (V). La multiplicité de la va-
leur propre X\ est définie comme étant la dimension de l’espace propre généralisé
associé a A.

Proposition 7.4 Si V est un C-espace vectoriel et T € Z(V) alors la
somme des multiplicités de toute les valeurs propres de T vaut dim (V).

Démonstration Soit V' un C-espace vectoriel et T € (V). Alors
d’apres le Théoréme 4.3 il existe une base de V' par rapport a laquelle la
matrice de T est triangulaire supérieure. D’apres le Théoréeme 7.1 la multi-
plicité de A vaut le nombre de fois que \ apparait sur la diagonale de cette
matrice, or la matrice est de dimension n donc elle a dim(V') valeurs propres
donc la somme des multiplicités des valeurs propres de T' vaut dim(V).

Définition 7.4 (Polyéme caractéristique) Soit V un C-espace vectoriel,
TeZWV), M,...,\m € F les valeurs propres distinctes de T et dj € N la
multiplicité de la valeur propre \j, alors

(z=A)% . (2= Ap)dm
est le polynome caractéristique de T

Théoreme 7.2 (Cayley-Hamilton) Soit V' un C-espace vectoriel, T € £ (V)
et q le polynome caractéristique de T', alors

q(T)=0
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Démonstration Soit (v1,...,v,) une base de V' par rapport a laquelle
la matrice de T est triangulaire supérieure. Montrer q(T) = 0 est équivalent
a montrer ¢(T)v; =0 pour j =1,...,n ou encore :

(T—)\lf)...(T—/\j)'Uj:O Vj:L...,TL

Trivialement Tvy — Av1 = 0. Supposons donc que le résultat tiens pour
j—1>1. Comme la matrice de T est triangulaire supérieure on a :

(T — X\j)v; € span(vi, ..., vj_1)

donc d’apres U’hypothese d’induction
((T — )\1[) e (T - )\Jlf)> (T - )\j)'Uj =0

7.3 Décomposition d’un opérateur

Proposition 7.5 Si T € Z(V) et p € P(F) alors p(T) est invariant sous
T.

Démonstration Soit T € L(V), p € P(F) et v € Ker(p(T)). Alors
p(T)v =0, donc :

(p(T))(Tv) = T(p(T)v) = T(0) =0
donc Tv € Ker(p(T)) donc p(T') est invariant sous T.

Théoreme 7.3 Soit V un C-espace vectoriel et T € L(V). Soit A1, ..., A € F
des valeurs propres distinctes de T et Uy, ..., Uy, les sous-espaces correspon-
dants aux vecteurs propres généralisés associés. Alors :

1.V=U1®...9U,
2. U; est invariant sous T' pour tout 1 < j < m.

3. (T — N\jI)|y; est nilpotent pour tout 1 < j < m.

Démonstration

1. la multiplicité de \; vaut dim(U;) (par définition 7.3) et la somme des
multiplicités vaut dim(V')(7.4), donc :

dim(V)=Uy + ...+ Up, (7.1)
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Posons U = Uy + ... + U, alors U est invariant sous T donc il est
légitime de poser S € ZL(U) avec S = T|y. S a les mémes valeurs
propres que T avec les méme multiplicités, donc

dim(U) = dim(Uy) + ... + dim(U,,) (7.2)

ce qui avec l’équation 7.1 donne dim(U) = dim(V'), or U est un sous-
espace vectoriel de V, donc U =V etV =Uy + ...+ U, ce qui avec
7.2 permet de conclure.

2. Soit Uj = Ker(T — MI)™™V) pour tout 1 < §j < m. D’aprés la
Proposition 7.5 on a V =U; ® ... ®Up,.

3. découle de la définition d’un opérateur nilpotent (7.2).

Corollaire 7.3 Soit V un C-espace vectoriel et T € L (V). Alors il existe
une base de V' formée par les vecteurs propres généralisés de T'.

Démonstration 1] suffit de prendre une base de chaque espace propre
et de faire une base avec tout ces vecteurs a l'aide du Théoréme 7.35.

Lemme 7.1 Soit N € Z(V) nilpotent. Alors il existe une base de V' par
rapport a laquelle la matrice de T est donnée par :

0 *
0 0
(tout les termes sur la diagonale et en-dessous sont nuls).

Démonstration Prenons une base de Ker(N) puis étendons la en
une base de Ker(N?) et ainsi de suite jusqu’a obtenir une base de V. Au
moins la premiére colonne ne contient que des 0 puisqu’elles sont constituées
de vecteurs de Ker(N). Les quelques colonnes d’aprés sont les images de
vecteurs de Ker(N?), donc en appliquant N & un de ces vecteurs on obtient
un vecteur de Ker(N) donc ces vecteurs ne peuvent pas contenir autre chose
que des 0 sur la diagonale. De proche en proche, on démontre le lemme.

Théoreme 7.4 (Important) Soit V' un C-espace vectoriel, T € L (V) et
A1, -y Am les valeurs propres distinctes de T. Alors il existe une base de V
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par rapport a laquelle la matrice de T est diagonale par blocs avec chaque
bloc de la forme :

Aj *
0 Aj
Démonstration Pourj =1,...,m supposons U; ’espace propre généralisé

correspondant \j. D’aprés 7.3 (T — \jI)|y, est nilpotent. Prenons une base
pour chaque U;. La matrice de T'|y; par rapport a cette base est donc de la
forme évoquée dans le théoréme. En ajoutant tout les bases des Uj il vient
donc une matrice diagonale par blocs comme énoncé par le théoréme.

7.4 Polynéme minimal

Définition 7.5 (Polyndéme minimal) Le polynéme minimal p est le po-
lynome normalisé de plus petit degré qui vérifie p(T) = 0.

Théoreme 7.5 Soit T € L (V) et q € P(F). Alors q(T) = 0 si et seulement
si le polynome minimal de T divise q.

Démonstration Soit p le polynome minimal de T'.
- Sens direct Supposons q(T) = 0. 1l existe donc s,r € P(F) tel que :

g=sp+r (7.3)
avec deg(r) < deg(p), d’ou :
0=q(T) = s(T)p(T) + r(T) = r(T)

or p est le polynome minimal de T et deg(r) < deg(p) donc r = 0.
Donc équation 7.5 devient ¢ = sp.

— Sens indirect Supposons que p divise q. Il existe donc un polynéme
s tel que ¢ = sp, donc :

Théoreme 7.6 Soit T € L (V). Alors les solutions du polyndme minimal
sont précisement les valeurs propres de T'.
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Démonstration Soit
p(z) =ap+ar+ ...+ py12™ 1 4 2™

le polynome minimal de T. Supposons A € F un racine de p. Alors le po-
lynome minimal de T peut s’écrire sous la forme :

p(2) = (2 = Na(2)
avec q un polynome normalisé. Or p(T) =0, donc :
0= (T—X)(q(T)v) YvoeV

Or le degré de q est inférieur de un au degré de p, donc il existe un vecteur
veV tel que q(T)v # 0, donc A est une valeur propre.

Supposons maintenant X € F une valeur propre de T et v € V le vecteur
propre associé a X, donc Tv = \v. En appliquant j fois T auzx deuzx cétés on
obtient T9v = M, d’ot :

0=p(T)v = (ap+arT+...+ @ T +T™)
= (ap+ar A+ ...+ a1 AN L+ X
p(Mv

or v # 0 donc p(A) =0.

7.5 Forme de Jordan

A défaut de pouvoir diagonaliser toutes les matrices, il est possible de les
“Jordaniser” et ainsi de se rapprocher le plus possible de matrices diagonales
(donc avec autant de 0 que possible).

Lemme 7.2 Soit N € Z(V) nilpotent alors il existe vy, ...,vp € V tel que :
1. (v, Nvy,...,N™ o o, Nug, ..., N™W)y,) est une base de V
2. (N™Wyy, . N™U)y) est une base de Ker(N).

avec m(v;) le plus grand entier tel que N™Wi g, soit non nul.

Définition 7.6 (Base de Jordan) Soit T € £ (V). Une base de V est

dite base de Jordan de T si par rapport a cette base, la matrice de T est
diagonale par blocs avec chaque bloc de la forme :

A1 0
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Théoreme 7.7 Soit V' un C-espace vectoriel. Si T € £ (V') alors il existe
une base de Jordan pour T

Démonstration Soit N € Z(V) nilpotent et vi,...,v; € V la base
inversée de celle défini par l'énoncé du Lemme 7.2. Alors pour tout j N
l'image de v; est vj11 donc la matrice de N par rapport a cette base est de
la forme :

0 1 0
-1
0 0

SiT e ZL(V) etA,...,\m des valeurs propres de T avec Uy,...,Up, les
espaces propres associés.

V=U18...9U,

et d’apres le Théoréme 7.3 chaque (T — \;I)|u, est nilpotent. U; a donc une
base de Jordan et il suffit d’ajouter chacune de ses bases.



Chapitre 8

Opérateurs sur R-espaces
vectoriels

8.1 Valeurs propres de matrices carrées

Définition 8.1 A\ € F est une valeur propre de la matrice A € Mat(n,n,TF)
si il existe un vecteur v tel que Ax = Ax.

Proposition 8.1 Soit T € £ (V) et A € Mat(n,n,F) la matrice de T par
rapport a une certaine base de V. Alors les valeurs propres de A sont les
meémes que les valeurs propres de T'.

Démonstration Soit (v1,...,v,) une base de V par rapport a laquelle
la matrice de T est A et A € F. Montrons que \ est une valeur propre de T
si et seulement si elle est une valeur propre de A.
— Sens Direct Supposons A une valeur propre de'l’ et v € V' le vecteur
propre associé, soit :

V=a1v1 + ...+ ayv,

avec aj,...,a, € F. Soit x la matrice associée au vecteur v (par rap-
port a la base (vi,...,vp)).

Az = M(T)M(v) = M(Tv) = M (M) = AM(v) = Az

donc X\ est une valeur propre de A.
— Sens Indirect Supposons maintenant A € F une valeur propre de A
et x la matrice du vecteur associé (donc Ax = \x). Définissons donc
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v eV par
v=ai1v1 + ...+ ayv,
avec a; les termes de la matrice de x, donc :
M(Tv) = M(T)M(v) = Ax = Az = M(\x)

donc Tv = M, ce qui revient a dire que A est une valeur propre de T'.

8.2 Valeurs propres de matrice triangulaires supérieures

Définition 8.2 (Matrice Triangulaire Supérieur par Blocs) Une ma-
trice triangulaire supérieure par blocs est une matrice qui ne contient que
des matrices carrées sur la diagonale et des zéros en dessous.

Théoreme 8.1 (Important) Soit V' un R-espace vectoriel et T € L(V).
Alors il existe une base de V' par rapport a laquelle la matrice de T est
triangulaire supérieure par blocs ot chaque bloc est :

1. de dimension 1

2. de dimension 2 sans valeurs propres.

Démonstration Trivialement le résultat tiens pour dim(V') = 1. Sup-
posons donc dim(V) > 1 et démontrons par réccurence sur dim(V') le
résultat.

S1T a une valeur propre alors U est un sous-espace de V' invariant sous T,
sinon posons U un espace invariant de dimension 2.

Posons A la matrice de Ty, A n’a pas de valaeur propres. Posons donc W
un sous-espace de V tel que V. =U & W. Pour utiliser ’hypothése d’induc-
tion sur W il faudrait que W soit invariant sous T ce qui n’est pas garanti,
posons donc S € L (W) avec Sw = Py,y(Tw) pour tout w € W. Par l'hy-
pothes d’induction il existe une base de W par rapport a laquelle S a une
matrice triangulaire supérieure comme dans ’énoncé. En ajoutant a cette
base, celle de U il vient une base par rapport a laquelle la matrice de T est
triangulaire supérieure par blocs.

8.3 Polynéme caractéristique

Définition 8.3 (Polyndéme caractéristique d’une matrice 2 x 2) Le po-
lynéme caractéristique d’une matrice 2 X 2 :

]
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est donné par :
p(z) = (& — a)(x — d) — be

Proposition 8.2 Soit V un R-espace vectoriel de dimension 2 etT € £ (V)
sans valeurs propres. Soit p € P(R) un polynéme normal de degré 2 et A la
matrice de T par rapport a une certaine base de V.

1. sip est égal au polyndme caractéristique de A, alors p(T) =0

2. si p n’est pas le polynome caractéristique de A, alors p(T') est inver-
sible.

Démonstration

1. st p est égal au polynome caractérsitique alors
p(z) = (& — a) (@ — d) — be
donc

(T —al)(T —dl)vy = (T — dI)(T — al)vy = (T — dI)(bve) = bcvy
& (T'—al)(T—dl)—bcl =0
& (x—a)(z—d)—be

qui est bien le polynome caractéristique.

2. Soit q le polynome caractéristique de A et supposons p # q. Ecrivons
p@)=2+aiz+ B q(x) =27+ awr+ B
avec a1, a0, 81,02 € R. On a :
p(T) = p(T) = q(T) = (a1 — a2)T + (61 — f2)]

st a1 = ag alors By # B2 (sinon p=q) et p(T) est un multiple de
lidentité, donc A est inversible. Si a1 # ao alors :

p(T) = (a1 — a2) (T - MI)

a1 — Q2

qui est inversible car T n’a pas de valeurs propres.
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Théoreme 8.2 Soit V' un R-espace vectoriel et T € L (V). Supposons que
la matrice de T par rapport a une base de V a la forme :

A1 *
0 Am
avec les Aj; des matrices 1 x 1 ou 2 X 2 mais sans valeurs propres.

1. si A € R alors précisement dim (Ker(T — /\I)dim(v)) des blocs A; sont
de dimension 1.
dim (Ker(T2+aT+51)dim<V>)

2. sia, 8 € R vérifie a® < 43 alors précisement
des martices A; ont comme polynome caractéristique z? + ar + .

Démonstration
1. Soit o, B, € R avec a® < 43 et p € P(R) défini par :

() = T—A pour démontrer la premiére partie
P 22 +azx+ B pour démontrer la seconde partie

Soit deg(p) = d et dim(V) = n. Soit m € N le nombre de blocs sur
la diagonale de la matrice. Si m = 1 le résultat tiens trivialement,
supposons donc m > 1 et supposons que la matrice a la forme désirée
pour m — 1. Soit U; l’espace engendré par la base de Aj;. Posons U =
Ui+ ...+ Uyp_1. Clairement U est invariant sous T et la matrice de
Ty est donnée par :

A1 *

0 Am—l

dim(KeT((}i)(T‘U))N)

donc par Uhypotheése d’induction, précisement des

matrices A1, ..., Apm—1 ont un polynéme caractéristique p. Supposons
Uy € Upy. Soit S € L (Uy,) Vopérateur dont la matrice est donnée par
Ap,. En particulier, Suy = Py,, uTum, donc :
Tuy, = PU,UmTUm + PUm,UTum
= vy + Sup, (8.1)

avec vy un vecteur de U. Suy, € Uy, donc en appliquant T o ’équation
8.1 il vient :

T?u,, = wy + S U,
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avec wy € U, donc :
P(T)um = wu + p(S)m
avec wy € U ce qui par ittération donne :
p(T) " tm = wy + p(S) ", (8.2)

Supposons v € Ker(p(T)™). Il est possible de décomposer v comme
v=u-+uy, avecu € U et u,, € U, avec 8.2 donne :

0= p(T)"0 = p(T)"u + p(T) "y = p(T)"u + wyr + p(S) "t

avec wy € U. Or p(T)"u,wy € U et p(S)"um, € Up, alors p(S) "ty =
0. p(S) est inversible, donc uy, = 0 et v =u € U ce qui prouve que
Ker(p(T)™) € U.

2. Supposons maintenant que p est le polynome caractéristique de A,
donc dim(U,,) = d, montrons

dim(Ker(p(T)")) = dim(Ker(p(T|y)")) +d
Nous avons

dim(Ker(p(T)")) = dim(UnNKer(p(T)"))
+dim(U + ker(p(T)")) — dim(U)
= dim(Ker(p(T|v)")) +
dim(U + Ker(p(T)"))) — (n —d)
Il nous reste donc a montrer u+ Ker(p(T)") = V. Prenons uy, € Up,.

Comme le polynéome caractéristique de S est égal a p, p(S) = 0 donc
p(T)um € U et :

p(T)"um = p(T) " (p(T)um) € Im(p(T|)" ") = Im(p(T|v)")
donc il est possible de prendre uw € U tel que p(T) um = p(T'|v)u.
p(T)" (um —w) = p(T)"tm —p(T)"u
|

= p(T)" um—p(TU "y
= 0
donc uy —u € Ker(p(T)") et upm = u+ (um —u) € U+ Ker(p(T)™ )

Donc Uy, € U+ Ker(p(T)") alors V=U + Uy, € U + Ker(p(T)") e
U+ Ker(p(T)") =V.
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Définition 8.4 (Paire propre) Soit V un R-espace vectoriel, T € £ (V)
et a, B € R Le couple (o, 3) est une parie propre de T' si

1. o < 4p
2. T? + aT + BI n'est pas injectif.

Définition 8.5 (Multiplicité d’une paire propre) La multiplicité d’une
paire propre («, 3) est définie par :

Multiplicité de (o, 3) = im{Ker( +; = )

Proposition 8.3 Si V' est un R-espace vectoriel et T € L (V) alors la
somme des multiplicité de toutes les valeurs propres plus la somme de toutes
les paires propres de T est égal a dim(V').

Démonstration Soit V un R-espace vectoriel et T € L (V). Il existe
une base de V' par rapport a laquelle la matrice de T a la forme énoncée
dans le Théoreme 8.2. La multiplicité de la valeur propre X est donnée par
le nombre de fois qu’elle apparait sur cette diagonale et la multiplicité de la
paire propre (o, 3) est donnée par le nombre de fois que x> + oz + 3 apparait
comme polynome caractéristique d’une matrice 2 X 2 sur la diagonale. Etant
donné que la diagonale a pour longueur dim(V') la somme des multiplicités
de toutes les valeurs propres et la somme du double des multiplicités des
paires propres doit étre égal a dim (V).

Définition 8.6 (Polyndme caractéristique) Le polynome caractéristique
de T est défini par le produit des polyndémes caractéristiques des matrices sur
la diagonale de la matrice de T.

Théoreme 8.3 (Cayley-Hamilton) Soit V' un R-espace vectoriel, T €
Z(V) et q le polynome caractéristique de T, alors q(T') = 0.

Démonstration Travaillons avec une base de V' par rapport a laquelle
la matrice de T' est triangulaire supérieure par bloc comme énoncé dans le
Théoréeme 8.2. Soit U; un sous-espace prorpre de dimension 1 ou 2 engendré
par la base correspondant & A; et définissons q(j) par :

T — A st Aj est égal a [\,

[As]
gj(z) = (x—a)(x—d)—bc siAj estégal a [Z 2}
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Pour montrer q(T) = 0, montrons q(T)|y; = 0 pour j = 1,...,m ce qui
revient a montrer q1(T) ... q;(T)|y;, = 0 pour tout j =1,...,m. Pour j =1
le résultat tiens, alors supposons le vrai pour 1 < j < n soit :

a(T)|v,
= q(T)q(T)|v,

0 = ql(T) e Qj—l(T)’Uj—l

donc v € Uj implique ¢;(T)v = u+ ¢;(S)v avecu e Uy + ...+ Uj_1 et S €
Z(Uj) de polynome caractéristique q;. Comme q;(S) =0 ¢;(T)v € Ur+...+
Uj-1 pour v € Uj, donc par Uhypotheése d’induction q1(T')...q;(T)|u, =0

Théoreme 8.4 Soit V un R-espace vectoriel et T € L (V). Soit A1, ..., Am €
R les valeurs propres distinctes de T et Uy,...,U,, les espace propres as-
sociés. Soit (a1, 1), ..., (o, Bar) les paires propres distinctes de T et V; =
Ker((T? + ;T + B;1)™V)). Alors :
1.V=U1...oU,&aV1id...0Vy
2. les Uj et V; sont invariants sous T'.

3. chaque (T — N\I)|y, et chaque (T? + ;T + B;1)|y, est nilpotent.

Démonstration dim(U;) est égal a la multiplicité de \j valeur propre
de T et dim(V;) est égal au double de le multiplicité de (a;, B3;) comme paire
propre de T'. Donc :

dim(V) = dim(Uy) + ... + dim(Uy,) + dim(Vy) + ... + dim(Vy)

Posons U =U; + ...+ Upyp + Vi + ... 4+ Vi, U est invariant sous T'. Soit
S e Z(U). Les valeurs propres et paires propres de S sont les mémes que
T, donc :

dim(U) = dim(Uy) + ... + dim(Uy,) + dim (V1) + ... + dim(Vyy)

donc dim(V) = dim(U) or U est un sous-espace de V donc U =V ou
encore

V=U+...4+U,+Vi+...+Vuy



Chapitre 9

Trace et déterminant

9.1 Changement de Base

Définition 9.1 (Matrice identité) La matrice identité notée I n’a que
des 1 sur la diagonale.

Définition 9.2 (Matrice Inversible) Une matrice A est inversible s’il
existe une matrice carrée B de méme dimension tel que

AB=BA=1
B est dit l'inverse de A.

Proposition 9.1 Si (u1,...,u,) et (vi,...,v,) deux bases de V', alors
M(I, (ug, ... up), (v1,...,0p)) est inversible et :

M(I,(ul,...,un),(vl,...,vn))_l =M, (vi,...,0n), (U1,...,up))

Démonstration

M(ST, (u1,...,up), (v1,...,05))
= M(S, (ut,...,un), (V1,...,00))M(T, (ur, ..., upn), (V1,...,0p))

donc

I=M(, (v, vn), (Uty .oy un)) M, (U1, - Un), (V1,5 08))
et échangeant le role des u et v il vient :

I=M(,(uty...,upn), (01, cyvn)) M, (v1, ..oy 0n), (U1, ..y Up))
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Théoreme 9.1 (du changement de base) Soit T € Z(V). Soit (u1,...,u)
et (vi,...,v,) des bases de V. Soit A = M(I,(u1,...,un), (V1,...,0n)).
Alors :

M(T, (u1,...,up)) = A"M(T, (v, ...,v,))A

Démonstration

M(T, (u1,...,up), (V1,...,0,)) = M(T,(v1,...,05))M(L, (uy,...,up),(vy,...

de méme
M(T,(uy,...,up)) = A_lM(T, (U1, ..oy tup), (V1. .., 0p)) (9.2)

En substituant 9.1 dans 9.2 il vient le résultat désire.

9.2 Trace

Définition 9.3 (Trace d’une matrice carrée) La trace d’une matrice carrée
A, notée trace(A), est définie comme la somme des termes sur la diagonale.

Définition 9.4 (Trace d’une application) la trace d’une application T' €
ZL(V) est l'opposé du coefficient de x"~* du polynéme caractéristique.

Proposition 9.2 Si A et B sont des matrices carrées de méme dimension,
alors :

trace(AB) = trace(BA) (9.3)

Démonstration Soit
ai] ... Qip b11 e bln
A= B =
apl .. Qpn bnl e bnn
Le j¢ terme sur la diagonale de la matrice AB est donné par :

(ab)j; = Y ajkbi; (9.4)

k=1



CHAPITRE 9. TRACE ET DETERMINANT 71

donc

n

trace(AB) = Z(ab)jj

Jj=1

= DD by

j=1 k=1

= 2D byag
j=1 k=1
= trace(BA)

Corollaire 9.1 Soit T € Z(V). Si (u1,...,up) et (v1,...,v,) sont des
bases de V', alors :

trace(M(T, (u1,...,un))) = trace(M(T, (v1,...,vy)))

Démonstration Soit (ui,...,uy) et (vi,...,vy,) des bases de V. Soit
A= M, (u1,...,uy),(v1,...,0y)) alors :

trace(M(T, (u1,...,un))) = trace(A 'M(T, (v1,...,v,))A)
= trace(M(T, (vy,... ,vn)A)Afl)
= trace(M (T, v, ... ))

Théoreme 9.2 Si T € Z(V) alors trace(T) = trace(M(T))

Démonstration Soit T € £ (V). La trace de la matrice de T est
indépendante de la base de V' choisie et pour une matrice triangulaire supérieure
(ou triangulaire supérieur par blocs) l’équation est vérifiée.

Corollaire 9.2 Soit S,T € £ (V), alors :

trace(ST) = trace(T'S) et trace(S + T') = trace(S) + trace(T)

Démonstration

trace(ST) = trace
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et

trace(S+T) = trace(M(S+T))
= trace(M(S)+ M(T))
= trace(S) + trace(T)

9.3 Détérminant d’un opérateur

Définition 9.5 (Inversion) Une paire d’élements (p;,p;) est une inversion
dans une permutation p sii < j et p; > pj.

Définition 9.6 Soit T € £(V). Définissons le déterminant de T, noté
det(T), comme (—=1)%™V) fois le terme constant du polynéme caractéristique.

1. sur un C-espace vectoriel le dértminant est le produit des valeurs propres

n

det(T) = [ A

i=1
avec \; une valeur propre et m le nombre de valeurs propres.

2. sur un R-esapce vectoriel le déterminant est donné par le produit des
valeurs propres fois le produits des seconds coéfficients des paires propres,
s01t :

m M
det(T) = H Ai H Bj
=1 j=1

avec m le nombre de valeurs propres, M le nombre de paires propres,
i une valeur propre et 3 le second terme d’une paire propre.

Proposition 9.3 Un opérateur est inversible si et seulement si son déterminant
est non-nul.

Démonstration

1. Supposons V un C-espace vectoriel et T € L(V). T est inversible si
et seulement si 0 n’est pas une valeur propre de T ce qui revient dire
que T est inversible si et seulement si le produit des valeurs propres
de T n’est pas nul, ou encore det(T") # 0.
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2. Supposons maintenant V un R-espace vectoriel. De nouveau T est in-
versible si et seulement si 0 n’est pas une valeur propre. Pour toute
paire propre o; < 48; donc 3; > 0 donc \; # 0 si et seulement si
det(T') # 0.

Lemme 9.1 Soit V un R-espace vectoriel, T € £(V) et o, 3,2 € R avec
a? < 48. (o, B) est une paire propre de T si et seulement si (—2x — o, 2% +
az + 3) est une paire propre de xI —T. De plus ces paires propres ont méme
multiplicité.

Démonstration
T +aT +BI = (I = T)* = 2z + a)(z] — T) + (2% + ax + B)I

donc (o, 3) est une paire propre si et seulement si (—2x — o, x> + ax + f3)
est une paire propre de xI — T.

Théoreme 9.3 SoitT € £ (V). Le polynome caractéristique de T est donné
par det(xl —T).

Démonstration
1. Soit V' un C-espace vectoriel et A\, ..., Ay, € F les valeurs propres de
T. Les valeurs propres de zI — T sont donc z — M, ...,z — Ay, donc

par la définition
det(zI —=T)=(z—A1)...(2 = A\n)

2. stV est un R-espace vectoriel et A\, ..., Am € R les valeurs propres et
(a1, 51), ..., (anr, Bar) les paires propres de T. Les valeurs propres de
xl —T sont donc xy, et les paires propres (—2x — o, 2+ a;+03;), et
le déterminant, par définition est donné par :

m M
de(zI - T) = [[(x = N) [[(2* + ajz + 3;)
i=1 j=1

9.4 Déterminant d’une matrice

Définition 9.7 (Permutation) Une permutation d’un ensemble X est une
bijection B : X — X, qui consiste a “changer l'ordre” des éléments de X.
Pour un ensemble de n éléments il existe n! permutations possibles.
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Définition 9.8 (Nombre d’inversion) Soit o une permutation. Le nombre
d’inversions de o est :

NI(o) = #{(i.j).i < j et oli) > o(j)} 1<ij<n

Définition 9.9 (Déterminant d’une matrice) Si A est une matricen x n
définie par :

ai] ... Qinp

A=

anl ... Qpp

alors le déterminant de la matrice A est donné par :
detA = Z (sign(m;))am, 1 - - Gmpn
m;Eperm(n)

Lemme 9.2 Soit A une matrice carrée. Si B est la matrice obtenue en

échangeant deux colonnes de A, alors :

det(A) = —det(B)

Démonstration Le det(B) est obtenu en interchangeant deuz éléments
de la permutation du calcul de det(A), donc le sign(det(B)) = —sign(det(A))
et det(B) = —det(A).

Lemme 9.3 Si A est une matrice carrée avec deux colonnes égales, alors

det(A) = 0.

Démonstration FEn interchangeant les deux colonnes égales de A, il
vient la matrice A et la relation det(A) = —det(A) donc det(A) = 0.

Lemme 9.4 Soit A = [ay,...,a,] une matrice n X n et (my,...,my,) une
permutation, alors

detlami . .. am,] = (sign(mi,...,my,))det(A)
Démonstration La matrice A est obtenue par une suite de permuta-
tions de colonnes de [ap,, .. .,am,]. A chaque étape le signe du déterminant

est inversé, donc le sign(myq, ..., my) est paire si le nombre de permutations
est paires, impair sinon.

Théoreme 9.4 Si A et B sont des matrices carrées de méme taille alors :

det(AB) = det(BA) = det(A)det(B)
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Démonstration Soit A = [ai,...,a,] avec les ay, des colonnes et
b11 e bln
B=| : o =1[b1,.- by
bpi ... bun

par la définition de la multiplication de deux matrices AB = [Aby, ..., Ab,],
s01t

det(AB) = det[Ab;...Aby]

= det[A(i bm,1€m1 - - i bm,nemn)]
mi mi

= det[f: bmllAeml cee En: bmnnAem"]
mi

mi

b n
= > Y byt bmyndet[Aem, ... Aem,]

mi=1 mnp=1

= Z b1 - ..bmnn(sign(ml, e ,mn))det(A)

mi,...,MnpEPErMN

= (detA) Z (sign(mi,...,mp))bm1 - bmun

mi,...,mpEperm(n)

= (detA)(detB)

Corollaire 9.3 Soit T € Z(V), (u1,...,um) et (v1,...,vy,) des bases de V
alors :

det(M(T, (u1,...,uy))) = det(M(T, (vi,...,vp)))

Démonstration Soit (u1,...,un) et (vi,...,v,) des bases de V. Soit
A=M(,(uy,...,up), (v1,...,0,)), alors :

det(M(T, (uq,...,u,))) = det(A"Y(M(T, (v1,...,v,)))A)
= det(M(T, (v1,...,v,)))A"LA)
= det((M(T,(v1,...,v,)))

Théoreme 9.5 Si T € (V) alors det(T') = det(M(T))

)
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Démonstration Le déterminant d’une application est indépendant de
la base. Par rapport a une certaine base, la matrice de T est triangulaire
supérieure (dans le cas d’un C-espace vectoriel) ou triangulaire supérieure
par blocs (dans le cas d’un R-espace vectoriel) et le determinant de ’appli-
cation est le méme que celui de la matrice.

Corollaire 9.4 Si S,T € Z(V) alors :

det(ST) = det(T'S) = (det(S)) (det(T))

Démonstration Soit S,T € Z(V) alors pour n'importe quelle base de
v

det(ST) = det(M(ST))
M(S)M(T))
M(S))det(M(T))

S)det(T)

Il
ISV
)
~+~

Il
QL
)
~
TN N N /N
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