Nombres complexes

I — Définition de C — Ecriture algébrique

Définition 1.1 — Nombres complexes
On appelle ensemble des nombres complexes et on note C l'ensemble R? muni des

deux opérations suivantes

V(x,y) €R?, V(x',y") €R?,

Théoreme 1.4 — Cas d’égalité
Soit (x,x’,y,y") € R*:

/

x+iy=x'+iy/ <= x=x et

Définition 1.5 — Conjugué d’'un complexe
Soitz = x +1iy € C, avec (x,y) € R%

On appelle conjugué de z et on note z le complexe z = x —iy.

addition Ge, )+ () = (e, yy")
multiplication (e, y)x (X', y)E (xx’ —yy', xy' +x'y)
Définition 1.2 — Partie réelle, partie imaginaire

Soit z un nombre complexe. Il existe un unique couple (x, y) de réels tels que z =
x +1iy.

Le réel x est la partie réelle de z notée Re(z); le réel y est sa partie imaginaire,
notée Im(2).

On identifie le sous-ensemble {z € C, Im(z) = 0} avec R.

SiRe(z) = 0, z est un imaginaire pur. L'ensemble des imaginaires purs est noté iR.

Propriété 1.6 — Conjugaison et opérations
Soit (z,2") € C?

0|
Il
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22’ =22’ zt=%z" (ne€N)

Q| =

W] =

Propriété 1.3 — Propriété des parties réelles et imaginaires
Soit (z,2") e C2et A €R

Im(z +2’) = Im(2) + Im(2")
Im(Az) = AIm(z)

Re(z +2’) = Re(z) + Re(z’)
Re(Az) = ARe(z)

Propriété 1.7 — Forme algébrique de 'inverse
Siz € C*, 2z = x +iy avec (x, y) € R?, alors




Propriété 1.8 — Soitz € C:

z2+2 z2—2

e Re(z) = et Im(z) = o 5

o z est réel si et seulement si z =z et z est imaginaire pur si et seulement si

z2=—2.

Corollaire 2.4 — Soit (a,b,c) € C3: lc—a|<|b—a|+]|c—b|

II — Notation exponentielle

Définition 2.1 — Module d’un nombre complexe
Soitz € C, z = x +iy avec (x,y) € R? Le nombre x? + y? est un réel positif. Par

2] = V/x2 + y2

que Uon appelle le module du nombre complexe z.

définition, on note

Théoreme & Définition 2.5 — Coordonnées polaires
Soitz = x +1iy € C, avec (x,y) € R?. Il existe un couple (0, 0) de réels tels que

oER,, O€R, x =pcost et y =posinf

— Leréel p est unique : 0* = x2 + y2. On retrouve le module de .

— Siz = 0alors 0 est quelconque dans R.

— Siz # 0 alors 0 est défini a 27 prés. Chaque valeur possible de 0 est un argu-
ment de z. L'unique réel 6, € 1— ; v ] vérifiant la relation précédente s’appelle
I'argument principal de z.

Propriété 2.2 — Propriétés du module
Soit (z,2’) € C?

Définition 2.6 — Notation exponentielle
Soit ox € R. On note
ior 4 ..
e'* =cosa +isina

Propriété 2.7 — Relation fondamentale

ei(oz+,8) — eia ei,B

V(e B) €R?,

. 1 . eia
etdonc e '%=— elle=h) = —_

7 5 (@)= (nez)
(S €

/ / 2 |z
22" | = |z| |2z —|=—
o = ] ] 2|-
|zl =0<=2=0 |z| = |z]
[Re (2)] < |z Im (2)[ < |=|
Théoreme 2.3 — Inégalité triangulaire

Soit (z,2") € C?

|z+z’| < |z| + |z’{ et ||z|— |z'|| < |z—z’|




Théoreme 2.8 — Notation exponentielle
Soit z € C*. Il existe un couple (0, 0) € R, x R tel que

z = pei‘9 = p(cosf +isinf)

III — Applications des nombres complexes

Propriété 2.9 — Cas d’égalité
Soit (z,2") € C2, de notations exponentielles z = pel® et z’ = p’el®

/

z2=7 << p=p e 3Ike€Z, a=pB+2kn

Définition 3.1 — Exponentielle d’un nombre complexe
Soitz € C. Onnotez = x +iy avec (x,y) € R.
On définit Uexponentielle de z par

exp(z) Z exp(x) e = e* (cos(y) +isin(y))

Définition 2.10 — Argument d’un nombre complexe

Soitz € C*, r €R} et € Rtels quez = relf,

Tout nombre réel 0 vérifiant la relation précédente est un argument de z.

Propriété 3.2 — Soit z et 2" deux complexes. On a

exp(z +z) = exp(z) exp(z’)

Propriété 2.11 — Soitz € C, 0 et 0’ deux arguments de 2. Alors

Jk ez, 0 =0+ 2kr

Proposition 3.3 — Formules d’Euler
Soit 0 € R,
elf 4 o—if el _ o—if

cosf = ——— sinf = ————
2 21

Propriété 2.12 — Propriété de ’argument
Soit (z,2") € (C*)2.

— arg(zz’) = arg(z) +arg(z’) [27]

— arg(az) = arg(z) [27] siae€R}

- arg(az) =m +arg(z) [2n] siaeR*

— arg(z") =narg(z) [27]

- arg(1l/z) =—arg(z) [27]

— arg(z/z") = arg(z) —arg(z") [27]

- arg(z) =—arg(z) [27]

Proposition 3.4 — Formules de Moivre
Soit ) €R.Ona

e = (cos 6 +isin@)" = cos(nf) +isin(nf)
ou de maniere équivalente

cos(nf) =Re [ (cosO +isinO)"* :I

sin(nf) = Im [ (cosO +isinO)" ]
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