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CHAPITRE 1

Calcul Intégral

L'intégration est un concept fondamental en mathématiques, issu du calcul des
aires et de l’analyse, et utilisé dans de nombreuses branches des mathématiques.
L’intégration permet, entre autres, de calculer la surface de I'espace délimité par
la représentation graphique d"une fonction f.

Les opérations de mesure de grandeurs (longueur d'une courbe, aire, vo-
lume, flux...) et de calcul de probabilités étant souvent soumises a des calculs
d’intégrales, 'intégration est un outil scientifique fondamental. C’est la raison
pour laquelle I'intégration est souvent abordée des I’enseignement secondaire.

L’histoire des mathématiques doit beaucoup a la théorie de l'intégration, et
de tout temps, sa place prédominante a faconné l’analyse en offrant a qui une
solution, a qui un probléme. Le lustre des « méthodes intégrales > en Gréce an-
tique I’atteste, et bien qu'’il faille attendre le calcul infinitisémal pour une premiere
formalisation, elles nous avaient déja offert de profonds et beaux résultats : les
Athéniens évaluerent les grandeurs de 'espace puis en démontrerent implicite-
ment l'existence et I'unicité ; au XVlIle siecle naissent des méthodes générales de
< calcul de I'infini > (rectification de courbes, quadratures, etc.) C’est alors que la
méthode des indivisibles de Cavalieri voit le jour.

C’est Leibniz qui opere le fondement de la théorie de l'intégration (Geome-
tria recondita, 1686), perpétué jusqu’aujourd’hui, d'une part par un symbolisme
inégalé reliant intégration et dérivation, d’autre part par la mise en place des
principaux théorémes.

La formalisation de cette théorie a revétu diverses formes. Elle aboutit tardi-
vement, a cause de la complexité des problémes soulevés :

—que sont les fonctions ? les réels ? (ces questions ne furent pleinement élucidées
que grace au développement de ’analyse au 19eme siecle).

— quelles fonctions peuvent s’intégrer ? (c’est la question de l'intégrabilité ; elle
est liée, entre autres, a des probléemes de convergence).

L’'intégrale de Riemann (Bernhard Riemann, 1854, publication posthume en
1867) puis l'intégrale de Lebesgue (Henri Lebesgue, 1902) ont marqué les esprits
par leur formalisation aboutie. L'intégration est encore un sujet pour la recherche
contemporaine ; en témoigne des extensions telles que l'intégrale d'Ito-, l'intégrale
de Kurzweil-Henstock, ou la récente construction de Bongiorno (1996).

Le but du calcul intégral est de développer des méthodes permettant de cal-
culer les intégrales. La principale méthode pour calculer une intégrale passe par
la notion de primitive d’une fonction. La < primitivation » est 'opération qui, a
partir d'une fonction f, donne une fonction F dérivable et dont la dérivée est égale
af:F(x)=f(x).

On montre que toute fonction continue sur un segment [a, b] admet des pri-
mitives, et que l'intégrale de a a b est égale a F(b) — F(a), indépendamment de
la primitive choisie. Le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral



2 1. CALCUL INTEGRAL

affirme que les deux approches de I'intégrale (< aire sous une courbe > et < pri-
mitivation =), sont sous certaines conditions les mémes. Ces conditions peuvent
varier selon le type d’intégrale considéré. Ici, on s’intéresse a l'intégration des
fonctions continues par morceaux.

1.1. Définition de l'intégrale d’une fonction continue
1.1.1. Cas d’une fonction positive.

DErintTion 1.1, Soit P un plan muni d’un repére orthogonal (O,_i),7). Soient
I, ], Kles trois points du plan P définis par :

e~ T = S
Ol=i, OJ=j,etOK=1i+ j.
On appelle unité d’aire ( notée en abrégé u.a.) I'unité de mesure des aires telle

que:
Aire(rectangleOIK]) = 1u.a.

&&& OIK] peut étre un carré lorsque le repére est orthonormé.
Sil’on a par exemple, OI = 3cm et O] = 2cm, alors une unité d’aire correspond
a 6cm?.

DfrintTION 1.2. Soient a et b deux réels aveca < bet f : [4,b] = R une fonction
Continue (ou continue par morceaux) et positive sur 'intervalle [g, D].
On appelle I'intégrale de f dea a b1’aire, exprimée en u.a., du domaine D délimité
par la courbe de f, I'axe des abscisses et les deux droites verticales d’équations
x=aetx=>.

D={M(x,y)eP; a<x<band0<y< f(x)}.
On note cette quantité : fa ’ f(x)dx ou fa ’ f(t)dt ou fa ’ f(s)ds
Les réels a et b s’appellent les bornes de 1'intégrale.
&&& La variable t (ou x ou autre) figurant dans l'intégrale est muette, elle peut
étre notée par toute autre lettre.

Le symbole dt (ou dx) ne joue aucun roéle pour le moment, si ce n’est de préciser
quelle est la variable.

- —
ExempLes 1.3. Rapportons le plan P & un repeére orthonormé (O, i, j) avec
ﬁ
| i1l =17l = lem. Ainsi 1u.a. correspond a lem?.
1- f est égale a une constante positive k sur [a, b].

fa b F(t)dt = f ki = (b - a)k.

2—- f affine : f(x) = mx + p supposée positive sur [a, b].
b
f f(bdt = %m(b2 —a*) +p(b—a).

1.1.2. Cas d’une fonction de signe quelconque.

DfriniTiON 1.4. Soienta et b deux réels aveca < bet f : [a,b] = R une fonction
Continue (ou continue par morceaux) et négative sur l'intervalle [a, b].
On appelle l'intégrale de f de a a b I'opposé de l'aire, exprimée en u.a., du
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domaine D délimité par la courbe de f, 'axe des abscisses et les deux droites
verticales d’équations x = a et x = b.

D={M(x,y)eP;, a<x<band0<y< f(x)}.
On note cette quantité : fb f(x)dx ou fb f(t)dt ou fb f(s)ds

Autrement dit, lorsque f est négative sur [4,b], on a:

f Fodx = - f FGol

Exercice : Soit f : [a,b] = R une fonction Continue. On définit deux fonctions
f*etf par
) = {ﬂ@ si f(x) =0 ) = {ﬂm si f(x) <0

Sinon Sinon

1- Vérifier que f* est positive, f~ estnégativeetque f = f*+f et f*—f~ =|[f].
2— Montrer que f* et f~ sont continues.

DfriniTioN 1.5. Soienta et b deux réels aveca < bet f : [4,b] — R une fonction
Continue (ou continue par morceaux).

On appelle I'intégrale de f de a a b la quantité :

j;bf(X)dx = v[ubf+(x)dx+ Lbf_(X)dx.

b . ,s
En d’autres termes, fa f(x)dx se calcule en comptant positivement 1'aire des
domains ou1 f est positive et négativement 'aires des domaines ou f est négative.

1.2. Premieres propriétés de 'intégrale d’une fonction f sur un segment [g, b]

ProprIETE 1.6 (positivité de l'intégrale). Si f est continue et positive sur l'iner-

valle [a,b] aveca < b, alors :
b
f f(tdt =0

DEmonsTraTION. C'est immédiat puisque une aire est positive. |

ProrrIETE 1.7 (Compatibilité avec 1'ordre). Si f et ¢ sont continues sur [a, b]
aveca < b, alors :

b b
f<gsurlab), = f f(bdt < f g(t)dt.

ProrrIETE 1.8 (Inégalité triangulaire). Soit f une fonction continue sur un
segment [a,b] aveca < b, alors :
b
< f )l
a

b
[ s
DimonsTRATION. On a

—|f® < f(t) <|f(H) Vte]a,b]

En intégrant les inégalité entre a et b, on obtient

b b b
—fvwﬂémestWﬂ
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D’ot le résultat. O

ProprIETE 1.9 (Relation de Chales). Soient f une fonction continue sur un
segment I [a,b] et a, b et c trois points de I. Alors :

fa b F(tydt = f F(t)dt + f b F(t)dt.

Propri£TE 1.10 (Linéarité). Si f et ¢ sont continues sur [a,b] et @, f € R, alors :

b b b
f (@f()+ Pg(t)dt = a f fdt + B f ¢t

DEmonsTRATION. Tres délicat a prouver. A admettre. m]

1.3. Intégrale d’une fonction bornée '

DfrintTION 1.11. Soit f : [4,b] — R une fonction réelle bornée sur un intervalle
borné [a,b] (a,b € R). On appelle subdivision de [a, b] toute famille finie (a;)o<i<x
tellequea=4a9<a; <...<a, =b.

Notons S[a, b] 'ensemble des subdivisions de l'intervalle [a, b]. Pour chaque
(@:)o<i<n € Sla, b], notons

(11) I(f) = ;[mi—ai_l) nf [f(x)l

et

(1.2) Jo(f) = [(ai—ai_a. sup [f(x)]-
i=1 X€la;i_1,4;

Remarquons que si 0 = (a;)o<i<n et & = (bj)o<j<m sont deux subdivisions quel-
conques de [a, b], on a toujours I,(f) < Js(f) (exercice : montrer pourquoi), donc

(1.3) sup I;(f) < mf ]a(f

oeSlab]

DerintTION 1.12. Si on a l'égalité SUP 1041 I,(f) = infsespap Jo(f), alors on dit

. . . b
que f est intégrable (au sens de Riemann) sur l'intervalle [a, b], et on note fu f(x)dx
la valeur commune.

Dfrinttion 1.13. Soit f : [4,0] — R une fonction. On dit que f est continue
par morceaux sur [a,b] sil existe une subdivision (a;)o<i<, de [a,b] telle que f est
continue sur tous les intervalles ouverts Ja;_1,4;[, i = 1,...,n. On dit que f est
bornée s'il existe un nombre N € R, tel que |f(x)| < N pour tout x € [a, b].

TutoreME 1.14. Toute fonction bornée continue par morceaux sur un intervalle borné
[a, b] est intégrable sur [a, b].

1. Cette section peut étre omis en premiere lecture
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1.4. Dérivation et Intégration
1.4.1. Notions de primitive d"une fonction.

DfriniTion 1.15. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction. On
appelle primitive de f sur I toute fonction F : I — R qui est dérivable sur ] et admet
f pour fonction dérivée.

TutoreEME 1.16. Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle 1.
Soient F et G deux primitives de f sur I.

Alors F et G different d'une constante c.a.d. 1l existe une constante c € R telle que
Fx)=G(x)+c Vxel.

Primitives usuelles

Les résultats de ces tableaux s’établissent en vérifiant que 1'on a bien F’ = f sur
lI'intervalle considéré.

Fonction f Fonction primitive F Intervalle I
ax+b X +bx+c R
cos(wr+@w#0 | Lsin(wx+¢@)+c R
sin(wx + @) w #0 —% cos(wx + @) + ¢ R
1+tan2x=ws%x tanx + ¢ |-%+kn, T +knl[, keZ
tan x —In|cosx|+ ¢ | -3 +kn, S +kn[, keZ
—— In|tan §| + ¢ Ik, (k+D)n[, ke Z
: colsx lnll tan(5 +x%| +c |-3+kn, 2 +kn[, ke Z
leTaZ a>0 Elarctaa?xg +c R
a21x2a>0 Zlnlﬂ+cl ] —o0;—a[ou]—a,a] ou Ja, +o0[
1> 0 arcsin 2 + ¢ ]—a,al
le_aza>0 Injx+ Vx2—a?|+c ] = o0, —a[ ou ]a, +oo[
\/L#a>0 In|x+ Va2 +a?| +c R

Opérations sur les primitives

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Fonctions Un primitive Conditions
u' +v u+v -
ku' ku -
wWu'"(neZetn#0 —y"1 u#0surlsin<0
wu* (a€Reta#0 —u*t! u>0
”l’—; In |u| u>0surlouu<Osurl
u'e" et -
u' (v’ ou) vou -

1.4.2. Théoreme fondamental du calcul Intégral.

TutoriME 1.17. Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R.
Alors, pour tout a € I, l'application t — fa t f(x)dx est une primitive de f sur I.

TutoriME 1.18 (Formule de Newton-Leibniz ou encore Théoréeme fondamen-
tale de 1’analyse). Soient [a, b] un intervalle fermé borné de R et f : [a,b] — R une
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fonction intégrable. Si F : [a,b] — R est une primitive de f sur [a,b], ona:
b
(1.4) f f(x)dx = F(b) — F(a).

&4 Ce théoreme est fondamental parce qu’il établit un lien entre des notions
apparemment totalement étrangeres : d’un c6té les notions d’aire, d’intégrale ; de
I'autre, la notion de primitive liée a la dérivation.

1.5. Techniques de calcul d’intégral

1.5.1. Intégration par parties.

TutoreME 1.19. Soient I un intervallede R, u : I — Ret v : I — R deux fonctions
continfiment dérivables sur I. Alors quels que soient a,b € Iona :

b b
(1.5) f u(t)o’ (t)dt = u(b)o(b) — u(a)v(a) —f u'(t)o(t)dt.

DEMONSTRATION. g(t) = u(t)v(t) est contintiment dérivable, de dérivée u(t)v’(t)+
u’(t)o(t), d’ou le résultat. O

1.5.2. Changement de variable.

TutoreMme 1.20. Soit I et | deux intervalles de R, ¢ : I — | une application
continiiment dérivable (de classe C') strictement monotone (croissante ou décroissante)
et f: ] — R une application continue. Alors, quelque soient a, f € I, on a :

P(B)

B
(1.6) tfﬂmmwww=¢ufMW-

& & & En fait la formule de changement de variable n’est rien d’autre que la
formule de derivation d"une fonction composée lue a 'envers.

En pratique : Comment retrouver vite cette horrible formule du changement
de variable ? Voici une méthode apparemment pas tres rigoureuse, mais cela dit
bien pratique.

On part de t = ¢(x). Alors % = ¢’(x), donc dt = ¢’(x)dx. Du coup f(t)dt =
f(p(x))@’(x)dx. Maintenant, pendant que x varie dea a b, t = ¢(x) varie de ¢(a) a
(D).

DEMONSTRATION. f continue sur |, donc y admet une primitive F et

(B

)
“ f(dy = F(@(B)) — F(p(a)).
pla

Or F o @ est contintiment dérivable sur I, de dérivée (f o ¢)¢’, donc

p(b)

B
L[ﬂwmwmw=ﬂwm—ﬂww=j‘fm%
o P

(@)

d’ou1 le résultat. m|

ExempLEs 1.21. 1- L’aire d’un demi-disque de rayon 1 est égale a 7. Du coup
'aire d"un disque complet de rayon 1 est égale a .
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En effet : Le cercle trigonométrique a pour équation cartésienne x> + y> = 1.

Son demi-cercle supérieur est donc le graphe de la fonction f : x = V1 —x2 sur
[-1,1], positive, et I'aire du demi-cercleassocié est l'intégrale

1
f V1 — x2dx.
-1

La fonction cosinus est de classe C! sur [0, ], & valeurs dans [-1, 1], et la fonction
x = V1 —x? est continue sur [-1, 1]. On pose x = cos t. Donc

1 0 0
(1.7) f V1 — x2dx = f V1 — cost?(—sin t)dt = f | sin t|(— sin t)dt =
-1 b b4

0 T
= —f sin? tdt = f 1-cos2x _ T
n 0 2 2

2— Soient a et b deux réels, a, b > 0. Calculer

b
f ! dx (ind. poser t = Inx).

xInx

3-Soita € R, 0 < a < 1. Calculer

1
* Inx
dx.
fa 1T+

CororLAIRE 1.22 (Parité - Périodicité). 1— Soit f une fonction continue sur [—a;a]
aveca > 0 : Alors

fa f()dt =0 si f est impaire;
fa f(t)dt =2 foa f(t)ydt  si f est paire.

2— Soit f une fonction continue sur R et périodique de période T. Alors

a+T T
dt = dt, Y R.
fa fht f fhit,  Vac

DEmonsTrATION. Exercice pour le lecteur. |

1.5.3. Calcul d’Intégrales de la forme f P(cos x,sinx)dx. ou P désigne un
polynome a deux variables.

On cherche a calculer des primitives de fonctions qui sont des sommes de
termes de la forme sin” x cos? x ot1 p et q sont deux entiers naturels.

— si p est impair, le changement de variable u = cosx (donc du = — sinxdx)
conduit a une primitive de fonction polynomiale.
Exemple :
P cos’x  cos’x
.3 4 2 4
sin"xcos*xdx = | (" -1)t'dt= - ——+c= - +c.
f f ( ) 7 5 7 5

— Si g est impair, on peut poser t = sinx (donc dt = cos xdx).
Exemple :

fcosSxdx:f(l—t2)2dt:t—§t3+%t5+c:t—§sin3x+%sin5x+c.

—Si p et g sont pairs, on linéarise.
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Exemple :

sin 4x N sin 2x N %
32 4 8

1
fcos4 xdx = 5 f(cos 4x + 4 cos 2x + 3)dx = +c.

1.5.4. Calcul d’Intégrales de la forme f R(x)dx. out R désigne une fraction
rationnelle a une seule variables.

On décompose en éléments simples dans R, puis on integre ces éléments
simples. Seuls ceux qui sont de seconde espéce posent probleme.

On doit donc intégrer des expressions comme

Ax + s
f(o) = Erbr o ou b~ —4c<0.
On écrit
f) = A2x+Db 2u—Ab .
2(x2 +bx +c)"  2(x2+bx +c)"
La fonction g(x) = % s’integre facilement car elle est du type Zn((’;))

Il reste a intégrer h(x) = m

2
Orx*+bx+c= (x+ %) +0a%, aveca = § V4c — 12,
Le changement de variable x =  — 2 donne :

f dx _f dt .7
(2+bx+co)r ) (B+a2)r "

On est ainsi ramené a une intégrale qu’on sait calculer dans le cas n = 1.
Le cas n > 2, On effectue le changement de variable x = atant. Ainsi dx =
a(1 + tan? t)dt. On trouve :

dt 1
In = = cos?" 2 tdt.
f a?2=1(1 + tan? t)n-1 a1 f

On est ainsi ramené au calcul d"une intégrale de Wallis.

Remarque : si on ajoute a ce calcul le temps de la décomposition en éléments
simples, il est clair que tout cela peut prendre beaucoup de temps.

1.5.5. Calcul d’Intégrales de la forme f R(cos x,sinx)dx. ot R désigne une
fraction rationnelle a deux variables.

Le changement de variable u = tan(5) conduit a la recherche d’une primitive
d’une fraction rationnelle.

En fait, il est souvent possible de faire les changements de variables u = tanx,
u =costouu =sint.

Les régles suivantes, appelées regles de Bioche, permettent de choisir ces
changements de variables.

— Si I'expression R( cosx, sin x)dx est invariante par Ie changement x — —x, on
pose u = Cos X.

— Sil” expression R(cosx, sinx)dx est invariante par le changement x — x + 7,
on pose u = tanx.

— Sil’expression R(cosx, sinx)dx est invariante par le changement x - 7 —x, on
pose u = sin x.

— Si les trois conviennent, on peut poser u = cos 2x.
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1.5.6. Intégration de fonctions rationnelles en ¢*. Les changements de va-
riable u = ¢* out = tanh § conduisent a la recherche d"une primitive d"une fontion
rationnelle.

Dans certains cas, il est plus simple de faire les changements de variables
u = tanhx, u = cosh x ou u = sinh x.

Pour déterminer le bon changement de variable, on utilise la regle qui suit :

On considere I'expression en sinus et cosinus obtenue en remplagant cosh x
par cos x, et sinh x par sin x, puis 'on utilise les regles de Bioche.

— Si le changement u = tan x convient, on pose u = tanh x;
— Si le changement u = sin x convient, on pose u = sinh x.

— Si le changement u = cos x convient, on pose u = tanh x.

1.5.7. Calcul d'Intégrales de la forme f R(x, r/%*2)dx. oi1 R désigne une frac-

cx+d
tion rationnelle & deux variables.

n ax+

Si la fonction a intégrer est rationnelle en x et en , le changement de

n ux+

variable u =
CX+

7 permet de se ramener a une fraction rationnelle.

ExemprEs 1.23. Calculer les primitives suivantes :

a)fx\/i—xTx; b)f(2x+1)\/xT f\/f

1.6. Formules de 1a moyenne

DfriniTioN 1.24. On appelle valeur moyemle de la fonction f continue par
morceaux sur le segment I = [g, b], la quantite :

b
blTa f f(x)dx.

TuforeME 1.25. Soient f et g deux fonctions sur [a, b], f continue et g continue par
morceaux positive. Alors

a. Il existe c € [a, b], tel que :

b b
f fHg(B)dt = f(c) f g(x)dx.

b. On suppose de plus que g continue et strictement positive. Alors il existe ¢ €]a, b[,

tel que :
b b
f fHg(t)dt = f(c) f g(x)dx.

c. On suppose de plus que f est de classe C', positive et décroissante sur [a, b]. Alors

il existe ¢ € [a, b] tel que :
b C
f f(0)g(b)dt = f(a) f g(t)dt.

DEMONSTRATION. O
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1.7. Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral

Dans cette section, a et b designent deux elements d"un intervalle I et n est un
entier naturel.

TuEorEME 1.26. Si f est une fonction de classe C"*! sur I, ona :

n b—
=Y S s [(O g
k=0

Reste intégral

& & Cette formule généralise celle de Newton-Leibniz (théoreme fondamental
de I'analyse), que I’on retrouve pour n = 0.

DEmonsTrATION. Fixons l'intervalle I, les deux points a et b de I et raisonnons
par récurrence. Pour tout n € IN, Soit $,, la propriété :

= (b —a)f "Bty
recia, fo=), o0+ [ L
LR T

Initialisation : Pour n = 0:si f est de classe C' sur I. la fonction f’ est continue
et donc par le théoreme fondamental de I’analyse, on

b
O =@+ [ s

En fait P est I'énoncé du théoreme fondamental de I’analyse, déja démontré.

Hérédité : Soit n € IN, n > 1 Supposons $,_; est vraie et montrons que P,
lest alors. Soil f une fonclion de classe C"*! sur I. Elle est alors de classe C" , et
I'hypothése de récurrence nous donne :

b— b- n-1
18) o) = Z( P+ [ O p

Intégrons par parties le terme complémentaire

b_ n-1 b b b— .

"o -ty!

oy /o

—_—F)nf(”)(a) +

La relation (1.8) devient :

n b—a) b b — )"
f(b) — Z ( k'a) f(k)(a) + f ( n't) fn+l(t)dt
k=0 ) a )

ce qui démontre le résultat au rang n. O
ExempLE 1.27. En appliquant a la fonction cosinus la formule de Taylor avec
reste intégral a 1’ ordre 2, montrer

x2
Vxe[-n, ], cosx>1-— >
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CoroLLAIRE 1.28 (Inégalité de Taylor-Lagrange). Soient f € C"*'(I)eta, b € I.
Alors

b n
f(b)—Z f(k) _(nTll)' up [f(t)

k=0 te(a,b)

oil SUP e (a,b) f
segment [a, b], ou [b, a].

DEmonsTrATION. Exercice pour le lecteur. O

ExempLE 1.29. Montrer que :

nok
X
Pour toutx € R, lim E i

n—+00

1.8. Approximations d’Intégrales
Soient a et b deux réels tels que a < b.

Pour calculer numériquement une intégrale f ’ f(t)dt on peut partager le seg-

: q e Integ A peut partag &

ment I = [a,b] a I'aide d"une subdivision a pas constant u = (x;) et, sur chaque
intervalle [x;, xi+1] , remplacer la fonction f par une fonction polynomiale dont on

sait calculer 1'intégrale. C’est la base des méthodes d’approximation d’intégrales
etudiées dans cette section.

1.8.1. Sommes de Reimann.

DerintTIoN 1.30. Si f est une fonction continue sur [4.b], on appelle somme de
Riemann de f la quantite :
b—a b
=) fla+k
k=0

TutorimMmE 1.31. 1- Soit f € C([a, b]) une fonction continue. Alors

f fydt = lim —Zf( +k0) = i —Zf(

2-Si, f € CY([a, b)), alors I'erreur commise dans ces limites est un O(;, cad. :

-1 (1
n

k=0
&&& En particulier, le théoreme affirme 'existence des deux limites.

DEMONSTRATION. A admettre. m|

ExemrLEe 1.32.

En effet

1
1 zlz Lk_h_m izan.
Zk:1”+k nk:11+a o 1+t
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1.8.2. Méthode des trapezes. Le calcul approché d’une intégrale au moyen
des sommes de Riemann est généralement appelé la méthode des rectangles. Le
théoréme précedent, nous affirme que l'erreur commise était au plus de 'ordre
O(2), si n est le nombre de termes sommés. Cette majoration de I’erreur n’est
pas trés bonne car la suite 1 ne tend pas vers zéros rapidement lorsque 7 tend
vers co. La méthode d’approximation pas les sommes de Riemann n’est donc pas
pleinement satisfaisante.

Nous allons présenter ici une méthode proche de la précédente, mais la conver-
gence accélérée O(3%), appelée la méthode des trapezes. Il existe bien d’autres
méthodes encore meilleures.

Tutorime 1.33. 1- Soit f € C*([a, ]). Alors
n—1
f f(tdt = lim {f @O ¥ o s kb%“) .

2

k
2— De plus I'erreur commise dans cette limite est un O(%, c.a.d. :

fa F(t)dt

DfmonsTrATION. Ce résultat n’est pas horrible a montrer. On I’admit. O

1
= O(=

&&& Dans la somme de Riemann, on approxime f par des fonctions constantes
sur chaque intervalle [x;, x;;1] ot x, = a+ kbn;“, et on approxime l'intégrale de f par
la somme des aires des rectangles. Dans la méthode des trapezes, on approxime
f par des fonctions affine. Les rectangles sont ainsi remplacés pas des trapezes.

1.9. Exercices

Exercice 1.1. Déterminer les primitives suivantes :
1 dx
1) j‘(x2+—)2 dx; 2) f—; 3) fxz arctanxdx; 4) fcos(ln x) dx;
X Vx+ Vx -1

5) f dx;6)fearcsmx dx; 7) fe"cosx dx; 8) fxe" sin x dx;
dx dx x+1
%) fshxchx 10) f 2 1D fx2+a2’ 2) f(l x) (1+x2)d

W= o) 1d—F 9 [ S

dx . sh(x) X
x f1+2shx)+ch(x )fthz(x e 19 f(2x+1)\/x+1dx

20) f
Exercice 1.2. Calculer

/2 /2 37/2
I = f cos’xdx; I, = f cos’xdx; I = f | sin x|dx;
0 0 /2

/2 3 71/2 57

cos’ x cos x . : :

Iy = — x5 = ———dx; Ig= sin x sin 2x sin 3xdx;
0 cos®x+sin’x 0 COsXx+sinx 0

1 dx.
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271 /2
X 1
I; = ————dx; Ig= dx; (0 €]-mn, nl);
7 jo‘ 1+3cos2x 7 \fo‘ 1+ cosOcosx (0 €l =m )

I f X I U xInx .
9 = ; lip = —
4 VI+a2+ V1-2a2 o (¥ +1)?

2
Exercice 1.3. Calculer [,,,, = fo " cos mt cos ntdt pour n et m dans IN.

Exercice 1.4. Soit f a,b] — R une fonction continue et c e]a b[. Montrer que

Exercice 1.5. Soit f a,b] = Rune fonct10n continue. Montrer que

L f(x)dx

Exercice 1.6. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Déterminer lim,,_, fol t" f(t)dt.

F(b)dt.

= f |f(x)|dx siet seulementsi f>0ou f <0.

. . . ) ) i 1
Exercice1.7. Soit f : R* — Rune fonction continue. Déterminer lim,,_, o, 1 fo &

Exercice 1.8. Soient f et ¢ deux fonctions sur [a,b], f continue et g continue
par morceaux positive.

a. Montrer qu’il existe c € [g, D], tel que :

f FBgbdt = F(o) f ¢,

b. On suppose de plus que g continue et strictement positive. Montrer qu’il

existe ¢ €]a, b|, tel que :
b b
f fB)gt)dt = f(c) f g(x)dx.

c. On suppose de plus que f est de classe C!, positive et décroissante sur [, b].
Montrer qu’il existe c € [a, D] tel que :

f FBgbdt = fa) f ¢t

Exercice 1.9. Calculer la limite quand 7 tend vers +oco de :

np
1 1
1S, = E —, (avecpeN*; 2)S, = S = E _
k=n k g k=1 Vn? + kn



CHAPITRE 2
Intégrales généralisées

L'intégrale généralisée (ou impropre) désigne une extension de l'intégrale
usuelle, définie par une forme de passage a la limite dans des intégrales. On note
en général les intégrales impropres sans les distinguer des véritables intégrales
ou intégrales définies, ainsi :

+00 .
f LAY
0 t

est un exemple tres classique d’intégrale impropre convergente, mais qui n’est
pas définie au sens de 'intégration usuelle (que ce soit I'intégration des fonctions
continues par morceaux, l'intégrale de Riemann, ou celle de Lebesgue).

Dans la pratique, on est amené a faire une étude de convergence d’intégrale
impropre

—lorsqu’on integre jusqu’a une borne infinie,

— lorsqu’on intégre jusqu’a une borne en laquelle la fonction n’admet pas de
limite finie,

—lorsqu’on englobe un point de non définition dans l'intervalle d’intégration.

Dans chaque cas, on évaluera l'intégrale définie comme une fonction d"une
des deux bornes et on prendra la limite de la fonction obtenue lorsque I’argument
tend vers la valeur de la borne.

L'intégrale impropre partage un certain nombre de propriétés élémentaires
avec l'intégrale définie.

2.1. Définition des intégrales généralisées

. L gs b N , 4
Nous allons généraliser la définition de fu f(x)dxaucas ot f n’est pas forcément
bornée et a, b peuvent étre +co.

Nous supposons que f est localement intégrable sur ]a, b[, c’est a dire pour tout
sous-intervalle fermé borné [a, f] Cla, b[, f est intégrable sur [a, f].

En pratique, Les fonctions considérées sont souvent continues sur l'intervalle Ja, b[ ce
qui implique en particulier qu’elles sont localement intégrables.

2.1.1. Le cas —o0 <a < b < +o0. Soit f localement intégrable sur [a, b[. On lui
associe l'application F : [a, b[— R définie par :

2.1) F(x) = f F(t)dt.

DfrintTION 2.1. SiF(x) admetla limite | € Rlorsque x — b, on dit que ['intégrale

. b . . .
généralisée fa f(t)dt est convergente et on lui attribue la valeur J. Par contre, si F(x)
n’admet pas de limite ou tend vers +co lorsque x — b, on dit que l'intégrale

b .
généralisée fa f(t)dt est divergente.

14
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ExempLEs 2.2. (i) fox cost dt = —sinx n’admet pas de limite lorsque x — oo,
donc l'intégrale généralisée f " cost dt est divergente.

(ii) J, % =1-1 ;- tends vers 1 lorsque x — +o0, donc f "” =1.

(iii) La fonction f (x) = \/_ n’est pas bornée sur l’mtervalle [O 1[. Cependant,

pour x € [0,1], fo
pour valeur 7t/2.

= arcsint| = arcsinx —) Z. Donc f converge et a
1 2 ‘ 0 1/1 g

2.1.2. Le cas —o0 < a < b < oo. De facon similaire, dans ce cas, on associe a la
fonction f :]a, b] — R 1’application G :]a, b] — R définie par :

b
2.2) G(x) = f F(t)dt.

Si G(x) admetlalimite | € Rlorsque x — a, on dit que I'intégrale généralisée fa ’ f(t)dt
est convergente et on lui attribue la valeur J. Par contre, si G(x) n"admet pas de

b
limite ou tend vers +oo lorsque x — a4, on dit que I'intégrale généralisée fu f(t)dt
est divergente.

.. b —x . L . b —a
En fait fx f(tydt = f_ , f(=1)dt;les intégrales généralisées j; f(t)dtet f_ , f(=hadt
sont de méme nature et égales en cas de convergence. C’est pourquoi on peut
toujours se ramener au cas —o0 < 2 < b < +00 que nous reprenons dans toute la
suite.
2.1.3. Convergence Absolue.

DfEriniTioN 2.3. Soit f : [4,b[— R localement intégrable. Lorsque l'intégrale

fa |f(t)ldt est convergente, on dit que fa f(t)dt est absolument convergente.

2.1.4. Fonctions a valeurs complexes.

DEriniTION 2.4. Soit f : [4,b[— C localement intégrable. On dit que l'intégrale
fa ’ f(t)dt est convergente si et seulement si les deux intégrales fa ’ R(f(H)dt et
fa ’ I(f(t))dt sont convergentes et alors

b b b
(2.3) f F(tydt = f R(F()dt + i f I(f(t)dt.

(R designe la partie réelle et J la partie imaginaire). On dirait aussi que fa ’ f(t)dt

. b
est absolument convergente si et seulement si fﬂ |f(t)ldt est convergente.

2.1.5. Critere de Cauchy.

TuforeME 2.5. Soit f : [a,b[— R une application localement intégrable. L'intégrale
fa ’ f(t)dt est convergente si et seulement si f vérifie la condition suivante, dite critéere de
Cauchy : Ve > 0 dc € [a, D[ tel que Vx1,x2 € [c,b[ on a Iijz fBdt) < e.

DimonstraTION. (i) Condition nécessaire. Supposons que fu ’ f(t)dt est conver-
gente, c’est a dire 3lim,_,, F(x) =1 € Rou1 F(x) = fa : f(t)dt. Par définition, Ve > 0
dc < b tel que |F(x) —I| < ¢/2 Vx € [c, b, donc Iijz f®At) = |F(x2) = F(xq)l <
[F(x1) = I+ | = F(xp)| < €/2+ €/2 =& V¥x1,x, € [c, b].
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(ii) Condition suffisante. Supposons que la condition de Cauchy est satisfaite.
Choisissons une suite (x,),cn arbitraire de nombres dans [c, b| telle que lim,, . X, =
b. Alors la suite F(x,) est de Cauchy, donc convergente. Notons I = lim,,,. F(x;).

Ye > 0, dc € [a,b] tel que |[F(x") — F(x")| = Ifxx f(tydt] < €/2 ¥x',x"” € [c, b, et
AN € N tel que |[F(x,) = I| < ¢/2V¥n > N. Prenons unn > N tel que x, € [c, b], alors
[F(x) = I| < |F(x) = F(x,)| + [F(x,) = I| < €/2 4+ €/2 = € Vx € [c, b]. Cela veut dire que
lim,_,;, F(x) = L. O

CoROLLAIRE 2.6. Soit f : [a,b[— R localement intégrable. f f(t)dt absolumente

convergente — fa f(t)dt convergente.

DEMonsTRATION. Elle résulteimmédiatement du critere de Cauchy et del'inégalité

triangulaire suivante :
»4) XD
ff(t)dt sf |f(B)ldt.
X1 X1

2.1.6. Le cas de fonctions positives.

(2.4)

TuforEME 2.7. Soit f : [a,b[— R, localement intégrable. L'intégrale fu ’ f(t)dt est
convergente si et seulement si I’ensemble { fa i f(t)ydt; x € [a,b[} est majoré (i.e. il existe
une constante réelle positive M > 0 tel fa : f(t)dt <M, Vx € [a,b]); dans ce cas

b X X
(2.5) f f(t)dt = sup f f(Hdt = limf f(t)dt
a xe[a,b[ Ja b J,
DEMONSTRATION. F(x) = fa : f(t)dt est croissante, donc lim,_,, F(x) existe tou-
jours; si elle est finie I'intégrale est convergente ; sinon elle est égale a +oo. m|

2.2. Etude de la convergence

2.2.1. Critere de comparaison.

Rappel sur les notations de Landau. Soient f : [a,b[— R et g : [a,b[— R deux

fonctions.

— On dit que f = O(g) au voisinage de b s'il existe c € [a,b] et a € R, tel
que |f(H) < alg(t)] Yt € [c,b[. (Lorsque b = +oo, cela signifie que Vt > ¢
£(8) < alg®)]

— Ondit que f = 0(g) au voisinage de bsi Ve > 0dc € [a, b[ tel que [f(t)| < €|g(t)l
VYt € [c,bl.

— On dit que f ~ g au voisinage de b si f — ¢ = 0(g) au voisinage de b (&
f — g =o(f) au voisinage de b).

TutorEME 2.8. Soient f et g deux applications localement intégrables de [a, b[ dans
R. On suppose qu’il existe ¢ € [a, b[ tel que : V't € [c,b[, 0 < f(t) < g(t). Alors :
(i) fa ’ g(t)dt convergente = fa ’ f(t)dt convergente.
(ii) fa ’ f(t)dt divergente — fa ’ g(t)dt divergente.

DEMONSTRATION. f et g étant intégrables sur [a, ], il suffit d’étudier la conver-

gence de f f(t)dt et de f g(Hdt. Sachant que Vx € [c,b[, 0 < [ f(hdt < [ g(t)dt
la conclusion résulte du Théoréme 2.7.
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CoROLLAIRE 2.9. Soient f et g deux applications localement intégrables de [a, b[ dans
R. On suppose qu’il existe d € [a, b tel que f et g soient positives sur [d,b[ et que
f = O(g) au voisinage de b. Alors :

(i) fa ’ g(t)dt convergente — fu ' f(t)dt convergente.
(ii) fa ’ f(t)dt divergente — fa ’ g(t)dt divergente.

DimonsTRATION. Par hyposthese, il existec € [d,b[ eta € R, telsque 0 < f(f) <
ag(t) Vt € [d, b], et on applique le théoreme. m|

CoroLLAIRE 2.10. Soient f et g deux applications localement intégrables de [a, b[
dans R. On suppose :
(i) 3d € [a, b] tel que g(t) > 0Vt € [d, b].
(i)) A # 0 tel que f ~ Ag au voisinage de b.

Alors les intégrales fa ’ f(t)dt et fa ’ g(t)dt sont de méme nature.

DEMONSTRATION. Les intégrales de f et de —f étant de méme nature, on peut
supposer A > 0. Il existe alors ¢ € [d, b[ tel que

1 3
Yt e [c, bl: E/\g(t) < f(t) < EAg(t).
Le résultat est alors une conséquence directe du théoreme précédent. |

2.2.2. Quelques fonctions de référence.

+00
LemME 2.11. Pour a > O et a € R, l'intégrale f 72 converge si et seulement si
a

a>1.

DEMONSTRATION. Pour x € [a, +oo[, F(x) = fax tadts’écrit (S — ) sia # 15
Inx —Inasia =1doule résultat. ]

dt
(0-t*

: b
LeEMME 2.12. Pour —oco <a <b < +ooet a € R, l'intégrale fa
seulement si a < 1.

converge si et

DimonsTrRATION. Pour x € [a,b[, F(x) = fa * (bdt)a écrit In(b — a) — In(b — x) si

a=1; L (b-a)'%-(b-x)"%sia#1doulerésultat. O

/ 1-a

2.2.3. Regles d’absolue convergence.

ProrosiTioN 2.13. Soit f : [a, +oo[— R une application localement intégrable.
(i) S'il existe « € R et ¢ # 0 tels que, au voisinage de +oco, f(t) ~ ct®, alors 'intégrale
fa " f(t)dt est absolument convergente si o > 1 et divergente si a < 1.
(ii) S'il existe « € R, > 1 tel que, au voisinage de +oo, f(t) = O(t™*), alors f;m f(t)dt
est absolument convergente.
(iii) S’il existe « € R, @ < 1 tel que liminf,_, t* f(t) > 0, alors f+°° f(t)dt est divergente.

ProrosiTioN 2.14. Soit f : [a,b[— R (=00 < a < b < +00) une application

localement intégrable.
(i) S'il existe « € Ret ¢ # O tels que, au voisinage de b, f(t) ~ c(b — t)*, alors I'intégrale

b . . .
fa f(t)dt est absolument convergente si o« < 1 et divergente si @ > 1.

(i) S’il existe o« € R, v < 1 tel que, au voisinage de b, f(t) = O((b — t)™%), alors fab f(t)dt
est absolument convergente.

> 1 tel que liminf, ,;,(b — t)*f(t) > 0O, alors fah f(t)dt est

(iii) S’il existe @ € R, «
divergente.



18 2. INTEGRALES GENERALISEES

ExempLE 2.15. Etude de la convergence de fn v t~*cos(At)dt, avec a, A € R,

a>1.0nalt™cos(At) < t™% et L T gy converge. Donc fn e t~*cos(At)dt converge
absolument.

ExempLE 2.16. Etude de la convergence de fol Le probléme se pose au

\/1_3
1 t—>1 1 (1

voisinage de 1 o1 I'on a \/_ t)~1/2. L'intégrale est donc

- VIt VI+t+£2
convergente, d’apres la Proposition 2.14.

2.2.4. Regled’Abel. Le théoreme suivant permet souvent d’étudier la conver-
gence des intégrales qui ne sont pas absolument convergentes.

TutoriMmE 2.17 (Regle d’Abel). Soient f : [a,b]— Ry et g : [a,b]— C deux
applications localement intégrables (b € R U {+o0}). On fait les hypotheses suivantes :
(i) f est réelle positive, décroissante, et

lim f(x)

x—b

fa‘u g(t)dt

Alors l'intégrale fa ’ f(t)g(t)dt est convergente.

(ii) AK € R, tel que
< KVu € [a,bl.

DimonsTrATION. Pour simplifier la preuve, nous supposons que f est continiment
dérivable. Notant G(u) = fu ! g(tdt, on a |G(u)] < K Yu € [a,b[. Comme f est
décroissante, f'(u) < 0 Vu € [a, b[. Utilisant I'intégration par parties, on obtient

fv ftgt)dt = f(v)G(v) — f(u)G(u) — fv f'(OG(t)dt Ya<u<v<b,

u

d’ou
| [ gt < foicoI+ fwicol+ [ rojco
<KL + £+ [ (O] =270 =5 0

Cela veut dire que I'intégrale généralisée fu ’ f(t)g(t)dt vérifie le critere de Cauchy,
donc elle converge. O

ExempLE 2.18. Soit @ > 0. Etude de la convergence de f1+°° t~* cos(t)dt.

(i) Pour a > 1,1'intégrale flm t~*dt est convergente d’apres le Lemme 2.11, donc
f1+oo t~* cos(t)dt est absolument convergente par comparaison (|t~ cos(t)| < t7%).

(ii) Supposons désormais 0 < a < 1. Alors l'intégrale fl+°o 7% cos(t)dt est
convergente mais pas absolument convergente.

Pour montrer la convergence simple, on peut appliquer la regle d’Abel, avec
f(t) =t et g(t) = cos(t). En effet, | J;u cosdt| = |sin(u) —sin(1)| < 2 Yu € [1, +ool.

Pour montrer la non-convergence absolue de j:roo t~* cos(t)dt, c’est a dire la

divergence de f1+°o t~%| cos(t)|dt, on peut utiliser 1'inégalité

1
7% cos(t)] > t7% cos*(t) = E[t‘“ + 7% cos(21)].
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f1+oo t~* cos(2t)dt converge (pour les méme raisons que flm t~* cos(t)dt), mais
flm t“"di 0coliverge (quand 0 < a < 1), donc flm £~ cos?(t)dt diverge, et par compa-
raison fl t~%| cos(t)|dt diverge.

REMARQUE 2.19. Une intégrale généralisée convergente, mais pas absolument
convergente, est dite aussi semi-convergente.

2.3. Calcul des intégrales généralisées

Pour calculer une intégrale généralisée ou étudier sa nature (absolue conver-
gence, semi-convergence, divergence) on aura le plus souvent recours au cal-
cul d"une primitive. On pourra aussi utiliser d’autres méthodes, par exemple,
l'intégration par parties ou le changement de variable. On a en particulier :

TuforeME 2.20. Soit ¢ :Ja, f[—]a, b] une bijection continiiment dérivable stricte-
- . . b
ment monotone et f :]a,b[— R une application continue. Alors l'intégrale fu f(x)dx
converge si et seulement si fa f f(d(H)’(t)dt converge et dans ce cas

P(B)

f
26) [ ot - | foo

DimonsTrATION. Utiliser la formule de changement de variable pour le cas
“propre” (Théoréme 1.20) et passer a la limite. O

ExemrLE 2.21. Soit 0 < o < 2. Etude de la convergence de

1
I:f s~ cos(s1)ds.
0

1
Notons I, = f s cos(s)ds,s = p(t) = 1/t,¢'(t) = -1/t

1 1
-1 :
I, = —f t* cos(t)t—zdt = f @ cos(t)dt.
1 1

D’apres les résultats de 'Exemple 2.18, on obtient :
—Pour0<a<1,2~-a>1etlestabsolument convergente.
—Pourl <a<20<2-a<1etlestconvergente mais pas absolument
convergente.

2.4. Exercices

Exercice 2.1. Monter la divergence de :

00 ) 1 . 1 o)
. sin” x sin x dx dx
sinx dx, dx, > dx, — 5 —_
0 o X 0 X o 1—x12" ), xlnx

Exercick 2.2. Convergence absolue :

o0 . 1 © ! ”
sin x dx o
. 2—X 4 _—
jl‘ = dx, f(; sm(l/t)dt,‘fo‘ del‘fo arccosx'\fz x(In x)2

Exercice 2.3. Convergence simple (semi-convergence) :

f sin(x?) dx, f €5 % ix
0 1 X
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Exercice 2.4. Etudier la convergence (v € R)

(o]

tint *® R
o (1 +12) f (tanx x)a’ j; In x dx J; cos(t")dt

Exercice 2.5. Montrer la convergence et calculer

S ®dt ® P24t /2
- —, —, Vtan t dt
[m t2+2t+2’f0 1+t fo 1+ t4 fo an

Exercice 2.6. Montrer la convergence et calculer

f‘” dx f“’ dx f dt
» =17 Jy (x+Dx+2)(x+3)" J Vit —4)(5-1t)

Exercice 2.7. Montrer la convergence et calculer

f‘x’ lnt Int 0 dx @b>0)
0 1+t‘2 \/1_ L@+ x)b+x2)

Exercice 2.8. Montrer que les intégrales suivantes convergent et les calculer

par réccurence :
I, = tetdt, |, = _ .
n j(; ]” L (1 + tZ)n+1




CHAPITRE 3

Equations differentielles

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C. On suppose que I est un intervalle de
R contenant au moins deux points. On sait qu'une fonction dérivable de I dans
K est constante si, et seulement si, sa dérivée est nulle et une fonction f deux fois
dérivable sur [ est affine (c’est a dire a une expression de 1a forme f(t) = at + b) si,
et seulement si, f”/ = 0 : Le cas réel a été vu dans les classes antérieures et le cas
complexe s’en déduit en considérant les parties réelle et imaginaire.

En particulier, deux primitives sur I d’'une méme fonction difféerent d"une
constante.

Enfin, on sait que toute fonction continue sur I admet une primitive.

3.1. Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Soient 4, b, c trois applications continues sur I, a valeurs dans K. Dans cette
section, on note (E) I'équation : a(x)y’ + b(x)y = c(x).

On dit que (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

On note (H) I’équation différentielle : a(x)y” + b(x)y = 0 (équation homogene
associée a (E).)

&&& Important : Les résultats concernant (E) et (H) supposent qu’on se place
sur un sous-intervalle | de I sur lequel la fonction x + a(x) ne s’annule pas. Pour
résoudre (E) ou (H) sur I tout entier, il faudra procéder intervalle par intervalle
(entre deux zéros successifs de la fonction a), et vérifier en suite s’il est possible
de "recoller” des solutions sur des intervalles consécutifs.

Prorosrtion 3.1 (solution générale de (H)). On considere (H) : a(x)y’ +b(x)y = 0,
sur un intervalle I oit a(x) ne s’annule pas. La solution générale de (H) sur I est donnée
par y(x) = Ae™B®, o0t B est une primitive particuliere de x YO sur 1, et oit A est un

a(x)
scalaire quelconque.

Remarques et exemples

— Le résultat précédent montre que 'ensemble Sy des solutions y de (H) sur
I est égal a I'ensemble des multiples d’une solution particuliére v, non nulle de
(H) sur I. On exprime cette situation en disant que Sy est une droite vectorielle. On
voit d’ailleurs qu'une solution de (H) sur I, si elle n’est pas la solution nulle, ne
s’annule jamais sur I.

—Sion ”devine” une solution non nulle de (H) sur I, alors on connait la solution
générale (sans avoir a passer par la formule précédente.)

On constate par exemple que x — 1 est solution de (H) : xy’ + y = 0 sur R et
sur R™.

Sur I = R™ ou R*™,, la solution générale de (H) est donc 'ensemble des
x - Ax, (A € K).

Prorosition 3.2 (solution générale de (E)). On considere (E) : a(x)y’+b(x)y = c(x),
sur un intervalle I ott a(x) ne s’annule pas. La solution générale de (E) sur I est donnée

21
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par y(x) = (C(x) + A)e B, oit B est une primitive particuliere de x 22—3 surl, A est un

scalaire quelconque, et C est une primitive particuliere de x %63(") sur I.
Remarques — L'expression précédente montre que pour obtenir la solution

générale Sg de (E) sur I, il suffit d’ajouter a une solution particuliére de (E) sur I

la solution générale de (H) sur I.

— Par exemple, une solution particuliere de (E) : xy’ + y = 2x est I'application
x + x. La solution générale de (E) sur I = R** ou R™ est donc y(x) = x + %, avec
A €K

— Autre exemple : considérons 1'équation (E) : cos(x)y’ + sin(x)y = 1, sur
I =]-%,Z[. Une solution particuliére de (E) (resp. de (H)) sur [ est x > sin(x) (resp.
x + cos(x).) La solution générale de (E) sur I s’écrit donc y(x) = sin(x) + A cos(x),

avec A € K.
Exercice : Résoudre sur ]0, +oo[ I'équation xy’(x) — y(x) = x%e".

Prorosition 3.3 (Probleme de Cauchy). On considere (E) : a(x)y’ + b(x)y = c(x),
sur un intervalle I oit a(x) ne s’annule pas. Soit xo un point de I, et soit yo un élément
quelconque de K. Il existe une unique solution de (E) sur I satisfaisant a la condition
initiale y(xo) = yo. Trouver cette solution, c’est résoudre le probleme de Cauchy relatif a
ces conditions initiales.

Interprétation

Supposons K = RR (toutes les fonctions sont donc a valeurs réelles.) Les courbes
représentatives des solutions de (E) sont appelées courbes intégrales de (E). Par
tout point M(xo, vo) de I X IR, il passe une et une seule courbe intégrale de (E).

Méthode de variation de la constante

On considere les équations (H) : a(x)y’ + b(x) = 0 et (E) : a(x)y’ + b(x) = c(x).
On rappelle que les applications 4, b, ¢ sont continues, a valeurs dans K. On se
place sur un intervalle I sur lequel I’application x +— a(x) ne s’annule pas. Soit
x + h(x) une solution de (H) sur I, non nulle (donc ne s’annulant pas sur I.) On
sait que la solution générale de (H) sur I s’écrit y : x +— Ah(x), avec A € K. Pour
résoudre completement (E) sur I, il suffit d’en connaitre une solution particuliéere.
On cherche une telle solution sous la forme y : x — A(x)h(x), ou A est maintenant
une application dérivable sur I a valeurs dans K (on fait “varier la constante”.)

Avec ces notations :
a(x)y'(x) + b(x)y(x) = c(x) & a(x)(A (x)h(x) + A(x)H (x)) + b(x)A(x)h(x) = c(x)
s AN(x)a(x)h(x) = c(x) (cara(x)h’(x) + b(x)h(x) = 0)
c(x)
a(x)h(x)’

(ce qui détermine A une constante pres).

e MNkx) =

Si on note I une primitive de x — % sur I, la méthode de variation de la

constante donne donc les solutions x — y(x) = I'(x)h(x) + ah(x), avec a € K. On a
ainsi obtenu 1’ensemble des solutions de (E) sur I.

3.2. Equations se ramenant a une équation linéaire

3.2.1. Equations de Bernoulli. L’équation différentielle de Bernoulli est une
équation différentielle du premier ordre de la forme :

¥ (x) + a(x)y(x) = b(x)y(x)", m € R.



3.2. EQUATIONS SE RAMENANT A UNE EQUATION LINEAIRE 23

Cette équation a été proposée par Jacques Bernoulli en 1695 et résolue un
an plus tard par Leibniz grace a un changement de variable qui ramene a une
équation différentielle linéaire. C’est d’ailleurs la méthode encore employée au-
jourd’hui pour résoudre cette équation.

En effet
—Sim =1 c’est une équation linéaire de premier ordre.

—Sim # 1. En supposant y strictement positif sur I'intervalle I, on peut diviser
I’équation par y™(x) et on obtient

y'(x) B
ye e
On pose
uw = -
y"(x)
Donc
ux) = y' " (x)
u'(x) = (1 -m)y' (x)y—m
oy = L= my'(x)
ST

on obtient 1’équation différentielle linéaire

1 jm”/(x) +a(x)u(x) = b(x)

dont la solution générale est
M(X) — e—(l—m)fa(t)dt) (C + (1 _ m) fb(t)e(l—m)fu(s)dsdt)

. . 1
ce qui donne pour la fonction y = utn

]/(x) — e—fa(t)dt) (C + (1 _ m) fb(t)e(l—m)fa(s)dsdt) —m

Si la fonction y passe par le point (xo, 1) alors la solution de cette équation est :

: x t m—1 ﬁ
y(.X) = yoe_ I(o a(t) dt (1 + (1 _ m)yg—l f b(t) (e— fxO a(s)ds) dt)

X0
Des solutions peuvent étre cherchées parmi les fonctions qui ne sont pas partout
positives dans leur domaine de définition, mais alors de nombreuses précautions
doivent étre prises quant aux domaines de validité des solutions.

Exemple Résoudre I'équation iy’ — 2xy + 2xy* = 0.

3.2.2. Equations deRiccati. Uneéquation de Riccati est une équation différentielle
de la forme
Y = qo(x) + 1(x)y + G20y
Ou qo, g1, et g, sont trois fonctions, souvent choisies continues sur un intervalle
commun a valeurs réelles ou complexes.

Elle porte ce nom en I'’honneur de Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) et de
son fils Vincenzo Riccati (1707-1775).

Il n’existe pas, en général, de résolution par quadrature a une telle équation
mais, il existe une méthode de résolution des que 1’on en connait une solution
particuliere.
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S’il est possible de trouver une solution y;, alors la solution générale est de la
forme

y=1y1+u
En remplagant
y par y+u
dans I’équation de Riccati, on obtient :

v+ =g+ qi(y1 +u) + o(ys + )

et comme
Vi = qo+ qiyi + oy
ona:
u = quu+ 2q211u + qzuz
Or

u = (q1 + 2q2y1)u = qoui?
est une équation de Bernoulli . La substitution nécessaire a la résolution de cette
équation de Bernoulli est alors :

Substituer
= + —
y=yn+7
directement dans 1’équation de Riccati donne I'équation linéaire :
Z' 4+ (g1 + 292y1)z = =2
La solution générale de I'équation de Riccati est alors donnée par :

N 1
= 1 -
y=yn-+7
ou z est la solution générale de 1’équation linéaire citée ci-dessus.

Exemple Résoudre 'équation v’ + xy — y* = 1 (Ind. y;(x) = x est une solution
de I’équation).

3.3. Equations différentielles a variables séparées, homogenes

3.3.1. Equation différentielle d’ordre un a variables séparées. Une équation
différentielle d’ordre un a variables séparées mais non nécessairement linéaire est
une équation différentielle qui peut s’écrire sous la forme suivante

Y = f@)3).
On recherche dans un premier temps les solutions telles que g(y) n’est jamais nul.
De telles solutions sont dites régulieres.

Cette présentation classique, notamment pour la résolution de problemes ap-
pliqués, est difficile a justifier mathématiquement mais elle permet d’obtenir une
bonne partie des solutions. Elle utilise les notations de Leibniz pour le calcul
différentiel. Elle consiste a « séparer les différentielles > en écrivant

1 dy
— 27— f(x
s I
sous la forme .
—dy = f(x)dx

g(y)
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En intégrant séparément chaque membre :
H(y) = F(x)+ K

ou H représente une primitive de 1/g et F représente une primitive de f et K une
constante arbitraire. En outre, la fonction H est contintiment dérivable, strictement
monotone, donc admet une fonction réciproque de sorte que la solution s’exprime
comme

y = H'(F(x) + K).
Présentation alternative :

Le calcul utilisé précédemment ne possede un sens mathématique précis que si
I'on aintroduit la notion assez abstraite de différentielle. Il est possible d’en donner
une version plus élémentaire, en primitivant chaque membre de 'expression

par rapport a la variable x, ce qui conduit a

f g(y(u»y”d”_f flu)du

Ce qui, apres changement de variable, est de la forme

1 d ) d
fm ,

Et la conclusion est identique a celle du paragraphe précédent.
Exemples :
1- L’équation différentielle ordinaire :

d

d—y =yl -y)
Sil'on suppose f(x) =1 et g(y) y(1 — y), on peut écrire I'équation différentielle
sous la forme de I’équation ci-dessus. Ainsi, '’équation différentielle est séparable.

Comme montré au-dessus, on peut traiter dy et dx comme des variables
séparées, ce qui fait que les deux membres de 1'équation peuvent étre multi-
pliés par dx. En divisant par la suite les deux membres de I"équation par y(1 — y),
on obtient :

dy
y1-y)
On a donc séparé a ce moment les variables x et y 1'une de 1’autre, x apparaissant
uniquement dans le membre de droite et y dans celui de gauche.

= dx.

En intégrant les deux membres, on obtient :

f y(ldg Y) f o

qui, en passant par des fractions partielles, devient :

puis :
Inlyl =1 —yl=x+C
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ou C est la constante d’intégration. Quelques considérations algébriques donnent

une solution pour y :
1
T 1B

On peut alors vérifier cette solution en considérant la dérivée par rapport a x de
la fonction trouvée, ol B est une constante arbitraire. Le résultat devrait étre iden-
tifiée au probleme original. (On doit étre attentif aux valeurs absolues lors de la
résolution de I"équation ci-dessus. Il est évident que les signes différents de la va-
leur absolue contribuent aux valeurs positive et négative pour B, respectivement.
Et le cas B=0 est appuyé par le cas o1 y=1, comme indique ci-dessous.)

2—La croissance d"une population est parfois modélisée par1’équation différentielle::

dP P
E‘kp(l_f)

ou P est la population en fonction du temps t, k est le taux de croissance, et K la
capacité de contenance de I’'environnement.

La séparation des variables peut étre utilisée pour résoudre cette équation

différentielle. P b
@ =P(1-g)

[t o

Afin d’évaluer I'intégral du membre de gauche, on simplifie la fraction complexe :
1 K
P(1-%) PK-P)
Puis on décompose la fraction en éléments simples :

K __1. 1
P(K-P) P K-P

fX%+Ki»dp:j}m

In|P|-In|K—-P|=kt+C

On a alors:

KBl e
p
K-P —C,—kt
—_ =4+
P e e
On pose A = +e™C.
K
F—lef“
K
1+ Ae M
Puis, la solution a I'équation logistique est :
K
P(t)= —————.
® 1+ Aek

Pour trouver A, on considere l'étape suivante dans le processus de résolution de

I'équation différentielle :
K-P
—_— = Ae_kt
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On poset =0etP(0) = Py. On a alors :
K- Py

— AL = A.
P ¢

3.3.2. Equation différentielle du premier ordre, homogene. Une équation
différentielle du premier ordre mais non nécessairement linéaire est dite ho-
mogene si elle peut s’écrire sous la forme

dy _ (¥

a3
grace a la substitution

u(x) = YO

7

I’équation homogene se transforme en une équation a variables séparées :
u’(x) 1
h (u(x)) — u(x) X
Exemple : Résoudre 1'équation différentielle : y'x* — 2xy + y*> = 0;

3.4. Equations différentielles linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

On rappelle que K désigne R ou C.

Dans cette section, a, b, ¢ sont trois éléments de KK, avec a # 0.

On se donne une applicationd : I — K, continue sur l'intervalle I.

On considere les équations (E) : ay” + by’ + cy = d(x) et (H) ay” + by’ + cy = 0.
On dit que (H) est I'’équation homogene associée a 1’'équation (E).

ProrosiTion 3.4 (Equation caractéristique). Soit t un élément de K. L'application
y 1 x > e est solution de (H) si et seulement si at* + bt + ¢ = 0.
L’équation at*> + bt + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique de (H) et (E).

ProrosiTioN 3.5 (Solution générale de (H) dans le cas complexe). On suppose
ici K = C et on reprend les notations précédentes.
On note C I'équation caractéristique, et A = b* — 4ac son discriminant.
—Si A # 0, I'équation C possede deux solutions complexes distinctes r et s.
La solution générale de (H) sur R s’écrit : y(x) = Ae™ + pe’™, avec (A, p) € C2.
—Si A =0, I'équation C possede une solution double r dans C.
La solution générale de (H) sur R s’écrit : y(x) = (Ax + p)e'*, avec (A, u) € C2.

ProrosiTioN 3.6 (Solution générale de (H) dans le cas réel). On suppose ici
K = R. Soit A = b* — 4ac le discriminant de I'équation caractéristique.
—Si A > 0, I'équation C possede deux solutions réelles distinctes r et s.
La solution générale de (H) sur R s’écrit : y(x) = Ae™ + pe®™, avec (A, u) € R>.
—Si A = 0, I'équation C possede une solution double r dans IR.
La solution générale de (H) sur R s’écrit : y(x) = (Ax + p)e’™, avec (A, u) € R%.
—Si A < 0, I'équation C possede deux solutions complexes conjuguées distinctes r et 7.
Posons r = a + 1B, avec (o, f) € R X R".
La solution générale de (H) sur R est y(x) = e**(A cos(Bx) + u sin(Bx)), oit (A, p) € R?.

Remarques

— Dans tous les cas, la solution générale y de (H) s’écrit sous la forme y =
Ay1 + Uy,, out y; et y, sont deux solutions particuliéres de (H) non nulles et non
proportionnelles.
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On exprime cette situation en disant que la solution générale de (H) sur R est un
plan vectoriel, dont une base est constituée des applications y; et y,.

-Si K = R, il y a deux cas particuliers importants. Soit w un réel strictement
positif.
¢ La solution générale de y”’ + w’y = 0 s’écrit y(x) = Acoswx + usinwx, avec
(A, 1) € R
¢ La solution générale de v’ — w?y = 0 s’écrit y(x) = e + ue, avec (A, 1) € R*.
Elle s’écrit aussi y(x) = cosh wx + u sinh wx, avec (A, u) € R%.

Méthode de variation des constantes

Soit (h1, hy) une base de solutions de I'équation (H).
On cherche une solution de (E) sous la forme y(x) = A(x)h1(x) + p(x)ha(x).
Les applications x — A(x) et x — u(x) sont ici supposées dérivables sur R. On
impose la condition supplémentaire :

(1) VxeR, A'(x)h(x) + ' (x)ha(x) = 0.
Cette condition conduit a :
Yx € R, y'(x) = A(x)h(x) + u(x)h5(x).

Dans ces conditions
74 / ’ ’ ’ 4 ]'
ay” + by’ +cy =d(x) & A (x)h}(x) + p' (x)hy(x) = Ed(x) (2).
On vérifie que le déterminant du syteme

{ A (hi(x) + @' ()ha(x) =0
N (x) + i (O, (x) = Ld(x)

ne s’annule pas.
Ce systeéme fournit donc A’(x) et u’(x) de fagon unique.
On en déduit chacune des fonctions x — A(x) et x = u(x) a une constante pres.
Notons x — (x) = Ag(x) + A et x = u(x) = po(x) + A les fonctions ainsi obtenues.
On a donc trouvé les solutions suivantes, pour I’équation (E) :

x = y(x) = Ag(x)hi(x) + po(x)ha(x) + Ahy(x) + phy(x), avec (A, u) € K.

Si on note y, I"application x — Ag(x)h(x) + po(x)hz(x) (solution de (E) obtenue par
la méthode précédente avec A = u = 0), on peut donc énoncer le résultat suivant.

ProrosiTiON 3.7 (Solution générale de (E)). L'équation ay” + by’ + cy = d(x)
admet des solutions sur R.
Plus précisément, si y, est 'une de ces solutions, et si (h1, hy) est une base de solutions
de (H) sur R, alors la solution générale de (E) sur R s’écrit y = yo + Ahy + uhy, oi
(A, u) € bbR.
Autrement dit, la solution générale de (E) sur R s’obtient en ajoutant a une solution
particuliere de (E) la solution générale de (H) sur R.

ProrosritioN 3.8 (Probleme de Cauchy). Soit xo un réel, et (yo, m) un élément
quelconque de IK?. Il existe une unique solution de (E) satisfaisant aux conditions initiales

y(xo0) = Yo
y(x)) =m °

Trouver cette solution, c’est résoudre le probleme de Cauchy relatif a ces conditions
initiales.
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Interprétation
Supposons K = R (toutes les fonctions sont donc a valeurs réelles).

Par tout point M(xo, vo) il passe une courbe intégrale unique avec une pente
donnée m.

Recherche d"une solution particuiere de (E)

IIn’est pas toujours nécessaire d"utiliser la méthode de variation des constantes
pour résoudre completement 1'équation différentielle (E).

— Si on ”“devine” une solution particuliere de (E), on l'ajoute a la solution
générale de (H).
Par exemple, une solution particuliere de y” + y = 1 est évidemment y = 1. La
solution générale de (E) est donc donnée par y(x) = a cos(x) + sin(x) + 1.

— Principe de superposition des solutions

On suppose que le second membre de (E) s’écrit d(x) = Ad;(x) + uda(x).
Soient y; et y, deux solutions particulieres de (E) pour les seconds membres d; et
ds.
Alors Ay; + uy, est une solution particuliere de (E) pour le second membre d.

— Supposons que l'application x +— d(x) soit a valeurs complexes, mais que
a, b, c soient réels.
Soit x - y(x) une solution particuliere de ay” + by’ + cy = d(x). )
Alors I'application x +— ¥(x) est une solution particuliére de ay” + by’ + cy = d(x).
Une solution particuliere de ay” + by’ + cy = Red(x) est x = Rey(x).

— Si le second membre est de la forme d(x) = P(x)e™, ou P est un polyndme et
ou m est un scalaire, alors I’équation (E) possede une solution de la forme :

o y(x) = Q(x)e™, avec degQ = degP, si m n’est pas racine de I'équation ca-
ractéristique;

o y(x) = xQ(x)e™, avec degQ = degP, si m est racine simple de 1’équation
caractéristique.

o y(x) = x2Q(x)e™, avec degQ = degP, si m est racine double de I'équation
caractéristique.

— Si le second membre est de la forme d(x) = ¢"*(cos vtP(x) + sin vtQ(x)) avec
a, b etcréels

Comme cos vx et sin vx sont des combinaisons lineaires de ¢ et e™* , en utilisant
le principe de superposition, on se raméne a la resolution d’équations differen-
tielles avec un second membre de la forme e®**P(x), ot P est un polyndme, et it
suffit d"utiliser les resultats précédents.

On passe ainsi provisoirement au domaine complexe avant de revenir au cas
réel par des combinaisons linéaires, ou en prenant, selon les cas, la partie réelle
ou la partie imaginaire.

3.5. Exercices

Exercice 3.1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
2\ 4/ — 1.2,—X.
Dy =ye
i) 2y =1+y.

Exercice 3.2. Résoudre les équations différentielles suivantes :
Dy=:y
2) (x =2y)y =2x—y.
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Exercick 3.3. Résoudre les équations différentielles suivantes sur les intervalles
sur lesquels la fonction en facteur de y’ ne s’annule pas :
a)y +2y=x>-2x+3
b)1+x)y+y=1+In(1+x)
o) (xInx)y’ —y = —i(lnx + 1)
d) -2y +y ="
&)Y +Y = i
f) y'sinx —ycosx+1=0
g)2xy’ +y=x", n €N,

Exercice 3.4. Résoudre les équations différentielles suivantes :
Dxy +y=y*lny;
2)y =3y = VY
Y —y =y
Dy =zy -+l
5) Xy + i + yx? + 2x* = 0 (ind. y, = —x?).

Exercice 3.5. Intégrer les équations suivantes :
a)y’+y —6y=1-8x—30x?
b)y” +y =3+ 2x
o)y’ +4y =4+ 2x —8x* — 4x°
d) y” -4y + 4y = xch2x
e)y’ +vy' —2y =8sin2x
f) y” =2y’ + 5y = —4e ™  cosx + 7e~* sin x — 4e* sin 2x.

Exercice 3.6. Résoudre sur R
1) y” -4y +3y = (2x+1)e™.
2)y” =4y + 3y = 2x + 1)e".
Ay =2y +y=(x-1)e".
4) y’" -4y’ + 3y = (2x + 1) sinh x.
5) y” — 4y’ + 3y = xe* cosx.
6) v’ (x) + y(x) = sin’ x.



