L2-MI 20 janvier 2010

EXAMEN FINAL D’ANALYSE 2

Durée 2h. Les documents et calculatrices électroniques ne sont pas autorisés. Les réponses
devront toujours étre justifiées, méme succinctement.

Exercice 1.

n
a) Prouver la convergence et donner la limite de la suite de terme général z,, = <1 + l) .
n

b) Soit a € R%, a # e. Discuter suivant la valeur de a la nature de la série de terme général
nn
Un =gl

Exercice 2. Soit b un nombre réel.

. . P 1 .
a) Déterminer un équivalent quand n tend vers l'infini de w,, = e’™ —1n (1 + E) —1 (on dis-
cutera suivant la valeur du parameétre b).

lu—” . Déduire de ce qui précéde la nature de la
n

b) On pose pour tout n € N, n > 2, v, =
n
série Yv, (la encore discuter selon la valeur de b).

c¢) Justifier la convergence pour tout réel b de la série L(—1)" v, .

xn

NES

a) Etudier la nature de la suite de terme général u, lorsque |z| > 1. En déduire la nature de
la série Yu,.

Exercice 3. On pose pour tout x € R et tout n€N : u,, =

b) Montrer que si || <1, la série Yu,, est absolument convergente.

¢) Etudier la convergence et 'absolue convergence de Yu,, quand 2 =1 et quand z = — 1.

Exercice 4. Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes, en précisant en quel(s)
point(s) elles sont impropres.

1 400 . 400 |3 3/2
I:/ Int a le/ |Smt|dt, J2:/ sint| dar.
0 0 0

t—1 """ t2 t2

Exercice 5.

“+oo
a) Justifier la convergence de 'intégrale impropre I = / t(td——it—l) . Calculer pour z > 1
z 1
/ t(td—il)’ puis en déduire la valeur de I.
' 9 In (14 1)
b) Justifier la convergence puis faire le calcul de I'intégrale impropre J = /1 t—th .
+oo et
c¢) Justifier la convergence puis faire le calcul de l'intégrale impropre K = / Ty dt
O e

(on pourra faire le changement de variable u = e?).
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Exercice 1

a) On a une forme indéterminée 1°°; il faut donc passer par le logarithme

lnznnln(lJrl)n(lJro(l))10(1)—> 1
n n n n— oo

par conséquent z, tend vers e =e! quand n tend vers 'infini.

b) En appliquant le critére de d’Alembert, il vient

un+1:(n+1)"+1 _1(n+1 ":l 1+l "_)E
a n

u, am+1l)n® a n n—ooq

d’aprés la question (a). Le critére s’applique car a # e : si a < e la série diverge, si a > e
elle converge.

Exercice 2

a) En utilisant un développement limité en 0 a lordre 2 de exp et In :

—1+b+ LR O S A e S Y (1
2n2 n? n 2n2 n2) n 2n2 n?

. b—1 . b2 +1 1
on a donc : si b#1, Up~—— etsib=1, Up~ =5 .

b) Sib#1, v,~ l);—l, terme général d’une série divergente, donc Xv,, diverge ; tandis que si
nlnn

b=1, v, ~
Bertrand).

P Y ey terme général d’une série convergente, donc Yv,, converge (séries de
n?lnn
b—
b nln
wp=(—1)"(v, — 221) La premiére converge par le theoreme des séries alternées, et la
ninn b2 1
Jr

n2lnn °

¢) La série $( — 1) v, est somme de la série $( — 1)" 2= — et d’une série de terme général

deuxiéme converge absolument car |wy,|~

Exercice 3

a) L’exponentielle 'emportant sur la puissance de n, |u,| — + oo quand n — + oo (car |z| >
1). Donc u, diverge, en changeant de signe si x < 0. La série Yu, ne peut évidement pas
converger puisque son terme général ne tend pas vers 0.

b) Le critére de d’Alembert s’applique & |uy] :

|“”+1| |‘/ - — ] et |z| <1

donc la série est absolument convergente et donc convergente.

c) Lecasx==+1 est celui ou d’Alembert ne s’applique pas. Si x = 1, on retrouve une série
de Riemann X \/7 (et \/an f) qui est divergente car l’exposant est 1/2 ; par

(=n~

Vn+1

décroit vers zéro).

contre si x = — 1 on a une série X

qui est convergente par le théoréme des séries

alternées (puisque

vn+1



Exercice 4
I est impropre en 0 ; en 1 c’est une forme indéterminée %ical. En zéro, thl—tl ~ —Int or on

sait que Int est intégrable en zéro. En 1, on pose t=1—¢, avec e —0
Int ~ In(l-¢)

_ —5—1—0(5)_}1
t—1 e 5 e—0

et la forme indéterminée se révéle finalement bornée (et méme continue) ; il n’y donc pas de pro-
bléme en ¢t =1 et 'intégrale est convergente.

Ji et Jo sont impropres en 0 et +oco. En + oo, les deux fonctions sont majorées par 1/t2 car
|sint| <1, et 1/t? est convergent en + 0o. En 0, on prend I'équivalent sint~¢ :

|sint| 1

S p(3/2 43/2
2 7 (non convergent en 0) , Isimt[™" 7 _

3 s (convergent en 0).

On conclut donc que Ji est divergente tandis que Jo converge.

Exercice 5
~ %2 qui est intégrable (critére de

11
t(t+1)  t  t+1

Toode /1 1 . . .
K t(tJrl)i/l (?t+1)dt[lntln(t+1)]1lnx—ﬂlniijOIHQ

par conséquent

a) L’intégrale I est impropre en + oo seulement, et ﬁ

Riemann) donc I converge. En décomposant en éléments simples

L T
I—IETOO . m—1n2

b) L’intégrale J est impropre en + co et on peut majorer ainsi

In(t+1) In(t+1) 1 O( 1 )Car In(t+1)

2 g2 @2\ @R 72t too

comme 1 /t3/ 2 est intégrable en + oo, on a par comparaison que J converge. Pour la cal-
culer utilisons l'intégration par parties

In(x+1) roode
no_mz+h & m24I=1In4
. x +[ Tt D) et o T

donc J =1n4.
t

¢) Comme ~e~ten + oo, l'intégrale K est convergente. Posons alors le changement

_¢
et 41
de variable u = e?, donc du=e!dt :

—+ o0
K:/ du__ [arctanu]foo:g—
1

N
=1

u?+1



