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Partie I : Intégration

1. INTRODUCTION : PREMIERES REMARQUES SUR LES PRIMITIVES ET L'INTEGRALE INDEFINIE

Au premier semestre nous avons étudié les fonctions dérivables et associé a une telle fonction F'
la fonction dérivée f = F’. Associer & une fonction f une primitive est, lorsque cela est possible,
le procédé inverse car la définition d’une primitive est la suivante.

Définition 1.1. Une fonction F : [a,b] — R est une primitive de f : [a,b] = R si F est dérivable
et si F' = f.

Une conséquence immédiate du théoréme des accroissement finis est qu'une primitive, toujours
dans le cas ou elle existe, est unique & une constante additive prés. Plus précisément, on a la
propriété suivante.

Proposition 1.2. Si Fy et Fy sont toutes les deux des primitives d’une fonction f sur un intervalle
I C R, alors il existe une constante ¢ € R telle que Fo = F} 4 ¢ sur I.

Remarques et notations : Comme la différence de deux primitives d’une fonction est constante
on travaille souvent dans la pratique @ une constante additive prés. Si la fonction f admet des
primitives F' + ¢, ¢ € R, alors la famille de ces primitives est généralement notée

/ﬂﬂﬁ:Fuﬂw

et appelé lintégrale indéfinie de f. Il est a noter que [ f() dt est une fonction de z, c’est la raison
(1) pourquoi on trouve parfois la notation [* f(t)dt et
(2) pourquoi ici la variable sous l'intégrale est une lettre autre que x Par hasard le choix s’est
porté sur ¢t mais toute autre lettre convient également. On appelle cette variable t muette.
Souvent on prends quand méme la lettre z, cad. on écrit [ f(z)dz. Mais il ne faut pas
confondre cette variable muette avec la variable x de z — F(x)...

Exemple 1.3. On n’a pas oublié que la dérivée de p(z) = z™, n > 0, est p'(x) = nz""t. Par

conséquent, P(x) = n%_lx”*l est une primitive de p. Par ailleurs, si F' est une primitive quelconque

de p, alors, il existe une constante c € R telle que,
F=P+c¢, ie F(z)=P(z)+c pourtout x € R.

En termes d’intégrale généralisée ceci devient

xn—Q—l

= R.
/p(x)dx n+1+c, cE

Ainsi, pour beaucoup de fonctions usuelles on connait les primitives. Voici quelques exemples
(utiles & savoir!).
Par exemple, on déduit de la deuxiéme ligne du tableau que

dz 1 2 dz
/ﬁ:_g , /\/de:§\/x73 et %:2\/5

sur des intervalles appropriés. On remarque également qu’il est important de connaitre les dérivées
des fonctions usuelles, en particulier des fonctions trigonométriques réciproques!

Plus tard nous allons voir des techniques d’intégration qui permettent, & partir de primitives
connues comme celles du tableau, trouver des primitives de fonctions plus élaborées. Voici déja
quelques exemples.

Exemple 1.4. L’opération qui associe a une fonction [ sa dérivée [’ est linéaire (cf. Algébre 2).
Ceci signifie que, pour toutes fonctions dérivables f1, fa, f et pour tout A € R,

(it f) =fi+f e ) =\
Par conséquent, si F; est une primitive de f;, 1 = 1,2, alors

F=F +F, estuneprimitve de fi+ fo.



TABLE 1. Un "petit" tableau de quelques primitives usuelles

Fonction f | UNE primitive F' de f Domaine de définition de F
const constx R
R siaeN
%, a# —1 a%rlxa‘“ ] —o00,0[ et sur ]0,00[ si a=—2,-3,...
10, 00[ pour tout autre a € R\ {—1}
1/x In || sur | — 0o, 0[ et sur ]0,o00].
e’ e’ R
cos(x) bln( ) R
ch(zx) (x) R
1
1 Jr1£L’2 arctan(zx) R
_— arcsin(x -1,1
i (@) Jmn
etc.

11 est alors fagile de déterminer les primitives d’une fonction comme
f(z) = cos(z) + €”.

De méme, si F' est une primitve de f, alors \F est une primitive de \f. Cette propriété servira
déja dans le prochain exemple (avec A = %)

Exemple 1.5. Si F = uowv avec u,v des fonctions dérivables, alors F' = v’ ovv'. Par conséquent,
st on est en présence d’une fonction f de la forme f = u’ ovv' alors on connait les primitives. Par
exemple, considérons

f(z) = 5ee” | zER.
En prenant u'(y) = €Y et en remarquant que [eVdy=eY+c, c€R, on a

f(2) = (z*)5x = gu’ ov(z)v(z) avec wv(z)=2>.

Par conséquent, il existe une constante c € R telle que
/f(x)d;zc:uov(ﬂc)—kc:eyc2 +c , zeR.
Nous allons approfondir cette technique trés utile dans la Section 6.1 Changement de variables.

Une autre technique trés importante est 1’intégration par parties. Elle repose sur la simple
formule (uv)’ = w'v + uv’. Voici U'enoncé exact. On verra beaucoup d’applications en TD.

Théoréme 1.6. Soient f,g: [a,b] — R des fonctions C1. Alors, on a

[ 1@ (@) da = f@rg(@) - [ £()g

G une constante additive preés.



2. FONCTIONS RIEMANN INTEGRABLES

Nous allons maintenant aborder la théorie de 'intégrale de Darboux - Riemann. Voici quelques
motivations.
— Quelle est la signification géométrique de l'intégrale 7
— Quelles fonctions admettent des primitives ?
— Approfondir les techniques d’intégration afin de pouvoir déterminer les primitives de fonctions
plus complexes.

Dans la suite,
— I = [a,b] désigne un intervalle fermé et borné de R et
— f: I — R est une fonction bornée, i.e. on suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que

—K < f(z) <K pourtout zel.

Définition 2.1. Une partition de I est un ensemble Z = {xg,x1,...,xn} de nombres réels tels que
zo=a <z <..<x,=D>. Le pas de la partition Z est le nombre 6(Z) = mazi<j<n|r; — x;—1|.

Soit Z = {xg, 1, ..., T, } une partition de I. La somme de Darbouz inférieure de f associée & Z

est
n

S_(f.2)= Z(% —zj)inf fig, 12 -

=1
La somme de Darboux supérieure de f associée a Z est

n

S¢(f,2) = Z(ﬂﬁj — ;1) SUD file, 1, -

Jj=1

fx)

FI1GURE 1. Representation graphique de la somme de Darboux inférieure

Lemme 2.2. Pour toutes partitions Zy et Zy de I on a S_(f,Z1) < Sy (f,Z).
Conséquence immédiate de ce lemme : si
M_ ={5_(f,Z); Z partition de I} etsi My ={S(f,Z); Z partition de I}
alors, pour toute partition Z’ (par exemple pour Z’ = {a, b}),
S_(f,Z") est un minorant de M, et
S+(f,Z') est un majorant de M_ .

Ceci permet de définir
L(f) =sup M- =sup{S_(f,2)} et Li(f) =inf My = inf{S:(f. 2)} -
Exercice 2.3. Vérifier que I_(f) < I.(f)!
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Définition 2.4. Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann (ou, plus
simplement R-intégrable) si I_(f) = L. (f). Dans ce cas, la valeur commune I(f) = I_(f) < IL(f)
est lintégrale de Riemann de f sur [a,b] que [’on note

/Ilf(x)dsc ou /f [ou /If(u)du] .

Théoréme 2.5 (Critére d’intégrabilité de Riemann). Soit f : I — R une fonction bornée. Alors,
f est R-intégrable si et seulement si pour tout € > 0 il existe une partition Z de I telle que

(1) S+(f7Z)_S—(f7Z)<€
Remarque 2.6. Comme pour toute partition Z de I on a

S_(f,2) < 1-(f) < L.(f) < 5+(f,2)

il résulte du critére de Riemann que pour tout € > 0 il existe une partition Z de I telle que

_€+S—(faZ) S I(.f) S S—‘r(va) +e€
pourvu que f est intégrable.
On dira que & = (&1, ..., &) est subordonné a la partition Z = {zq,...,x,} si & € [z;-1,2;] pour

tout j = 1,...,n. On définit la somme de Riemann

n

S(£,2,6) = (w; —z;-)f(&) -
j=1
Clairement, pour toute partition Z et tout & subordonné, on a
S*(.ﬂ Z) < S(f? Zué-) < S+(f7 Z)
Théoréme 2.7. Soit f : [a b] — R une fonction intégrable. Pour toute suite ZW) de partitions

de [a,b] de pas oy = §(ZMN) tendant vers 0 et pour toute suite de points €V = (ng), ey 7(1N))

subordonnés & ZWN) | les sommes de Riemann
b
S(f, Z(N),E(N)) — / f(z)dx lorsque n — co .

(admis)

Exemple 2.8. II est trés naturel de considérer la subdivision équidistante Z(™) = {z;=a+1% (b -
a); j=0,..,n}. Le pas de cette partition est §, = E(b a). Avec §; =a+ n(b a),j=1,...,n
on a pour toute fonction R—intégrable f : [a,b] — R que

bna<f(a bn“>+f< a>+...+f<a+n)> /f )du si n— oo

Pour étre plus concret, prenons f(z) = \/z et [a,b] = [0,1]. Comme on le verra, cette fonction est
bien intégrable (car monotone et aussi car elle est continue). Dans ce cas (cf. ’Exercice 2.7) :

i (0 (2) 01 (2) oo (@) = (VEe s ) = [ 0

3. CLASSES DE FONCTIONS R-INTEGRABLES

L’exemple standard d’une fonction qui n’est pas R-intégrable est la fonction de Dirichlet xq :
R — R définie par xg(z) = 1si z € Q et xg(xz) = 0 sinon. Elle n’est pas R-intégrable sur aucun
intervalle [a, b] car pour toute partition Z d’un tel intervalle on a S_(xg,Z) = 0 et S+ (xq, Z) = 1.

Proposition 3.1. Toute fonction monotone f : [a,b] — R est R-intégrable.

Proposition 3.2. Toute fonction continue f : [a,b] — R est R-intégrable.
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Lemme 3.3. Soit d € [a, 5] C [a,b] et soit f : [a,b] = R une fonction.
(1) Si f est R-intégrable sur [a,b] alors est 'est aussi sur [, f3].

(2) Si f est R-intégrable sur [a,d] et sur [d,b], alors elle lest aussi sur [a,b].

Proposition 3.4. La somme f+g et le produit fg de deuz fonctions R-intégrables est R-intégrable.
Si A€ R et f est R-intégrable, alors \f l'est également.

4. PROPRIETES ELEMENTAIRES DE L'INTEGRALE DE RIEMANN

Dans la proposition suivante et dans la suite on utilise la notation

/baf(x)dx:/abf(sc)dz sia<b.

Proposition 4.1 (Relation de Chasles). Soit f : [a, 8] — R une fonction R-intégrable et soit

a,b,c € [a, 5]. Alors
c b c
[ t@ae= [ sain [ s

Proposition 4.2 (Linéarité). Soient f,g : [a,b] — R des fonctions R-intégrables et soit A € R.

Alors
/\/f dx—/)\f et
/a(f< ) +9(x dm—/ flz dx+/b (z) dz .

Proposition 4.3 (Positivité et Monotonie). Soient f, g : [a,b] — R des fonctions R-intégrables.

b
(1) Si f>0, alors/ f(z)dx > 0.

b

b
(2) Si f <y, alors/ f(z)dx §/ g(z) dx.

< / @) d.

En conséquence directe de (2) de la Proposition précédente on obtient estimation importante

x)dx

(b —a)inf(f / f(x)dx < (b—a)sup(f) .

Une fois établi cette inégalité on en déduit en employant le théoréme des valeurs intermédiaires les
deux formules de la moyenne :

Corollaire 4.4 (Premier Théoréme de la moyenne). Si f : [a,b] — R est continue, alors il existe

c € la,b] tel que
1 b
i [ f@de= (o).

Corollaire 4.5 (Deuxiéme Théoréme de la moyenne). Si f : [a,b] — R est continue et si g :
[a,b] = R est positive, alors il existe ¢ € [a,b] tel que

/a " fa)oe) da = 0 / ers




5. PRIMITIVES ET THEOREMES FONDAMENTAUX DU CALCUL

Théoréme 5.1. Si f : [a,b] = R est une fonction R-intégrable, alors la fonction

x
x »—>/ f(t)dt
a
est continue sur [a, b].

Théoréme 5.2. Si f : [a,b] = R est une fonction R-intégrable et si f et continue en xo € [a, b,
alors la fonction

x
T / flt)dt
a
est dérivable en xg.
Rappelons la définition suivante déja rencontrée dans le premier paragraphe.

Définition 5.3. Une fonction F : [a,b] — R est une primitive de fla,b] = R si F' est dérivable et
si F' = f.

Rappelons également que le théoréme des valeurs intermediaires implique qu’une primitive est
unique G une constante additive prés, i.e. si Fi et Fy sont toutes les deux des primitives d’une
fonction f, alors il existe une constante ¢ € R telle que F, = F; + c.

Un corollaire immédiat du Théoréme 8.6 est le résultat suivant :

Théoréme 5.4 (Premier Théoréme du Calcul). Si f : [a,b] — R est une fonction continue, alors
la fonction

F(z) = / f()dt
est dérivable sur [a,b] et F' = f. Autrement dit, F' est une primitive de f.

Théoréme 5.5 (Second Théoréme du Calcul). Si f : [a,b] — R est une fonction R-intégrable et
si f admet une primitive F', alors la fonction

F(b)—F(a):/ f(z)dx.

On notera bien que dans ce dernier résultat I'une des hypthééses est que f admet une primitive.
Ce n’est pas le cas pour toute fonction R-intégrable!

6. TECHNIQUES D’INTEGRATION

6.1. Changement de variables. Un outil trés important pour la détermination de primitives est
le changement de variables.

Théoréme 6.1. Soit [ : [c,d] — R une fonction continue et soit  : [a,b] — [c, d] une application

Ct. Alors
@(b)

/ " Flo@) (x) da = / ., fwan

Exemple 1 : Avec u = 22 et donc du = 2z dx on a

/2 T 1 /2 2vdr 1 /4 du 1acta A
—ar = = —_— = = —— = — arctan 4.
o 1+at 2 Jo 1+2* 2 )y 14+u? 2

Dans cet exemple on connait une primitive de f(u) = Hﬁ et on en déduit la valeur de I'intégrale

de départ. Souvent on utilise ce procédé dans 'autre sens afin de déterminer ff f(u) du. Mais dans
ce cas, 'application ¢ : [a,b] — [¢,d] du changement de variables doit étre une bijection.
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Théoréme 6.2. Soit ¢ : [a,b] — [c,d] une application C* bijective et soit f : [c,d] = p([a,b]) — R
une fonction continue. Alors, pour tout a, 5 € [e,d] on a

B e 1 (B)
/ ﬂmdx/ () (8) dt
o o=1(a)

Exemple 2 : Soit f(z) = ﬁ, |z] < 1, et cherchons une primitive de f. Pour ce faire on

considére ¢ : [—7/2,7/2] — [—1,1], p(t) = sin(t). Avec = ¢(t) on a V1 — 22 = cos(t) (ok?) et
dx = ¢ (t) dt = cos(t) dt. Donc

/f /Oi(t)cos(t)dt:/ldt:t—i—c, ceR.

Le probléme restant est que le résultat est une fonction de la variable ¢t et non pas de x. Hereusement
¢ [-m/2,7/2] = [—1,1] est une bijection! Ainsi on peut considérer o=t : [-1,1] — [-7/2,7/2]
qui n’est rien d’autre que t = ¢~ !(x) = arcsin(x).

Conclusion : On a [ f(z)dz = arcsin(z) + ¢, |z| < 1.

Remarque Dans cet exemple, on aurait pu prendre a la place de ¢(t) = sin(t) la fonction
P [0,7] = [=1,1], ¢(t) = cos(t). Dans ce cas on obtient

/f /Sml(t)( Sin(t))dtZ/—ldt:—t—i—c:—arccos(m)+c, ceR,

toujours car ¢ : [0,7] — [—1,1] est une bijection. Alors lequel est le bon résultat? Y a-t-il une
erreur ?

7. INTEGRATION PAR PARTIES
Nous avons déja vu dans 'introduction une version du résultat suivant.

Théoréme 7.1. Soient f,g : [a,b] — R des fonctions C1. Alors

/f Mrpmmﬁ—fﬂmwm

. INTEGRATION DE FRACTIONS RATIONNELLES

8.1. Quelques remarques sur la décomposition de Polynémes. Dans la suite, P(z) =
Zi:o apz®, avec ar, € R (resp. ax € C) et ag # 0 est on polynome réel (resp. complexe) de
degré d.

Exercice 8.1. Vérifier que P(z) = P(Z) si P est un polynome réel.
Proposition 8.2. Sir € C est un zéro du polynome P, alors il existe un autre polynome P tel
que P(z) = (x — r)Py(x) (et Py est réel si P et r le sont).
Théoréme 8.3 (Théroéme Fondamental de ’Algébre). Tout polyndme a un zéro dans C. (admis)
On en déduit la décomposition complexe d’un polynéme que voici :
Corollaire 8.4. Si P(z) = ZZ:O apx® est un polynéme (réel ou complexe), alors il existe r1, ...,y
des nombres complexes distincts deur & deux et des entiers mq, ..., m,, tels que
P(z)=aq(z—r1)™(z=12)" X ... X (2 —1rp)™ .
Considérons finalement le cas d’un polynéme réel. Un tel polynéme peut avoir des racines réelles
mais également des racines complexes. Mais, si r est une racine complexe, alors son conjugué 7 est

également une racine (voir 'Exercice 8.1). L’exemple standard est P(z) = 2% + 1 dont les racines
sont r =17 et T = —1i.



Si r et 7 sont des racines complexes du polyndme réel P, alors le polynéme également réel
(z —7)(z —7) = 2% = 2R(r)z + |r|?
"divise" P, i.e. P(z) = (2® — 2R(r)z + |r|*)P1(z) pour un certain polynome réel P;. On en déduit
la décomposition réelle (en facteurs "irréductibles") suivante :
Corollaire 8.5. Dans R, si P(z) = Zz:o apx® est un polynéme réel, alors P admet une décom-
position de la forme suivante :
P(x) = ag(z — )™ (2 — 72)™2 X ... X (2 — )™ x (22 + Ayz + B)™M x ... x (2 + Az + B)™

ou les r;,Aj, B; € R, les m;, N; € N* et (important!) ou les polynomes z? + Ajzx + Bj sont sans
racines réelles.

8.2. Décomposition de fractions rationnelles. Une fraction rationnelle est une fonction de la
forme R = P/Q ou P et @ sont des polyndmes. Ici on ne regarde que le cas ou tous les coefficients
sont réels. Le résultat suivant est admis!

Théoréme 8.6. Soit R = P/Q une fraction rationnelle et supposons que
Q(x) = ag(z —r1)™ (2 —72)™ X ... X (2 = 7)™ x (2? + Ayz 4+ B)M x ... x (22 + Az + B)™

est la décomposition (réelle) du polynome Q. Alors, il existe un polynome E et des coefficients
ag 5, Biivi,; € R tels que

P m
(96)_ ()+ g1 N a1,m,

= x iie t—/——
Q(x) T -7 (x —mr)m™
+ ...+
Qg1 QL. my,
x—rg (T —rE)mE
B1,1T + 71,1 BN T + V1,N,
2?24+ Aiw+B T (22 + Az + B)M
+ ...+
Bz + i1 Bi,nNT + YN,
$2+A1x+Bl (.%‘2+A1:L‘—|-BZ)NZ ’

Dans cette décomposition, on appelle E la partie entiére de R et les autres termes les éléments

simples. Le point important (et donc & retenir) est que cette décomposition utilise deux types
d’éléments simples :
(1) (; et

T—r)m

(2) Wﬁf%w ot le polynéme z — 22 + Ax + B n’a pas de racines réelles.

8.3. Intégration de fractions rationnelles. Le but est d’intégrer une fraction rationnelle R =
P/Q. D’apres la décomposition du Théoréme 8.6 et a cause de la linéarité de l'intégrale, il suffit de
savoir intégrer la partie entiére F et chacun des éléments simples. La partie entiére est un polynome
son intégration ne pose aucun probléme. Puis on a
a
/ dx =aln|x — 7| et

r—r

a_ a
/(x,r)j TG Dy
si j > 2 (& une constante additive prés).
Concernant les autres termes, rappelons tout d’abord que le dénominateur x? + Az 4 B est sans
racines réelles. Autrement dit, A2 — 4B < 0. On a

Bx + :§(2x+A)—%+7:é 2r + A S
(22 + Az + B)J (22 + Az + B)J 2 (x®2+ Az + B)l (22 + Az + B)J
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/
Le premier terme est de la forme 5% ott u(z) = 22 + Az + B. Une primitive est donc
U
B
2
B 1 B -1 .
— — — = — — - st j>2.
2(7—Duwi—1  2(—1)(2%2+4 Az + B)i—1
Reste a intégrer les termes de la forme

In|2z? + Az + B| si j=1 et

A
2
(12 + Az + B)i

Comme le déterminant A? — 4B < 0, on peut faire un changement de variables pour avoir

1 1
/md:ﬁ = C’onst/mdu = Const I .

Si j = 1, alors arctan(u) est une primitive de U%H Sinon on établit, par une intégration par
parties, une relation entre I; et I; 1. Par exemple,

1 Uu —2u u w+1-1 u
! /u2+1 YT /u(1+u2)2 “ u2+1+ /(1+u2)2 “ u2+1+ (h = 12)
et donc
1 u 1

1 U
I - = 3 (1—1—u2 +arctan(u)> +c¢,ceR.

T 2112 T2
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Partie II : Formule de Taylor et développements limités

1. RAPPELS : FONCTIONS DE CLASSE CP ET C®°

Soit I =]a, b[ un intervalle ouvert de R.

Une fonction f: I — R est de classe CP si les dérivées f/, f”, ..., f®) existent et si fP) est une
fonction continue.

Une fonction f: I — R et de classe C™ si toutes les dérivées f(*), k € N, existent.

Usuellement on note CP(I), C°°(I) I'ensemble (ou la classe) des fonctions C?, C'° respective-
ment. L’ensemble C°(I) (souvent noté C(I)) est la classe des fonctions continues. On a

(2) (1) c ¢t c ¢ pour tout peN.

Exemple 1.1. Avec I =R et f : R — R la fonction définie par f(x) =2 sixz >0 et f(x) = 22
sinon, on vérifie facilement qu’on a ainsi une fonction de classe C® qui n’est pas de classe C”.
Autrement dit, f € CS5(R) \ C"(R).

On peut produire des exemples similaires montrant que toutes les inclusions dans (2) sont
strictes.

2. FORMULES DE TAYLOR

Soit zg € I =]a,b[ et soit f : I — R une fonction de classe C™. Pour une telle fonction on peut
considérer le n-iéme polynéme de Taylor de f en xg

"z () (g nr() (g '
fg!o)(x—a:o)+...+fn(!0)(x—x0)n:Z;)f]j(!o)(x_zo)y zeR.
j:

(3) Th(x) = f(xo) +

C’est un polynome de degré n. Il dépend non seulement de n mais également de f et de xg. Ainsi
on devrait le noter plutot 15, 7 o, -

L’objectif ici consiste & approcher une fonction ("compliquée") f par le polynéme ("simple"
car, par exemple, facilement & évaluer par une calculatrice) T,,. Les différentes formules de Taylors
concernent ’erreur

(4) Ry(z) = f(x) —Tp(zx) , zel.

Théoréme 2.1 (Formule de Taylor avec reste intégrale). Soit f : I — R une fonction de classe
O™t et soit xg € I. Alors
x —t)"

fla) =T+ [

' FHD (@) dt pour x€l.
n!

Ce théoréme donne une expression explicite du reste sous forme intégrale :

x—t)"

Ro(e) = 1)~ To(w) = [ "

py FOHD (1) dt pour x €l

Une simple application de la deuxiéme formule de la moyenne permet en déduire la variante
suivante.

Théoréme 2.2 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f : I — R une fonction de classe C"' et
soit xg € 1. Alors, pour tout x € I il existe un & €|xg, x| (ou & €]z, zo[) tel que

(n+1)
" f(n ¥ 1()6!) (= 2™

Remarque 2.3. Ce théoréme est valable sous Uhypothése plus faible f € C™ avec f™) une fonction
dérivable (ce qui est équivalent avec f une fonction n+ 1 fois dérivable).
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Exemple 2.4. Considérons la fonction exponentielle f(x) = e® qui est de classe C*°. Avec x¢ = 0,
on vérifie facilement que

1
1!
La formule de Taylor-Lagrange affirme que pour tout x € R il existe un & €]0,z[ (ou & €]x,0[) tel
que

1
To(x) =14 x+...+—'x".
n!

5 r_l 1 1 n 65 n+1

Utilisons ceci pour en déduire une limite bien connue : pour tout a > 0 on a

lim — =0
rz—o0 el
En effet, pour x > 0 on déduit de (5) que
1
ee>1+—az+...+—2">—z"
1! ! n!

Ceci étant vrai pour tout n > 0 on peut choisir n > «. Alors, pour tout x > 0,

(0%

(37)

et cette derniére expression tend vers 0 lorsque x — oo puisque o — n < 0.

X
0<Z <

[}
le

8

=nlz®™"

Théoréme 2.5 (Formule de Taylor-Young). Soit f : I — R une fonction n-fois dérivable et soit
xo € 1. Alors il existe une fonction e définie dans I avec lim,_, ., e(x) = 0 telle que

flz)=Tu(z)+ (x —x0)"e(x) , zel.
Ce résultat nous améne a la notion suivante.

Définition 2.6. On dit qu’une fonction f: 1 — R a un développement limité d’ordre n en xy s’il
existe un polynéme P(x) = ag + a1z + ... + anz™ de degré n tel que

f(z) = P(x —x0) + (z —wo)"e(x) , zel,
ot limy_, 4, e(z) = 0.
Théoréme 2.7. Soit f: I — R une fonction numérique.

(1) Si f admet un développement limité d’ordre n en xg, alors celui-ci est unique.

(2) Si f est n-fois dérivable, alors f admet un développement limité d’ordre n en xo qui est
donné par le polynome de Taylor T, (en fait Ty, 5o ¢ --.).

Exemple 2.8. Considérons un polynome f(x) = ag+arx+...+aqx? et ses DL a origine (xo = 0).
Sin > d, alors

flx)=as+arxz+ ...+ agz® + x"e(x)
ou e =0 est la fonction identiguement nulle. Sinon on a pour tout j =n+k>n
a;z) = 2" (a;z%) = 2"e(z)
pour "une fonction €" satisfaisante lim,_,oe(x) = 0. Dans ce cas on a le DL d’ordre n
fz)=ao+ ... +apnz™ +a"(z) .

En résumé, on obtient le DL d’ordre n o l'origine d’un tel polynéme en "le tronquant au degré n".
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3. QUELQUES DL EN 2y = 0 DE FONCTIONS USUELLES.

22 LI .
_1+1+§+ +f+:£e() Jgoﬁ+xe(x).
- R 22" ) n 2
v s n+1 . _1\J 2n+1
cos() = 1= Sr + 5+ 4 (-1)" —(Qn)!+x s(z)—z;)( 1) (2j),+ ()
O B |l ) n ‘ 2201
: _ v s _1\n— n _ _1\j—1
sin(z) =@ — o5 4 5 4+ (1) TR s(m)—;( 1) ] + 2 (x) .
e R 22 ) n g2
_ s - n+1 _ 2n+1
ch(z) =1+ o Tar T T @n)! + 2" e () 7; @) + =" e(x) .
O B p2n—1 no 21
h(x) = — o+ n .
sh(z) = x+3|+5+ +(2n_1)+x Te(x ;2]—1 + x"e(x)
—1 -1
(1+x)a:1+ax+%x2+...+a(a Joul = (n = ))x +z"e(x) .
! n!
La derniére formule avec & = —1 donne en particulier

=1l—x+2®+.. +(=1)"z" + 2 () .

1+z
Si on remplace ici  par —z on obtient
1
T = =1+ax+a?+..+a" +a"(z).
-

4. QUELQUES TECHNIQUES POUR DETERMINER DES DL

On devine comment obtenir les DL de f 4+ g ou de Af a partir des DL de f et de g. En ce qui
concerne le produit, il suffit de faire le produit des DL des fonctions f et g puis retenir que des
termes de degré < n. Voici un exemple d’un DL produit.

Exemple 4.1. Soit f(z) = sin(z) =z — % + ze1(z) et g(z) = cos(x) =1 — % + ”fT‘.1 + xteq(z).
Alors
. z3 4 1 x? 2t _ 3 1
o= o5 o) -5+ i) (- D)

ou € est une fonction (peu importe laquelle et inutile de la déterminer) telle que lim,_, 4, £(z) = 0.

4.1. DL de composées. Soit F' = f o g la composée de deux fonctions f et g et soit yo = g(zp).
Supposons qu’on connait les DL & l'ordre n de f en yg et de g en x. Alors, on peut obtenir le DL
de FF = fogalordre n en zyg en composant celui de f en yy avec celui de g en x( et de tronquer
le polynome obtenu au degré n. Voici un exemple simple.

Exemple 4.2. Soit f(y) = ﬁ et g(x) = 2% Prenons xo = 0. Alors yo = g(x) = g(0) = 0.
La fonction g est un polynéme de degré 2, donc son DL en 0 a l'ordre n > 2 est la fonction g
elle-méme. Nous avons déja évoqué le DL de la fonction f plus haut. En composant,
1
1+ a2

L= (@) (1R et (1)@ + () (e)
=1—a? +a2*t+ .+ (=)™ + 2%"e(x) .

Ceci est un DL d’ordre 2n. Si on veut seulement celui d’ordre n, alors on peut tronquer le polynéme
obtenu au degré n.
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4.2. DL d’une primitive. Voici un outil trés important. Il affirme que, sachant un DL de la
dérivée d’une fonction, alors il suffit d’intéger terme & terme ce dernier pour obtenir un DL de la
fonction elle-méme.

Proposition 4.3. Soit f : I — R wune fonction dérivable et supposons que sa dérivée [’ a le
développement limité d’ordre n — 1 en xqg € I suivant :

(@) =ao+ai(x—20) + ... +an_1(x—20)" 1 4 (x — 20)" 'e(x) .
Alors f a un développement limité d’ordre n en xog donné par

f(@) = f(zo0) + aow + (11% +..+ an71w + (x —x0)"e(x) .

Exemple 4.4. Considérons la fonction f(z) =In(l +z), z € I =] — 1, 00[. Alors

F@) =107

D’ou, en appliquant la proposition ci-dessus,

2 28 2
In(l+x) :x—3+§+...+(—1)"

=1l—a+z?+. . +(=D)"2" +2"(x) .

+ 2" e(x)

n+1

Exemple 4.5. Soit f(x) = arctan(x). La dérivée de cette fonction est f'(z) = ﬁ Or, nous

avons déja déterminé le DL de cette derivée (cf. ’Exemple 4.2). Il suffit alors d’intéger terme a
terme ce DL pour obtenir
3 5 2n+1
x x x
arctan(z) =2 — — + — + ... + (-1)"——
(z) 3 * 5 ot (1) 2n+1
De maniére analogue on peut obtenir facilement les DL d’autres fonctions trigonométriques

inverses.

2T le(z) .

4.3. DL a Yinfini. Pour étudier le graphe d’une fonction ou le comportement d’une courbe a
I'infini on est souvent amené & faire des DL avec "zg = oo". Pour ce faire on fait au préalable un
changement de variables ¢ = 1/x puis on fait un DL a lorigine.

Exemple 4.6. Considérons la fonction f(x) = {/1+4 6/x —5/x3. Bien évidemment, lorsque x —
o0, alors cette fonction converge vers 1. Mais comment précisément ?

Soit t = 1/x et g(t) = f(x) = V146t —5t3. On remarque qu’il s’agit de la composée de la
fonction t — 6t — 5t3 avec u + (1 +u)® ot o = 1/3. Le DL de cette derniére est dans la liste des
DL de fonctions usuelles. On peut alors déterminer le DL de g & l'ordre 2 a lorigine :

1 . (A1 )
g(t) =1+ (6t — 5t3) + %(Gt —5t%)2 4 t%e(t) = 1 + 2t — 4t + t3e(t) .
Si F(2) = /23 + 622 — 5, alors
F
lim (2) =1
z—o0 2

et
lim F(z) —z:zli}rr()loz(Z/z—4/z2—|—1/226(1/2)) =2.

Z—r00
Par conséquent, la droite y = x + 2 est asymptote de F' et on a en plus la position du graphe de F
par rapport a cette droite...

Partie III : Courbes paramétrées

Soit I un intervalle de R (ou 'union d’intervalles) et soient z,y : I — R des fonctions numériques.
On définit une fonction v sur I & valeurs dans R?, i.e. une fonction vectorielle, par

(t) = (2(t), y(t)) € R? .
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Définition 0.7. Un ensemble I' C R? est appelé courbe paramétrée s’il existe une application
vectorielle v : I — R? dont l’image est T :

P={3(t); tel},
Dans ce cas, lapplication v est appelée un paramétrage de la courbe T.

Une courbe peut posséder plusieur types de points particuliers. Par exemple, M € T est une
point multiple 8’1l existent ¢y, ts € I des points distincts tels que M = y(t1) = y(t2). Sit € I est tel
que z'(t) = y'(t) = 0, alors on dit que M = ~y(t) est un point stationnaire (sinon il est dit regulier).

Cette derniére définition nécessite bien évidemment que les fonctions x et y sont dérivable.
Dans ce cas on écrit 7/ (t) = (2/(t),y'(t)). Si x,y ont une dérivée d’ordre k, alors on note ¥ (t) =
(z®)(t),y™® (t)). Si a la fois = et y on un DL d’ordre n en ty on peut considérer le DL ("vectoriel")
de . Par exemple, si z,y € C™(I), alors

1(E) = (t0) + ¢~ t0)7/(t0) + .+ L0 40) 4 (¢ — 1)1

avec € un fonction vectorielle telle que lim; ¢, €(t) = (0,0).

Définition 0.8. Soit M = (tg) un point régulier de la courbe T' = v(I) (i.e. le paramétrage v est
dérivable en ty avec une dérivée non nulle). La tangente o T' au point M est la droite passant par
M et de vecteur directeur ' (to).

1. ETUDE LOCALE D’UNE COURBE

Soit T" une courbe paramétrée,y un paramétrage de I et M = (¢¢) un point de cette courbe. On
s’interesse au comportement de I" prés d’un tel point M. Si M est un point régulier (et pas un point
double), alors T' suit la tangente en ce point. Mais déja dans ce cas il existent deux possibilités :
I" traverse la tangente en M ou bien I' reste d’un coté. La définition suivante tient compte des
différentes possibilités.

Définition 1.1. Soit v = (z,y) un paramétrage C*° d’une courbe T et supposons que v posséde le
DL suivant en tg :

(t —to)?

t—tg)?
10 = 2(t0) + L5 4.+ Lol 50

o + (t —to)%e(t)

ol p < q sont tels que

p > 1 est le plus petit entier tel que vP)(to) # (0,0) et

q > p est le plus petit entier tel que les vecteurs vy = yP)(to) et va = YD (ty) ne sont pas
colinéaires. Alors :

(1) Sip est impair et q est pair, on dit que y(tg) est un point ordinaire.
2

(2) Sip est impair et q aussi, on dit que y(ty) est un point d’inflexion.
(3) Sip est pair et q impair, on dit que y(tg) est un point de rebroussement de premiére espéce.
(4)

4) Si p est pair et q également, on dit que v(tg) est un point de rebroussement de deuzieme
espéce.

2. COURBES RECTIFIABLES ET LONGUEUR D’UNE COURBE

Soit I' = ~(I) une courbe paramétrée. On note par 7 = {to,t1,...,t,} une subdivision de
l'intervalle I. Si (u,v) est un vecteur de R?, on note par ||(u,v)|| = vu2 + v2 la norme euclidienne
de ce vecteur.

Définition 2.1. La longueur de la courbe I' est définie par
(D) =sup Y v(t;) = ¥(t;-0)] -
(it

Sil(T") < oo, alors on dit que la courbe ' est rectifiable.
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Proposition 2.2. Si~v: I =[a,b] — R est de classe C*, alors T = ~(I) est une courbe rectifiable

et on a . b
wv:/|WGWﬁ=/\mwv+ywwr

(admis)

Exemple 2.3. Considérons le graphe T = {(t, f(t)) , t € I} d’une fonction f € C*(I), I = [a,b].
Alors le paramétrage t — v(t) = (t, f(t)) est bien C' et on a

b b b
Mm:/nwmw:/NMJﬁmw:/\A+f@wn

Le lecteur motivé pourra considérer le cas explicit f(x) = 2%/2 et I =[0,T).

Partie IV : Equations différentielles

Exemple 0.4. Ezemple d’un parachutiste tombant & la verticale : On suppose, pour simplifier
le probleme, que son parachute lui fait subir une force de frottement opposée & sa vitesse; et a
un instant t = 0 il ouvre son parachute alors qu’il avait une vitesse v(0). On peut alors montrer
en mécanique que la vitesse v vérifie : % = g —av(t) ou g (laccélération de la pesanteur) et a

(coefficient de frottement) sont des constantes.

Définition 0.5. Une équation différentielle est une équation

e dont l’inconnue est une fonction ;

e dans laquelle apparait certaines des dérivées de la fonction.
On dit qu’une équation différentielle est d’ordre n si y™) intervient effectivement dans ’équation
mais pas les y*) avec k > n + 1.

Exemple 0.6. L’équation dans l’exemple 0.4 est une équation différentielle du premier ordre.
Léquation y(x)® + (z — 2)y(z) = e* nest pas une équation différenticlle.

On écrira y pour y(x), y pour y'(x), etc. Par exemple
y' +aly)’ +yt=e.
Cette équation différentielle est d’ordre 2. L’équation différentielle
y@ 4 (sinz)y® = e®
est d’ordre 4.

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE DE TYPE y' = f(z,y)

1.1. Généralités. On considére des équations du type : y = f(z,y) (E)
ou une équation avec condition initiale :
Y = f(z,y), (EO)
y(zo) = yo

ou f est une fonction définie sur une partie U de R? et (zg,y0) € U.

Définition 1.1. On dit qu’une fonction ¢ : I — R définie et dérivable sur un intervalle ouvert I
de R est une solution de (E) si

(i)Vxel, (z,¢(zx))eU.

i) Vo e I, ¢(z) = f(z, 6(x).
Résoudre ou intégrer (E), revient & trouver les solutions de (E).

On dit que ¢ est une solution de (Fy) si de plus y(zo) = yo-

Remarque 1.2. Si ¢ : I — R est une solution de (E) ou de (Ey) et J est un intervalle ouvert
contenu dans I, alors la restriction de ¢ a J, ¢|y : J — R est une solution de (E).

Définition 1.3.
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— Soit ¢ : I — R une solution de (E) ou (Ep). On dit que ¢ est une solution mazimale de (E)
ou de (Ey), si ¢ n'est la restriction d’aucune autre solution de (E) (c’est-a-dire que ¢ ne se
prolonge pas en une solution de (E) sur un intervalle plus grand que I).

— Les graphes des solutions de (E) (resp. des solutions mazimales de (E)) s’appellent les courbes
intégrales (resp. les courbes intégrales mazimales).

Exemple 1.4. Les solutions de y' = f(z) sont les primitives de f. Résoudre ou intégrer cette
équation revient & trouver les primitives de f. Par exemple pour

y =2z,

¢ : R — R avec ¢(z) = 2% + C est une solution mazimale.

Exemple 1.5. Poury' = f(z) =21, o f est définie sur ] — 00,0 ou ]0,+oo[. On obtient

une solution mazximale ¢, : 10, +o0[— R avec ¢1(x) =Inax + Cy;

et une autre solution mazimale ¢ : | — 00,0[— R avec ¢2(x) = In|z| + Cs.

Une solution mazimale de y' = %, y(1) = 2 est ¢1(x) = Inz + 2 définie sur I =0, +o00].
Une solution mazimale de y' = 1, y(—1) = 3 est ¢po(x) = In|z| + 3 définie sur ] — oo, 0].

Définition 1.6. On considére une équation différentielle du type
y' = fz,y) (E).
On dit qu’une solution ¢ de (E) est une solution générale si ¢ dépend d’un paramétre. Sinon on
dit que ¢ est une solution particuliére.

Interprétation géomeétrique : Les segments de centre (z,y) € U et de pente f(x,y) définissent
un champ de directions.

Pour qu’une fonction ¢ : I — R soit solution de (F) il faut et il suffit qu’en tout point M (x, ¢(x))
du graphe T'y de ¢, la tangente & I'y en M ait pour pente f(z, (x)).

1.2. Equations différentielles a variables séparées.

Définition 1.7. Une équation différentielle & variables séparées est une équation du type :

Y =g(z)/f(y) ou fWy = g(x) (E)
ot f: I =R (resp. g: J — R) est une fonction qu’on suppose continue sur un intervalle I (resp.
J).

Théoréme 1.8. Soit F' (resp. G) une primitive de f (resp. de g). Pour qu’une fonction y définie

et dérivable sur un intervalle W contenu dans J soit solution de (E) il faut et il suffit qu’il existe
un réel ¢ tel que : F(y(z)) = G(x) + ¢, pour tout x € W.

Remarque 1.9. Résoudre (E) revient a trouver les fonctions y dérivables telles que : [ f(y)dy =
[ g(z)dx. L’équation (E) s’écrit aussi : f(y)dy = g(x)du.

Exemple 1.10. a —¢y'y=0. & yy =a & %yQ =azr+C.
1.3. Equations différentielles linéaires du premier ordre.

Définition 1.11. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation du type :
y' = a(x)y + b(x) (E)
ot a et b sont des fonctions définies sur un intervalle ouvert I de R. Dans la suite on supposera
que a et b sont des fonctions continues sur I.
L’équation : y = a(z)y (Ep)
est appelée l’équation homogene associée a (E).

A. SOLUTION DE L'EQUATION HOMOGENE. Tout d’abord on remarquera que I’équation homogéne
est un cas particulier d'une équation a variables séparées.

La fonction a étant supposée continue elle posséde une primitive. Dans la suite on notera A une
telle primitive, i.e.

Ax) = /a(x) dz et A(z)=a(z).
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Théoréme 1.12. Les solutions mazimales de (Ey) sur I sont données par :
y(z) = Xet®) = NeJo@de N e R,
Démonstration. y(x) = 0 Vz € I est une solution.
Si y(xg) = 0 pour un certain xg € I, alors d’aprés l’unicité; on aura y(z) =0 Vz € I.
On suppose maintenant que y(z) # 0 Vo € I. Alors on a % = a(z) donc
J d?y = [a(z) & In|y| = A(z) + C & y =A@ e = XeA®) ou X = £ # 0.

Finalement la solution générale est y(z) = \eA(®), avec A € R. O

Théoréme 1.13. L’ensemble des solutions de (Ey) est un espace vectoriel sur R de dimension 1,
avec une base : {eA®)}.

B. SOLUTION DE L’EQUATION NON HOMOGENE : METHODE DE LA VARIATION DES CONSTANTES

Soit y(x) = AeA®) X\ € R la solution générale de (Ej). On cherche une solution particuliére de
(E) sous le forme

yo(x) = Az)e ™)
ot z — \(z) est une fonction a déterminer. On a y(z) = N (z)eA® +-\(z)eA®)a(z). En remplagant
dans (F) :
N(2)e ™ £ \(2)e*@a(z) = a(x)M(z)ed ™ +b(z) .

D’ott N (2) = b(x)e~4(®). On obtient A(x) en intégrant.
Théoréme 1.14. Les solutions de (E) s’obtiennent en ajoutant & une solution particuliére de (E)
les solutions de (Ey). C’est-a-dire que siyg est une solution de (E), alors les solutions de (E) sont
les fonctions y : I — R, définie par : y(x) = yo(x) + AeJ *@dz X e R,
Démonstration. Soit y une solution de (E). Alors y — yo est une solution de (E},). O

Exemple 1.15. Exzemple 0.4 de l’introduction.

v = g —av(t) ou g (accélération de la pesanteur) et a (coefficient de frottement) sont des
constantes.

Solution générale de I’équation homogéne : v' = —av : v(t) = Ae™ .

Solution générale de l’équation non homogéne : On cherche une solution particuliére, v,(t) =
A(t)e=™. On a N (t) = ge™ donc A(t) = e,

Donc la solution générale de ’équation non homogene est v(t) = £ + Ce™, ou C est une
constante quelconque.

En ce qui concerne le probléme de résoudre une telle équation avec conditions initiales on déduit
des résultats précédents le théoréme suivant.

Théoréme 1.16. Soity’ = a(x)y+b(z) une équation différentielle linéaire. Si a et b sont continues
sur un intervalle owvert I, alors pour tout xoy € I et yo € R, il existe une et une seule solution ¢

telle que ¢(xo) = yo.

2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS

Une équation différentielle linéaire du second ordre, & coefficients constants est une équation de
la forme :

ay” +by' +cy = g(x) (E)
ol a,b,c € R,a # 0 et g est une fonction continue sur un intervalle ouvert 1.
L’équation : ay” +by' +cy=0 (Eh)

est appelée I’équation homogeéne associée a (E).

Théoréme 2.1. L’ensemble des solutions de l’équation (Ep) est un espace vectoriel sur R de
dimension 2.

(admis)
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2.1. Equation caractéristique et solutions de ’équation homogeéne (E}). On cherche une
solution de (E},) sous la forme y(z) = €™ o r est une constante & déterminer.

ay’ +by +cy=(ar? +br +v)e"* =0 SSI ar’ +br+c¢=0
Définition 2.2. L’éguation ar®+br +c = 0 est appelée I’équation caractéristique associée a (Ey,).

On distingue plusieurs cas :

Cas 1. L’équation caractéristique a deux racines réelles distinctes 71, 72. On obtient ainsi deux
solutions y; = €7, yy = €% qui sont linéairement indépendantes car 71 # rs.

Cas 2. L’équation caractéristique a une racine réelle double ry. On obtient ainsi une solution
y1 = €™, On vérifie que yo = 2% est aussi une solution : ayy + by + cy2 = (2arg + argz)e™® +
(b + brox)e™® + cxe™®(2arg 4+ b)e™® = 0 car 2arg + b =0 = P'(rg) = 0. Ces deux solutions sont
linéairement indépendantes.

Cas 3. L’équation caractéristique a deux racines complexes conjuquées 1y = a+i83,1r2 = a—i.
On obtient deux solutions complexes Y; = el@tif)z y, — e(@=if)z  Comme les parties réelles et
imaginaires sont des solutions réelles, on obtient deux solutions réelles y; = e**sin(fz),y2 =
e** cos(fx), qui sont linéairement indépendantes.

En résumé :

Théoréme 2.3. Soit A = b — 4ac le discriminant de ’équation caractéristique associée a (Ey).

(i) On suppose que A > 0. Soit r1 et ro les racines réelles distinctes de l'équation caractéris-
tique. Alors, une base de ’espace de solutions de (Ey) est {e™*, e},
La solutions générale de (Ep,) est définie sur R par : y(x) = A1e™ P+ €%, A, A2 € R.
(ii) On suppose que A = 0. Soit ro la racine réelle double de I’équation caractéristique. Alors,
une base de l’espace de solutions de (Ep,) est {€™0% xe™%}.
La solutions générale de (Ey) est définie sur R par :  y(x) = (A +Xaz)e™®, A, Ag €
R.
(iii) On suppose que A < 0. Soit ri = a+if et ro =T = a—if les racines complexes de l’équa-
tion caractéristique. Alors, une base de l’espace de solutions de (Ey) est {e®*® sin(Sx), e** cos(Bx)}.
La solutions générale de (E}y,) est définie sur R par :
y(z) = e (A sin(Bz) + Az cos(Bx)), A1, 2 € R.

2.2. Solutions de I’équation non homogéne (F).

Théoréme 2.4. Les solutions générales de l’équation (E) s’obtiennent en ajoutant & une solution
particulicre de (E) les solutions générales de (Ey). C’est-a-dire que si y, est une solution de (E)
et y1 et y2 sont deux solutions linéairement indépendantes sur R de (Eyp), alors les solutions de
(E) sont définies par : y(x) = yp(x) + Ay (x) + Aoy (z), A, e € R

Recherche d’une solution particuliére de (E).

Cas particuliers.
Cas 1. On suppose que g(z) = P, (x)e*®, ou P, € R[X] de degré n et o € R.
(i) « n’est pas une racine de I’équation caractéristique.
On cherche une solution particuliére de (E) de la forme Y (z) = Q(x)e®*, o Q € R[X] est
de degré < n.
(ii) « est une racine d’ordre s de 1’équation caractéristique.
On cherche une solution particuliére de (E) de la forme Y (z) = 2°Q(z)e®*, ou Q € R[X]
de degré <n.
Cas 2. On suppose que g(z) = e** (P, (z) cos(8z) + Qm () sin(Sz)), ot P, Q@ € R[X] de degrés
n et m respectivement et a, 8 € R, 8 # 0.
(i) e+ 4B n’est pas racine de 1’équation caractéristique.
On cherche une solution particuliére de (E) de la forme :
Y(z) = e*(T(x) cos(Bx) + R(x)sin(Sz)), ou T, R € R[X] sont de degrés < max(n,m).



20

(ii) a + i/ est une racine de ’équation caractéristique (forcément c’est une racine simple).
On cherche une solution particuliére de (E) de la forme :
Y(z) = ze®*(T(x) cos(Bz) + R(x)sin(Bz)), ou T, R € R[X] de degrés < max(n,m).

Méthode générale : Méthode de la variation des constantes.

Soit y(r) = My1(z) + A2y2(x), A1, A2 € R la solution générale de (E}).

On cherche une solution particuliére de (F) sous la forme : Y () = A (2)y1(x) + Az (2)y2(x), ou
les fonctions @ — A1 (x) et  — Az(x) sont & déterminer.

En remplagant Y dans I’équation non homogéne on obtient

a(A Y1209+ A + AT Y2+ 220505+ A2ys ) +b(A Y1 +A1ys +Agy2 +Aays) +e(Ayr+Aoy2) = g(w)
ou

A (ay! +byi +eyr) +Aa(ayy +bys+cy2) +a(AMyr +A5y2) +2a(My; +A5y5) +b(ANy1 +A5y2) = g().

Done a(My1 + A3y2) + 2a(Myy + Agys) + b(Ay1 + Agya) = g(x). (*)
Pour déterminer des fonctions Ay et Ay, on peut imposer I’équation :
M(@)yi(z) + A5 (2)y2(z) = 0. (**)

On a donc en dérivant : Ny1 + Ny + ANya + Aoy = 0 ou Myr + Mjye = —(Ny] + \yuh).
Les équations (*) et (**) deviennent alors

Myl + Ny = 22, 11+ Ayy2 = 0.
On obtient

N = 7‘(]%)‘}’27 A, = —7951181}“7 ou W = ylya — y1y5 # 0 pour tout z.
En intégrant, on obtient Aj(x), A\a(z), puis Y ().

Lemme 2.5. Soit y1,y> une base de solutions de (Ep) et W = yjyz — y1yh. Alors W(z) # 0 pour
tout x.
On appelle W le wronskien de y1,ys.

Démonstration. En calculant W', on obtient
W' =yys +yiys — vivs — iy = —(Gyi + sy)ye + i (Gvh + Sy2) = —2W.
Alors on a W (z) = Ce™«®. Si W (xo) = 0 alors W = 0. Donc (£) =0, c’est-a-dire que y1 = cyo.
Or y1,y2 sont linéairement indépendants. Absurde. O



