Electrostatique 48 daslal) sl sl

Corrigés des exercices 1.1 a 1.25: 25.1 A 1.1 (pa o skadll

Exercicel.1l
Les deux charges placées en 4 et C sont de signes contraires, donc, elles s’attirent. Si on

pose AC =x, alors la force d’attraction est égale a :

2allal o g p024”
X X

Les deux charges placées en B et C sont de signes contraires, donc, elles s’attirent aussi.
Puisque BC =d —x, la force d’attraction est égale a :

|4]|-4]

F,.=9.10" — -+

2

F,.=9.100 20— F =910 —1
(d —x) (d x)
La charge placée en C, est donc soumise a deux forces électri qui’ ne peuvent
s’équilibrer que si elles sont directement opposées. Cela ne peut se réaliser si”C est situé

entre 4 et B.D’ou:
2

F,.=F,.=0. 1092 =9.10° —

X

2_ 1

X' (d-x)'|=x*-0,8x+0,08=0

d=0,2

L
Exercicel.2 'S \'
La base de la solution de cet exerc'ﬁﬁ re géométrique ci-dessous :
R R

Le systémie est en équilibre : 213! =0 ,avec F la force électrostatique de répulsion.

centre de la masse m on peut €crire: P+7; +7, =0, avec‘]}‘ :‘Tz‘ :‘T‘

O]

Au centre de 1’un des ballons : 7, + F + R =0; avec R la poussée d’ Archiméde.

On projette sur I’axe vertical : 2.7.sina—-P=0=T = —
2sina

Par projection sur I’axe horizontal : F—Tcosa =0= F =T cosa —> (2)

De (1) et (2), on obtient I’expression de la force F qui est :

P.cosa

P
F= = F=Ecota

2.sina

D’aprées la loi de Coulomb :
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2 2
F=kL =ikt =

P P P cota
r r 2 ’

.c0ta:>q2=—.?cota: q=r B

Or est inconnue, c’est pour cela qu’on doit la déterminer géométriquement :

La derniere étape reste 1’application numérique :
P=mg=5.10"N
cotr/6=1,732 =|q¢=3,8.10°N =3,8uC
r=1,732

Exercicel.3
1/ La boule chargée est soumise a son poids P et a la force électrosta E=gE .

Puisque la tension U ,, est positive, le champ électrostatique £ est ori c'est-a-dire

vers le plus petit potentiel.
On applique la relation fondamentale de la dynamique a la boule pour déduire
I’expression de 1’accélération instantanée acquise :

jL
0] i

P=

La vitesse initiale e Asse instantanée est la fonction primitive de
I’accélération. Partant des co antes de la vitesse linéaire, on arrive aux deux €quations
horaires du mouveme a boule, sans oublier la position initiale du mobile :

(«‘“” "

=LE=v =LEi=x=—LEr+—d (1)
m m 2m 2
1
@ ay=—g:>vy:—gt:>y:—§gt2+l—>(2)

Par ¢élimination du temps entre les équations horaires on obtient I’équation de la trajectoire
de la boule :

La trajectoire de la boule est rectiligne.
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2/ On remplace dans 1’équation horaire (2) , ’ordonnée par zéro afin d’obtenir I’instant du

passage de la boule par le plany =0 :

1
y=—§g12+1=031=0,447s

3/ Pour calculer la tension, on doit calculer d’abord le champ électrique au point (d ,O). On

remplace dans I’équation de la trajectoire les deux coordonnées par leurs valeurs respectives :

107 2.10°
y=——x+ +1]
E E
x=d =0,04m —|E=2.10Vm"

La tension estdonc : (U =Ed| , |U=8.10°V

Exercicel .4
La distribution de la charge n’est pas continue. Le cha Slectrostatique est porté par
I’axe a cause de la symétrie du polygone par rapport a 1’axe cosd.

12:41 (AZI)Z cosd

TTE

03\4 | :>E”:4;r]g 2 Zz 32

cosf = = z 0 (R +Z)
AM \/R2+Zz‘

AL . 2 )
Chaque coté est vu depuis le centre sous I’angle — . En exploitant la figure, on a :
n
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AH = ——RsmAOH
2 a

5 =>R= pu
A0H =" /2= 40H =" 2sin "
n n n
Le champ électrique résultant est égal a la somme des champs produits par chacune des

charges ponctuelles £ = E, = inz :
1

Donc :
- z -
E =n-12 TU,
4re, 5
2
a
+ 22
.o TT
4sin® =
n

2/ Dans le cas d’un triangle équilatéral ona n» =3 , d’ou le électrostatique :

Dans le cas d’un carré ona n =4, d’ou le melectrostatique :

z

E =1 E:q

© e, Yo, 2 2
7+22
& 2
Exercicel.5

1/ Représentation et calcul du champ électrique résultant au point D :

—q

*q

E
ECB ’

Figure pour la question 1 Figure pour la question 3
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E,=E,+E,+E.| . . .
—»D :1 f ¢ :ED:ECB-'-EA
ECB:EC+EB
E.=E,=kL ; D=\a’+a’=\2d’ )= EA=k%
a a

kq
Eoy =\[EC +Ej +2E,F cos7/) = Fey = EN2 = Eey = 2%

a=r = E,=\E,’ +E}—2E E.cost < E,=Eq,—E,

E, :%,ﬁ_ ka ~E :’;_‘1 [\/5—%:|:> E, 20,914y

2 27

2/ Calcul du potentiel résultant au point D :
kg kg kg _,
2a a a

3/ Calcul de la force appliquée a la charge (+2¢) au point D :
F,=2q.E, = F, =2q.E,

ki 1 kq®
F, :2q.[a—‘f(\/_—ﬂ:>FD :%(2\5—1)

4/ Caleul de I’énergie potentielle de la charge +2g . E ’

E =0V, E =2qV , E =2gq. = J
P Q P q P q a \/E) qu ( )
E = 259>
P
a
Exercicel.6 \’ /
tiel é

Vy=V,+Ve+Vy  Vy=-

. o . . 1
1/ Pour calculer le ectrique, on utilise I’expression scalaire : V' = 4
4re, d
Une fois‘%e 1 X points sont placés sur la figure ci-dessous, on calcule les distances
d et d' séparan oint M des deux charges :
® a":\/(x—4a)2+y2+z2 , (,17:\/(x—a)2+yz+z2

Le potentiel produit au point M (x, y,z) est donc :

| 2
v, =1 -

 4re, \/(x—a)2+y2+zz \/(x—4a)2+y2+22

2/ Surface équipotentielle :
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g (1 _2)_
=0 —-Z1=0
V(x.r.2) :>47r50(d d'j

1 2

\/(x—a)2 +y° +7° \/(x—4a)2 +y° + 7
On voit que la surface équipotentielle V" =0 est le centre d’une sphére de rayon » =2a .
3/ Le champ ¢lectrostatique est perpendiculaire a la surface équipotentielle. Quelque soit

le point par lequel passe le champ, ce dernier est perpendiculaire a la surface de la sphere et
passe par conséquent par le centre de cette sphére.

=0=|x* +y* +2' =4a°

= M(x,y,z
E yA E ( )
Py d

J
I —29, >
0"(a,0,0) (44,0,0) X

E
V=0 .
E Y 4

Exercicel.7
1/ Soit le champ élémentaire dE créxw@l , par une longueur ¢élémentaire dy du
d

1 Ady
dre, 1’

= dE(M)=-

u

dE(M)=dE, +dE,

A\ dE(M)=dE, i +dE i,

dE, =dE.cost , dE, =dE.sin@

yA
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Démontrons que £, =0 :

dE, =dE.sin0
dE, =-— 2V g
dre, r 1 +
2 =FE =- — | sinfdé
p2=_"r Y dre, x
2 ‘ma
cos” @
y=xtgd =>dy=—-7-d0
cos” @
1 1 + 1 1
E =- —[cosH] Z‘“‘“ =>E =- — cos(+9max)—cos(—  ax
dre, x O dre, x -
E, =0
2/ Puisque c’est ainsi, le champ résultant est égal a s horizontale (voir figure
ci-dessus). Exprimons 7 et dy en fonction de xet cos
dE_=dE.cos@ P 4
1 ’ 4
dE_= /1(,127)/ cos
dre, r )
2 =>FE = 0s0do
Pt = %‘o -
2 max
cos” @
X
y=xtgd =>dy=—-7-d
cos” @ /
A 1;. A 1] . .
E = —[sm 9] = E= — sm(+6’max)—sm(—9max)
dre, x ‘ dre, x —
E :_ﬂ'A
* £, X » A1 a - A1 a
E=FE = — S |E= — i,
Sin(+9max _ 272’80 X q/az +x2 272'80 X ﬂaz +x2
@

e . o a
3/ Dans le cas d’un fil infiniment long, on a @ — «©, ce qui nous conduit a _— 1.

d’ou:

Exercicel.8

1/ Commengons par chercher la résultante des deux champs élémentaires créés au point
P par une longueur élémentaire de la portion x et par une longueur élémentaire de la portion
L —x . Voir figure ci-dessous.
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Pour la partie x: dE, = dE]x +dE]y
Pour la partie L —x:dE, =dE,_+ dEzy
Les deux composantes du champ élémentaire dE résultant de la composition de dEl et de
dE, sont :
dE, =dE, —dE, = dE, =dE, —dE,,
dE, =dE,, +dE,, = dE, =dE,  +dE,,
Pour calculer E on doit calculer d’abord E, et E, :
Calcul de E, :
dE, =dE sina
dq . 1 Adx
yr. Tgsma =dE, = pr—
dg = Adx
Exprimons dx et | en fonction de I’angle « pour trouver :
da

dE

1x

x=Rtana = dx=R

R
]/'1 =
cosa

En intégrant on obtient E, :
1 4

B = 4rg, R {{/ o 4re, E[_COS a]o
B

De la méme facon, on

1
M sin gl = dE,, =~ " inp

,4\ Ang, ;s Are, 1,
dg = Adx

Exprimons dx et , en fonction de I’angle S pour trouver :

%anﬁ:deR ap AR dp

2 2
S B g, ae L B L G pap

s R 4re, R 4re, R
* cosf cos

En intégrant on obtient E, :

2% S "
Ejsmﬂdﬂ: sz ——%E[—COSﬂ]O

0

2x
4re,

! i(—cos&2 +1)

2T 4re, R

La composante parallele au fil est donc :
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i(—cos o, +1)

4re, R

1
E =E -E, =E, = i(—cose1 +1)—| -
4re, R

A
py — (cos 0, —cos 6, )

Qg*

dq
Q  x

Pour calculer £, on doit calculer E, et E,  : P4
o 4 .\.

Calcul de E, « Q‘\'

dE,, = dE, cos

1 Ad
dE, —zxcosa
ey N
Exprimons dxet | en fonction de
X=Rtana 1 AR dig p)
by = €08 & cosqr = —cosa.da
.= R 4re, ( R j 4re, R
' cosa cosa
Intégrons pour obtenir £,
. 1 A A 1
E, = — J. cosada=E, = —[sma] .
4re, R 4re, R 0
1 A, .
= —(—sin@
Y Az, R( )
Idem pour E,:
dE,, =dE, cos B
1 d 1 Ad
dE,, = ——Z]cosﬂ =dE, =—— 2x cos
4re, r, g, 1,

dg = Adx
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Exprimons dxet ,en fonction de I’angle f, pour arriver a :

d
x=Rtanf = dx = p AR ap
cos’ B 1 cos’ 3 A
=dE, = -cos f = —cos p.dpf
- R Y dne, (R 4ng, R
* cosp cos
En intégrant on obtient E,
1 2% . o140
E, =———|cospdf=E, = —|sinfg|
2 4ze, R ;[ pap=E, 4re, R [ ﬂ]o
1 A
= —(siné
¥ 4z, R (sin?,)
La composante perpendiculaire au fil est :
1 A, . 1 )
E =FE +E —=F = 1n
O TR Ane R 4 O‘RE |
1 4.
Y 4z,

E=

A

—| (cos@, —cos b, )u_+(sinb, —sinb, )u
ol s )Q( )i, ]
2/ Lorsque le point Pest a égale dis /& @xtremltes du fil on a 6 =-6,. On pose

0, =0, le champ résultant est donc :

4 (cosH cos( 49))14 +(sm9 sm( 9))17

/ 2sin6

isin@ﬁ < | E= ! isin9
2rg, R

y

ng,ona 6 — B soitsin@ — 1, et par conséquent :

1 4. 1 A
—u, | |E=
2me, R 7 27e, R

Pour un ﬁ/l‘f\m e

E=

Exercicel.9
Le champ électrique élémentaire dE produit au point P par la charge élémentairedg du fil
est:
dE =dE, +dE, = dE =dE,.i +dE,.j
A cause de la symétrie on a :

E =0=

y

o

=E,

D’ou
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dE = kd—?
r
dE =dE.cosa|=dE_= kd—(z].cosa = dE =k /165[ .cosa
dg = Adl g g
dE, |
| >
_ | X
dE x dE v
Dans le triangle rectangle POS , on a :
cosg=2=—" =dE = kx o
r x*+R* x*+
Et donc :
kﬂ,x 27R
E :( 2+R2)3/2 J. dl::Ex::Ex,-l- )3/2 27R

- AXR - _ AXR -l
E= 20, (x2 R )3/2 *C:)b‘go (x2 s )3/2 (V.m™)

27R
R
av =k ay=x SNE #1,2 [ di= p—— AR
r (x2+R2) 0 2¢, (x2+R2)
3/ Détermination du peint ou champ électrique est maximal : Pour que le champ soit

X

maximal, il faut
dx

rivée par rapport a x soit nulle :

=0. Commencons donc par
M

calculer cet

28, (x> +R*)’ 2¢, (x> +R*)’
L’expression finale de cette dérivée est :

dE _m{ R? —2x }

dx 2, | (x> +R?)

dE
*=0=>R’-2x, =0=|x,, =%

R
dx max \/5
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Exercicel.10
Le champ électrostatique élémentaire produit par la charge élémentaire concentrée autour
du point P est égal a:

. 1
dE =1 d—(z]ﬁPI——o-ciSﬁ
dreg, r

dre, r

En raison de la symétrie, le champ résultant est porté par I’axe 0z :

dE
dE, =dE.cos€:>E(M) =1 J.O-dS

-—.cosd

dre,? r

On reconnait dans cette expression 1’angle solide ¢élémentaire

dQ= M , sous lequel , et a partir du point M ,on voit la surface
r
¢lémentaire dS autour du point P:
1
E(M)=_——Q(M)
dre, ‘

. PR ) a T
Le point M est situé a la distance > c'est-a-dire au cent n
cube dont la plaque constitue I'une de ses faces.
Quand on regarde du point M a tout I’espace du 6 faces) , I’angle solide vaut

. 4 2 .
Q =47x, donc a une face correspond I’angle solide : ,A __”_T” . Finalement le

E(M =j
: 20

Exercicel.11
1/ Considérons sur le disque une surface élémentaire située a une distance du centre O.
Cet ¢élément de surface ‘s’écrit s 1a base(ﬁr,ﬁg,ﬁz) des coordonnées cylindriques :

d’S=drrdf et po a ‘charge d’q=ocd*Sen produisant un champd’E tel

qued’E =

s €élémentaires situées a la distance  de O produisent des champs

Tout
électriques%le aires qui font le méme angle avec I’axe OZ . Nous pouvons des lors

intégrer le résultat précédent en faisant varier fentre Oet 27 :
@ 2z 2z

dE. = !dzE.cosa = 4;0 .([

47z
es s

rcosza.dr 10 = o rcosza.dr
[ 2¢, [

Il nous reste a intégrer entre Ret R, en faisant attention a ce que [*=r"+z’

z
et cosag=—:
/
R R
¢ oz ¢ rdr
E:J.d Z=2 2 2)32
R € & (r +z)

On pose u :(r2+zz).D’0L‘1 du =2rdr , avec u, =(R12+zz)et u, =(R22+22).

On obtient :
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oz 't du oz 0
E=—"|—=E=—-|-2
28, 5 2u®? 2¢, [ \/;lq

Finalement on arrive a :

p=0% 1 1
) 2. 2 [p2. 2
o R +z R, +z

. : : 1 d?
2/ Le potentiel produit par la surface élémentaire d’Sest d°V =4—# Apres
g,
., . , ) o rdr .,
intégration de I’angle €, on obtient dV =— Comme précédemm ose

250 \/l”2 +Z2 .
du
u=(r*+z*), on obtient donc dV = g o
( ) 4e, \/;
Tout cela nous ameéne a :
(o2 “ du o Uy
V=—-|—==V=—"
oty [

On sait que : V4
E="gra
Le gradient en coordonnées cylindrique s%é,

gradV. M —Vﬁg+a—VﬁZ:
0 p 00 oz
t précédent du champ, on se rend compte que le

En appliquant cette expression au rés
champ ¢électrostatique n’a %iule mposante suivant ’axe OZ, car les dérivées
n

partielles par rapporta e t toutes les deux nulles.

z oz 1 1
—— | |E = -
w/RZZ +z° 2¢, \/R12 +z? \/R22 +z°

uniformément ch

2¢)| z JRZZ+Z2

4/ Pour un plan infini R, - o . On aura :

@ E:az[l 1 JjE: o - 1

=— >0 E=—

1 _ 1 z
/1+R§2 /Rg R 2¢,
z z

Le champ devient indépendant dez, c'est-a-dire de la distance au plan. En tout point

" . o
extérieur au plan chargé, le champ vaut £ = —.
&
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Exercicel.12

Soit le champ élémentaire dE produit par la longueur élémentaire d/ ,de la circonférence
chargée de I’anneau, concentrée autour du point P :(Le signe moins résulte des sens opposés

du champ élémentaire dE (0) et du vecteur unitaire u tels que indiqués sur la figure ci-

dessous).
dE(0)=- 1 d—‘ﬁﬁ,_
4re, R U ado
dgq = Adl = dE(0) =- ii
dre, R
dl =Rd6
Le champ élémentaire dE(O) a deux composantes dE(O) :dEx + ant, et

pour raison de symétrie de la répartition des charges, la composa seule qui

participe au champ total au pointO. D’ou :
1 A

dE =dE.cos0 = dE_ =-
dre,

Pour obtenir

ha
Aa0=2r-a:
A\ 1 2 2
dE,=dE.cos = E = - =[sing] ™"
) 4 dme, RE M

1 Ar. .
E=- —|sin(27—a)—sina
- 4re, R[ ( ) ]
E= ! isina<:>1!77:— isinot.z?
27e, R 27e, R g

Exercicel.13

Les plans passant par ’axe Ox sont des plans de symétrie de la répartition des charges. Le
champ électrostatique doit appartenir successivement a I’ensemble des plans, donc a leur

intersection : le champ résultant £ (0) a pour direction I’axe Ox .

Considérons une surface élémentaire dS située sur le corps du cone et concentrée autour
du point P . C’est ce qui est indiqué sur la figure ci-dessous.

A.FIZAZ1 Université de Béchar LMD1/SM_ST



Electrostatique 62 daslal) sl sl

La surface élémentaire produit au point O un champ ¢élémentaire :

dE(0)=- i
4re, 1 164l
dg = odS — dE(0) =1 ordbdl ;
dre, 1
ds = rd6dl

<

ds

523*

Le champ ¢élémentaire dE (0) a deux composantes : Q) dEx + dEy .
Cependant, et pour raison de symétrie de la repm({ des charges, la composante dE est

la seule qui participe au champ total au point O
ord@dl] .

dE_=dE(O).cos@ =d osa — (1
= dE(0).cos0 = dE 20" ()
On exprime sina en fonction de / ,}is on déduit dl :

X 1 sin a
2
r
a =
% 1
dl = dr
sina
On remplac %ﬂ
)
:— O'rd9 ! drsmzacosa
sina r

dE =— cosasina. d—d@

° 72'6‘0 r
Pour obtenir le champ total produit par toute la charge au point O, on doit calculer une
intégrale double :

E = 4m9 cosasmaJ. jdﬁ
1 R,
E =- Tod cosasma[——} [0]2”
4re, r g

E(O):E :ﬂcosasina i—i
: 280 0 2 R]

—sin2a
2
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Exercicel.14
Tous les ions sont situés sur la méme droite. Soit M un point de symétrie. (Voir figure)

R A U e n
¢ -9 tq¢ —qg *tq¢ —q +¢ —q T4
Etudions d’abord la moiti¢ droite de la droite : 1’énergie potentielle de la char uée au
point M vaut :
E, =9, Vy
Le potentiel électrique V), produit au point M par les ions de la moitié t:
1 g
V,=)V = :
RONAD) drg, 1,
y=—1 4
4rg, a
l % 1 1 1
= =0 V. = 1 — —t— +—
4re, 2a Y 4re, 3 4 n
1 o
L= EENY) 4
472’80 3a & Q\'
91| =[a.| =|gs| =--... =g >
&argyn’tuée au point M (en considérant les deux moitiés
2
=E, =1 (—1+1—1+l ........... +lj
Y 2rmg, a 2 3 n
2
Lo L1 1
2me, a 2 3 4 n
X x"
X——+t———+........ ,
3 4 n

Donc : 1n(1+1)=(1—%+%—%+ ......... 1]
n

D’ou:

= 9 wmo=|E, =-3,210%J

=
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Exercicel.15

Le champ électrostatique au point O : (voir figure ci-dessous)

La couronne sphérique ¢élémentaire a pour épaisseur Rd6@, pour circonférence
27Rsin@et porte la charge élémentaire dg =odS =27xR’c,sinfcos@d6. A cause de la

symeétrie, le champ Ex participe seul dans le champ E .
D’apres la figure on a :

dE (0) :—dE(O)c050 =— d—gcosﬁ
4re, R
2 : 2
dE. (0) __ 1 27R%0, smfcosé’ do
4re, R
E (0)= —&jsin fcos’ 6.d0 = E (0) = —ﬂ{—lcos3
280 0 cos®9.d(cosd) 280 3
E(0)=-22 |
3¢,
Rd6 Rd6
A , >
X « X
Couron \> Courone
élémentaire élémentaire

Champ au point O % / Champ au point 4

Le champ électrostatique au point 4 : (voir figure ci-dessus)
La méme,% e élémentaire d’épaisseur Rd@ et de circonférence 27 Rsinf porte la
t

charge éléme =0dS =27R’c,sinfcosOd . La différence entre ce cas et le cas
précédent est la distance entre le point M et le point 4 . D’apres la figure :
*(0

M) =(04) +(aM)’ +2(0A)(AM)COS§

0 :>(OA):7'22RCOS§
R*=R*+/* +2chos5

Pour raison de symétrie, le champ Ex participe seul dans le champ E .

- 9___1 dq..9
dEx(A)— dE(A)cos2 pr— 0052

1 27zR’c,sinfcosfd6 0
cos—

dre ? 2
0 [2R cosgj

i, (4)=
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) 0
o = sin @ cos & cos — o %sinfcosd
E(4)=-""] 2 4o =-20 [SNOCHE

8500 cos?? 8¢,
2

deo

0
0 cos—
2

N . . s : . (6 8 .0 0 )
On procede a la transformation trigonométrique : sin € =sin 2 + 2 =2 SIHECOSE , puis
on remplace pour obtenir :
.0 0
= 2sIn—Ccos —

2cos€.d0———j2sm cos8.do
8&, % 2

Oy

E (A)=-
i ( ) 880 0 COS —
2

On procede a une autre transformation trigonométrique : 2sin— cos 0= 1n%yn
puis par remplacement on obtient : @
E (A):—i sin3—€—sing do
8 2 2

3
_&ﬁx
Exercicel.16
1/ Le potentiel ¢lémentaire dV uit au centre O par une charge ponctuelledq est :
1
dv = pp— (chaque dq elque soit sa position sur la surface de la demie- sphere est
e,

située a la distance R du centre O)
2

La surface de 1 ie “sphere étant S = , elle porte la charge totale:

le potentiel au point O produit par chaque charge est :

_r. ! dq
V(O) J.47zg R

® 1 ¢ oR
V(io)= = V(o)=—=
( ) dre, R - ( ) 2¢,

g =20rR’

Pour calculer le champ au centre de la demie sphére, on divise la demie sphére en
couronnes ¢lémentaires. Chaque couronne a une circonférence 27 , ou r =Rsind,

d’épaisseur RdO et sa surface dS =27R°d6. Chaque couronne élémentaire porte donc une
charge élémentaire dg = odS =27cR*sinf0d0 . (Voir figure ci-dessous)

Le champ élémentairedE produit au centre O par la charge élémentaire portée par la
couronne est : dE =dE, +dE, .
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Pour raison de symétrie, le champ produit est porté par ’axe Oz , et par conséquent :
dE, = dE.sin @i, =0

_ = dE = dE.
dE_=dE.cosOu,
De tout cela on en déduit :
d 1 odS
o= —zcosﬁ= 0-2 cos@

4re, R 4re,

2 .
dE_ = I o2rR s;m 0d0 cosd = dE_ = 2 sinOcosHdo

dre, R 2¢,
: . : . 1 . .

On procede a une transformation trigonométrique: sinécosé = Esm 20 n
remplace et on intégre pour obtenir finalement le champ électrostatique £ ( it par
toute la charge surfacique au centre de la demie sphere :

/2 r
1. 2
E. =7 I —sin20d0 = E. =7 .= 0}
2y v 2 4e, | 2
o
E =E(O0)=—
-=£(0) 4g,

Courone
A\ élémentaire Coupe transversale
On n’a calculé que le potentiel V(O) en un point déterminé et non la fonctionV(z) du
potentiel sur-tout le long de ’axe Oz . C’est pour cette raison qu’on ne peut pas utiliser la
form =—gradV pour calculer le champ.

2/ En suivant les mémes étapes que pour la question précédente, avec la seule différence
que dans ce cas toutes les charges ¢lémentaires dg ne sont pas situées a la méme distance du

point M , situé lui méme sur ’axe Oz .

I dg_ 1 odS
dre, v  4drme, r , '
ds = dS = 27R*d0 = dV = ZR —= A
r =(z+Rcos49)2 +(Rsin9)2 “ (Z R +2RZCOS€)

dv =
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Pour intégrer cette expression on pose u =z’ +R’>+2Rzcos@ , dont la différentielle est

u , .
=+u .D’ou:
2\ u

2
V(M):ﬂ 1 du

250 (_2ZR) u(é[:o) m

V(M):—;RZ[\/;]:/Z: V(M):;RZ[2+R— z2+R2}
0 0

du =—-2Rzsin0.d6 , et nous savons que j

u(9:7z/2)

Pour obtenir le champ électrique il suffit de dériver la fonction du potentiel par rapport a

V4
2 2
E(Z):_dV(Z)asz(z):U_R(ﬂJ, 1 __VZ*R
dz 2¢, \Jz2 + R?

R| R—z*+R? 1
=28
0

z \/ 72 %
Quand z=0 , V(O) et £ (O) prennent des formes ind%& C’est pour cela qu’on

doit chercher leurs limites quandz — 0.
Ecrivons le potentiel sous la forme

Z +R2 2 1/2
V(Z):U_R 1+__—n_ 1+___ 1+2
Z R’

Calculons la limite du potentiel quan

z—0

V(O)—hmV - 1+__ } V(O):—

Pour le champ on suit le mém 1soryfnent
2 1/2
1+—
1 _ . oR( R 2 1
11 =lim—| -— ool
Ei + R? 20 280 z°\ 2R R
—0

Ainsi, nous avons retrouvé les valeurs du potentiel et du champ qui sont parfaitement
équivalentes aux résultats de la question 1/.

Exercicel.17

Soit un axe de symétrie Oz (perpendiculaire au plan infini), et un point M de ’axe Oz
infiniment proche du plan.

Le champ résultant est porté par I’axe Oz et ce pour la raison de symétrie.
1/ a/ On divise le plan en une série de couronnes, de rayon et d’épaisseurd , comme
indiqué sur la figure-a :

A.FIZAZ1 Université de Béchar LMD1/SM_ST



Electrostatique 68 daslal) sl sl

Chaque couronne située a la distance R du point M porte la charge élémentaire
dq =2rnrdr.o.

Le potentiel électrique élémentaire produit par la couronne est :

qv = 1 o2zrdr
dre, R
En prenant ' =0 quand » — o , le potentiel total produit par tout le plan est :
:i Ldr:ﬂ/:__[ 7‘2 +Zz:|
280 ]/'2 + Z2 (90

V = _i z
2¢,
Il suffit maintenant de dériver I’expression trouvée du potentiel pour ob
¢lectrique :
E=——=|E=—
dz 2¢,
24 Qﬁ)

g —

/
/
/
/
/
/
/
/
/
/

(b)
e cette fois le champ électrique puis on en déduit le potentiel

b/ Pour dlver51ﬁer c
¢lectrique .
Soit dE amp é€lémentaire produit par la charge dgq =odS que porte une surface

h
¢lémentair Jx» nt le poth du plan (figure-b) :

—>

P

47750 (PM )
®
E(M) = J.dE.cosé’.ﬁz
dg = o.dS = E(M)=-Z de'CfS‘ggz
4re, r
PM =r
On reconnait I’angle solide ¢lémentaire dQ = dSC—SSQ sous lequel on voit, du point M , la
r

surface élémentaire dS autour du point P . Puisque le plan est infini, on le voit sous un angle
solideQ),, =27 .d’ou:
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E(M):%ﬁz o E(M):%
0 0

On obtient ’expression du potentiel a partir de I’expression du champ électrique en
intégrant :

dV:—Edz:V:—ijdz: y=-"2.
2¢,

2/ En_utilisant le théoréme de Gauss : sur la figure-c, on choisit un cylindre comme
surface de Gauss.

Le flux a travers la surface latérale est nul car £ | dS , mais le flux a travers c es
surfaces des bases S et S, est égal a: @, =D, =ES. La charge enfermée le cylindre

est O, =oS. D’apres le théoréme de Gauss le champ électrique prod ar le plan infini

C

ctrique produit par un plan
infini est constant dans tout 1’espace entourant ce pla pendant le potentiel électrique est
proportionnel a la distance entre le plan et le point situé¢ su @ de ce méme plan.

3/ Au cours de sa chute la charge est soumise & deux forces verticales : son poids P et la
force électrostatique]i . On applique la relation fo
I’accélération de la charge : /g

est donc :

o =285 =%m -
&

entale de la dynamique pour calculer

4

=qk = :>a=g+iz

2¢, 2m g,
P /
L’accélération est constante et la trajectoire est rectiligne, donc le mouvement est
ié.

rectiligne uniformémen
La vitesse de la‘char

A\ v=+2az =|v=_[2 g+ig
» 2m &,

La durée de la chute est :

Exercicel.18
On peut modéliser la cavité sphérique de rayon  creusée dans la sphére de rayon R
comme étant la superposition d’une sphére chargée de rayon , de centre O, et de densité—p,

et d’une sphere de rayon R de centre O, et de densité volumique +p . (Voir figure ci-dessous).
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On applique le principe de superposition en un point de la cavité (voir figure ci-dessous) :
E(M)=E, (M) +E, (1)
E, (M ) : champ résultant de p

E“z (M ) : champ résultant de —p
La symétrie et I’invariance de chaque source confirment que le champ est radial :

. . . OM
E(M)=Eu, , i = lr
1
_ _OM
’ uz_
r

A

Champ dans la cavité Q' Cavité dans la sphére
On utilise le théoreme de Gauss : Pour chaque distribution de charge, on prend une sphere

J4

766 S, passant par le point M .
ol 4

On additionnant les deux champs, on obtient le champ résultant au point M appartenant a
la cavité :
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E(M) =£0,02 e E(M)=L-a=c"

Le champ électrostatique résultant dans la cavité est uniforme.

Exercicel.19
Pour calculer le champ a I’extérieur de la sphere, on divise la sphere en ronnes
¢lémentaires. La circonférence de chaque couronne est 27zp, ou p = Rsind (p é

de la couronne), d’épaisseur Rd6 et de surface dS =2zR’sinfd6. Chaque on

donc une charge élémentaire dg =odS =27z R*sin0d6 .
Le champ élémentaire dE produit par la charge élémentaire qu uronne est

dE_dE +dE

En raison de la symétrie, le champ produit est porté par I’a et par conséquent :

dE =—dE.sino.i_ =0

= dE =
dE_=dE.cosa.ii,
1 2
dE. = d—?cosa =dE, = 7z0' cos a —>
dreg, r 47[5
dE.
a | x
dE

Couronne

Pour éliminer € et a de ’expression de dE_, on remplace cosé et sin@d0 :

24,2 _R?
R* =b*>+r>—2brcosa = cosa bHr R
2br
R2+p2_ 2
r* =R*+b>—2Rbcosf = cos b =#—>(2)
2Rb
En dérivant les deux membres de 1’équation (2) on obtient : sin@d6 = %
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En remplagant dans l’équation(l) , et en organisant les résultats on obtient I’expression du

champ ¢élémentaire :

1 270R’si 1 oR’ >+ —R?
dE. = no imgdgcosa:dEx _ 0'2 rdr b” +r
4re, r 2me, v~ Rb 2br
24,2 p2 2 p2
dE. = 1 0'5 b r2 R dr = 052 b 2R +1lar
d4e, b r 4e, b r
R b'-R R
dE, = R V=R 4 OR 4
4b’e, r 4b’¢,
Intégrons a présent :
g2 2|72
E = 0'2R jb dr+jdr = |k = UR
4b%¢, |, r .
Il reste a déterminer les limites de | etde , :en se référant a gure ci-dessus, on suit
les positions du point M appartenant a la couronne élément ¢e. Plusieurs cas se

présentent alors:

A Pextérieur de la sphére : Lorsque M est confondu }V ,ona: n=PM,=b—R ,et
lorsqu’il est confondu avec M, ,ona: r, = PM, = @
Le champ résultant est donc : \

2 Ap2
E=E = 0'2R b "K&
4b’g,

A . .
A Pintéri Nel hére : Voir figure suivante :

>'<V
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Quand M est confondu avec M, ona: r, = PM,=R-b, et quand il est confondu avec M,
ona: r,=PM,=b+R
Le champ résultant est donc :

oR [ bR
E=FE =—F—| - +r
4b¢, r

_ OR b’ -R’ bZ—R2
E—4b280 {[(b+R)—(R—b)]—K R ]_
E= Zf (26-2b)=[E=0]

A la surface de la sphére: On a trouvé qu’a I’extérieur de la sphére vaut

2
E= O-]; . A la surface le champ prend une valeur particuliére : Q
)
; C)

b=R=|E=—|<|E

&
2/ On applique le théoréme de Gauss : La surface de onvenable ici est une sphere
de rayon b(b >~ R) :
O=ES= = O
47R? R’
S =4xb’ ”2 =|E=2
4rb’g, &b
Q,=0S8=04
Discussion : \,
2
A Dextéri :b>R:E=O-R2
80

A I'intérieurde la sphere: QO =0=E=0

\su e de la sphere : b=R:>E:£

&y
3/ Calcul otentlel ¢lectrique : par le méme raisonnement on peut écrire :
® qv = 1 2zoR’ Sm&d&:dV: 1 Lclr
4re, r 2re, v Rb
A D’extérieur de la sphere :
b+R
ar="LRg = Ry y= Ry,
2¢, b 2¢, b 26, b 7,
R ™ R
_ORI |, _oR
260 b |, _, & b
A la surface de la sphére :
b=R = =ZR
&y
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A Dintérieur de la sphere :

On remarque que le potentiel est constant a 1’intérieur de la sphére, c’est ce qui explique que
le potentiel est constant a I’intérieur et a la surface de la sphere ; on dit alors que la sphere
constitue un volume équipotentiel.

4/ Déduction du champ a partir du potentiel :

A Pextérieur de la sphére : On considére b variable (b - R) : %{
R2
V= 27 R2
& =|E ng—z
&
E = _d_V 0
db
R:

A la surface de la sphére : Dans I’expression précédente on pose b=

A Pintérieur de la sphére: (b—< R)le potentie onstant, sa dérivée est donc

nulle : V4
o A, :
— a —

Exercicel.20 U/
Le champ électrostati dan indre : la surface de Gauss convenable a ce cas est

un cylindre de hauteur_h, de rayon <R et qui renferme la charge Q. =pV = par’h .

f Surface de Gauss Surface de Gauss

1 [/\ ________ | \ 77777777
| AT
| 1

(Y |1 b .

r=R r>R h

Le champ électrostatique a la surface du cylindre : la surface de Gauss convenable ici

est un cylindre de hauteur % , de rayon r=R et renfermant la charge
Q.. =pV =prR’h = prr’h . D aprés le théoréme de Gauss on a :
2
o=Es=% o p=u - PIRD _1p - P gl B =P Ri
& & 2nRhe, 2¢, 2¢,
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Remarque : On peut obtenir I’expression du champ a la surface du cylindre en
remplacant par R soit dans 1’expression précédente que nous avons trouvée pour le champ a
I’intérieur du cylindre, soit dans 1’expression qui va suivre du champ a 1’extérieur du cylindre.

Champ électrostatique a I’extérieur du cvlindre : Nous choisissons comme surface de
Gauss pour ce cas, un cylindre de hauteur 4, de rayon r > R, renfermant une charge

Q.. = pV = prR*h . Appliquons le théoréme de Gauss :

2
(I):ES:$Z>E:%:—pﬂR h =
& g 2mrhs,

2/ Pour en déduire le potentiel électrique, on fait appel & la formule E = —

le champ est radial, on peut écrire :
E:—d—V:V_—jEdr @
dr
Pour obtenir les expressions de £, et E,, on doit intégrer : ‘ )

V::_J.err:Vl :_4Lr2+ i
80

- ——dr:>V =— 2 Rnr+c,

2, 1 255
On obtient les constantes d’1ntegrat10n en‘se Aﬁ%ant a la condition de 1’annulation du
potentiel en» =0 et sa continuité en r =

Potentiel a Pintérieur du cylindre /&3

“— B Sly=o
4¢,

O/CO

Potentiel a la surf: indre : si on remplace  par R dans I’expression de V; , on
obtient le potentiel a la s du cyhndre
=V = _ P R
_ 480
l/' -—

iel'a Pextérieur du cylindre : (R =< r)

v __j——dr:w/ =— P Rhr+c,
2¢, r 2¢,

v :—2iRzlnr+C2
&

° =C, =2i1'e21nr—4ize2
r=R , V=-"L_R %o %o
4¢,

P R21 R P RZ
250 r 450

e
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Exercicel.21
La surface de Gauss qui convient a ce cas est celle d’une sphere de rayon et de surface

S =4zr" . Siune charge Q,, se trouve a I’intérieur de cette sphére, le champ électrique créé
a I’intérieur vaut, d’apres le théoreme de Gauss :

w=ps=%n o p=Gu_|p= Gu
& & drrig,

Dans les trois cas le champ est radial :

Le champ électrostatique dans la sphére interne(r < Rl) : la charge inté est la

charge contenue dans la surface de Gauss qui est une sphére de rayon » < cette charge
représente une partie seulement de la charge de la sphére interne). On a do

E - Qint
4rr’e,

4 5
p—Tr
:>E:—32 =|E=L_»
4rre, 3¢g,

4
Qint:pV:pgﬂ-r3

Le champ électrostatique régnant entre les deux es <r= Rz) : la charge dans
la surface de Gauss est toute la charge de la sphere interne

E - Qint
drrie,

=F=

47rr

Qint pV p ﬂ-R}

Le champ electrostathue a l’ei% r des deux spheres(r >R ) : la charge dans la
surface de Gauss est la charge des deux sp eres ensembles :

4
P,y R’ +04nR;

=FE= 5
4, 5 drrie,
= ,ogﬂR1 +047R;

Surface de Gauss

Surface de Gauss
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Le potentiel ¢électrostatique dans les différentes régions citées précédemment: On en
déduit le potentiel & partir de la relation E =—gradV . Puisque le champ est radial on peut
écrire :

=—d—V:> =—jEdr
dr
Dans la région(r < Rl) :
iy
E=—r
3, :VZ—J.err: V:—er+C1
3¢, 6¢,
V=—.[Edr

Dans la région (R1 <r< Rz) :

3 3 3
E:LR—;:V:—ILR—;W: =L R, ; )
3¢, 1 3¢, 3¢, 1

Dans la région(r > Rz) :

_,oR3 0'R22

=7 71 47 "2

2 2
3e, 7 g 1

EA
PR,
3eg, p
E=" 3 3
3¢g, E :Lﬁ Rt —
36’0 [ — o 3ng r N Ao
PR’ \ ¢; PR’ i* R,
2 0 2 &
38”RZ 3‘90Rz
0] @) >
Rl X ) V== P 2 Rl Rz \
PR R 62 P I
350 r & r pRIZ 380 ] &, :
6¢,
=FES = Qint E = Qint E = Qint
S 5 5 4nr’e
0 0 0
@ . NRTE IO
a r < R,, cela veut dire que la charge a I’intérieur de la surface de Gauss est nulle,

et par conséquent le champ est nul.
Quand r > R,, la somme des charges intérieures est nulle aussi: Q, =-Al+A/=0 , ce

qui implique que le champ est nul (/est la longueur du cylindre de Gauss).
b/ Quand R, <r=<R,, la charge dans la surface de Gauss est la charge que porte le

cylindre interne, soit O, =+Al . Le champ électrique est donc :

=4 A1 A1
&S| =|E = o E= ~ii,|—> (1)
5 2mey v 2mey v
S =xrl
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2/ Pour en déduire le potentiel électrique on fait appel a la relation: E =—gradV . Le
champ étant radial, on peut écrire :
dv

dr

E= :V:—jEdr

» Pourr<R et r>R, , le champ est nul, donc le potentiel dans ces deux
régions est constant :

[E=0eV=C"
» Pour R <r<R,,onintegre l’expression(l) correspondante du champ :
V=- 4 jldr: V=- Inr+C
2rg, * r 2re,

c’est a dire quand  est petit. Ceci nous amene a déduire que les surfaces ¢ les sont

rapprochées au voisinage du cylindre intérieur.
Exercicel.23 ( )

1/ D’apres ce qui est consigné entre les parenthéses, £ et —ont méme dimension. On sait

Les surfaces équipotentielles sont d’autant plus rapprochées que le ha%ﬂntense,
ipotentiel

que la dimension de  est une longueur(L). Donc la @ ion de kest I’inverse de la
1 . . . -
longueur : [—} =[k]=L", quant a son unité dans ks@gne international c’est m ™" .
r
2/ En raison de la symétrie sphérique le ch \,radial :

E@):%:m&ﬁ k2+%+r_12jexp(_zkr)g
G

4 0
3/ D’apres le théoreme de Gauss :
%gl_m qint = ES
q(r)=e(2k°r + 2k +1)exp(-2kr) - (1)

ponctuelle e si
i : ceci veut dire que la charge totale de la distribution est nulle : et puisque

1ste¥1€ charge ponctuelle positive e, il doit obligatoirement exister une charge

artie dans tout I’espace autour du centre O, telle que la somme des deux
nulle.

6/ Pour cette question, on divise ’espace en sphéres élémentaires de volume dv = 4zr’dr,
et portant la charge élémentaire dg = p(r) dv.Dou:

dg = p(r) Arridr — (2)
L’intégration de I’expression (1) donne :
dq = —4ek’r* exp(-2kr) > (3)

Par identification des expression (2) et (3) on obtient I’expression de la densité :

Yo, (r) = —7ek3 exp (—Zkr)
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Exercicel.24
1/ Le champ électrostatique : Par raison de symétrie, le champ est radial. On peut donc

utiliser la formule £ = _ar :
dr
E(r)=-2 _g@+ije~ac>500= : _§@+i)e”¢@
dre, v a dre, r a

2/ Le flux du champ : puisque la composante du champ est radiale et constante sur une
sphere de rayon , le flux est donc :

@zﬂE%:@:ES: o=L[1+L |7
& a

La recherche des limites nous conduit aux résultats :
Quand tendvers 0: @ = 9
€y
Quand tend vers co:® =0
Conclusion : d’apres le théoreme de Gauss, I’expression.de la.c interne de la sphere
de rayon est: Q(r) =g,®. On en déduit de cela que la

charge totale de la distribution est

nulle et qu’au centre O 1l existe une charge ponctuelle p

3/ La densité volumique de la charge :
La charge ¢élémentaire dg enfermée entre.deux sphéres de rayons et d  est

dg = p(r)dV =4zr’dr.p(r), on obtient alors ; \

4

= ) R
p(r) 4z r ) - q l -rla
dﬁ q r T 4xd’r ¢

4/ L’étude de la fonction
point ou la dérivée s’annule:Ai

e commence par le calcul de la dérivée, puis déterminer le
si on peut déterminer 1’extremum de la fonction :

ddﬁ_qgf+q

/‘\ dr  4rzd*r\r a
Y d/’_(r):o@

dr
nction p(r) passe par une valeur maximale en » =a . Pour saisir le sens de cette

fonction on cherche sa dimension puis son unité :
@M}%%%%aw
r

La fonction étudiée est donc la densité linéaire (ici radiale) des charges.

Information utile : En réalité, la distribution étudiée est celle de 1’atome d’hydrogene. La
charge positive (+q)du proton se trouve au centre de 1’atome. Ce proton constitue le noyau

de I’atome autour duquel gravitent I'unique électron qui porte une charge négative (—q).

Quant a a, elle représente le rayon de Bohr qui est la distance entre le noyau et la région ou il
y a une forte probabilité de la présence de 1’électron.
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Exercicel.25
1/ Le potentiel €lectrique produit au point M :

VM:VA+VB:L 11 =V, = I [n=n
dre, \ 1, 1 dre, \ rnr,

a-<-<r:>r1 = Rr
cos@
r,—r =acosf :>VM=L >
_ dre, r
p=qa

Dans la base polaire (ﬁr,ﬁa) , le champ posséde deux composantes E = E,_ +E partir

de la formule E =—gradV , on peut déterminer ces deux composantes polaires
oV _ 2 pcosf v

" or " o4ng, 1

Eez_la_V:EQ:_l ps3119
r 00 dre, r

E= ! £(2cos€.ﬁr+s'

3

Donc le champ est :

dre, r
1 . 1/2 1 1/2
E= £3(4cos20+s1n2 6)0 = %(3cos20+1)
dre, r dre, r
2/ Equation _des surfaces équipotentielles : a partir de 1’équation du potentiel trouvée
précédemment, on en déduit I’équation c@urfaces :
V=C"= =97 coso=|r?= cos @
%SOVO eV,

A chaque valeur de V), correspond une surface équipotentielle située a la distance  de

&

0.
Equation de nes de champ :
La ligne du champ E est définie comme étant colinéaire a dI , donc E=Adl ,
(2 = Cte). connait’les composantes de E et les composantes ded. A partir de la relation
entre les deux vecteurs on peut trouver 1’équation des lignes de champ :
. E =2dl
dr _ df |dr _E
(E\ —(dr \=—=r—=|—=-"2d6|- (1)
E , dl E E, r E,
E, rdéd
En intégrant I’équation (1) , on obtient a une constante pres, le résultat suivant :

2 pcosf

dr _E dr _4ne, 1’
= > —=——
1 psiné

r P r
dre, 1
ﬂ _ 2c'059d€:>£: 2d(sinl9)
r sin @ r sin @
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Efzzjd@mg)

:>1nr:2ln(sint9)+K
r sin @

BEEY & Ty o
sin” @ sin” @

lnr—ln(sin2 0) =K=n

De tout cela, on conclut que 1’équation de la trajectoire est :

A chaque valeur de K correspond une ligne de champ située a la distanc O tel
que r =Ksin’ @ .
Les lignes de champs sont toujours perpendiculaires aux surfaces équip iell

oy

L
LY
Xxﬁ‘\
/
4\ \éj&)’
y
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