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Chapitre 1IntroductionInitialement appliqu�e aux t�el�ecommunications, le traitement du signal se retrouve �apr�esent dans tous les domaines n�ecessitant d'analyser et transformer de l'informationnum�erique. La manipulation de donn�ees obtenues par capteurs bio-m�edicaux, lors d'exp�eriencesphysiques ou biologiques, sont aussi des probl�emes de traitement du signal. Le t�el�ephone,la radio et la t�el�evision ont motiv�e l'�elaboration d'algorithmes de �ltrage lin�eaires perme-ttant de coder des sons ou des images, de les transmettre, et de supprimer certains bruitsde transmission. Le chapitre 2 introduit le �ltrage analogique avec une application �a latransmission par modulation d'amplitude.Lorsque la rapidit�e de calcul le permet, le �ltrage par circuits d'�electronique analogiqueest remplac�e par des calculs num�eriques sur des signaux digitaux. Le calcul digital est ene�et plus �able et o�re une exibilit�e algorithmique bien plus importante. C'est pourquoiles disques et cassettes analogiques ont r�ecemment �et�e remplac�es par les disques com-pacts num�eriques et les cassettes digitales. La conversion analogique-digitale est �etudi�eedans le chapitre 3 ainsi que l'extension des op�erateurs de �ltrage aux signaux discrets.L'introduction de la transform�ee de Fourier discr�ete rapide par Cooley et Tuckey en 1965 afait de l'analyse de Fourier un outil algorithmique puissant qui se retrouve dans la plupartdes calculs rapides de traitement du signal.Lorsque l'on veut d�ecrire les propri�et�es d'une classe de signaux, comme un même sonprononc�e par di��erents locuteurs, il est utile de se placer dans un cadre probabiliste.La vari�et�e des signaux d'une telle classe peut en e�et être caract�eris�ee par un processusal�eatoire. La mod�elisation de signaux par proc�essus stationnaires est introduite dans lechapitre 4, o�u nous �etudions une application pour la suppression de bruits additifs.Les probl�emes les plus di�ciles du traitement du signal sont souvent li�es au traitementde l'information. Comment extraire l'information utile d'un signal ? La reconnaissancede la parole a motiv�e un grand nombre de travaux dans ce domaine. La performancedes syst�emes de reconnaissance de parole a progress�e beaucoup plus lentement que lesprojections optimistes des ann�ees 50. Les algorithmes de traitement doivent s'adapterau contenu complexe du signal, et sont donc beaucoup plus sophistiqu�es que des �ltrageslin�eaires homog�enes. Le chapitre 5 �etudie l'application des mod�eles autor�egressifs. Ex-traire l'information d'un signal n�ecessite souvent d'analyser les �evolutions temporellesde ses \composantes fr�equentielles". Le chapitre 6 introduit des d�ecompositions temps-fr�equence qui repr�esentent un signal en structures �el�ementaires ressemblant �a des notes3



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONde musiques, a�n de plus facilement caract�eriser son contenu.La notion d'information contenue dans un signal peut se formaliser par la th�eoriede Shannon qui la relie au nombre de bits minimum pour coder le signal. L'entropieintroduite dans le chapitre 7 mesure la quantit�e d'information d'un signal. Le chapitre8 montre que ces conceptes permettent d'�elaborer des algorithmes de compression quisuppriment la redondance interne d'un signal a�n de le repr�esenter avec un nombre debits r�eduit. De tels algorithmes augmentent consid�erablement les capacit�es de stockage,et permettent de transmettre des signaux �a travers des canaux �a d�ebits r�eduits. Parexemple, la transmission d'images sur Internet utilise l'algorithme de compression JPEGqui est d�ecrit dans ce dernier chapitre.



Chapitre 2Traitement du signal analogiqueLe traitement du signal analogique repose essentiellement sur l'utilisation d'op�erateurslin�eaires qui modi�ent les propri�et�es d'un signal de fa�con homog�ene dans le temps. Latransform�ees de Fourier diagonalise ces op�erateurs et apparâ�t donc comme le principaloutil d'analyse math�ematique. Nous �etudions la synth�ese de �ltres homog�enes et uneapplication �a la transmission par modulation d'amplitude.2.1 Filtrage lin�eaire homog�eneUn signal analogique mono-dimensionnel est une fonction f(t) d'une variable continuet 2 R, que nous supposerons être le temps. De nombreux algorithmes de traitementdu signal tels que la transmission par modulation d'amplitude, le d�ebruitage de signauxstationnaires ou le codage par pr�ediction, s'impl�ementent avec des op�erateurs lin�eaireshomog�enes dans le temps.L'homog�en�eit�e temporelle d'un op�erateur L signi�e que si l'entr�ee f� (t) = f(t� �) estretard�ee par � 2 R alors la sortie L[f� (t)] est aussi retard�ee par �L[f(t)] = g(t)) L[f� (t)] = g(t� �): (2.1)Pour garantir une stabilit�e num�erique, nous supposons aussi que L a une continuit�e faible.Pour tout t, la sortie L[f ](t) est peu perturb�ee si f(t) est un signal r�egulier qui estl�eg�erement modi��e. Cette continuit�e peut être formalis�ee dans le cadre de la th�eorie desdistributions [4].2.1.1 DiracUn Dirac est une masse ponctuelle qui est souvent utilis�ee pour simpli�er les calculs. C'estune \distribution" �(t) dont le support est r�eduit au point t = 0 et d'int�egrale unit�e, sibien que pour toute fonction continue f(t)Z +1�1 f(u)�(u)du = f(0):La th�eorie des distributions [4] d�e�nie formellement cette int�egrale comme une formelin�eaire qui associe a toute fonction sa valeur en t = 0. Nous nous contentons ici5



6 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEd'une d�e�nition plus intuitive d'un Dirac comme limite de \bosses" qui sont contract�eesind�e�niment.Soit �(t) une fonction continue �a support dans [�1; 1] et de masse unit�eZ +1�1 �(u)du = 1: (2.2)La fonction �s(t) = 1s�( ts) a un support dans [�s; s]. Avec le changement de variablet0 = ts on montre que Z +1�1 �s(u)du = Z +1�1 1s�(us )du = 1:Soit f(t) une fonction continue, on v�eri�e facilement quelims!0Z +1�1 f(u)�s(u)du = f(0):Un Dirac se d�e�nit par �(t) = lims!0�s(t);o�u la limite doit être formellement prise au sens o�u pour toute fonction continue f(t)lims!0Z +1�1 f(u)�s(u)du = Z +1�1 f(u)�(u)du = f(0): (2.3)Un Dirac �(t) n'est pas une fonction mais la th�eorie des distributions montre quecela se manipule comme une fonction dans les calculs. On oubliera donc son statut dedistribution par la suite. Ainsi, on peut d�e�nir un Dirac translat�e en � par�(t� �) = lims!0�s(t� �);et on montre que pour toute fonction continue f(t)Z +1�1 f(u)�(u� �)du = f(�): (2.4)On peut cependant �eviter d'utiliser une limite et d�eduire simplement ce resultat de (2.2)par un changement de variable u0 = u+ � .Un Dirac est sym�etrique �(t) = �(�t) carZ +1�1 f(u)�(�u)du = Z +1�1 f(�u)�(u)du = f(0):On peut donc r�e�ecrire (2.4) comme une d�ecomposition de f(t) en une somme de Diracstranslat�es en di��erents points f(t) = Z +1�1 f(u)�(t� u)du:



2.1. FILTRAGE LIN�EAIRE HOMOG�ENE 72.1.2 R�eponse impulsionnelleEn d�ecomposant un signal comme une somme de Diracs translat�es, nous montrons quetout op�erateur homog�ene peut s'�ecrire comme un produit de convolution. On a vu quef(t) = Z +1�1 f(u)�(t� u)du:La continuit�e et la lin�earit�e de L montrent queL[f(t)] = Z +1�1 f(u)L[�(t� u)]du:Soit h(t) la r�eponse de L pour une impulsion �(t)h(t) = L[�(t)]:L'homog�en�eit�e temporelle implique L[�(t� u)] = h(t� u) et doncL[f(t)] = Z +1�1 f(u)h(t� u)du = Z +1�1 h(u)f(t� u)du:On note le produit de convolution de h avec fL[f(t)] = h ? f(t) = Z +1�1 h(u)f(t� u)du:Un op�erateur lin�eaire homog�ene se calcule donc par un produit de convolution avec lar�eponse impulsionnelle.On rappelle quelques propri�et�es importantes du produit de convolution :� Commutativit�e f ? h(t) = h ? f(t): (2.5)� La convolution de f(t) avec un Dirac translat�e �� (t) = �(t� �) translate f(t) par �f ? �� (t) = Z +1�1 f(t� u)�� (u)du = f(t� �): (2.6)Stabilit�e et causalit�e Un �ltre est causal si et seulement si L[f(t)] ne d�epend quedes valeurs f(u) pour u < t. CommeL[f(t)] = Z +1�1 h(u)f(t� u)du;cela signi�e que h(u) = 0 pour u < 0. On dit alors que h(t) est une fonction causale. Onexprime souvent les fonctions causale comme un produit avec une fonction �echelonh(t) = h(t)(t)



8 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEavec (t) = � 0 si t < 01 si t � 0 (2.7)Lorsque f(t) est born�ee on veut garantir que L[f(t)] est aussi born�ee. On dit alorsque le �ltre L et h(t) sont stables. CommejL[f(t)]j � supu2R jf(u)j Z +1�1 jh(u)jdu; (2.8)il su�t que h 2 L1(R) Z +1�1 jh(u)jdu < +1:On v�eri�e (exercice) que si h(t) est une fonction de�nie pour presque tout t 2 R la con-dition h 2 L1(R) est aussi n�ecessaire.Exemples� Un syst�eme d'ampli�cation par � et de d�elai par � est d�e�ni parL[f(t)] = �f(t� �):La r�eponse impulsionnelle de ce �ltre esth(t) = ��(t� �):� La moyenne uniforme de f(t) dans un voisinage de taille T estL[f(t)] = 1T Z t+T2t�T2 f(u)du:Cette int�egrale peut être r�e�ecrite comme un produit de convolution avech(t) = � 1T si t 2 [�T2 ; T2 ]0 si jtj > T2� Une moyenne pond�er�ee correspond �a une r�eponse impulsionnelle h(t) telle queZ +1�1 h(u) du = 1:L'int�egrale L[f(t)] = Z +1�1 h(u)f(t� u)dupeut être interpr�et�ee comme une moyenne pond�er�ee par h(u) de f(u) au voisinage de t.Si f(t) = c alors on v�eri�e que L[f(t)] = c. On verra comment optimiser le choix de h(u)pour enlever au mieux les uctuations irr�eguli�eres de f(t) dues �a un bruit de mesure.



2.2. ANALYSE DE FOURIER 92.1.3 Fonction de transfertLes exponentielles complexes ei!t sont les vecteurs propres des op�erateurs de convolution.En e�et L[ei!t] = Z +1�1 h(u)ei(t�u)! du;ce qui nous donne L[ei!t] = eit! Z +1�1 h(u)e�i!udu = eit!ĥ(!);avec pour valeur propre ĥ(!) = Z +1�1 h(u)e�i!u du:La fonction ĥ(!) est la transform�ee de Fourier de h(t) et est appel�ee fonction de transfertdu �ltre. Les exponentielles �etant les vecteurs propres d'un syst�eme lin�eaire homog�ene, ilest tentant d'essayer d'exprimer le signal f(t) comme somme d'exponentielles complexes,de fa�con �a facilement calculer la r�eponse du �ltre. L'analyse de Fourier prouve qu'unetelle d�ecomposition est possible, en imposant des conditions tr�es faibles sur f(t).2.2 Analyse de Fourier2.2.1 Transform�ee de Fourier dans L1(R)Pour s'assurer que l'int�egrale de Fourierf̂(!) = Z +1�1 f(t)e�i!tdt (2.9)existe, on suppose que f(t) est int�egrable f(t) 2 L1(R). Cela nous permet d'�etudier sespropri�et�es principales avant de l'�etendre �a d'autres classes de fonctions.Lorsque f(t) 2 L1(R), jf̂(!)j � Z +1�1 jf(t)jdt: (2.10)La transform�ee de Fourier est alors born�ee et l'on peut v�eri�er que f̂(!) est continue(exercice). Si f̂(!) 2 L1(R), on peut prouver [3] que l'op�erateur de Fourier s'inverse etque f(t) = 12� Z +1�1 f̂(!)ei!td!: (2.11)La transform�ee de Fourier f̂(!) peut donc être interpr�et�ee comme l'amplitude de la com-posante sinuso��dale ei!t de fr�equence ! dans f(t). Au lieu de d�ecrire f(t) par ses valeurs�a chaque instant, la transform�ee de Fourier donne une description de f(t) en somme desinuso��des totalement d�elocalis�ees dans le temps.Regularit�e Les composantes irr�eguli�eres de f(t) sont reconstruites par les sinuso��desei!t qui oscillent rapidement et donc de hautes fr�equences !. Si la transform�ee de Fourier



10 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEf̂(!) d�ecrô�t rapidement, cela signi�e donc que f(t) est une fonction r�eguli�ere. Cettepropri�et�e se formalise en montrant que siZ +1�1 jf̂(!)j(j!jp + 1) < +1;alors f(t) est p fois continûment d�erivable. Pour d�emontrer ce r�esultat, on prouve d'abordque la transform�ee de Fourier de dpf(t)dtp 2 L1(R) est (i!)pf̂(!) (exercice). On utiliseensuite le fait que si ĝ(!) 2 L1(R) alors g(t) est born�ee et continue, ce qui se montre enutilisant (2.11). L'�equivalence entre r�egularit�e temporelle et d�ecroissance du module de latransform�ee de Fourier est particuli�erement importante pour analyser les propri�et�es d'unsignal f(t).Pour les applications au traitement du signal, le r�esultat le plus important est leth�eor�eme de convolution.Th�eor�eme 2.1 (Convolution) Soit f(t) 2 L1(R) et h(t) 2 L1(R). La fonction g(t) =h ? f(t) 2 L1(R) et sa transform�ee de Fourier estĝ(!) = ĥ(!)f̂(!): (2.12)D�emonstration ĝ(!) = Z +1�1 e�it! �Z +1�1 f(t� u)h(u)du�dt:Comme jf(t� u)jjh(u)j est sommable dans R2 , on peut appliquer le th�eor�eme de Fubiniet le changement de variable (t; u)! (v = t� u; u) nous donneĝ(!) = Z +1�1 Z +1�1 e�i(u+v)!f(v)h(u)dudv= �Z +1�1 e�iv!f(v)dv��Z +1�1 e�iu!h(u)du� ;ce qui v�eri�e (2.12). 2Filtrage Le th�eor�eme de convolution prouve que la transform�ee de Fourier d'un �ltrageL[f ](t) = f ? h(t) est f̂(!)ĥ(!). La formule de reconstructionf(t) = 12� Z +1�1 f̂(!)ei!td!: (2.13)appliqu�ee �a L[f ](t) implique doncL[f ](t) = 12� Z +1�1 ĥ(!)f̂(!)ei!td!: (2.14)Chaque composante fr�equentielle ei!t de f(t) d'amplitude f̂(!) est donc ampli��ee ouatt�enu�ee par ĥ(!). Ceci n'est pas surprenant puisque nous avons d�ej�a prouv�e que les expo-nentielles ei!t sont des vecteurs propres d'une convolution. Si ĥ(!) = 0 pour ! 2 [!1; !2],les composantes fr�equentielles de f(t) pour ! 2 [!1; !2] sont annul�ees par l'op�erateur L,d'o�u l'appellation \�ltre".



2.2. ANALYSE DE FOURIER 11Propri�et�es g�en�erales Le tableau qui suit r�esume certaines propri�et�es importantes de latranform�ee de Fourier. Les d�emonstrations se font le plus souvent par un simple change-ment de variable dans l'int�egrale de Fourier.Propri�et�e Fonction Transform�ee de Fourierf(t) f̂(!)Inverse f̂(t) 2�f(�!) (2.15)Convolution f1 ? f2 f̂1(!)f̂2(!) (2.16)Multiplication f1(t)f2(t) 12� f̂1 ? f̂2(!) (2.17)Translation f(t� t0) e�it0!f̂(!) (2.18)Modulation ei!0tf(t) f̂(! � !0) (2.19)Dilatation f(at) 1jaj f̂(!a ) (2.20)Di��erentiation dpf(t)dtp (i!)pf̂(!) (2.21)Multiplication Polynômiale (�it)pf(t) dpf̂(!)d!p (2.22)Complexe Conjugu�e f �(t) f̂ �(�!) (2.23)Sym�etrie Hermitienne f(t) = Ref(t) f̂(�!) = f̂ �(!) (2.24)Composante R�eelle Ref(t) f̂(!) + f̂ �(�!)2 (2.25)Composante Imaginaire Imf(t) f̂(!)� f̂ �(�!)2i (2.26)Composante Paire f(t)+f�(�t)2 Ref̂(!) (2.27)Composante Impaire f(t)�f�(�t)2 Imf̂(!) (2.28)2.2.2 Transform�ee de Fourier dans L2(R) et DiracsPlutôt que de travailler dans L1(R), il est souvent plus facile de consid�erer les signauxcomme des �el�ements de l'espace de Hilbert L2(R) car on a alors acc�es �a toutes les facilit�esdonn�ees par l'existence d'un produit scalaire. Le produit scalaire de f(t) 2 L2(R) etg(t) 2 L2(R) est d�e�ni par < f; g >= Z +1�1 f(t)g�(t)dt;et la norme kfk2 =< f; f >= Z +1�1 jf(t)j2dt:Pour facilement travailler dans cette structure Hilbertienne, il nous faut y d�e�nir la trans-form�ee de Fourier. Cela pose un probl�eme car l'int�egrale de Fourier (2.9) d'une fonction



12 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEde carr�e int�egrable n'est pas toujours convergente.Conservation d'�energie La transform�ee de Fourier s'�etend �a partir de L1(R) par unargument de densit�e qui utilise le fait qu'�a une constante pr�es, la norme et les angles dansL2(R) ne sont pas modi��es par transform�ee de Fourier.Th�eor�eme 2.2 Soient f(t) et h(t) dans L1(R) \ L2(R),< f; h >= Z +1�1 f(t)h�(t)dt = 12� Z +1�1 f̂(!)ĥ�(!)d! = 12� < f̂; ĥ > : (2.29)Pour h = f on obtient la formule de Planchereljjf jj2 = Z +1�1 jf(t)j2dt = 12� Z +1�1 jf̂(!)j2d! = 12� jjf̂ jj2: (2.30)D�emonstration de (2.29)Prenons g(t) = f ?~h(t) avec ~h(t) = h�(�t). Le th�eor�eme de convolution en (2.12) et (2.23)montre que ĝ(!) = f̂(!)ĥ�(!). La formule de reconstruction (2.11) appliqu�ee �a g(0) nousdonne Z +1�1 f(t)h�(t)dt = g(0) = 12� Z +1�1 ĝ(!)d! = 12� Z +1�1 f̂(!)ĥ�(!)d!: (2.31)2Extension dans L2(R) Pour d�e�nir la transform�ee de Fourier de f(t) 2 L2(R), onconstruit une famille ffngn2Z de fonctions dans L1(R) \ L2(R) qui convergent vers flimn!+1 kf � fnk = 0:Ceci est possible car L1(R) \ L2(R) est dense dans L2(R). La famille ffn(t)gn2Z est unesuite de Cauchy, et donc kfn � fpk est arbitrairement petit pour n et p su�sammentgrands. Comme fn(t) 2 L2(R), la formule de Plancherel montre que f̂n(!) 2 L2(R). Deplus, ff̂n(!)gn2Z est aussi une suite de Cauchy carkf̂n � f̂pk = p2�kfn � fpkest arbitrairement petit pour n et p su�samment grands. Comme toute suite de Cauchyconverge dans L2(R), il existe f̂(!) 2 L2(R) tel quelimn!+1 kf̂ � f̂nk = 0:Par d�e�nition, f̂(!) est la tranform�ee de Fourier de f(t). On peut alors v�eri�er que leth�eor�eme de convolution, la formule de Parseval et les propri�et�es (2.15-2.28) restent val-ables dans L2(R).



2.2. ANALYSE DE FOURIER 13Dirac La transform�ee de Fourier d'un Dirac peut simplement se calculer en se souvenantque pour toute fonction continue f(t)Z +1�1 f(t)�(t)dt = f(0):La transformee de Fourier de �(t) est doncZ +1�1 e�i!t�(t)dt = 1:C'est la fonction constante �egale �a 1. La th�eorie des distributions [4] montre que l'on peutde�nir la transform�ee de Fourier pour toute distribution temp�er�ee.2.2.3 Exemples de transform�ee de Fourier� Une Gaussienne f(t) = e�t2 �etant une fonction de la classe de Schwartz, sa transform�eede Fourier est aussi une fonction C1 �a d�ecroissance rapide. Pour calculer sa transform�eede Fourier, on montre par une int�egration par partie (exercice) que sa transform�ee deFourier f̂(!) = Z +1�1 e�t2e�i!tdtsatisfait l'�equation di��erentielle 2f̂ 0(!) + !f̂(!) = 0:La solution est une gaussienne f̂(!) = Ke�!2=4;et comme f̂(0) = Z +1�1 e�t2dt = p�;f̂(!) = p�e�!2=4: (2.32)� La fonction indicatrice f(t) = 1[�T;T ](t) est discontinue et donc a une transform�eede Fourier qui n'est pas dans L1(R) mais qui est dans L2(R)f̂(!) = Z T�T e�i!tdt = 2 sin(T!)! : (2.33)� Le sinus cardinal f(t) = sin�t�t est dans L2(R) mais pas dans L1(R). Sa transform�eede Fourier se d�eduit de (2.33) grâce �a la propri�et�e de sym�etrie (2.15)f̂(!) = 1[��;�](!): (2.34)� Un Dirac translat�e �� (t) = �(t � �) a une transform�ee de Fourier qui se calculdirectement �̂� (!) = Z +1�1 �� (t)e�i!tdt = e�i!� : (2.35)



14 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUE� La valeur principale f(t) = vp 1�t d�e�nit par convolution la transform�ee de HilbertH[g](t) = g ? vp 1�t = 1� Z +1�1 g(u)vp 1t� udu: (2.36)On calcule la transform�ee de Fourier de vp 1�t en observant quetf(t) = 1� ;ce qui se traduit en Fourier grâce �a (2.22) pardf̂(!)d! = �2i�(!):Donc f̂(!) = �i sign(!) + c (2.37)avec sign(!) = 8<: 1 si ! > 00 si ! = 0�1 si ! < 0Comme f(t) est r�eelle antisym�etrique, sa transform�ee de Fourier est imaginaire pureantisym�etrique ce qui prouve que c = 0.� Le peigne de Dirac c(t) = +1Xn=�1 �(t� nT ) (2.38)est une distribution dont la transform�ee de Fourier se d�eduit de (2.35)ĉ(!) = +1Xn=�1 e�inT!: (2.39)La formule de Poisson prouve que ĉ(!) est aussi �egal �a un peigne de Dirac dont l'espacementest 2�T .Th�eor�eme 2.3 (Formule de Poisson)+1Xn=�1 e�inT! = 2�T +1Xk=�1 �(! � 2�kT ): (2.40)D�emonstration Comme C(!) =P+1n=�1 e�inT! est 2�=T p�eriodique, il su�t de prouverque sa restriction �a [��=T; �=T ] est �egale �a 2�=T�(!). Pour tout �(!) 2 C10 dont lesupport est inclus dans [��=T; �=T ], on veut montrer que< C; � >= limN!+1Z +1�1 +NXn=�N e�inT!�(!)d! = 2�T �(0): (2.41)



2.3. SYNTH�ESE DE FILTRES 15La somme de cette s�erie g�eom�etrique est+NXn=�N e�inT! = sin[(N + 1=2)T!]sin[T!=2] : (2.42)Donc < C; � >= limN!+1 2�T Z +�=T��=T sin[(N + 1=2)T!]�! T!=2sin[T!=2]�(!)d!: (2.43)Pour j!j < �=T , on d�e�nit  ̂(!) = �(!) T!=2sin[T!=2]tandis que  ̂(!) = 0 si j!j > �=T . Cette fonction est la transform�ee de Fourier de (t) 2 L2(R). Comme 2 sin(a!)=! est la transform�ee de Fourier de 1[�a;a](t), la formulede Parseval (2.29) implique< C; � >= 2�T Z +1�1 sin[(N + 1=2)T!]�!  ̂(!)d! = 2�T Z (N+1=2)T�(N+1=2)T  (t)dt: (2.44)Lorsque N tend vers +1 l'int�egral converge vers  ̂(0) = �(0). 22.3 Synth�ese de �ltres2.3.1 Filtres passe-bandesLa transform�ee de Fourier d'un signal �ltr�e g(t) = f ? h(t) estĝ(!) = f̂(!)ĥ(!):De nombreuses applications n�ecessitent d'isoler les composantes du signal dans di��erentesbandes de fr�equences.Un �ltre passe-bas id�eal a une fonction de transfert d�e�nie parĥ0(!) = � 1 si j!j � !c0 si j!j > !c (2.45)Il �elimine donc toutes les fr�equences de f̂(!) au del�a de !c. On d�eduit de (2.34) que lar�eponse impulsionnelle de ce �ltre esth0(t) = sin(!ct)�t :Ce �ltre passe-bas id�eal est ni causal ni stable. Le paragraphe suivant explique commel'approximer avec un syst�eme physiquement r�ealisable.



16 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEUn �ltre passe-bande r�eel a une fonction de transfert qui supprime toute composantefr�equentielle en dehors de deux intervalles sym�etriques par rapport �a ! = 0ĥ1(!) = � 1 si j!j 2 [!0 � !c; !0 + !c]0 ailleurs (2.46)Un tel �ltre peut se d�eduire d'un �ltre passe-bas. Commeĥ1(!) = ĥ0(! � !0) + ĥ0(! + !0):Comme la transform�ee de Fourier de h0(t)ei!0t est ĥ0(! � !0) on d�eduit queh1(t) = 2 cos(!0t) h0(t) = 2 cos(!0t) sin!ct�t :Ce �ltre est g�en�eralement approxim�e par un �ltre causal et stable, en rempla�cant h0(t)par une approximation stable et causale.2.3.2 Filtrage par circuits �electroniquesUn �ltrage lin�eaire analogique est le plus souvent impl�ement�e avec un circuit �electronique.Le signal f(t) est repr�esent�e par une di��erence de potentiel u(t) = f(t) appliqu�ee �a l'entr�eedu circuit. Pour certaines r�eponses impulsionnelles h(t), nous allons montrer que l'on peutcon�gurer le circuit de fa�con �a ce que la di��erence de potentiel v(t) �a la sortie soit �egaleau produit de convolution v(t) = u ? h(t) (voire �gure 2.1).Les circuits VLSI analogiques sont essentiellement compos�es de r�esistances, de ca-paci�t�es, et d'ampli�cateurs op�erationnels, construits avec des transistors. Les inductancesne sont pas utilis�ees car elles demandent trop de place sur le silicium, mais elles sont rem-plac�ees par des circuits �equivalents. Ce type de circuit relie les di��erences de potentiels �al'entr�ee et �a la sortie par une �equation di��erentielle �a coe�cients constantsaN dNv(t)dtN + :::+ a1dv(t)dt + a0v(t) = bM dMu(t)dtM + ::: + b1du(t)dt + b0u(t): (2.47)On suppose que u(t) est un signal causal, u(t) = 0 pour t < 0, et l'on veut calculerla solution v(t) de cette �equation di��erentielle. Cette solution d�epend des conditions ini-tiales �a la sortie du circuit sp�eci��ees par fdkv(0)dtk g0�k<N . Nous supposerons que le circuitest initialement au repos ce qui signi�e que toutes ces d�eriv�ees sont nulles. La sortie v(t)est alors reli�ee a u(t) par un op�erateur lin�eaire homog�ene dont nous calculons la fonctionde transfert.Fonction de transfert La propri�et�e de di��erentiation (2.21) permet de calculer la trans-form�ee de Fourier de chaque côt�e de l'�egalit�e (2.47)aN(i!)N v̂(!) + ::: + a1(i!)v̂(!) + a0v̂(!) =bM (i!)M û(!) + :::+ b1(i!)û(!) + b0û(!):



2.3. SYNTH�ESE DE FILTRES 17La fonction de transfert est doncĥ(!) = v̂(!)û(!) = bM(i!)M + ::: + b1(i!) + b0aN (i!)N + ::: + a1(i!) + a0 : (2.48)Cette fonction de transfert est aussi appel�ee l'imp�edance du circuit.Dans le cas d'un circuit �electronique, on a N � M , car jĥ(!)j ne peut pas tendre ver+1 �a haute fr�equences. La sortie du circuit initialement au repos peut s'�ecrirev(t) = Z +1�1 h(�)u(t� �)d� = Z +10 h(�)u(t� �)d�;car la r�eponse impulsionnelle h(t) est causale.Exemple Le circuit RC avec ampli�cation de la �gure 2.1 est un exemple particuli�erementsimple qui relie l'entr�ee et la sortie par l'�equationRCdv(t)dt + v(t) = (1 + R2R1 )u(t):L'imp�edance est donc ĥ(!) = 1 + R2R11 +RCi! :One peut v�eri�er (exercice) que la r�eponse impulsionnelle du �ltrage homog�ene est causaleet s'exprime �a partir de la fonction �echelon (2.7) parh(t) = 1RC (1 + R2R1 ) e� tRC (t):
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Figure 2.1: Circuit RC avec un ampli�cateur op�erationnel2.3.3 Approximations par �ltres rationnelsNous avons vu qu'un circuit �electronique impl�emente un �ltre dont la fonction de transfertest une fonction rationnelle de i! ĥ(!) = N(i!)D(i!) ; (2.49)



18 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEo�u N(u) et D(u) sont des polynômes �a coe�cients r�eels. On peut d�emontrer (exercice)que le �ltre est causal et stable si et seulement si D(s) est un polynôme dont les racinesont des parties r�eelles strictement n�egatives. Par ailleurs on montre aussi que si P (!) estune fonction rationnelle de i! avec P (!) � 0 pour tout ! 2 R, alors il existe une fonctionde transfert rationelle, correspondant �a un �ltre causal et stable, qui satisfaitjĥ(!)j2 = P (!):Un �ltre passe-bas id�eal ĥ0(!) = 1[�!c;!c](!)n'est pas r�ealisable par un circuit �electrique car sa fonction de transfert n'est pas ra-tionnelle. Le nombre d'�el�ements (r�esistances, capacit�es, ampli�cateurs) n�ecessaires pourimpl�ementer une fonction de transfert rationnelle ĥ(!) est proportionnel au degr�e dud�enominateur. Pour limiter la complexit�e du circuit, on veut donc approximer jĥ0(!)j2par une fonction rationnelle de faible degr�e, tout en minimisant l'erreur d'approximation.L'erreur d'approximation est d�e�nie par un gabarit illustr�e par la �gure 2.2, qui sp�eci�el'amplitudemaximum des oscillations de jĥ(!)j2 dans les bandes de passage et d'att�enuationainsi que la largeur de la bande de transition. Le probl�eme est donc de trouver des fonc-tions rationnelles de degr�e le plus faible possible, qui satisfont les contraintes de gabaritimpos�ees par une application. Les polynômes de Butterworth ou de Chebyshev ont despropri�et�es particuli�erement bien adapt�ees �a ce type d'approximation.
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Figure 2.2: Le gabarit d'un �ltre sp�eci�e l'amplitude maximum des oscillations �p et �adans les bandes de passage et d'att�enuation du �ltre, ainsi que la largeur �! de la bandede transitionFiltres de Butterworth Un �ltre de Butterworth d'ordre n est d�e�ni parjĥbn(!)j2 = 11 + (!=!c)2n : (2.50)Plus n augmente plus le �ltre est plat au voisinage de ! = 0 car les 2n � 1 premi�eresd�eriv�ees de jĥ(!)j2 sont nulles en ! = 0. A la fr�equence de coupure !c, jĥbn(!c)j2 = 12 . Ces



2.4. MODULATION D'AMPLITUDE 19�ltres convergent vers le �ltre passe-bas id�eal (2.45), au sens �ou pour tout ! 2 R � f!cglimn!+1 jĥbn(!)j2 = jĥ0(!)j2:Filtres de Chebyshev Les �ltres de Chebyshev ne sont pas plats au voisinage de ! = 0mais ils ont des oscillations de tailles constantes dans la bande de passage. A degr�e �egal,ils ont une bande de transition plus faible que les �ltres de Butterworth. Ils sont d�e�nispar jĥcn(!)j2 = 11 + �2C2n(!=!c) ;o�u Cn(!) est un polynôme de Chebyshev de degr�e n qui peut s'�ecrireCn(!) = � cos(n cos�1 !) si 0 � j!j � 1cosh(n cosh�1 !) si j!j � 1 (2.51)Ces polynômes peuvent aussi être caract�eris�es par r�ecurrenceC0(!) = 1 ; C1(!) = !;Cn+1(!) = 2!Cn(!)� Cn�1(!):Pour j!j < 1, jCn(!)j2 oscille r�eguli�erement entre 0 et 1 tandis que lorsque j!j > 1, lecosinus hyperbolique augmente de fa�con monotone. En cons�equence jĥcn(!)j2 oscille entre1 et 11+�2 lorsque 0 � j!j=!c � 1. Lorsque j!j=!c � 1 alors jĥcn(!)j2 a une d�ecroissancemonotone vers 0.Il existe d'autres familles de fonctions rationnelles utilis�ees pour l'approximation du�ltre passe-bas id�eal et le choix d'une approximation pour une application est un art quid�epend du type de distortions que l'on peut admettre.2.4 Modulation d'amplitudeA travers un canal unique de transmission il est souvent n�ecessaire de transmettre plusieurssignaux simultan�ement, comme par exemple des �emissions de radio ou des conversationst�el�ephoniques. Lorsque ces signaux peuvent être bien approxim�es par des fonctions dontla transform�ee de Fourier est �a support compact, la modulation d'amplitude permet demultiplexer ces signaux pour les transmettre en même temps. L'audition n'�etant essen-tiellement sensible qu'�a des sons entre 300Hz et 3300Hz, on peut limiter les sons par �ltragepasse-bas �a l'intervalle de fr�equence [�3300; 3300], lors de leur transmission t�el�ephoniqueou radio.On suppose que les signaux ffng0�n<N que l'on veut multiplexer ont tous une trans-form�ee de Fourier dont le support est inclu dans [�b; b]. La modulation d'amplitudepermet de multiplexer ces N signaux en un seul signal dont la bande de fr�equence est Nfois plus grande. Pour cela on transforme chaque signal fn(t) en un signal modul�e fmn (t)dont la transform�ee de Fourier a un support �egal �a [�!n � b;�!n] [ [!n; b + !n]. En



20 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEchoisissant !n = nb, le support de fmn (!) n'intersecte pas le support de fmp (!) si n 6= p.A partir du signal multiplex�e M(t) = N�1Xn=0 fmn (t) (2.52)on peut r�ecup�erer chaque signal fmn par �ltrage passe-bande, puis on reconstruit fn(t) pard�emodulation. Les paragraphes suivants expliquent le calcul de ces di��erentes �etapes.2.4.1 Signal analytique et transform�ee de HilbertLes signaux r�eels ayant une transform�ee de Fourier �a sym�etrie hermitienne, leur supportest sym�etrique par rapport �a ! = 0. On veut donc transposer les fr�equences de fn(t) del'intervalle [�b; b] �a un double intervalle sym�etrique [�!n � b;�!n] [ [!n; !n + b]. Pourcela nous consid�erons s�epar�ement les fr�equences positives et n�egatives de fn(t), commel'illustre la �gure 2.3.Comme f̂n(!) = f̂ �n(�!), f̂n(!) est enti�erement caract�eris�e par sa restriction �a ! > 0donn�ee par f̂ zn(!) = 8<: 2f̂n(!) si ! > 0f̂n(0) si ! = 00 si ! < 0 (2.53)La fonction f zn(t) est appel�ee partie analytique de fn(t) car on peut d�emontrer qu'elleadmet une extension analytique dans la partie sup�erieure du plan complexe que l'onconstruit grâce �a la transform�ee de Laplace [Bony]. Les propri�et�es (2:25; 2:26) de latransform�ee de Fourier montrent que la transform�ee de Fourier de la partie r�eelle de f zn(t)est f̂ zn(!) + f̂ z�n (�!)2 = f̂n(!);et donc que Ref zn(t) = fn(t). De même la transform�ee de Fourier de sa partie imaginaireest f̂ zn(!)� f̂ z�n (�!)2i = �i sign(!)f̂n(!): (2.54)Nous avons vu en (2.37) que �i sign(!) est la fonction de transfert du �ltre de Hilbert.La partie imaginaire de f zn(t) est donc la transform�ee de Hilbert de f(t)Imf zn(t) = H[fn](t) = fn ? vp 1�t = 1� Z +1�1 fn(u) vp 1t� udu: (2.55)Modulation d'amplitude Pour transposer en fr�equence f̂n(!) et obtenir une fonctionf̂mn (!) dont le support est [�b � !n;�!n] [ [!n; !n + b], on d�ecale de !n les fr�equencespositives f̂ zn(!) et de �!n les fr�equences n�egatives f̂ zn(�!) (�gure 2.3)f̂mn (!) = f̂ zn(! � !n) + f̂ z�n (�! � !n)2 : (2.56)



2.4. MODULATION D'AMPLITUDE 21On calcule avec (2.25) et (2.19) la transform�ee de Fourier inverse du côt�e droit de cette�equation, ce qui nous donne fmn (t) = Re[f zn(t)ei!nt]: (2.57)Comme f zn(t) = fn(t) + iH[fn](t), la modulation d'amplitude s'exprime �a partir de latransform�ee de Hilbert parfmn (t) = fn(t)cos(!nt)�H[fn](t)sin(!nt): (2.58)

Figure 2.3: Multiplexage par modulation d'amplitude2.4.2 D�emodulation et d�etection synchroneLe signal multiplex�eM(t) (2.52) est la somme de signaux modules fmn (t) dont les supportsfr�equentiels ne s'intersectent pas. On d�e�nit un �ltre passe-bande dont le support est lemême que celui de f̂mn (!) ĥn(!) = � 1 si j!j 2 [!n; !n + b]0 ailleurs (2.59)



22 CHAPITRE 2. TRAITEMENT DU SIGNAL ANALOGIQUEOn a alors fmn (t) =M ? hn(t):Le signal fn(t) se reconstruit �a partir de fmn (t) en supprimant la modulation d'amplitude.L'�equation (2.58) montre quegn(t) = 2fmn (t)cos(!nt) = fn(t) + fn(t)cos(2!nt)�H[fn](t)sin(2!nt); (2.60)ce qui s'�ecrit en Fourierĝn(!) = f̂n(!) + f̂n(! � 2!n) + f̂n(! + 2!n)2 (2.61)+ ^H[fn](! � 2!n)� ^H[fn](! + 2!n)2i :Comme le support de f̂n(!) et de ^H[fn](!) est [�b; b] et que !n > b, on s�epare f̂(!) desautres composantes fr�equentielles avec la fonction de transfertĥ0(!) = � 1 si j!j � b0 ailleurs : (2.62)On d�eduit de (2.61) quefn(t) = gn ? h0(t) = (2fmn (u)cos(!nu) ? h0(u))(t):



Chapitre 3Traitement du signal discretLe traitement du signal discret a pris son essor dans les ann�ees 70 grâce �a l'apparitiondes microprocesseurs et �a l'utilisation de la transform�ee de Fourier rapide. Il remplaceprogressivement le traitement du signal analogique dans la majorit�e des applications tellesque l'enregistrement digital, la t�el�evision, le traitement de la parole et de l'image. Le calculinformatique permet la mise en place d'algorithmes nettement plus sophistiqu�es et pluspr�ecis que le calcul analogique dont la �abilit�e est limit�ee par les bruits de circuits et leserreurs de calibrage des composants �electroniques. Le traitement du signal analogiquereste cependant beaucoup plus rapide ce qui est fondamental pour certaines applicationsen temps r�eel.Les signaux �etant le plus souvent d'origine analogique, nous �etudions la conversionanalogique-digitale et les conditions permettant d'e�ectuer la transformation inverse. Le�ltrage homog�ene est �etendu au calcul discret et nous introduisons le calcul rapide partransform�ee de Fourier discr�ete.3.1 Conversion analogique-digitaleL'approche la plus simple pour discr�etiser une fonction f(t) est d'e�ectuer un �echantillonnageavec un intervalle T uniforme, en enregistrant les valeurs ff(nT )gn2Z. Pour e�ectuer latransformation inverse, nous �etudions l'existence d'algorithmes d'interpolation permettantde reconstruire f(t) �a partir de ses �echantillons.3.1.1 EchantillonnagePour traiter les signaux discrets dans le même cadre que les signaux analogiques, nous lesrepr�esentons par des distributions de Dirac. Un �echantillon f(nT ) est repr�esent�e par unDirac d'amplitude f(nT ) centr�e en nT . L'�echantillonnage uniforme de f(t) correspond �ala distribution fd(t) = +1Xn=�1 f(nT )�(t� nT ): (3.1)23



24 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETPuisque f(nT )�(t� nT ) = f(t)�(t� nT ),fd(t) = f(t) +1Xn=�1 �(t� nT ):Un �echantillonnage uniforme est donc obtenu par multiplication avec le peigne de Diracc(t) = +1Xn=�1 �(t� nT ): (3.2)Les propri�et�es de cet �echantillonnage s'�etudient plus facilement dans le domaine deFourier. Si ff(nT )gn2Z est born�e, fd(t) est une distribution temp�er�ee [3] dont la trans-form�ee de Fourier f̂d(!) est bien d�e�nie. La transform�ee de Fourier de �(t � nT ) �etante�inT!, on d�eduit de (3.1) que f̂d(!) est une s�erie de Fourier 2�T p�eriodiquef̂d(!) = +1Xn=0 f(nT )e�inT!: (3.3)Pour comprendre comment reconstruire f(t) �a partir de ses �echantillons, nous expri-mons f̂d(!) en fonction de f̂(!). Comme fd(t) = f(t)c(t), sa transform�ee de Fourier peutaussi s'�ecrire f̂d(!) = 12� f̂ ? ĉ(!):La formule de Poisson (2.40) prouve que la transform�ee de Fourier du peigne de Diracc(t) est ĉ(!) = 2�T +1Xk=�1 �(! � 2�kT ): (3.4)Comme f̂ ? �(! � 2�kT ) = f̂(! � 2�kT ),f̂d(!) = 1T +1Xk=�1 f̂(! � 2k�T ): (3.5)Echantillonner un signal est donc �equivalent �a une p�eriodisation de sa transform�ee deFourier, obtenue en additionnant les translat�ees f̂(! � 2k�T ). Le th�eor�eme de Nyquistdonne une condition su�sante sur le support de f̂(!) pour reconstruire f(t) �a partir des�echantillons f(nT ). Cette condition garantit que f(t) n'a pas d'oscillations violentes entrechaque paire d'�echantillons.Th�eor�eme 3.1 (Nyquist) Soit f(t) un signal dont la transform�ee de Fourier f̂(!) aun support inclus dans [� �T ; �T ]. Alors f(t) peut être reconstruite en interpolant ses�echantillons f(t) = +1Xn=�1 f(nT )hT (t� nT ); (3.6)avec hT (t) = sinc(�tT ) = sin �tT�tT : (3.7)



3.1. CONVERSION ANALOGIQUE-DIGITALE 25D�emonstrationComme le support de f̂(!) est inclus dans [� �T ; �T ], si n 6= 0 le support de f̂(! � 2n�T )n'intersecte pas le support de f̂(!). En cons�equence (3.5) prouve quef̂d(!) = f̂(!)T si j!j � �T : (3.8)Soit ĥT (!) la fonction de transfert d'un �ltre passe-bas id�ealĥT (!) = � T si j!j � �T0 si j!j > 0 (3.9)et dont la r�eponse impulsionnelle hT (t) est donn�ee par (3.7). On d�eduit de (3.8) quef̂(!) = ĥT (!)f̂d(!)ce qui se traduit en variable de temps parf(t) = hT ? fd(t) = hT ? +1Xn=�1 f(nT )�(t� nT ) = +1Xn=�1 f(nT )hT (t� nT ):2 Le th�eor�eme d'�echantillonnage de Nyquist donne une condition n�ecessaire pour recon-struire un signal �a partir de ses �echantillons �etant donn�ee une information �a priori surson support fr�equentiel. L'�echantillonnage et l'interpolation sont illustr�es par la �gure3.1, dans les domaines temporels et fr�equentiels. D'autres caract�erisations peuvent êtreobtenues en imposant des contraintes di��erentes sur f(t).3.1.2 Repliement spectralSi le support de f̂(!) n'est pas inclus dans [� �T ; �T ], la formule d'interpolation (3.6) ne re-construit pas f(t). Nous �etudions les propri�et�es de l'erreur de reconstruction ainsi qu'uneproc�edure de �ltrage pour la r�eduire.Recouvrement fr�equentiel La transform�ee de Fourier de hT ? fd(t) a un support inclusdans [� �T ; �T ] et donc ne peut être �egale �a f(t) dont la transform�ee de Fourier a un supportqui s'�etend au-del�a de [� �T ; �T ]. Nous avons vu quef̂d(!) = 1T +1Xk=�1 f̂(! � 2k�T ): (3.10)Lorsque le support de f̂(!) n'est pas inclus dans [� �T ; �T ], pour certaines fr�equences ! 2[� �T ; �T ] il existe des entiers k 6= 0 pour lesquels f̂(! � 2k�T ) 6= 0 (voire �gure 3.2). Dansce cas, f̂d(!) est la somme de f̂(!) plus certaines composantes de hautes fr�equencesf̂(!� 2k�T ). La valeur de f̂d(!)ĥT (!) peut donc être tr�es di��erente de f̂(!) même lorsque! 2 [� �T ; �T ].



26 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRET
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Figure 3.1: Echantillonnage et interpolation dans les domaines temporels et fr�equentiels



3.1. CONVERSION ANALOGIQUE-DIGITALE 27Consid�erons par exemple le signalf(t) = cos(!0t) = ei!0t + e�i!0t2avec 2�T > !0 > �T . Sa transform�ee de Fourier �etantf̂(!) = ���(! � !0) + �(! + !0)�;la p�eriodisation (3.5) nous donnef̂d(!) = �T +1Xk=�1��(! � !0 � 2k�T ) + �(! + !0 � 2k�T )�:Les seules composantes dans [� �T ; �T ] sont �(! � !0 + 2�T ) + �(! + !0 � 2�T ) donc apr�es�ltrage par le �ltre passe-bas hT (!), on obtientfd ? hT (t) = cos�(2�T � !0)t�:Le repliement spectral r�eduit la fr�equence du cosinus de !0 �a 2�T � !0 2 [� �T ; �T ]. Cerepli fr�equentiel s'observe lorsque l'on �lme un mouvement trop rapide avec un nombreinsu�sant d'images par seconde. Une roue de voiture tournant �a grande vitesse apparâ�tcomme tournant beaucoup plus lentement dans le �lm.Pr�e�ltrage Supposons que le pas d'�echantillonnage est limit�e �a une valeur T par descontraintes de temps calcul ou de m�emoire et que !0 > �T . A d�efaut de reconstruireexactement f(t), on veut r�ecup�erer la meilleure approximation de f(t) par interpolationd'un �echantillonnage avec hT (t). Une telle interpolation est une convolution avec hT (t) eta donc une transform�ee de Fourier dont le support est inclus dans [� �T ; �T ]. SoitV l'espacedes fonctions dont les transform�ees de Fourier ont un support inclus dans [� �T ; �T ]. Lafonction de V qui est la plus proche de f(t) est la projection orthogonale PVf(t) de f(t)dans V qui minimise kf � PVfk2 = 12� Z +1�1 jf̂(!)� P̂Vf(!)j2d!: (3.11)Comme PVf(t) 2 V, le support de sa transform�ee de Fourier P̂Vf(!) est incluse dans[� �T ; �T ]. La distance (3.11) est minimis�ee si^PVf(!) = f̂(!) pour j!j � �T :La projection orthogonale est donc obtenue par le �ltrage lin�eairePVf(t) = 1T f ? hT (t) (3.12)



28 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETqui enl�eve toute composante fr�equentielle au del�a de la fr�equence d'�echantillonnage �T .Puisque PVf 2 V, le th�eor�eme de Nyquist prouve quePVf(t) = +1Xn=�1PVf(nT )hT (t� nT ):On calcule la projection orthogonale de f(t) sur V en pr�e�ltrant f(t) avec (3.12) etcette projection orthogonale est reconstruite �a partir de son �echantillonnage uniforme.Un convertisseur analogique digital est donc compos�e d'un �ltre qui limite la bande defr�equence du signal �a [� �T ; �T ] suivi d'un �echantillonnage uniforme avec intervalles T . Enpratique, l'impl�ementation par circuit �electronique n�ecessite d'approximer le �ltre passe-bas id�eal hT (t) par un �ltre r�ealisable (par exemple Butterworth ou Chebyshev).
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Figure 3.2: Cette �gure illustre le recouvrement spectral cr�e�e par un pas d'�echantillonnagetrop grand. Le signal reconstruit fd � hT (t) peut être tr�es di��erent de f(t)3.2 Filtrage discret homog�eneLes op�erateurs analogiques de �ltrage lin�eaire homog�ene s'�etendent aux signaux discretsen rempla�cant les int�egrales par des sommes discr�etes. La transform�ee de Fourier est alorsremplac�ee par les s�eries de Fourier. Les propri�et�es des �ltres discrets s'analysent souventplus facilement avec la transform�ee en z qui �etend les s�eries de Fourier �a tout le plancomplexe. Pour simpli�er les notations, nous supposons que l'intervalle d'�echantillonnageest T = 1 et les �echantillons d'un signal discret sont not�es f [n].



3.2. FILTRAGE DISCRET HOMOG�ENE 293.2.1 Convolutions discr�etesDans le cas discret, l'homog�en�eit�e temporelle se limite �a des translations sur la grilled'�echantillonnage. Un op�erateur lin�eaire discret L est homog�ene dans le temps si etseulement si pour tout f [n] et tout d�ecalage fp[n] = f [n� p] avec p 2 ZLfp[n] = Lf [n� p]:R�eponse impulsionnelle On note �[n] le Dirac discret�[n] = � 1 si n = 00 si n 6= 0 : (3.13)Tout signal f [n] peut être d�ecompos�e comme somme de Diracs translat�esf [n] = +1Xp=�1 f [p]�[n� p]:Soit L�[n] = h[n] la r�eponse impulsionnelle de cet op�erateur. La lin�earit�e et l'invariancetemporelle impliquent Lf [n] = +1Xp=�1 f [p]h[n� p] = f ? h[n]:Un op�erateur lin�eaire homog�ene est donc un produit de convolution discret.Stabilit�e et causalit�e Un �ltre discret L est causal si et seulement si Lf [p] ne d�ependque des valeurs de f [n] pour n � p. Cela implique donc que h[n] = 0 si n < 0. La r�eponseimpulsionnelle h[n] est causale. On repr�esente souvent un signal causal grâce �a la fonctionde Heavyside discr�ete [n] = � 1 si n � 00 si n < 0 (3.14)car h[n] = h[n][n].Pour qu'un signal d'entr�ee born�e produise un signal de sortie born�e il su�t que+1Xn=�1 jh[n]j < +1; (3.15)car jLf [n]j � supn2Z jf [n]j +1Xk=�1 jh[k]j:On peut v�eri�er (exercice) que cette condition su�sante est aussi n�ecessaire. On dit alorsque le �ltre et la r�eponse impulsionnelle sont stables.



30 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETFonction de transfert Comme dans le cas continu, les vecteurs propres de ces op�erateursde convolutions sont des exponentielles complexes e![k] = ei!k,Le![n] = +1Xk=�1 ei!(n�k)h[k] = ei!n +1Xk=�1h[k]e�i!k: (3.16)Les valeurs propres correspondantes sont donc obtenues par la s�erie de Fourierĥ(ei!) = +1Xk=�1h[k]e�i!k; (3.17)que l'on appelle fonction de transfert du �ltre.3.2.2 S�eries de FourierLa transform�ee de Fourier d'un signal discret f [n] est d�e�nie parf̂(ei!) = +1Xk=�1 f [k]e�i!k: (3.18)C'est la transform�ee de Fourier de sa repr�esentation par somme de Diracfd(t) = +1Xn=�1 f [n]�(t� n):Toutes les propri�et�es de la transform�ee de Fourier (2.15-2.28) restent donc valables si fd(t)est une distribution temp�er�ee, ce qui est le cas si jf [n]j est born�e.On peut aussi d�emontrer [3] que la famille feik!gk2Z est une base orthonormale deL2[��; �] muni du produit scalaire< a(!); b(!) >= 12� Z ��� a(!)b�(!)d!:Si f [n] 2 l2(Z), la s�erie (3.18) peut alors s'interpr�eter comme la d�ecomposition de f̂(ei!) 2L2[0; 2�] dans cette base orthonormale. Les coe�cients de d�ecomposition sont obtenuspar produit scalaire f [n] =< f̂(ei!); e�i!n >= 12� Z ��� f̂(ei!)ei!nd! ; (3.19)et l'on obtient des formules de Parseval+1Xn=�1 f [n] g�[n] = 12� Z ��� f̂(ei!) ĝ(ei!) d! (3.20)et de Plancherel +1Xn=�1 jf [n]j2 = 12� Z ��� jf̂(ei!)j2d!: (3.21)



3.2. FILTRAGE DISCRET HOMOG�ENE 31
Filtrage discret Les exponentielles complexes �etant les vecteurs propres des op�erateursde convolution discr�ete, il en r�esulte le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 3.2 (Convolution discr�ete) Soient f [n] et h[n] deux signaux dans l2(Z).La transform�ee de Fourier de g[n] = f ? h[n] estĝ(ei!) = f̂(ei!)ĥ(ei!): (3.22)La d�emonstration est formellement identique �a la d�emonstration du th�eor�eme 2.1 sion remplace les int�egrales par des sommes discr�etes et que l'on suppose que f [n] et h[n]sont dans l1(Z). Le même r�esultat dans l2(Z) s'obtient par un argument de densit�e.La formule de reconstruction (3.19) montre qu'un signal �ltr�e s'�ecritf ? h[n] = 12� Z ��� ĥ(ei!)f̂(ei!)ei!nd!: (3.23)La fonction de transfert ĥ(ei!) ampli�e ou att�enue les composantes fr�equentielles f̂(ei!)de f [n] dans l'intervalle de fr�equence [��; �].On v�eri�e de même qu'une multiplication temporelle est �equivalente �a une convolutiondans le domaine fr�equentiel. Si g[n] = f [n]w[n] alorsĝ(ei!) = 12� Z ��� f̂(eiu)ŵ(ei(!�u))du:ExempleLa moyenne discr�ete uniforme d�e�nie parLf [n] = 12N + 1 +NXp=�N f [n� p];est un �ltre dont la r�eponse impulsionnelle esth[n] = � 12N+1 si �N � n � N0 si jnj > N (3.24)La fonction de transfert est la s�erie de Fourierĥ(ei!) = 12N + 1 +NXn=�N e�in! = 12N + 1 sin(N + 12)!sin!=2 :Ce �ltre att�enue surtout les fr�equences au-del�a de 2�=(2N + 1).



32 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRET3.2.3 S�election fr�equentielle id�ealeLa fonction de transfert d'un �ltre discret �etant 2� p�eriodique, elle est sp�eci��ee surl'intervalle [��; �]. La fonction de transfert du �ltre discret passe-bas id�eal est d�e�niepour ! 2 [��; �] par ĥ0(ei!) = � 1 si j!j � !c0 si j!j > !c (3.25)Sa r�eponse impulsionnelle calcul�ee grâce �a l'int�egrale (3.19) esth0[n] = sin!cn�n : (3.26)C'est l'�echantillonnage uniforme de la fonction de transfert d'un �ltre analogique passe-basid�eal.La fonction transfert d'un �ltre passe-bande discret id�eal estĥ1(ei!) = � 1 si j!j 2 [!0 � !c; !0 + !c]0 ailleurs (3.27)Comme ĥ1(ei!) = ĥ0(ei(!�!0)) + ĥ0(ei(!+!0)), on peut en d�eduire que sa r�eponse impul-sionnelle est h1[n] = 2 cos(!0n) h0[n]:La convolution discr�ete d'un signal f [n] avec un �ltre passe-bas ou passe-bande id�ealne peut se calculer exactement avec un nombre �ni d'op�erations. Il est donc n�ecessaired'approximer ces �ltres par des op�erateurs de convolutions qui se calculent en temps �ni.3.3 Synth�ese de �ltres discretsLors de la synth�ese de �ltres discrets, tout comme dans le cas analogique, on impose desconditions d'att�enuation sur le gain du �ltre jĥ(ei!)j. Le probl�eme est d'obtenir des �ltrestels que jĥ(ei!)j satisfasse aux conditions d'att�enuation et dont la structure permette decalculer les convolutions discr�etes avec le moins d'op�erations possibles.3.3.1 Filtres r�ecursifsPour e�ectuer des calculs num�eriques, on utilise une classe de �ltres pour lesquels laconvolution discr�ete se calcule avec un nombre �ni d'op�erations par �echantillon. La sortieg[n] = Lf [n] est reli�ee �a f [n] par une �equation de di��erencesNXk=0 akg[n� k] = MXk=0 bkf [n� k]; (3.28)o�u ak et bk sont des r�eels et a0 6= 0. Doncg[n] = 1a0  MXk=0 bkf [n� k]� NXk=1 akg[n� k]!



3.3. SYNTH�ESE DE FILTRES DISCRETS 33se calcule �a partir de son pass�e et de f [n] avec N +M multiplications et additions.Etant donn�e un signal causal f [n], le calcul de g[n] n�ecessite la connaissance de \con-ditions initiales", par exemple N valeurs cons�ecutives de g[n]. Si l'on impose que g[n] = 0pour �N � n < 0, alors g[n] est enti�erement caract�eris�e pour tout n 2 Z. L'op�erateur Lest alors un �ltre lin�eaire homog�ene causal.Si N = 0 alors le �tre a une r�eponse impulsionnelle h[n] �nie de taille Mg[n] = MXk=0 bka0 f [n� k] = h ? f [n]:Si M = 0, on dit que le �ltre est autor�egressifg[n] = b0a0f [n]� NXk=1 akap g[n� k]:Fonction de transfert Pour caract�eriser la classe des op�erateurs de convolutions Lqui satisfont (3.28), nous �evaluons la condition impos�ee sur la fonction de transfert encalculant la transform�ee de Fourier de chaque côt�e de l'�egalit�e (3.28). Si f̂(ei!) est latransform�ee de Fourier de f [n] alors la transform�ee de Fourier de f [n� k] est e�ik!f̂(ei!).La transform�ee de Fourier de (3.28) est doncNXk=0 ak e�ik!ĝ(ei!) = MXk=0 bk e�ik!f̂(ei!);d'o�u l'on d�eduit que ĥ(ei!) = ĝ(ei!)f̂(ei!) = PMk=0 bk e�ik!PNk=0 ak e�ik! : (3.29)La fonction de transfert d'un �ltre r�ecursif est donc un rapport de polynômes en e�i!.Les propri�et�es du module et de la phase s'analysent plus facilement en calulant lespôles dk et les z�eros ck de la fonction rationnelle (3.29)ĥ(ei!) = b0a0 QMk=1(1� cke�i!)QNk=1(1� dke�i!) :Le module de la transform�ee de Fourier est doncjĥ(ei!)j = jb0jja0jQMk=1 j1� cke�i!jQNk=1 j1� dke�i!j :L'amplitude de la fonction de transfert est le plus souvent calcul�ee en d�ecibels (db) quimesurent20 log10 jĥ(ei!)j = 10 log10 jb0j2ja0j2 + MXk=1 10 log10 j1� cke�i!j2 � NXk=1 10 log10 j1� dke�i!j2:



34 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETLes pôles et les z�eros ne se distinguent donc que par un changement de signe. La phasecomplexe de ĥ(ei!) se mesure de même parargĥ(ei!) = arg b0a0 + MXk=1 arg(1� cke�i!)� NXk=1 arg(1� dke�i!):Exemple Prenons le cas d'un pôle ou d'un z�ero situ�e en rei� et �etudions le moduleet la phase de (1� rei�e�i!).10 log10 j1� rei�e�i!j2 = 10 log10[1 + r2 � 2r cos(! � �)]:Le module est donc minimum pour ! = � o�u il vaut 20 log10 j1 � rj et maximum en! = � + � o�u il vaut 20 log10 j1 + rj. Suivant que ce facteur est un pôle ou un z�ero, ilproduit une att�enuation ou une ampli�cation au voisinage de ! = �. La phase complexeest argĥ(ei!) = arctan � r sin(! � �)1� r cos(! � �)� :3.3.2 Transform�ee en zPour �etudier plus facilement les propri�et�es des fonctions de transfert des �ltres discrets,et en particulier des �ltres r�ecursifs, on introduit la transform�ee en z qui �etend la s�erie deFourier ĥ(ei!) = +1Xn=�1h[n]e�in! (3.30)�a tout le plan complexe z 2 C , avec la s�erie de Laurentĥ(z) = +1Xn=�1h[n]z�n: (3.31)Anneau de convergence On dit que la s�erie de Laurent ĥ(z) est convergente si+1Xn=�1 jh[n]j jzj�n < +1:Le domaine de convergence ne d�epend que de jzj et est donc isotrope. La propositionsuivante montre que le domaine de convergence est un anneau dans le plan complexe.Proposition 3.1 Il existe �1 et �2 tels que ĥ(z) est convergente pour �1 < jzj < �2 etdivergente pour jzj < �1 ou jzj > �2. On note A(ĥ) l'intervale de jzj sur lequel ĥ(z) estconvergente.



3.3. SYNTH�ESE DE FILTRES DISCRETS 35La d�emonstration est laiss�ee en exercice. Dans le cas o�u la transform�ee en z est con-vergente pour jzj = 1, la transform�ee de Fourier est �egale �a la restriction de la transform�eeen z au cercle unit�e du plan complexe.Stabilit�e et causalit�e Le domaine de convergence (absolu) de la transform�ee en z d�ependdes propri�et�es de causalit�e et de stabilit�e du �ltre. Le �ltre est causal si h[n] = 0 pourn < 0 d'o�u l'on d�eduit que si ĥ(z) converge pour jzj = � alors il converge pour jzj � �.L'anneau de convergence s'�etend donc �a l'in�ni (�2 = +1).Le �ltre est stable si et seulement si+1Xn=0 jh[n]j < +1:Cela signi�e que l'anneau de convergence contient jzj = 1. Si le �ltre est causal et stable,on d�eduit donc que ĥ(z) est convergente pour jzj � 1.Inverse La transform�ee en z peut s'inverser mais le calcul de h[k] �a partir de ĥ(z) d�ependdu domain de convergence choisi. La formule g�en�erale d'inversion se fait par une int�egralede Cauchy qui calcule h[k] en integrant ĥ(z) le long d'un contour inclu dans l'anneau deconvergence. Dans le cas o�u l'anneau de convergence inclu le cercle unit�e, cette int�egralepeut se faire le long du cercle unit�e, auquel cas on obtient la transform�ee de Fourier inverseh[k] = 12� Z ��� ĥ(ei!)eik!d!:Pour montrer que h[k] ne d�epend pas seulement de ĥ(z) mais aussi du domaine deconvergence choisi, prenons par exempleĥ(z) = 11� az�1 :La r�eponse impulsionnelle correspondant �a la r�egion de convergence �a l'ext�erieur du cerclejzj = a est causale et se calcule par un d�evelopement en s�erie de 11�xĥ(z) = +1Xn=0 anz�n;d'o�u h[n] = an[n]. Pour que la r�egion de convergence soit jzj < a on r�e�ecritĥ(z) = �a�1z1� a�1z :En utilisant la d�ecomposition en s�erie de 11�x on obtient une r�eponse impulsionnelle anti-causale h[n] = � �an si n � �10 si n � 0



36 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETExemples On utilise g�en�eralement un �ltre causal, ce qui impose que l'anneau de con-vergence s'�etende �a l'in�ni.� Si h[n] = �[n� k] alors ĥ(z) = z�k (3.32)et A(ĥ) =]0;+1[.� Si h[n] = an[n] alors ĥ(z) = 11� az�1 (3.33)A(ĥ) =]jaj;+1[.� Si h[n] = nan[n] alors ĥ(z) = az�11� az�1A(ĥ) =]jaj;+1[.Convolution Toutes les propri�et�es de la transform�ee de Fourier s'�etendent directement�a la transform�ee en z. En particulier, si g[n] = f ? h[n] alors la transform�ee en z de g[n]est le produit ĝ(z) = f̂(z)ĥ(z)et son anneau de convergence estA(ĝ) = A(f̂)\A(ĥ):Filtres r�ecursifs Nous avons vu en (3.29) que la fonction de transfert d'un �ltre r�ecursifest une fonction rationnelle. Sa tranform�ee en z peut donc s'�ecrireĥ(z) = PMk=0 bkz�kPNk=0 akz�k : (3.34)La r�eponse impulsionnelle causale h[n] se calcule facilement en d�ecomposant ĥ(z) en�el�ements simples. Si ĥ(z) a des pôles simples situ�es en dk, on peut montrer par identi�-cation des coe�cients (exercice) qu'il peut s'�ecrire sous la formeĥ(z) = M�NXr=0 Brz�r + NXk=0 Ak1� dkz�1 :Le �ltre causal correspondant �a une r�eponse impulsionelle qui se calcule avec (3.32) et(3.33) h[n] = M�NXr=0 Br�[n� r] + NXk=0 Ak(dk)n[n]:Dans le cas de pôles multiples, la d�ecomposition fractionnelle s'�etend avec des puissancesaux d�enominateurs des fractions. On distingue les �ltres �a r�eponse impulsionnelle �nie



3.3. SYNTH�ESE DE FILTRES DISCRETS 37dont la transform�ee en z est un polynôme en z�1 (N=0) et les �ltres �a r�eponse impulsion-nelle in�nie pour lesquels N > 0.On observe que la r�eponse impulsionelle h[n] est causale et stable si et seulement sipour tout k, jdkj < 1. Cela signi�e donc que tous les pôles de ĥ(z) ont un module pluspetit que 1.3.3.3 Approximation de �ltres s�electifs en fr�equenceTout comme pour la synth�ese de �ltres analogiques, on approxime un �ltre passe-bas id�eal(3.25) par un �ltre r�ecursif dont la fonction de transfert satisfait les conditions impos�espar un gabarit qui limite les oscillations dans la bande passante et la bande d'att�enuation(voir �gure 2.2). La technique de synth�ese la plus courante est de transformer un �ltrepasse-bas analogique rationnel ĥa(!) = N(i!)D(i!)en un �ltre discret r�ecursif par un changement de variablei! = F (ei!);o�u F est une fonction rationnelle de ei! qui envoie ]� �; �[ sur ]�1;+1[. La fonctionde transfert ĥd(ei!) = N(F (ei!))D(F (ei!))est une fonction rationnelle de ei! et donc la fonction de transfert d'un �ltre discretr�ecursif. Le changement de variable F (ei!) qui associe ] � �; �[ �a l'axe r�eel R doit êtreaussi \r�egulier" que possible pour ne pas trop modi�er les propri�et�es de la fonction detransfert ĥ(!). On utilise souvent l'applicationF (ei!) = 2T tan(!2 ) = 2T 1� e�i!1 + e�i! :Le facteur T est un param�etre de dilatation qui peut être ajust�e arbitrairement.Par exemple, on peut construire un �ltre passe-bas dont la fr�equence de coupure esten !c �a partir d'un �ltre analogique de Butterworth (2.50). On obtientjĥ(ei!)j2 = 11 + � tan(!=2)tan(!c=2)�2N :L'ordre N du �ltre doit être adapt�e aux conditions impos�ees par le gabarit du �ltrepasse-bas.3.3.4 Factorisation spectraleLors de la synth�ese d'un �ltre r�ecursif, une fois que l'on a calcul�e jĥ(ei!)j2 pour satisfaireles conditions d'ampli�cation ou d'att�enuation, il reste �a adapter la phase pour que ĥ(ei!)soit un �ltre causal et stable. Le module est donn�e parjĥ(ei!)j2 = ĥ(ei!)ĥ�(ei!) = ĥ(z)ĥ�(1=z�);



38 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETavec z = ei!. Pour un �ltre r�ecursif,ĥ(z) = b0a0 QMk=1(1� ckz�1)QNk=1(1� dkz�1) :et C(z) = ĥ(z)ĥ�(1=z�) = jb0j2ja0j2 QMk=1(1� ckz�1)(1� c�kz)QNk=1(1� dkz�1)(1� d�kz) :La donn�ee de jĥ(ei!)j2 impose la position des z�eros et des pôles de C(z). Les z�eros etles pôles de C(z) vont par paires (ck; 1=c�k) et (dk; 1=d�k). Pour chaque paire, il y a un�el�ement dans le cercle unit�e et l'autre �a l'ext�erieur, �a moins qu'ils ne soient confondus surle cercle unit�e. On peut construire ĥ(z) en choisissant arbitrairement un pôle et un z�erodans chaque paire. Pour que ĥ(z) soit la transform�ee en z d'un syst�eme stable et causal,nous avons vu que tous les pôles doivent être strictement dans le cercle unit�e. Cela laisselibre le choix des z�eros. Un choix particulier des z�eros est de les prendre tous dans lecercle unit�e. Un �ltre dont les z�eros et les pôles sont dans le cercle unit�e est appel�e �ltre�a phase minimale.Filtre inverse Le �ltre inverse d'un �ltre h est le �ltre hi tel que pour tout f [n]f ? h ? hi[n] = f [n]:Cela signi�e que les zones de convergence de ĥ(z) et de ĥi(z) s'intersectent et que sur cedomaine ĥ(z)ĥi(z) = 1:Le �ltre inverse d'un �ltre �a phase minimale est stable et causal. En e�et, les pôles deĥi(z) sont les z�eros de ĥ(z) et inversement. Or, pour que ĥi(z) soit stable et causal, ilfaut et il su�t que ses pôles soient dans le cercle unit�e et donc que les z�eros de ĥ(z) soientdans le cercle unit�e.3.4 Signaux �nisNous avons suppos�e jusqu'�a pr�esent que nos signaux discrets f [n] sont d�e�nis pour toutn 2 Z. Le plus souvent, f [n] est connu sur un domaine �ni, disons 0 � n < N . Il fautdonc adapter les calculs de convolutions en tenant compte des e�ets de bord en n = 0 etn = N � 1. Par ailleurs, pour utiliser la transform�ee de Fourier comme outil de calculnum�erique, il faut pouvoir la red�e�nir sur des signaux discrets �nis. Ces deux probl�emessont r�esolus en p�eriodisant les signaux �nis. L'algorithme de transform�ee de Fourier rapideest d�ecrit avec une application au calcul rapide des convolutions.3.4.1 Convolutions circulairesSoient ~f [n] et ~h[n] des signaux de N �echantillons. Pour calculer la convolution~f ? ~h[n] = +1Xp=�1 ~f [p]~h[n� p]



3.4. SIGNAUX FINIS 39pour 0 � n < N , il nous faut connâ�tre ~f [n] et ~h[n] au-del�a de 0 � n < N . Une approchepossible est d'�etendre ~f [n] et ~h[n] avec une p�eriodisation sur N �echantillonsf [n] = ~f [n modulo N ] ; h[n] = ~h[n modulo N ]:La convolution circulaire de ces deux signaux de p�eriode N est r�eduite �a une somme surleur p�eriode f�? h[n] = N�1Xp=0 f [p]h[n� p]:Les vecteurs propres d'un op�erateur de convolution circulaireLf [n] = f�? h[n]sont les exponentielles discr�etes ek[n] = e i2�kN n. En e�et,Lek[n] = e i2�kN n N�1Xp=0 h[p]e�i2�kN p;et les valeurs propres sont donn�ees par la transform�ee de Fourier discr�ete de h[n]ĥ[k] = N�1Xp=0 h[p]e�i2�kN p:3.4.2 Transform�ee de Fourier discr�eteL'espace des signaux discrets de p�eriode N est de dimension N et l'on note le produitscalaire < f; g >= N�1Xn=0 f [n]g�[n]: (3.35)Le th�eor�eme suivant d�emontre que tout signal de p�eriode N peut s'�ecrire comme unetransform�ee de Fourier discr�ete.Th�eor�eme 3.3 La famille d'exponentielles discr�etes (ek[n])0�k<Nek[n] = e i2�kN n; (3.36)est une base orthogonale de l'espace des signaux de p�eriode N .Pour prouver ce th�eor�eme, il su�t de montrer que cette famille de N vecteurs estorthogonale (exercice). Comme l'espace est de dimension N , c'est donc une base del'espace. Tout signal f [n] de p�eriode N peut se d�ecomposer dans cette basef [n] = N�1Xk=0 < f; ek >kekk2 ek[n]: (3.37)



40 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETLa transform�ee de Fourier discr�ete de f [n] estf̂ [k] =< f; ek >= N�1Xn=0 f [n]e�i2�nN k: (3.38)Comme kek[n]k2 = N , f [n] = 1N N�1Xk=0 f̂ [k]e i2�kN n: (3.39)L'orthogonalit�e implique une formule de PlancherelN�1Xn=0 jf [n]j2 = 1N N�1Xk=0 jf̂ [k]j2: (3.40)E�ets de bord La transform�ee de Fourier discr�ete d'un signal de p�eriode N se cal-cule �a partir des valeurs de f [n] pour 0 � n < N . Pourquoi se soucier du fait que cesoit un signal de p�eriode N plutôt qu'un signal de N �echantillons ? La somme de Fourier(3.38) d�e�nit un signal de p�eriode N pour lequel l'�echantillon f [0] �etant le même que f [N ]se retrouve plac�e �a côt�e de f [N�1]. Si f [0] et f [N�1] sont tr�es di��erents, cela induit unetransition brutale dans le signal p�eriodis�e qui se traduit par l'apparition de coe�cients deFourier de relativement grande amplitude aux hautes fr�equences. Par exemple, le signalapparemment r�egulier f [n] = n pour 0 � n < N a une transition brutale en n = pN pourp 2 Z, une fois p�eriodis�e. Cette transition apparâ�t dans sa s�erie de Fourier.Filtrage �ni Comme e i2�kN n sont les vecteurs propres des op�erateurs de convolution cir-culaire, on d�eduit un th�eor�eme de convolution.Th�eor�eme 3.4 (Convolution Circulaire) La convolution circulaire g[n] = f�? h[n]est un signal de p�eriode N dont la transform�ee de Fourier discr�ete estĝ[k] = f̂ [k]ĥ[k] (3.41)La d�emonstration de ce th�eor�eme est identique �a la d�emonstration des deux th�eor�emesde convolution pr�ec�edents et laiss�ee en exercice. Ce th�eor�eme montre que la convolutioncirculaire est un �ltrage fr�equentiel. Il ouvre aussi la porte au calcul rapide de convolutionsen utilisant la transform�ee de Fourier rapide.3.4.3 Transform�ee de Fourier rapidePour un signal f [n] de N points, le calcul direct de la transform�ee de Fourier discr�etef̂ [k] = N�1Xn=0 f [n]e�i2�kN n; (3.42)



3.4. SIGNAUX FINIS 41pour 0 � k < N , demande O(N2) multiplications et additions. Il est cependant possiblede r�eduire le nombre d'op�erations �a O(N log2N) en r�eorganisant les calculs. Lorsque kest pair, on regroupe les termes n et n+ N2f̂ [2k] = N2 �1Xn=0 (f [n] + f [n+N=2])e�i2�kN2 n: (3.43)Lorsque k est impair, le même regroupement devientf̂ [2k + 1] = N2 �1Xn=0 e�i2�N n(f [n]� f [n + N2 ])e�i2�kN2 n: (3.44)L'�equation (3.43) montre que les fr�equences paires sont obtenues en calculant la trans-form�ee de Fourier discr�ete du signal de p�eriode N2fp[n] = f [n] + f [n+ N2 ];tandis que (3.44) permet de calculer les fr�equences impaires par la transform�ee de Fourierdiscr�ete du signal de p�eriode N2fi[n] = e�i2�N n(f [n]� f [n+ N2 ]):Complexit�e Une transform�ee de Fourier d'un signal de taille N s'obtient donc en calcu-lant deux transform�ees de Fourier de signaux de taille N2 . Le signal f [n] �etant complexe,le calcul des signaux fp[n] et fi[n] demande N additions complexes et N2 multiplicationscomplexes, ce qui fait 3N additions et 2N multiplications r�eelles. Soit C(N) le nombred'op�erations d'une transform�ee de Fourier rapide d'un signal de p�eriode N . On a doncC(N) = 2C(N2 ) +KN; (3.45)avec K = 5. La transform�ee de Fourier d'un signal d'un seul point �etant �egale �a lui-même,C(1) = 0. Avec le changement de variable l = log2N et de fonction T (l) = C(N)=N , ond�eduit de (3.45) que T (l) = T (l � 1) +K:Comme T (0) = 0, T (l) = Kl et doncC(N) = KN log2(N):Il existe di��erents algorithmes de transform�ee de Fourier rapide qui d�ecomposent unetransform�ee de Fourier de taille N en deux transform�ees de Fourier de taille N2 plus O(N)op�erations. L'algorithme le plus performant �a ce jour est un peu plus compliqu�e que celuique nous venons de d�ecrire, mais ne demande que N log2N multiplications et 3N log2Nadditions.



42 CHAPITRE 3. TRAITEMENT DU SIGNAL DISCRETLa transform�ee de Fourier inverse se calcule �a partir de l'algorithme rapide en observantque f �[n] = 1N N�1Xk=0 f̂ �[k]e�i2�knN : (3.46)La tranform�ee de Fourier discr�ete inverse est donc obtenue en calculant la transform�ee deFourier directe du complexe conjugu�e du signal, et en calculant le complexe conjugu�e dur�esultat.3.4.4 Convolution rapideL'algorithme rapide de la transform�ee de Fourier discr�ete permet d'utiliser le th�eor�eme3.4 pour calculer e�cacement les convolutions discr�etes de deux signaux �a support �ni.Soient f [n] et h[n] deux signaux ayant des �echantillons non nuls pour 0 � n < M . Lesignal causal g[n] = f ? h[n] = +1Xk=�1 f [k]h[n� k]; (3.47)n'a de valeurs non-nulles que pour 0 � n < 2M . Le calcul direct de ce produit deconvolution, en �evaluant la somme (3.47), demande O(M2) additions et multiplications.Le th�eor�eme de convolution circulaire 3.4 sugg�ere un proc�ed�e plus rapide bas�e sur desconvolutions circulaires.Pour r�eduire le calcul de la convolution non-circulaire (3.47) �a une convolution circu-laire, on d�e�nit deux signaux de p�eriode 2Ma[n] = � f [n] si 0 � n < M0 si M � n < 2M (3.48)b[n] = � h[n] si 0 � n < M0 si M � n < 2M (3.49)Il est maintenant facile de v�eri�er que la convolution circulairec[n] = a�? b[n]satisfait c[n] = g[n] pour 0 � n < 2M: (3.50)On peut donc calculer les valeurs non-nulles de g[n] en calculant les transform�ees de Fourierdiscr�etes de a[n] et b[n], en les multipliant et en calculant la transform�ee de Fourier inversedu r�esultat. En utilisant l'algorithme de transform�ee de Fourier rapide, ce calcul demandeun total de O(M log2M) additions et multiplications, au lieu de O(M2).Cet algorithme rapide de calcul de convolutions est utilis�e pour la convolution designaux par des �ltres de r�eponse impulsionnelle �nie. Si le signal f [n] a N points non-nuls et le �ltre h[n] a L �echantillons non-nuls, l'algorithme de convolution peut être modi��epour calculer la convolution h�? f [n] en O(Nlog2L) op�erations (exercice).



Chapitre 4Traitement du signal al�eatoirePour analyser les propri�et�es d'une classe de signaux, tels que des signaux de paroles eng�en�eral ou le son \s" prononc�e par di��erents locuteurs, on utilise une mod�elisation pardes processus stochastiques qui re�ete les propri�et�es communes de ces signaux. Cettemod�elisation permet de s�eparer le signal d'un bruit dont les caract�eristiques stochastiquessont di��erentes, de coder e�cacement les signaux d'une classe, ou même de les identi�er.Nous ne consid�erons ici que des signaux r�eels stationnaires, dont les propri�et�es ne changentpas au cours du temps.L'hypoth�ese de stationnarit�e nous ram�ene dans le champ de la transform�ee de Fourier,qui permet de d�e�nir la puissance spectrale d'un processus. Nous nous concentrons sur lespropri�et�es du second ordre des processus stationnaires, dont la mod�elisation se r�eduit �a larecherche d'un �ltre param�etr�e. Nous �etudions une application au d�ebruitage de signauxpar �ltrage lin�eaire.4.1 Processus stationnaires au sens largeUn processus discret �a valeurs r�eelles est une suite de variables al�eatoires fX[n]gn2Zd�e�nies sur un espace de probabilit�e (
;A;P). Ce processus est caract�eris�e par la loi deprobabilit�e P (X[n1] 2 [a1; b1]; :::; X[nk] 2 [ak; bk])de tout sous-ensemble de k variables al�eatoires, pour tout intervalle [ai; bi] avec 1 � i � k.La r�ealisation d'un tel processus est un signal discret x[n] qui donne les valeurs prisespar chaque variable al�eatoire X[n] lors d'une observation. On mod�elise une classe de sig-naux par un processus al�eatoire dont les r�ealisations correspondent �a l'ensemble de tousles signaux de cette classe. Par exemple, des enregistrements de temp�erature en di��erentspoints de la terre peuvent être mod�elis�es par un processus discret. Une r�ealisation de ceprocessus est l'ensemble des enregistrements de temp�eratures �a un moment donn�e.Stationnarit�e Le processus est strictement stationnaire si sa loi de probabilit�e ne changepas avec un d�ecalage temporel. Pour tout p 2 Z et tout sous-ensemble de k vari-ables al�eatoires, la loi de probabilit�e de fX[n1]; :::; X[nk]g est la même que celle de43



44 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SIGNAL AL�EATOIREfX[n1 + p]; :::; X[nk + p]g. Cela implique que la moyenne ne d�epend pas de l'instant�[n] = EfX[n]g = �; (4.1)et que l'autocovariance ne d�epend que de la di��erence de positionCov(X[n]; X[m]) = Ef(X[n]� �[n])(X[m]� �[m])g = RX [n�m]: (4.2)En traitement du signal, on observe le plus souvent une seule r�ealisation, �a partirde laquelle on veut estimer certains param�etres du processus sous-jacent. La pauvret�ede cette information num�erique nous limite g�en�eralement �a l'�etude de la moyenne et del'autocovariance. Puisque l'on n'�etudie que les moments d'ordre 2 du processus, au lieud'imposer que le processus soit strictement stationnaire, nous supposons simplement quela moyenne et la covariance satisfont aux propri�et�es de stationnarit�e (4.1) et (4.2). Si deplus la variance du processus est �nieEfjX[n]j2g < +1; (4.3)on dit que le processus est stationnaire au sens large (SSL).Exemple Un processus X[n] est gaussien si et seulement si pour tout k et n1, ..., nk,le vecteur de k variables al�eatoires (X[n1]; :::; X[nk]) est gaussien. On rappelle [8] qu'unvecteur de p variables al�eatoires (X1; :::; Xp) est gaussien si et seulement si la densit�e deprobabilit�e peut s'�ecrire sous la formep(x1; :::; xp) = 1(2�)p=2jRj1=2 exp ��12(x�m)tR�1(x�m)� ;o�u x = (x1; :::; xp) est le vecteur de valeurs, m = (�1; :::; �p) est le vecteur de moyennesavec �i = EfXig, R = (Cov(Xn; Xm))1�n�p;1�m�p est la matrice de covariance des pvariables al�eatoires, R�1 son inverse et jRj son d�eterminant. Un processus gaussienest donc enti�erement d�e�ni par sa moyenne et sa covariance. Si X[n] est gaussien etstationnaire au sens large (SSL), on v�eri�e facilement qu'il est aussi stationnaire au sensstrict.En l'absence d'information sur les moments d'ordre sup�erieur �a 2, on suppose souventpar d�efaut que le processus �etudi�e est gaussien. Les processus gaussiens apparaissentdans de nombreux ph�enom�enes physiques �a cause du th�eor�eme de limite centrale [8] quid�emontre que la somme de variables al�eatoires ind�ependantes converge vers une variableal�eatoire gaussienne.4.1.1 Estimation de la moyenne et de l'autocovarianceSi le processus est stationnaire, on peut tenter d'estimer la moyenne � et la fonctiond'autocorr�elation �a partir de moyennes temporelles d'une r�ealisation.



4.1. PROCESSUS STATIONNAIRES AU SENS LARGE 45Moyenne L'estimateur classique de la moyenne �a partir deN �echantillons d'une r�ealisationde X[n] se calcul avec une moyenne empirique d�e�nie par~� = 1N N�1Xn=0 X[n]:Cet estimateur est non biais�e puisque Ef~�g = �:Lorsque N augmente il est n�ecessaire que la variance de ~� d�ecroisse vers z�ero, de fa�con�a am�eliorer l'estimation de �. On dit alors que le processus est ergodique pour la moyenne.La proposition suivante donne une condition sur l'autocovariance pour que cette propri�et�esoit satisfaite.Proposition 4.1 Le processus est ergodique pour la moyenne si et seulement silimN!+1Ef(�� ~�)2g = limN!+1 1N N�1Xl=�N+1(1� jljN )RX [l] = 0:D�emonstration La variance de ~� estE �(~�� �)2	 = 1N2E8<: N�1Xn=0(X[n]� �)!29=; (4.4)= 1N2E(N�1Xn=0 N�1Xm=0(X[n]� �)(X[m]� �)) (4.5)= 1N2 N�1Xn=0 N�1Xm=0RX [n�m] (4.6)= 1N N�1Xl=�N+1(1� jljN )RX [l]: (4.7)2 La fonction d'autocovariance doit avoir une d�ecroissance su�samment rapide ce quisigni�e que les corr�elations longue-port�ee sont faibles. Le cas le plus favorable correspond�a des variables X[n] qui sont deux �a deux d�ecorr�el�ees, si bien que RX [l] = RX [0] �[l]. Ona alors Ef(�� ~�)2g = RX [0]N :



46 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SIGNAL AL�EATOIREAutocovariance Pour tout k, l'autocovariance RX [k] de X[n] peut aussi s'estimer avecune moyenne empirique sur les valeurs d'une r�ealisations:~RX [k] = 1N N�1�jkjXn=0 (X[n]� ~�) (X[n+ jkj]� ~�): (4.8)Si on remplace ~� par la vraie moyenne �, on s'aper�coit que cet estimateur est biais�eEf ~RX [k]g = N � jkjN RX [k]:Le biais Ef ~RX [k]g �RX [k] = k RX [k]Nest toujours petit si RX [k] d�ecrôit rapidement lorsque k augmente. Dans le cas d'unprocessus Gaussien, on peut montrer [Priestley] que si RX [k] 2 l2(Z) alors la variance de~RX [k] est en O( 1N ). L'erreur quadratique moyenne de l'estimateur est �egale �a la sommedu biais au carr�e et de la varianceEfj ~RX [k]� RX [k]j2g = ���Ef ~RX [k]g �RX [k]���2 + Efj ~RX [k]� Ef ~RX [k]gj2g:Si RX [k] = O( 1pk ) on en d�eduit que Efj ~RX [k]�RX [k]j2g = O( 1N ).On peut d�e�nir un estimateur non biais�e~RX [k] = 1N � jkj N�1�jkjXn=0 (X[n]� ~�) (X[n+ jkj]� ~�) (4.9)mais la variance de cet estimateur est en O( 1N�jkj). Cette variance est grande lorsque k estde l'ordre de N . Si RX [k] = O( 1pk) et k est de l'ordre de N , l'erreur quadratique moyennede l'estimateur bias�e est plus faible que celle de l'estimateur non biais�e. On utilise doncplutôt l'estimateur biais�e (4.8) que l'estimateur (4.9).4.1.2 Op�erateur de covarianceLe traitement du signal al�eatoire utilise le plus souvent des combinaisons lin�eaires devariables al�eatoires correspondant aux valeurs d'un processus �a di��erents instants. Nousmontrons que l'autocovariance de X[n]RX [n;m] = Cov(X[n]; X[m]) = Ef(X[n]� EfX[n]g) (X[m]� EfX[m]g)gpermet de facilement calculer la covariance de combinaisons lin�eaires des X[n].Soient A = +1Xn=�1 a[n]X[n] et B = +1Xn=�1 b[n]X[n]:



4.1. PROCESSUS STATIONNAIRES AU SENS LARGE 47Les moyennes de ces variables al�eatoires �etantEfAg = +1Xn=�1 a[n]EfX[n]g et EfBg = +1Xn=�1 b[n]EfX[n]gon d�eduitCov(A;B) = E( +1Xn=�1 a[n](X[n]� EfX[n]g) +1Xm=�1 b[m](X[m]� EfX[m]g))et donc Cov(A;B) = +1Xn=�1 a[n] +1Xm=�1 b[m]RX [n;m]: (4.10)Soit C l'op�erateur sym�etrique de covariance d�e�ni parCb[n] = +1Xm=�1 b[m]RX [n;m]; (4.11)on peut r�e�ecrire (4.10) comme un produit scalaire dans l2(Z)Cov(A;B) = < a;Cb > :L'op�erateur de covariance est sym�etrique et positif car< a;Ca >= Cov(A;A) � 0:4.1.3 Puissance spectraleL'autocovariance de X[n] est caract�eris�ee par les vecteurs propres et valeurs propres deC. Si X[n] est stationnaire au sens largeRX [n;m] = RX [n�m];donc Ca[n] = +1Xm=�1 a[m]RX [n�m] = a ? RX [n]est un op�erateur de convolution discret. Nous avons vu dans le paragraphe 3.2.1 que lesvecteurs propres d'une convolution discr�ete sont les exponentielles e![n] = e�i!Ce![n] = R̂X(ei!)e![n]:Les valeurs propres associ�ees sont positives et donn�ees par la s�erie de FourierR̂X(ei!) = +1Xn=�1RX [n]e�in! � 0:



48 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SIGNAL AL�EATOIRELa fonction R̂X(ei!) est appel�ee puissance spectrale du processus car nous verrons quecela mesure l'�energie moyenne du processus par unit�e de fr�equence. La puissance spectralecaract�erise compl�etement l'autocovariance du processus que l'on retrouve par transform�eede Fourier inverse (3.19). En particulier, la variance du processus est�2 = RX [0] = 12� Z 2�0 R̂X(ei!)d!: (4.12)Exemple On appelle bruit blanc tout processus SSL dont les valeurs �a des instantsdi��erents sont d�ecorr�el�es, ce qui signi�e queRX [n] = �2�[n]:La puissance spectrale d'un bruit blanc est donc constanteR̂X(ei!) = �2:4.1.4 Filtrage homog�eneUne convolution discr�ete �etant homog�ene dans le temps, on peut s'attendre �a ce que celane modi�e pas la stationnarit�e d'un processus. Le th�eor�eme suivant relie la puissancespectrale d'un processus �ltr�e �a la puissance spectrale originale.Th�eor�eme 4.1 Soient h[n] et g[n] les r�eponses impulsionnelles de deux �ltres dans l2(Z),dont les fonctions de transfert sont born�ees. Soit X[n] un processus SSL tel que RX [n] 2l1(Z). Les deux processusY [k] = h ? X[k] = +1Xn=�1h[k � n]X[n]et Z[l] = g ? X[l] = +1Xm=�1 g[l �m]X[m]sont stationnaires au sens large etCov(Y [k]; Z[l]) = h ? ~g ? RX [k � l]; (4.13)avec ~g[n] = g[�n]. La puissance spectrale de Y [n] estR̂Y (ei!) = jĥ(ei!)j2R̂X(ei!): (4.14)D�emonstrationEn identi�ant Y [n] et Z[m] respectivement �a A et B dans (4.10) on obtientCov(Y [k]; Z[l]) = +1Xn=�1h[k � n] +1Xm=�1 g[l �m]RX [n�m]:



4.1. PROCESSUS STATIONNAIRES AU SENS LARGE 49Le changement de variables (n;m)! (k � n0; l +m0) donneCov(Y [k]; Z[l]) = +1Xn=�1h[n0] +1Xm=�1 ~g[m0]RX [k � l � n0 �m]qui est �equivalent �a (4.13).Pour montrer que Y [n] et Z[n] sont stationnaires au sens large, on v�eri�e d'abord queleur moyennes sont constantes et �nies. Concentrons nous sur Y [n]EfY [k]g = +1Xn=�1h[k � n]EfX[n]g = EfX[n]gĥ(1) < +1:On calcule sa covariance en prenant Z = Y dans (4.13)Cov(Y [k]; Y [l]) = RY [k � l] = h ? ~h ? RX [k � l]; (4.15)ce qui d�emontre sa stationnarit�e au sense large. Comme la transform�ee de Fourier deh?~h[n] est jĥ(ei!)j2, la puissance spectrale (4.14) de Y se d�eduit de (4.15) par le th�eor�emede convolution discret. 2Ce th�eor�eme montre que la notion de �ltrage par convolution reste valable pour lesprocessus stationnaires puisque les composantes fr�equentielles du processus �ltr�e sontatt�enu�ees ou ampli��ees par jĥ(ei!)j2.Densit�e d'�energie On appelle R̂X(ei�) puissance spectrale car on peut l'interpr�etercomme une densit�e d'�energie le long de l'axe des fr�equences.Soit h��[n] le �ltre r�eel dont la fonction de transfert estĥ��(ei!) = � 1�� si jj!j � �j � �=20 si jj!j � �j > �=2L'�energie de ce �ltre est normalis�eekh��k2 = 12� Z +��� jĥ��(ei!)j2d! = 1:Soit X��[n] = X ? h��[n]le processus obtenu en ne gardant que les composantes fr�equentielles dans le voisinage de�. Le r�esultat (4.14) du th�eor�eme 4.1 permet de montrer que la variance de ce processusest EfjX��[n]j2g = RX��[0] = 12� Z +��� R̂X��(ei!)d!= 12 Zjj!j��j��2 R̂X(ei!)� d!:



50 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SIGNAL AL�EATOIREComme RX [n] 2 l1(Z), R̂X(ei!) est continue et R̂X(ei�) = R̂X(e�i�) si bien quelim�!0RX��[0] = R̂X(ei�):La puissance spectrale �a la fr�equence � est donc proportionnelle �a la densit�e d'�energie duprocessus �ltr�e autour de la fr�equence �.4.2 Filtrage de WienerLors d'une mesure ou durant une transmission, le signal est souvent contamin�e par unbruit additif. Une partie du bruit peut cependant être �elimin�e grâce �a un estimateur quel'on optimise en fonction des propri�et�es du signal et du bruit.Le signal et le bruit sont consid�er�es comme des r�ealisations de deux processus r�eelsstationnaires, respectivement X[n] et B[n]. Les donn�ees bruit�ees sontD[n] = X[n] +B[n]:On suppose que les valeurs du signal X[n] et du bruit B[k] sont ind�ependantes pourtout k; n. Dans la suite, on prend EfX[n]g = 0, ce qui peut être obtenu en soustrayantEfX[n]g de D[n], pour se replacer dans les conditions o�u le signal a une moyenne nulle.Soit ~X = LD l'estimateur du signal X calcul�e �a partir des donn�ees D avec unop�erateur L. Pour tout n on veut minimiser l'erreur quadratique moyenne Ef(X[n] �~X[n])2g. On sait [8] que l'estimateur optimal ~X[n] de X[n] �a partir des donn�ees bruit�eesfD[k]gk2Z, qui minimise l'esp�erance quadratique de l'erreurEf(X[n]� ~X[n])2g (4.16)est l'esp�erance conditionnelle~X[n] = LD[n] = EfX[n] = D[k] k 2 Zg: (4.17)L'esp�erance conditionnelle (4.17) est souvent une fonction non-lin�eaire compliqu�ee desdonn�ees D[k], qu'il est di�cile de calculer. Le �ltrage de Wiener simpli�e le probl�emeimposant que L soit un op�erateur lin�eaire.Estimation lin�eaire Le �ltre de Wiener calcule le meilleur estimateur ~X[n] qui soitcombinaison lin�eaire des fD[k]gk2Z et qui minimise (4.16). Le th�eor�eme suivant montreque l'erreur obtenue est d�ecorr�el�ee des donn�ees.Th�eor�eme 4.2 Un estimateur lin�eaire ~A d'une variable al�eatoire A:~A = +1Xk=�1a[k]D[k]minimise �(a) = Ef(A� ~A)2g si et seulement siEf(A� ~A)D[k]g = 0 pour tout k 2 Z . (4.18)



4.2. FILTRAGE DE WIENER 51L'erreur minimum est �(a) = EfA2g � +1Xk=�1a[k]EfAD[k]g : (4.19)D�emonstration On calcule�(a) = E(�A� +1Xk=�1a[k]D[k]��A� +1Xk=�1a[k]D[k]�) : (4.20)Au minimum, @�(a)@a[n] = �2E(�A� +1Xk=�1a[k]D[k]�D[n]) = 0;ce qui d�emontre (4.18). Comme@2�(a)@a[n]2 = 2EfjD[n]j2g � 0;ce point critique est un minimum de la forme quadratique (4.20). On montre que �(a) =Ef(A� ~A)Ag en en utilisant (4.18) dans (4.20), d'o�u l'on d�eduit (4.19).2Appliqu�e �a A = X[n], le th�eor�eme 4.2 montre qu'un estimateur lin�eaire ~X[n] minimiseEf(X[n]� ~X[n])2g si et seulement siEf(X[n]� ~X[n])D[k]g = 0 pour tout n; k. (4.21)Le th�eor�eme suivant montre que l'estimateur lin�eaire optimal ~X qui minimise l'erreurmoyenne se calcule avec un �ltre dont la fonction de transfert est sp�eci��ee en fonction dela puissance spectrale du signal R̂X(ei!) et du bruit R̂B(ei!).Th�eor�eme 4.3 (Wiener) L'estimateur lin�eaire qui minimise l'erreur quadratique moyenneest ~X = D ? h avec ĥ(ei!) = R̂X(ei!)R̂X(ei!) + R̂B(ei!) : (4.22)L'erreur minimum r�esultante est� = En(X[n]� ~X[n])2o = 12� Z 2�0 R̂X(ei!) R̂B(ei!)R̂X(ei!) + R̂B(ei!) d! : (4.23)D�emonstration Soit ~X[n] un estimateur lin�eaire de X[n]:~X[n] = +1Xl=�1h[n; l]D[l]: (4.24)



52 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SIGNAL AL�EATOIRELa condition de non-corr�elation (4.21) signi�e que pour tout n; kEfX[n]D[k]g = Ef ~X[n]D[k]g = +1Xl=�1h[n; l]EfD[l]D[k]g:Comme D[k] = X[k] +B[k] et EfX[n]B[k]g = 0, on en d�eduit queEfX[n]X[k]g = +1Xl=�1h[n; l]�EfX[l]X[k]g+ EfB[l]B[k]g�: (4.25)Le signal et le bruit �etant stationnaire EfX[n]X[k]g = RX [n � k] et EfB[n]B[k]g =RB[n � k] donc h[n; k] ne d�epend que de n � k et peut s'�ecrire h[n; k] = h[n � k]. Ond�eduit de (4.24) que ~X = D ? h est un processus stationnaire. Avec les changements devariables m = n� k et p = n� l la relation (4.25) se r�e�ecritRX [m] = +1Xp=�1h[p]�RX [m� p] +RB[m� p]�et donc RX [m] = (RX +RB) ? h[m] :En calculant la transform�ee de Fourier de chaque membre de cette �egalit�e on en d�eduit(4.22).L'erreur de l'estimation se calcule avec (4.19) pour A = X[n] et a[k] = h[n� l]� = EfX2[n]g � +1Xl=�1h[n� l]EfX[n]D[l]g :Comme D[l] = X[l] +B[l] et que EfX[n]B[l]g = 0� = RX [0]� +1Xl=�1h[n� l]RX [n� l] = RX [0]� +1Xl=�1h[l]RX [l] :Cette relation s'exprime en fonction des transform�ees de Fourier de RX et de h en utilisantla formule de Parseval (3.20)� = 12� Z ��� R̂X(ei!) d! � 12� Z ��� R̂X(ei!) ĥ(ei!) d! ;d'o�u l'on d�eduit (4.23) en ins�erant (4.22). 2Ce th�eor�eme d�emontre que la meilleur estimation lin�eaire est obtenu par �ltrage. Lafonction de transfert ĥ(!) est proche de 1 lorsque le rapport signal sur bruit R̂X(!)R̂B(!) estgrand �a la fr�equence !. Lorsque ce rapport ce r�eduit, la valeur de ĥ(!) tend vers 0 a�nd'�eliminer les composantes fr�equentielles o�u le bruit domine le signal.



4.2. FILTRAGE DE WIENER 53Si X[n] est un vecteur gaussien et B[n] est un bruit blanc gaussien, alors l'estimateurlin�eaire optimal est aussi optimal parmi les estimateurs non lin�eaires. En e�et, deuxvariables al�eatoires conjointement gaussiennes sont ind�ependantes si et seulement si ellessont d�ecorr�el�ees [8]. Comme X[n] � ~X[n] est conjointement gaussien avec D[k], la non-corr�elation (4.21) signi�e que X[n]� ~X [n] et D[k] sont ind�ependants pour tout k; n. Dansce cas, on peut montrer que que ~X est �egale �a l'estimateur optimal (4.17).La valeur num�erique de l'erreur est souvent exprim�ee par le rapport signal sur bruit(SNR pour Signal to Noise Ratio), qui se mesure en d�ecibels parSNRdb = 10 log10� EfX2[n]gEf(X[n]� ~X[n])2g� : (4.26)
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(c)Figure 4.1: (a): R�ealisation d'un processus gaussien X. (b): Signal bruit�e obtenu enajoutant un bruit blanc gaussien (SNR = -0,48db). (c): Estimation de Wiener ~X (SNR= 15,2db).Exemple La �gure 4.1(a) montre une r�ealisation d'un processus gaussien X obtenupar un �ltrage passe-bas d'un bruit blanc gaussien B0 de variance �20:X[n] = B0 ? g[n];avec g[n] = cos2 � �n2K� 1[�K;K][n] :Le th�eor�eme 4.1 montre queR̂X(ei!) = R̂B(ei!) jĝ(ei!)j2 = �20 jĝ(ei!)j2:



54 CHAPITRE 4. TRAITEMENT DU SIGNAL AL�EATOIRELe signal bruit�e D de la �gure 4.1(b) est contamin�e par un bruit blanc B de variance �2.L'estimation de la �gure 4.1(c) est calcul�ee par le �ltre de Wiener (4.22):ĥ(ei!) = �20 jĝ(ei!)j2�20 jĝ(ei!)j2 + �2 :C'est un �ltre passe-bas qui moyenne le signal bruit�e a�n d'�eliminer les uctuations dubruit blanc. Dans ce cas le signal X et le bruit B �etant conjointement gaussiens, le �ltrede Wiener est aussi optimal parmi tous les estimateurs non-lin�eaires.La �gure 4.2 montre un second example o�u les r�ealisations d'un processus non gaussienX sont des signaux r�eguliers par morceaux. Si l'on connait la puissance spectrale de X,on peut alors calculer le �ltre de Wiener, ce qui a �et�e fait en (c). On voit que le �ltrede Wiener laisse du bruit dans les r�egions r�eguli�eres du signal. Un lissage plus fortaurait d�egrad�e davantage les discontinuit�es du signal ce qui aurait augment�e l'erreur del'estimation. Dans ce cas, un estimateur non-lin�eaire e�ectuant un lissage adaptatif peutnettement r�eduire l'erreur.
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(c)Figure 4.2: (a): R�ealisation d'un processus non gaussien X. (b): Signal bruit�e contamin�epar un bruit blanc gaussien (SNR = 21,9db). (c): Estimation de Wiener ~X (SNR=25,9db).



Chapitre 5Traitement de la ParoleLe traitement de la parole n�ecessite une analyse physiologique des m�ecanismes de produc-tion, ce qui permet de comprendre les propri�et�es particuli�eres de ce type de signal. Celamotive notament l'utilisation de mod�eles autor�egressifs. L'identi�cation des param�etresde ces mod�eles se fait par r�egression lin�eaire. Outre les applications �a la reconnaissancede la parole, ces mod�eles permettent de coder e�cacement les signaux de parole pour lat�el�ephonie cellulaire.5.1 Mod�elisation du signal de parole5.1.1 ProductionLa production de la parole se fait en trois �etapes. Les poumons compressent de l'air quiest envoy�e �a travers la trach�ee. Cet air passe par le larynx qui est compos�e d'un syst�emede cartilages et de muscles incluant les cordes vocales. Le larynx produit alors un signald'excitation qui se propage �a travers le conduit vocal. C'est la d�eformation du conduitvocal qui produit l'articulation de la parole. Les �el�ements principaux de cette articulationsont la langue, les l�evres et la machoire inf�erieure. La �gure 5.1 illustre l'appareil phona-toire.Excitation Le larynx peut produire des signaux d'excitation di��erents. Les sons vois�estels que les voyelles sont produits par vibration des cordes vocales. L'air est forc�e �a traversles cordes vocales qui vibrent comme les l�evres d'un trompettiste. Cela produit un train dequasi-impulsions, illustr�e en �gure 5.2, qui est envoy�e dans le conduit vocal. La fr�equencedes r�ep�etitions, appel�ee \pitch", est essentiellement contrôl�ee par la tension des cordesvocales. Elle correspond �a la fr�equence fondamentale (hauteur) du son. Dans le cas de lavoix parl�ee, le pitch est typiquement entre 100Hz et 300Hz. Une soprano peut cependantaugmenter cette fr�equence jusqu'�a 3600Hz.Pour un chuchotement, les cordes vocales ne vibrent pas mais laissent un passage �etroitentre les cartilage du larynx, qui envoie un air turbulent dans le conduit vocal. Cet airturbulent peut être mod�elis�e par un bruit Gaussien, dont la puissance spectrale a un largesupport fr�equentiel. 55



56 CHAPITRE 5. TRAITEMENT DE LA PAROLE

Figure 5.1: Syst�eme phonatoire [6].
Figure 5.2: Train de quasi-impulsions �emises par les cordes vocales.ArticulationLe conduit vocal donne l'articulation au son qui caract�erise chaque phon�eme.Nous avons vu que pour un son vois�e, le larynx �emet un train d'onde riche en harmoniquesqui est �ltr�e par le conduit vocal. Ce conduit vocal a des r�esonances appel�ees \formants".La d�eformation du conduit vocal d�eplace les fr�equences de r�esonance, ce qui permet deformer toutes les voyelles et certaines consonnes. Pour des sons non-vois�es, le conduitvocal peut aussi e�ectuer des constrictions qui produit des fricatives ou des sons chuint�estelles que le [s] et le [ch]. Les sons plosifs sont produits par une fermeture du conduitvocal ce qui cr�ee une occlusion. Le relâchement brutal de cette occlusion produit alorsune plosive telle que [p] ou [t]. L'articulation du son est aussi a�ect�ee par l'ouverture dela cavit�e nasale. Des cat�egorisations tr�es d�etaill�ees des di��erents sons de parole ont �et�efaites par les phon�eticiens.5.1.2 Conduit vocalLe conduit vocal peut se mod�eliser comme la juxtaposition de plusieurs cylindres de mêmelongueur �egale �a � mais de diam�etres variables, comme l'illustre la �gure 5.3. Chaquecylindre est un syst�eme lin�eaire avec en entr�ee une onde directe fn�1(t) mesurant le d�ebitdu ot d'air qui passe �a l'entr�ee du cylindre par unit�e de temps, et une onde inversebn�1(t). En sortie, on a onde directe fn(t) et une onde inverse bn(t) qui est reli�ee �a l'entr�ee



5.1. MOD�ELISATION DU SIGNAL DE PAROLE 57
Figure 5.3: Le conduit vocal peut se mod�eliser comme une succession de cylindres demême longueur � ayant des diam�etres di��erents.par une matrice Tn qui d�epend de l'imp�edance acoustique des cylindres n� 1 et n� fn(t)bn(t) � = Tn� fn�1(t)bn�1(t) �Si l'on cascade la r�eponse de chaque cylindre, on obtient� fp(t)bp(t) � = T � f0(t)b0(t) �avec T = pYn=1Tn:On discr�etise ce syst�eme avec un pas d'�echantillonnage de �c qui est le temps depropagation de l'onde acoustique dans chaque cylindre. Le signal d'entr�ee est le signaldiscret f0[n] = f0(n�c )� b0(n�c );tandis que le signal de sortie estfp[n] = fp(n�c )� bp(n�c ):En �ecrivant les �equations de propagation des ondes et les conservations de d�ebit et depression au travers des jonctions des cylindres, on peut calculer la fonction de transfertqui relie la transform�ee en z de f0[n] et de fp[n] �a partir des diam�etres de chacun descylindres f̂p(z)f̂0(z) = ĥ(z):En l'absence de perte le long du syst�eme, on peut montrer que ĥ(z) a N pôles mais n'apas de z�eros. C'est donc un �ltre autor�egressif qui peut s'�ecrireĥ(z) = 1a0 + a1z�1 + ::: + aNz�N :Cette condition reste valable tant que le conduit vocal peut être repr�esent�e par un seultube sans embranchement. On n�eglige donc l'inuence introduite par le conduit nasal
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Figure 5.4: La �gure de gauche donne la position des 8 pôles d'un �ltre autor�egressiftandis que la �gure de droite donne le module jĥ(ei!)jdb.ainsi que les pertes d'�energie dues aux vibrations des parois du conduit vocal et aux fric-tions.Formants Ce mod�ele simpli��e montre que le conduit vocal peut être repr�esent�e parun �ltre autor�egressif dont les param�etres a[k] d�ependent de la con�guration du conduitvocal. Ce �ltre �etant causal et stable, nous savons que les pôles de ĥ(z) sont tous demodule plus petit que 1. Les pôles de ĥ(z) qui sont proches du cercle unit�e produisent unpic dans le module de la r�eponse fr�equentielle jĥ(ei!)j. Ces pics de fr�equence sont appel�esformants. Ils ont une importance particuli�ere pour la reconnaissance des sons produits.Plus le z�ero est proche du cercle unit�e, plus le formant est prononc�e. Les formants deplus grande amplitude sont g�en�eralement les 2 premiers, apparaissant aux plus bassesfr�equences. La �gure 5.4 donne un exemple de �ltre autor�egressif ayant 8 pôles dont laposition est indiqu�ee dans le plan complexe. La r�eponse fr�equentielle jĥ(ei!)jdb est donn�ee�a droite.5.1.3 ExcitationSons vois�es En mode vibratoire, les cordes vocales �emettent un train d'onde qui peuts'�ecrire f(t) = +1Xn=�1 g(t� nT ) = g(t) ? +1Xn=�1 �(t� nT ):o�u g(t) est une onde �el�ementaire dont le support est petit devant T (voire �gure 5.2).On peut supposer que cette onde est ind�ependante de la forme du conduit vocal. En



5.1. MOD�ELISATION DU SIGNAL DE PAROLE 59appliquant la formule de Poisson (2.40), on calcule la transform�ee de Fourier de f(t)f̂(!) = ĝ(!)2�T +1Xn=�1 �(! � 2n�T ) = 2�T +1Xn=�1 ĝ(2n�T )�(! � 2n�T ):C'est une succession d'harmoniques dont l'enveloppe est �egale a ĝ(!).On a vu que le conduit vocal est �equivalent �a un �ltre lin�eaire de fonction de transfertĥ(!). La transform�ee de Fourier du son �emis est doncf̂(!)ĥ(!) = ĥ(!)ĝ(!)2�T +1Xn=�1 �(! � 2n�T ):Cette r�eponse peut être mod�elis�ee comme un train d'impulsions de Diracs qui passe �atravers un �ltre dont la fonction de transfert est sp�eci��ee par l'enveloppe totale ĥ(!)ĝ(!).On sait que la discr�etisation de l'onde se propageant dans le conduit vocal peut semod�eliser par un �ltrage autor�egressif. La discr�etisation de g(t) peut de même être ap-proxim�ee par un �ltre autor�egressif. Un signal de parole vois�e discr�etis�e se mod�elisedonc par un train d'impulsion de Diracs discrets P+1k=�1 �[n� kT ] �ltr�e par un �ltre au-tor�egressif qui d�epend �a la fois du conduit vocal et de la forme de l'impulsion g(t) produitepar les cordes vocales.Sons non vois�es Les sons non vois�es sont produits par un signal turbulent �emis parle larynx qui est ensuite modi��e par le conduit vocal. La discr�etisation de ce signal tur-bulent peut être mod�elis�ee par un processus Gaussien stationnaire Y [n] dont la puissancespectrale R̂Y (ei!) �a une �energie qui est r�epartie sur une large bande de fr�equence. Un telprocessus peut aussi s'ecrire comme un bruit blanc Gaussien B[n] �ltr�e par un �ltre g[n]Y [n] = B ? g[n]:Le th�eor�eme 4.1 prouve que la puissance spectrale de Y [n] est reli�ee a ĝ(ei!) parR̂Y (ei!) = jĝ(ei!)j2:Nous avons vu que le conduit vocal se comporte comme un �ltre AR de r�eponseimpulsionelle h[n]. Le son produit est alors mod�elis�e par le processusX[n] = Y ? h[n] = B ? g ? h[n]:Un tel signal discr�etis�e se mod�elise donc par un bruit blanc discret B[n] �ltr�e par g ? h[n]dont la fonction de transfert est ĝ(z)ĥ(z). En g�en�eral, ĝ(z) peut avoir des z�eros. Cesz�eros sont neglig�es car leur importance perceptuelle est secondaire �a côte des pôles. Onmod�elise donc ĝ(z)ĥ(z) par un seul �ltre autor�egressif.Mod�ele synth�etique Suivant que le son est vois�e ou non, le signal de parole peut semod�eliser comme un train d'impulsion ou comme la r�ealisation d'un bruit blanc �ltr�e parun �ltre autor�egressif dont les caract�eristiques d�ependent du son prononc�e. Dans le cas
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Figure 5.5: Mod�elisation d'un son de parole par une excitation p�eriodique ou al�eatoire,�ltr�ee par un �ltre autor�egressif.d'un son vois�e, la p�eriode des impulsions (pitch) est un param�etre qui doit être d�etermin�e.Ce mod�ele est illustr�e par la �gure 5.5.Stationnarit�e Le conduit vocal ne se comporte comme un �ltre lin�eaire homog�ene quesur des intervalles de temps relativement petits. Sur une dur�ee plus longue, un signalde parole est non stationnaire puisque les sons changent au cours du temps. La tailledes intervalles sur lesquels le son peut être approxim�e par une excitation modul�ee par un�ltre homog�ene d�epend de la nature du son. Pour une voyelle, cette approximation estvalable sur environ 10�2 seconde alors que beaucoup de sons de consonnes telles que lesplosives ne restent pas stationnaires sur cette dur�ee. La variation de ces intervalles destationnarit�e est l'une des di�cult�es du traitement de la parole.5.2 Processus autor�egressifsUn son non vois�es est mod�elis�e comme �etant un bruits blanc �ltr�e par un �ltre autor�egressifstable. Le processus r�esultant est appell�e processus autor�egressif. Cette classe de processusest souvent utilis�ee en traitement du signal car les param�etres d'un mod�ele autor�egressifpeuvent facilement être calcul�es �a partir de l'autocovariance.Un processus autor�egressif X[n] s'�ecritX[n] = B ? h[n] (5.1)o�u B[n] est un bruit blanc de variance �2 et h est un �ltre autor�egressif normalis�e dontla fonction de transfert s'�ecrit̂h(z) = 11� a1z�1 � :::� apz�p :On suppose que ce �ltre est causal et stable et donc que ses poles sont inclus dans le cercleunit�e. Le th�eor�eme 4.1 montre que X[n] est un processus stationnaire dont la puissancespectrale est R̂X(ei!) = R̂B(ei!) jĥ(ei!)j2 = �2j1�PNk=1 ake�ik!j2 ;



5.2. PROCESSUS AUTOR�EGRESSIFS 61car R̂B(ei!) = �2.On a vu en (3.34) qu'un �ltre autor�egressif relie l'entr�ee et la sortie par une �equationr�ecurrente (3.28). Comme X[n] = B ? h[n] on obtientX[n]� NXk=1 akX[n� k] = B[n]: (5.2)Cette �equation est une r�egression lin�eaire de X[n] sur N valeurs pass�ees fX[n�k]g1�k�N ,et l'erreur B[n] est l'innovation au temps n, non pr�evue par la r�egression.Pour identi�er un processus autor�egressif �a partir d'une r�ealisation il nous faut calculerles constantes de r�egression fakg1�k�N . Comme X est stationaire, on peut estimer sacovariance RX [k] �a partir d'une r�ealisation avec la somme empirique (4.8). Or nous allonsmontrer que l'on peut calculer les constantes de r�egression en r�esolvant un syst�eme lin�eairefaisant intervenir RX .L'autocovariance se calcule directement �a partir de l'�equation r�ecurrenteX[n]� NXk=1 akX[n� k] = B[n]: (5.3)En multipliant par X[n� l] de chaque côt�e de (5.3) et en calculant l'esp�erance on obtientEfX[n]X[n� l]g � E( NXk=1 akX[n� k]X[n� l]) = EfB[n]X[n� l]g:Comme h est un �ltre causal, X[n � k] = B ? h[n � k] est une combinaison lin�eaire defB[l]gl�n�k. Par ailleur B �etant un bruit blanc, EfB[n]X[n� l]g = 0 si l > 0 et doncRX [l]� NXk=1 akRX [l � k] = 0: (5.4)Si l'on r�e�ecrit (5.4) pour 1 � l � N , on obtient le syst�eme de N �equations de Yule-Walker qui s'�ecrit sous forme matricielle0BBBBBB@ RX [0] RX [1] ::: RX [N � 1]RX [�1] RX [0] ::: RX [N � 2]: : ::: :: : ::: :: : ::: :RX [�N + 1] RX [�N + 2] ::: RX [0]
1CCCCCCA
0BBBBBB@ a1a2:::aN

1CCCCCCA = 0BBBBBB@ RX [1]RX [2]:::RX [N ]
1CCCCCCA : (5.5)Si cette matrice sym�etrique n'est pas singuli�ere alors le vecteur de coe�cients (ak)1�k�Ns'obtient �a partir de RX [n] en inversant la matrice. L'algorithme rapide de Levinson-Durbin permet d'e�ectuer ce calcul avec O(N2) op�erations [1].On peut calculer la covariance RX en fonction des ak en r�esolvant l'�equation r�ecurrenteRX [l]� NXk=1 akRX [l � k] = 0:



62 CHAPITRE 5. TRAITEMENT DE LA PAROLEOn peut v�eri�er que la solution s�ecritRX [l] = N�1Xk=0 �k (ck)l;o�u les ck sont les racines de l'�equation1� NXk=1 ak z�k = 0 :Les ck sont les pôles de ĥ(z) et comme h est stable, jckj < 1 pour tout 0 � k < N . On end�eduit l'autocovariance d�ecroit exponentiellement liml!+1RX [l] = 0.La variance du bruit blanc B[n] se calcule �a partir de (5.3) en observant que commeB[n] est ind�ependant de X[n� l]�2 = EfB[n]2g = EfB[n]X[n]g = RX [0]� NXk=1 akRX [k]: (5.6)Comme les coe�cients ak ne d�ependent que de RX [l], la variance du bruit blanc est aussienti�erement d�e�nie par RX [l].5.3 Estimation d'un mod�ele de paroleNous avons expliqu�e qu'un signal de parole peut localement être approxim�e par une exci-tation e[n] �ltr�ee par un �ltre AR dont les param�etres d�ependent du son prononc�e. Pourdes applications de reconnaissance et de codage, on veut identi�er l'excitation ainsi queles param�etres du �ltre. On isole une portion d'un signal de parole f [n] en le multipliantavec une fenêtre w[n] de taille P centr�ee en un instant pPx[n] = f [n]w[n� pP ];comme le montre la �gure 5.6. On prend P su�samment petit pour que le son isol�e puisseêtre consid�er�e comme stationnaire. Par exemple, la fenêtre de Hamming est d�e�nie parw[n] = � 0:54 + 0:46 cos(2�nP ) si jnj < P20 sinonLe signal r�esultant x[n] poss�ede au plus P coe�cients non-nuls. Dans un mod�ele deparole, x[n] est produit par une excitation e[n] �ltr�ee par un �ltre AR dont la fonction detransfert est renormalis�ee pour s'�ecrireĥ(z) = 11� a1z�1 � :::� aNz�N :
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Figure 5.6: Des portions du signal de parole sont isol�ees par des fenêtres, qui couvrentdes intervalles de temps o�u le signal peut être consid�er�e comme stationnaire.Calcul de l'excitation De nombreuses techniques ont �et�e d�evelopp�ees pour d�eterminerle voisement et le pitch d'un son. Une approche particuli�erement simple est bas�ee sur lasomme des di��erences du signal �a intervalles k variablesd[k] = 1P Xn jx[n]� x[n� k]j: (5.7)Si le signal est vois�e et que la fr�equence des impulsions est T alors d[k] a un minimum ak = T . Lorsque le minimum de d[k] n'est pas su�samment bas, on en d�eduit que le sonest non vois�e. Cet algorithme a l'avantage de ne n�ecessiter aucune multiplication et doncde s'impl�ementer tr�es rapidement.5.3.1 R�egression lin�eairePour identi�er tous les param�etres d'un son, il nous faut estimer les param�etres ak du�ltre AR qui sp�eci�ent les propri�et�es du conduit vocal. Lorsque l'excitation est un bruitblanc, le signal est la r�ealisation d'un processus autor�egressif X[n] et les �equations deYule-Walker (5.5) permettent de calculer les param�etres ak �a partir de l'autocovarianceRX . Nous allons retrouver ce r�esultat d'un point de vue d�eterministe par un calcul der�egression lin�eaire.Le signal x[n] satisfait l'�equation r�ecurrentex[n]� NXk=1 akx[n� k] = e[n]:On peut interpr�eter ~x[n] = NXk=1 ak x[n� k] (5.8)comme une estimation de x[n] �a partir deN valeurs pass�ees, auquel cas l'erreur d'estimationn'est autre que l'excitation x[n]� ~x[n] = e[n]:Si e[n] est la r�ealisation d'un bruit blanc, donc non corr�el�ee d'un �echantillon �a l'autre,chaque e[n] peut être consid�er�e comme l'innovation apport�ee par l'excitation relativement



64 CHAPITRE 5. TRAITEMENT DE LA PAROLE�a la pr�ediction de x[n] par son pass�e. Ce point de vue permet de poser l'identi�cation desparam�etres ak du �ltre AR comme un probl�eme de pr�ediction lin�eaire. Etant donn�e unsignal x[n], on veut calculer les coe�cients de r�egression tels que l'estimation (5.8) g�en�ereune erreur +1Xn=�1(x[n]� ~x[n])2 = +1Xn=�1 e2[n] (5.9)qui est minimum. Pour e�ectuer ce calcul on introduit l'autocorr�elation empirique dusignal x[n] rx[k] = +1Xn=�1x[n� k]x[n]: (5.10)Cette somme s'�etend seulement sur P valeurs car x[n] a au plus P valeurs cons�ecutivesnon nulles. Le th�eor�eme suivant caract�erise les coe�cients de r�egression de ~x[n].Th�eor�eme 5.1 (Pr�ediction lin�eaire) Les coe�cients de r�egression fakg1�k�N du sig-nal ~x[n] =PNk=1 ak x[n� k] qui minimise� = +1Xn=�1 jx[n]� ~x[n]j2sont solutions du syst�eme0BBBBBB@ rx[0] rx[1] ::: rx[N ]rx[�1] rx[0] ::: rx[N � 1]: : ::: :: : ::: :: : ::: :rx[�N ] rx[�N + 1] ::: rx[0]
1CCCCCCA
0BBBBBB@ a1a2:::aN

1CCCCCCA = 0BBBBBB@ rx[1]rx[2]:::rx[N ]
1CCCCCCA : (5.11)

L'erreur r�esultante est � = rx[0]� NXk=1 ak rx[k]: (5.12)D�emonstration La d�emonstration se fait par une interpr�etation g�eom�etrique duprobl�eme de minimisation Le signal x[n] a une �energie �nie et donc appartient �a l'espacel2(Z) muni de la norme kx[n]k2 = +1Xn=�1 jx[n]j2et du produit scalaire < x[n]; y[n] >= +1Xn=�1x[n] y[n]:Le vecteur ~x[n] est une combinaison lin�eaire des vecteurs fxk[n] = x[n � k]g1�k�N etappartient donc �a l'espace V g�en�er�e par ces N vecteurs. Minimiser l'erreur de pr�ediction



5.3. ESTIMATION D'UN MOD�ELE DE PAROLE 65(5.9) revient donc trouver un vecteur ~x[n] de V qui minimise kx� ~xk2. Le th�eor�eme deprojection prouve que ce vecteur est la projection orthogonale de ~x dans V. C'est doncun vecteur tel que x � ~x est orthogonal �a tous les vecteurs de V et en particulier auxvecteurs fx[n� k]g1�k�N< x[n]� ~x[n]; x[n� k] >= +1Xn=�1(x[n]� ~x[n])x[n� k] = 0:En ins�erant (5.8) ces �equations se r�e�ecrivent+1Xn=�1x[n]x[n � k]� NX1=0 a[p] +1Xn=�1x[n� p]x[n� k] = 0: (5.13)En ins�erant (5.10) on obtientNXp=1 a[p]rx[k � p] = rx[k] ; pour 1 � k � N;qui correspond au syst�eme de N �equations �a N inconnues (5.11).Comme x[n] � ~x[n] est orthogonal �a tout vecteur dans V et donc �a ~x[n], l'�energie del'erreur peut s'�ecrire� =< x[n]� ~x[n]; x[n]� ~x[n] >=< x[n]� ~x[n]; x[n] > :En rempla�cant ~x[n] par son expression (5.8), on obtient� = +1Xn=�1x[n]x[n] � NXp=1 a[p] +1Xn=�1x[n� p]x[n]et donc (5.12) 2Filtre AR pour sons non-vois�es Un son non-vois�e est modelis�e par bruit blanc traver-sant un �ltre AR. En comparant le syst�eme de Yule-Walker (5.5) et le syst�eme (5.11), ons'aper�coit que ces �equations sont identiques lorsque l'on remplace l'autocorr�elation RX [k]du processus X[n] par l'autocorr�elation empirique rx[k] du signal x[n]. Si e[n] est uner�ealisation du bruit blanc B[n] alors x[n] est une r�ealisation du processus autor�egressifX[n]. L'autocorr�elation empirique rx[k] peut donc s'interpr�eter comme une estimationde la v�eritable autocorr�elation RX [k] du processus. Les �equations de pr�edictions lin�eaires(5.11) sont donc une approximation des �equations de Yule-Walker (5.5), qui permettentd'estimer les coe�cients a[k] du �ltre AR. La r�esolution du syst�eme (5.11) peut se faireen utilisant l'algorithme rapide de Levinson-Durbin qui n�ecessite O(N2) op�erations [1].Filtre AR pour son vois�e Lorsque le son est vois�e, l'algorithme de r�egression lin�eairedonne aussi une bonne estimation du �ltre AR. La justi�cation est cependant plus com-pliqu�ee et nous n'en donnons qu'une explication super�cielle. Le signal de parole f [n] est



66 CHAPITRE 5. TRAITEMENT DE LA PAROLEconstruit en �ltrant un train d'impulsione[n] = +1Xk=�1 �[n� kT ]avec un �ltre AR h[n] et x[n] est obtenu en multipliant f [n] par la fenêtre w[n� pP ]x[n] = w[n� pP ] (e ? h)[n]:On peut en d�eduire que le spectre x̂(ei!) est la somme de composantes harmoniquessitu�ees autour des fr�equences ! = 2k�T dont l'amplitude est proportionnelle a ĥ(e 2k�T ).Pour v�eri�er que le �ltre obtenu par r�egression lin�eaire est proche du �ltre h[n] on montreque l'optimisation des coe�cients ak de la r�egression lin�eaire calcule un �ltre autor�egressifqui interpole approximativement les valeurs ĥ(e 2k�T ). Comme le �ltre ĥ(ei!) est lui-mêmeautor�egressif, on en d�eduit que la r�egression lin�eaire optimale calcule une approximationde ce �ltre.5.3.2 Compression par pr�ediction lin�eairePour la t�el�ephonie et en particulier les t�el�ephones cellulaires, le d�ebit d'information estlimit�e par la gamme de fr�equences utilisable pour la transmission. Au contraire, la de-mande augmente constamment, ce qui n�ecessite de transmettre toujours plus de conver-sations. Une solution est de comprimer le signal de parole pour augmenter le nombrede conversations sous contrainte d'un d�ebit �xe. La qualit�e du signal de parole peutêtre d�egrad�ee mais le codage doit maintenir une bonne intelligibilit�e des sons prononc�es.Pour des forts taux de compression, le codage par pr�ediction lin�eaire est actuellement latechnique la plus e�cace.Le standard LPC-10 demande 2400bits/s pour coder un signal de parole �echantillonn�e�a 8kHz. Le signal de parole est divis�e sur des fenêtres de P = 180 �echantillons. Un �ltreAR d'ordre N = 10 est calcul�e pour chaque fenêtre, �a partir de l'autocorr�elation du signal,par r�egression lin�eaire. Le voisement et le pitch sont d�etermin�es en testant l'amplitude desdi��erences (5.7) �a intervalles variables. Pour les signaux vois�es, on code aussi l'intervalleT du pitch, en quanti�ant uniform�ement logT . Les algorithmes de quanti�cation sontpr�esent�es dans le paragraphe 7.2.La quanti�caton des coe�cients ak va d�eplacer les pôles du �ltre AR, qui risquent desortir du cercle unit�e. Le �ltre r�esultant est alors instable. Pour guarantir la stabilit�edu �ltre AR, on quanti�e plutot un ensemble de N param�etres, appell�es coe�cients der�eexion fKmg1�m�N [1]. Ces coe�cients charact�erisent les valeurs des fakg1�k�N et onpeut v�eri�er que le �ltre AR est stable si et seulement si jKmj < 1 pour 1 � m � N . Ilsu�t donc de s'assurer que les valeurs quanti��ees des Km restent plus petites que 1 pourobtenir un �ltre AR stable.A la r�eception, on restaure un signal dans chaque fenêtre de 180 �echantillons en util-isant les param�etres du code. Si l'excitation est cod�ee comme �etant un bruit blanc,elle est reproduite avec un g�en�erateur de nombres al�eatoires. Sinon, on g�en�ere un traind'impulsions s�epar�ees par un intervalle T dont la valeur a �et�e cod�ee. Cette excitation estensuite �ltr�ee par le �ltre AR dont les coe�cients de r�eection ont �et�e transmis.



5.3. ESTIMATION D'UN MOD�ELE DE PAROLE 67La qualit�e de ce code peut être am�elior�ee en reproduisant plus �d�element l'excitatione[n]. Au lieu de coder cette excitation comme un bruit blanc ou un train d'impulsions,des techniques de quanti�cations vectorielles permettent de restaurer des propri�et�es im-portantes de cette excitation de fa�con a synth�etiser des voix de meilleure qualit�e. Cescodes sont appel�es \Coded Excited Linear Predictive Filters" (CELP).5.3.3 Reconnaissance de la paroleLa d�ecouverte dans les ann�ees 50 des propri�et�es acoustiques de la parole ainsi que de lastructure des formants a ouvert la possibilit�e d'automatiser la reconnaissance de la parole.Plus de 40 ans plus tard, le probl�eme se r�ev�ele bien plus di�cile qu'on ne s'y attendait.On distingue plusieurs types de probl�emes. La reconnaissance de mots isol�es s�epar�es parune pause, la d�etection de mots appartenant �a un vocabulaire limit�e dans un ot continude parole, et la reconnaissance de parole sans pose. Les di�cult�es de la reconnaissancede parole ont diverses origines.� Variations mono-locuteur. La prononciation est souvent d�eform�ee. Par exemple, le \et"peut être r�eduit �a un simple grognement. La prononciation d'un phon�eme est aussi af-fect�ee par le son avant et apr�es. En�n, le d�ebit de parole peut varier de fa�con consid�erable.� Variations multi-locuteurs. Par exemple, pour les sons vois�es, la position des 2 premiersformants varient d'un locuteur �a l'autre.� Ambigu��t�e des sons. Les variables acoustiques ne sp�eci�ent pas toujours de fa�conunique les variables phon�etiques. Il est souvent n�ecessaire d'utiliser des informationscompl�ementaires provenant de la structure du langage.� Bruits et interf�erences. Un son de parole est souvent superpos�e avec d'autres sonsprovenant �eventuellement d'une autre conversation, qu'il est n�ecessaire d'�eliminer lors dela reconnaissance.Reconnaissance de mots isol�es La localisation fr�equentielle des formant donne desindications essentielles pour reconnâ�tre les phon�emes et donc les mots isol�es qu'ils com-posent. Ces formants peuvent être identi��es �a partir de la position des pôles du �ltreautor�egressif associ�e, comme on l'a expliqu�e au paragraphe 5.1.2. Cependant, l'utilisationdes formants n'est souvent pas su�sante pour obtenir un bon taux de reconnaissance. Onam�eliore la reconnaissance en mesurant les probabilit�es de transition d'un son �a un autre.A partir d'un mod�ele bas�e sur des châ�nes de Markov, on cherche alors le mot qui a uneprobabilit�e conditionnelle maximum, �etant donn�e le signal observ�e.Le d�ebit de parole �etant un param�etre non contrôl�e, il est aussi n�ecessaire de renor-maliser le temps pour faire correspondre le son avec les structures de r�ef�erence utilis�eespour la reconnaissance. Cela peut se faire avec des dilatations et compressions arbitrairesen essayant d'optimiser un crit�ere de correspondance. D'autres algorithmes e�ectuent desdilatations temporelles locales, guid�ees par les structures du son.Il existe actuellement des softwares commerciaux e�ectuant de la reconnaissance demots isol�es. Pour la parole continue, la �abilit�e n'est pas su�sante pour que cela soitutilis�e comme interface standard avec des syst�emes d'information tel qu'un ordinateur.
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Chapitre 6Analyse Temps-Fr�equenceEn �ecoutant de la musique, nous percevons clairement les variations temporelles des\fr�equences" sonores. On met en �evidence les propri�et�es temporelles et fr�equentiellesdes sons grâce �a la transform�ee de Fourier �a fenêtre, qui d�ecompose les signaux en fonc-tions �el�ementaires bien concentr�ees en temps et en fr�equence. La mesure des variationstemporelles des \fr�equences instantan�ees" est une application importante, qui illustre leslimitations impos�ees par le principe d'incertitude de Heisenberg.6.1 Transform�ee de Fourier �a fenêtreOn peut classi�er les sons suivant leurs propri�et�es fr�equentielles. Par exemple, les fr�equencesde r�esonance du conduit vocale produisent des \formants" qui caract�erisent les voyelles.La transform�ee de Fourier ne peut pas être utilis�ee carf̂(!) = Z +1�1 f(t)e�i!tdtd�epend des valeurs de f(t) �a tout instant. Pour di��erencier des sons produits successive-ment, on d�e�nit une transform�ee de Fourier �a fenêtre qui s�epare les di��erentes composantesdu signal grâce �a une fenêtre translat�ee.La fenêtre g(t) est une fonction paire dont le support est concentr�e au voisinage de 0,que l'on normalise kgk2 = Z +1�1 jg(t)j2 dt = 1 :La transform�ee de Fourier �a fenêtre au voisinage de u, �a la fr�equence � est d�e�nie parSf(u; �) = Z +1�1 f(t) g(t� u) e�i�tdt:Localisation temps-fr�equence On d�e�nitgu;�(t) = g(t� u) ei�t69



70 CHAPITRE 6. ANALYSE TEMPS-FR�EQUENCEqui peut être interpr�et�e comme une \note de musique" localis�ee au voisinage de t = u, etautour de la fr�equence �. La transform�ee de Fourier �a fenêtre mesure la corr�elation entrele signal f(t) et cette note �el�ementaireSf(u; �) = Z +1�1 f(t)g�u;�(t)dt: (6.1)Comme g est paire, gu;�(t) = ei�tg(t� u) en centr�e sur u. Le produit f gu;� isole donc lescomposantes de f au voisinage de u, et Sf(u; �) ne d�epend que des propri�et�es de f dansce voisinage. L'�etalement en temps de gu;� est ind�ependant de u et de �:�2t = Z +1�1 (t� u)2 jgu;�(t)j2 dt = Z +1�1 t2 jg(t)j2 dt: (6.2)Si l'on applique la formule de Parseval (2.29) �a (6.1), on obtient une int�egrale fr�equentielleSf(u; �) = 12� Z +1�1 f̂(!) ĝ�u;�(!) d!:La valeur Sf(u; �) ne d�epend donc que du comportement de f̂(!) dans le domainefr�equentiel o�u ĝ�u;�(!) n'est pas n�egligeable. La transform�ee de Fourier ĝ de g est r�eelle etsym�etrique car g est r�eelle et sym�etrique. En utilisant les propri�et�es (2.18) et (2.19), onmontre que la transform�ee de Fourier de gu;�(t) = g(t� u)ei�t peut s'�ecrireĝu;�(!) = e�iu(!��)ĝ(! � �):C'est donc une fonction centr�ee �a la fr�equence ! = �. Son �etalement fr�equentiel autourde � vaut �2! = 12� Z +1�1 (! � �)2 jĝu;�(!)j d! = 12� Z +1�1 !2 jĝ(!)j d!: (6.3)Il est ind�ependant de u et de �. Dans un plan temps-fr�equence (t; !), on repr�esente gu;�par une bô�te de Heisenberg de taille �t � �!, centr�ee en (u; �), comme on peut le voirsur la �gure 6.1. La taille de cette bô�te ne d�epend pas de (u; �), ce qui veut dire que lar�esolution de la transform�ee de Fourier fenêtr�ee reste constante sur tout le plan temps-fr�equence.Incertitude de Heisenberg Pour mesurer les composantes de f et de f̂ dans des pe-tits voisinages de u et � il faut construire une fenêtre g(t) qui est bien localis�ee dans letemps, et dont l'�energie de la transform�ee de Fourier est concentr�ee dans un petit domainefr�equentiel. Le Dirac g(t) = �(t) a un support ponctuel t = 0, mais sa transform�ee deFourier �̂(!) = 1 a une �energie qui est distribu�ee uniform�ement sur toutes les fr�equences.On sait que jĝ(!)j d�ecroit rapidement dans les hautes fr�equences seulement si g(t) est unefonction qui varie r�eguli�erement. L'�energie de g est donc n�ecessairement r�epartie sur undomaine temporel relativement large.Pour r�eduire l'�etalement temporel de g, on peut op�erer un changement d'�echelle detemps d'un facteur s < 1 sans changer son �energie totale, soitg(t) = 1ps g0( ts) avec kgk2 = kg0k2:
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Figure 6.1: Les bô�tes de Heisenberg de deux atomes de Fourier fenêtr�es gu;� and g�;.La transform�ee de Fourier ĝ(!) = ps ĝ0(s!) est dilat�ee d'un facteur 1=s, et on perd doncen fr�equentiel ce qu'on a gagn�e en temporel. On voit apparâ�tre un compromis entre lalocalisation en temps et celle en fr�equence.Les concentrations en temps en en fr�equences sont limit�ees par le principe d'incertituded'Heisenberg. Ce principe d'incertitude �a une interpr�etation, particuli�erement importanteen m�ecanique quantique, comme une incertitude sur la position et l'impulsion d'une partic-ule libre. Plus �t et �! sont grandes, plus on a d'incertitude sur la position et l'impulsionde la particule libre. Le th�eor�eme suivant montre que le produit �t � �! ne peut êtrearbitrairement petit.Th�eor�eme 6.1 (Incertitude de Heisenberg) On suppose que g 2 L2(R) est une fonc-tion centr�ee en 0 et dont la transform�ee de Fourier est aussi centr�ee en 0:Z +1�1 t jg(t)j2 dt = Z +1�1 ! jĝ(!)j2 d! = 0 :Alors les variances de�nies en (6.2,6.3) satisfont�2t �2! � 14 : (6.4)Cette in�egalit�e est une �egalit�e si et seulement si il existe (a; b) 2 C 2 tel queg(t) = a e�bt2 : (6.5)D�emonstration La preuve suivante, due �a Weyl, suppose que limjtj!+1ptg(t) = 0,mais le th�eor�eme est vrai pour tout g 2 L2(R). Remarquons que�2t �2! = 12�kgk4Z +1�1 jt g(t)j2 dt Z +1�1 j! ĝ(!)j2 d!: (6.6)Comme i!ĝ(!) est la transform�ee de Fourier de g0(t), l'identit�e de Plancherel (2.30) ap-pliqu�ee �a i!ĝ(!) donne�2t �2! = 1kgk4Z +1�1 jt g(t)j2 dt Z +1�1 jg0(t)j2 dt: (6.7)



72 CHAPITRE 6. ANALYSE TEMPS-FR�EQUENCEL'in�egalit�e de Schwarz implique�2t �2! � 1kgk4 �Z +1�1 jt g0(t) g�(t)j dt�2� 1kgk4 �Z +1�1 t2 [g0(t) g�(t) + g0�(t) g(t)] dt�2� 14kgk4 �Z +1�1 t (jg(t)j2)0 dt�2 :Comme limjtj!+1pt g(t) = 0, on obtient, apr�es int�egration par parties�2t �2! � 14kgk4 �Z +1�1 jg(t)j2 dt�2 = 14 : (6.8)Pour atteindre l'�egalit�e, il faut que l'in�egalit�e de Schwarz appliqu�ee �a (6.7) soit elle-mêmeune �egalit�e. Cela implique qu'il existe b 2 C tel queg0(t) = �2 b t g(t): (6.9)Il existe donc a 2 C tel que g(t) = a e�bt2 . Les in�egalit�es suivantes dans la preuve sontalors des �egalit�es, ce qui fait qu'on atteint e�ectivement le minorant. 2En m�ecanique quantique, ce th�eor�eme montre qu'on ne peut arbitrairement r�eduirel'incertitude �a la fois sur la position et sur l'impulsion d'une particule libre. Les gaussi-ennes (6.5) ont une localisation minimale �a la fois en temps et en fr�equences.Spectrogramme On peut associer �a la transfrom�ee de Fourier �a fenêtre une densit�ed'�energie qu'on appelle spectrogramme, et qu'on note PS:PSf(u; �) = jSf(u; �)j2 = ����Z +1�1 f(t) g(t� u) e�i�t dt����2 : (6.10)Il mesure l'�energie de f et de f̂ dans le voisinage temps-fr�equence ou l'�energie de gu;� estconcentr�ee.Exemples1. Une sinuso��de f(t) = ei�0t, dont la transform�ee de Fourier est le Dirac f̂(!) = 2��(!� �0)a pour transform�ee de Fourier �a fenêtreSf(u; �) = e�iu(���0) ĝ(� � �0):Son �energie est r�epartie sur l'intervalle fr�equentiel [�0 � �!2 ; �0 + �!2 ].2. La transform�ee de Fourier fenêtr�ee d'un Dirac f(t) = �(t � u0) vautSf(u; �) = e�i�u0 g(u0 � u):Son �energie est localis�ee dans l'intervalle temporel [u0 � �t2 ; u0 + �t2 ].



6.1. TRANSFORM�EE DE FOURIER �A FENÊTRE 733. Dans la �gure 6.2, on voit le spectrogramme d'un signal qui a une composantes dontla \fr�equence instantan�ee" augmente lin�eairement dans le temps (chirp lin�eaire) et uneseconde composante dont la fr�equence d�ecroit de fa�con quadratique dans le temps (chirpquadratique). S'ajoute �a cela deux gaussiennes modul�ees. On a calcul�e le spectrogrammeavec une fenêtre gaussienne dilat�ee d'un facteur s = 0; 05. Le chirp lin�eaire a des coe�-cients de grande amplitude le long de la trajectoire de sa fr�equence instantan�ee. Le chirpquadratique donne des grands coe�cients le long d'une parabole. Les deux gaussiennesmodul�ees donnent deux taches fr�equentielles �a haute et basse fr�equence, en u = 0; 5 etu = 0; 87.4. La �gure 6.3 montre le spectrogramme du son \greasy" dont le graphique est donn�e au-dessus. L'amplitude de jSf(u; �)j2 est d'autant plus grande que l'image du spectrogrammeest sombre. Le \ea" tout comme le \y" sont des sons vois�es dont les formants apparaissentclairement sur le spectrogramme. Le \s" est un son non-vois�e dont l'�energie est di�us�e enhautes fr�equences.Compl�etude et stabilit�e Lorsque les coordonn�ees temps-fr�equence (u; �) parcourent R2 ,les bô�tes de Heisenberg des atomes gu;� recouvrent tout le plan temps-fr�equence. On peutdonc s'attendre �a pouvoir reconstituer f �a partir de sa transform�ee de Fourier �a fenêtreSf(u; �). Le th�eor�eme suivant nous fournit une formule de reconstruction et montre qu'ona conservation de l'�energie.Th�eor�eme 6.2 Si f 2 L2(R) alorsf(t) = 12� Z +1�1 Z +1�1 Sf(u; �) g(t� u) ei�t d� du (6.11)et Z +1�1 jf(t)j2 dt = 12� Z +1�1 Z +1�1 jSf(u; �)j2 d� du: (6.12)D�emonstration On commence par la preuve de la formule de reconstruction (6.11).Appliquons la formule de Fourier Parseval (2.29) �a l'int�egrale (6.11) en la variable u. Oncalcule la transform�ee de Fourier de f�(u) = Sf(u; �) en u en remarquant queSf(u; �) = e�iu� Z +1�1 f(t) g(t� u) ei�(u�t) dt = e�iu� f ? g�(u); (6.13)avec g�(t) = g(t)ei�t, car g(t) = g(�t). Sa transform�ee de Fourier vaut doncf̂�(!) = f̂(! + �) ĝ�(! + �) = f̂(! + �) ĝ(!):La transform�ee de Fourier de g(t� u) en u vaut ĝ(!)e�it!. On a donc12� �Z +1�1 Z +1�1 Sf(u; �) g(t� u) ei�t du� d� =12� Z +1�1 � 12� Z +1�1 f̂(! + �) jĝ(!)j2 eit(!+�) d!� d� :
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(b)Figure 6.2: Le signal comprend un chirp lin�eaire de fr�equence croissante, un chirp quadra-tique de fr�equence d�ecroissante, et deux gaussiennes modul�ees situ�ees en t = 0; 5 ett = 0; 87. (a) Spectrogramme PSf(u; �). Les axes horizontaux et verticaux correspondentrespectivement au temps u et �a la fr�equence �. Les points sombres correspondent �a descoe�cients de grande amplitude. (b) Phase complexe de Sf(u; �) dans les r�egions o�u lemodule de PSf(u; �) est non nul.
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Figure 6.3: Le graphique du dessus correspond au son \greasy" enregistr�e �a 8kHz. Sonspectrogramme jSf(u; �)j2 est montr�e au-dessous, dans le plan temps-fr�equence.



76 CHAPITRE 6. ANALYSE TEMPS-FR�EQUENCESi on peut appliquer le th�eor�eme de Fubini pour changer l'ordre d'int�egration. Le th�eor�emede transform�ee de Fourier inverse montre que12� Z +1�1 f̂(! + �) eit(!+�) d� = f(t):Comme 12� R +1�1 jĝ(!)j2 d! = 1; on en d�eduit (6.11). Si f̂ 2= L1(R), on d�emontre la formule�a partir de l�a grâce �a un argument de densit�e.Occupons nous maintenant de la conservation de l'�energie (6.12). Comme la trans-form�ee de Fourier en u de Sf(u; �) est f̂(!+ �) ĝ(!), on obtient, en appliquant la formulede Plancherel au membre de droite de (6.12):12� Z +1�1 Z +1�1 jSf(u; �)j2 du d� = 12� Z +1�1 12� Z +1�1 jf̂(! + �) ĝ(!)j2 d! d�:On peut appliquer le th�eor�eme de Fubini, et la formule de Plancherel montre que12� Z +1�1 jf̂(! + �)j2 d� = kfk2;ce qui implique (6.12). 2On peut r�e�ecrire la formule de reconstruction (6.11) sous la formef(t) = 12� Z +1�1 Z +1�1 hf; gu;�i gu;�(t) d� du: (6.14)Cette formule ressemble �a celle d'une d�ecomposition sur une base orthogonale, mais cen'est pas le cas, car la famille fgu;�gu;�2R2 est largement redondante dans L2(R). La sec-onde identit�e (6.12) justi�e qu'on interpr�ete le spectrogramme PSf(u; �) = jSf(u; �)j2comme une densit�e d'�energie, car son int�egrale en temps-fr�equence est �egale �a l'�energiedu signal.Discr�etisation La discr�etisation et le calcul rapide de la transform�ee de Fourier �a fenêtrerel�eve des mêmes id�ees que la discr�etisation de la transform�ee de Fourier classique, d�ecritepr�ec�edemment dans le paragraphe 3.4. On consid�ere des signaux discrets de p�eriode N .On prend comme fenêtre g[n] un signal discret sym�etrique et de p�eriode N et de normeunit�e kgk = 1: On d�e�nit les atomes de Fourier fenêtr�es discrets pargm;l[n] = g[n�m] e i2�lnN :La transform�ee de Fourier discr�ete gm;l a pour valeursĝm;l[k] = ĝ[k � l] e�i2�m(k�l)N :La transform�ee de Fourier fenêtr�ee discr�ete d'un signal de p�eriode N estSf [m; l] = hf; gm;li = N�1Xn=0 f [n] g[n�m] e�i2�lnN ; (6.15)Pour chaque 0 � m < N , on calcule Sf [m; l] pour 0 � l < N par transform�ee de Fourierdiscr�ete sur f [n]g[n � m]. On r�ealise ce calcul au moyen de N FFT de taille N , ce quidonne un total de O(N2 log2N) op�erations. C'est cet algorithme qui a servi pour le calculdes �gures 6.2 et 6.3.



6.2. FR�EQUENCE INSTANTAN�EE 776.2 Fr�equence instantan�eeDans un morceau de musique, on distingue plusieurs fr�equences variant dans le temps. Ilreste �a d�e�nire la notion de fr�equence instantan�ee. A�n d'estimer plusieurs fr�equences in-stantan�ees, on s�epare les composantes fr�equentielles �a l'aide d'une transform�ee de r�esolutionsu�sante en fr�equence, mais �egalement en temps, de mani�ere �a pouvoir r�ealiser desmesures variables dans le temps. On �etudie la mesure des fr�equences instantan�ees pardes transform�ees de Fourier fenêtr�ees.6.2.1 Fr�equence instantan�ee analytiqueUn cosinus modul�e f(t) = a cos(w0t+ �0) = a cos�(t)a une fr�equence !0 �egale �a la d�eriv�ee de la phase �(t) = w0t+�0. A�n de g�en�eraliser cettenotion, on �ecrit les signaux r�eels f comme ayant une amplitude a et un phase � variantdans le temps: f(t) = a(t) cos�(t) avec a(t) � 0 : (6.16)On d�e�nit la fr�equence instantan�ee comme la d�eriv�ee de la phase:!(t) = �0(t) � 0 :On peut se ramener �a une d�eriv�ee positive en jouant sur le signe de �(t). Il convientn�eanmoins d'être prudent car il existe de nombreuses valeurs pour a(t) et de �(t), et !(t)n'est donc pas d�e�ni de mani�ere unique pour un f donn�e.On obtient une d�ecompostion particuli�ere de type (6.16) en calculant la partie analy-tique fa de f , dont la transform�ee de Fourier est d�e�nie parf̂a(!) = � 2 f̂(!) si ! � 00 si ! < 0 : (6.17)On dit que le signal complexe fa(t) est analytique car on peut d�emontrer qu'il a uneextension analytique sur le demi plan complexe sup�erieur. Par ailleurs on peut veri�erque f = Re[fa] car f̂(!) = 12(f̂a(!) + f̂ �a (�!)).On peut repr�esenter fa en s�eparant le module de la phase complexefa(t) = a(t) ei�(t) :On en d�eduit f(t) = a(t) cos�(t):On dira que a(t) est l'amplitude analytique de f(t), et �0(t) sa fr�equence analytiqueinstantan�ee; elles sont d�e�nies de mani�ere unique.Exemple1. Si f(t) = a(t) cos(!0t+ �0), alorsf̂(!) = 12 �ei�0 â(! � !0) + e�i�0 â(! + !0)� :



78 CHAPITRE 6. ANALYSE TEMPS-FR�EQUENCESi les variations de a(t) sont lentes en comparaison de la p�eriode 2�!0 , ce qu'on peut obteniren for�cant le support de â(!) �a être dans [�!0; !0], alorsf̂a(!) = ei�0 â(! � !0)d'o�u fa(t) = a(t) ei(!0t+�0).Si f est un signal constitu�e de la somme de deux sinuso��des:f(t) = a cos(!1t) + a cos(!2t);alors fa(t) = a ei!1t + a ei!2t = a cos�!1 � !22 t� ei!1+!22 t:La fr�equence instantan�ee vaut �0(t) = !1+!22 et l'amplitude instan�ee esta(t) = a ����cos�!1 � !22 t����� :Ce r�esultat n'est pas satisfaisant parce qu'il ne montre pas que le signal est compos�e dedeux sinuso��des de même amplitude. On a obtenu une fr�equence moyenne. Nous allons ex-pliquer dans la section qui suit comment mesurer les fr�equences instantan�ees de plusieurscomposantes spectrales en les s�eparant �a l'aide de transform�ees de Fourier �a fenêtre.Modulation de fr�equence En communications, on peut transmettre l'information�a travers son amplitude a(t) (modulation d'amplitude) ou sa fr�equence instantan�ee �0(t)(modulation de fr�equence). La modulation de fr�equence est plus robuste en pr�esence debruits blancs gaussiens additifs. De plus, elle r�esiste mieux aux interf�erences entre cheminsmultiples, qui d�etruisent l'information d'amplitude. Une modulation de fr�equence envoieun message m(t) �a travers un signalf(t) = a cos�(t) with �0(t) = !0 + km(t):La largeur de bande de f est proportionnelle �a k. On ajuste cette constante en fonctiondes bruits de transmission et de la bande passante disponible. A la r�eception, on r�ecup�erele message m(t) grâce �a une d�emodulation de fr�equence qui calcule la fr�equence instan-tan�ee �0(t).Mod�eles de sons additifs On peux mod�eliser les sons musicaux et les phon�emescomme des somme de partielles sinuso��dales:f(t) = KXk=1 fk(t) = KXk=1 ak(t) cos�k(t) ; (6.18)o�u ak et �0k sont lentement variables. De telles d�ecompositions sont utilis�ees pour re-connâitre des formes et modi�er des sons. Le paragraphe 6.2.2 explique comment calculer



6.2. FR�EQUENCE INSTANTAN�EE 79les ak et les fr�equences instantan�ees �0k de chaque partielle, dont on d�eduit la phase �kpar int�egration.Pour comprimer de son f d'un facteur � dans le temps, et sans modi�er les valeursdes �0k et des ak, on synth�etiseg(t) = KXk=1 ak(� t) cos� 1� �k(� t)�: (6.19)Les partielles de g en t = � t0 et les partielles de f en t = t0 ont les mêmes amplitudeset les mêmes fr�equences instantan�ees. Pour � > 1, le son g est plus court que f tout en�etant per�cu comme ayant le même \contenu fr�equentiel" que f .On op�ere un d�eplacement fr�equentiel en multipliant chaque phase par une constante�: g(t) = KXk=1 bk(t) cos���k(t)�: (6.20)La fr�equence instantan�ee de chaque partielle vaut maintenant ��0k(t). Pour calculerles nouvelles amplitudes bk(t), on utilise un mod�ele de r�esonnance, qui suppose que cesamplitudes sont les �echantillons d'une enveloppe fr�equentielle lisse F (t; !):ak(t) = F�t; �0k(t)� et bk(t) = F�t; � �0k(t)� :En traitement de la parole, cette enveloppe est compos�e de plusieurs formants. Il est fonc-tion du type de phon�eme qui a �et�e prononc�e. Comme F (t; !) est une fonction r�eguli�erede !, on calcule son amplitude en ! = ��0k(t) par interpolation des valeurs ak(t) corre-spondant �a ! = �0k(t).6.2.2 Crêtes de transform�ee de Fourier �a fenêtreLe spectrogramme PSf(u; �) = jSf(u; �)j2 mesure l'�energie de f dans un voisinage temps-fr�equence de (u; �). L'algorithme de crêtes calcule les fr�equences instantan�ees �a partir desmaxima locaux de PSf(u; �) [14].On calcule la transform�ee de Fourier �a fenêtre �a l'aide d'une fenêtre sym�etrique g(t) =g(�t) de support [� s2 ; s2 ]. La transform�ee de Fourier ĝ de g est une fonction sym�etriquer�eelle avec jĝ(!)j � ĝ(0) pour tout ! 2 R. On normalise g de mani�ere �a avoir kgk = 1.On d�e�nit la largeur de bande �! de ĝ parjĝ(!)j � jĝ(0)j pour j!j � �!: (6.21)La valeur de �! est de l'ordre de 1=s si g est une fen�etre r�egli�ere, car le support temporelde g est de taille s.Les atomes de Fourier correspondants sontgu;�(t) = g(t� u) ei�t:La transform�ee de Fourier �a fenêtre est alorsSf(u; �) = Z +1�1 f(t) g(t� u) e�i�t dt: (6.22)



80 CHAPITRE 6. ANALYSE TEMPS-FR�EQUENCELe th�eor�eme suivant exprime Sf(u; �) en fonction de la fr�equence instantan�ee de f . Lestermes d'erreur de cette formule peuvent être control�es avec un d�evelopement �a un ordresup�erieur [7].Th�eor�eme 6.3 Soit f(t) = a(t) cos�(t). Si les variations de a(t) et �0(t) sont n�egligeablessur le support [u� s=2; u+ s=2] de g(t� u) et que �0(u) � �! alors pour tout � � 0 on aSf(u; �) � 12 a(u) ei(�(u)��u) ĝ�� � �0(u)�: (6.23)D�emonstration Remarquons queSf(u; �) = Z +1�1 a(t) cos�(t) g(t� u) e�i�t dt= 12 Z +1�1 a(t) �ei�(t) + e�i�(t)� g(t� u) e�i�t dt= I(�) + I(��):Commen�cons par �etudierI(�) = 12 Z +1�1 a(t) ei�(t) g(t� u) e�i�t dt= 12 Z +1�1 a(t+ u) ei�(t+u) g(t) e�i�(t+u) dt:Comme a(t + u) � a(u) et �(t+ u) � �(u) + t�0(u) pour jtj � s=2 il vientI(�) � a(u) ei(�(u)��u)2 Z +1�1 g(t) e�it(���0(u)) dtet donc I(�) � 12 a(u) ei(�(u)��u)ĝ�� � �0(u)�: (6.24)De même I(��) � 12 a(u) ei(��(u)��u)ĝ�� + �0(u)�:Comme � � 0, � + �0(u) � �! donc ĝ�� + �0(u)�� 1. On peut donc n�egliger I(��) etl'on d�eduit (6.23) de (6.24). 2Points de crête Supposons que a(t) et �0(t) ont des variations negligeables sur lesintervalles de taille s, et que �0(t) � �!. Comme jĝ(!)j est maximal en ! = 0, (6.23)montre que, pour chaque u, le spectrogramme jSf(u; �)j2 est maximal en �(u) = �0(u).Les points correspondants (u; �(u)) du plan temps-fr�equence sont appel�es des crêtes. Auxpoints de crête, (6.23) devientSf(u; �) = 12 a(u) ei(�(u)��u) ĝ(0) (6.25)



6.2. FR�EQUENCE INSTANTAN�EE 81La fr�equence de crête donne la fr�equence instantan�ee �(u) = �0(u), et on calcule �(u) =�0(u) avec a(u) = 2 ���Sf�u; �(u)����jĝ(0)j : (6.26)Soit �S(u; �) la phase complexe de Sf(u; �). L'expression (6.25) montre que les points decrête sont �egalement des points o�u la phase est stationnaire:@�S(u; �)@u = �0(u)� � = 0:La v�eri�cation de la stationnarit�e de la phase permet de mieux situer les crêtes.Fr�equences multiples Lorsque le signal contient plusieurs lignes spectrales de fr�equencessu�samment distinctes, la transform�ee de Fourier fenêtr�ee en s�epare les diverses com-posantes, et les crêtes permettent de d�etecter l'�evolution temporelle de chacune d'entreelles. Consid�erons f(t) = a1(t) cos�1(t) + a2(t) cos�2(t);o�u ak(t) et �0k(t) sont �a variations petites sur les intervalles de largeur s, et o�u on suppose�0k(t) � �!. Comme la transform�ee de Fourier fenêtr�ee est lin�eaire, on applique (6.23) �achaque composante spectrale:Sf(u; �) = 12 a1(u) ĝ�� � �01(u)� ei(�1(u)��u)+12 a2(u) ĝ�� � �02(u)� ei(�2(u)��u): (6.27)On arrive �a s�eparer les composantes spectrales si, pour tout ujĝ��01(u)� �02(u)�j � jĝ(0)j; (6.28)ce qui signi�e que la di��erence entre les fr�equences est plus grande que la largeur de bandede ĝ(!): j�01(u)� �02(u)j � �!: (6.29)Dans ce cas, on peut n�egliger, pour � = �01(u), le second terme de (6.27), et le premierterme engendre un point de crête permettant de reconstituer �01(u) et a1(u) en utilisant(6.26). De même, on peut n�egliger le premier terme lorsque � = �02(u), et on obtient unsecond point de crête caract�erisant �02(u) et a2(u). Les points de crête sont distribu�essur les deux lignes temps-fr�equence �(u) = �01(u) et �(u) = �02(u). Ce r�esultat demeurevalable pour un nombre quelconque de composantes spectrales instationnaires, tant quela distance entre deux fr�equences instantan�ees v�eri�e (6.29). Lorsque les lignes spectralessont trop proches, elles cr�eent des interf�erences qui d�etruisent la structure de crêtes.En g�en�eral, on ne connait pas le nombre de fr�equences instantan�ees. On d�etectealors tous les maxima locaux de jSf(u; �)j2 dont la phase est stationnaire @�S(u;�)@u =�0(u)� � = 0. Ces points d�e�nissent des courbes dans le plan (u; �) qui sont les crêtes dela transform�ee de Fourier fenêtr�ee. On supprime souvent les crêtes de faible amplitude



82 CHAPITRE 6. ANALYSE TEMPS-FR�EQUENCEa(u) parce qu'elles peuvent être des artifacts provenant de variations bruit�ees, ou des\ombres" d'autres fr�equences instantan�ees, dûes aux lobes lat�eraux de ĝ(!).Dans la �gure 6.4, on peut voir les crêtes obtenues �a partir du module et de la phasede la transform�ee de Fourier fenêtr�ee de la �gure 6.2. Pour t 2 [0; 4 ; 0; 5], les fr�equencesintantan�ees sont trop proches et la r�esolution en fr�equence de la fenêtre ne permet pas deles s�eparer. En cons�equence, les crêtes y d�etectent une fr�equence instantan�ee moyenne.
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Figure 6.4: Crêtes de plus grande amplitude calcul�ees �a partir du spectrogramme de la�gure 6.2. Ces crêtes donnent les fr�equences instantan�ees des chirps lin�eaires et quadra-tiques, et des transitoires �a basse et haute fr�equence en t = 0; 5 et t = 0; 87.Choix de la fenêtre La mesure des fr�equences instantan�ees aux points de crête a �et�evalid�ee seulement lorsque la taille s de la fenêtre g est su�samment petite pour que a(t)et �0(t) soient approximativement constant sur [u� s=2; u+ s=2]. D'un autre côt�e, il fautque la largeur de bande �! � 1=s soit su�samment petite pour s�eparer les composantesspectrales succesives en (6.29). Le choix de l'�echelle s de la fenêtre doit donc r�ealiser uncompromis entre ces deux contraintes.Exemples1. La somme de deux chirps lin�eaires parall�elesf(t) = a1 cos(bt2 + ct) + a2 cos(bt2) (6.30)a deux fr�equences instantan�ees �01(t) = 2bt + c et �02(t) = 2bt. On voit un exemplenum�erique en �gure 6.5. La fenêtre g a une r�esolution fr�equentielle su�samment �ne pours�eparer les deux chirps si j�01(t)� �02(t)j = jcj � �!: (6.31)Son support temporel est assez �n compar�e �a la variation temporelle des chirps si lafr�equence instantan�ee �0(t) est quasiment constante sur [u � s=2; u + s=2], ce que l'onobtient si s2 j�001(u)j = s2 j�002(u)j = 2 b s2 � 1: (6.32)Les conditions (6.31) et (6.32) montrent qu'on peut trouver une fenêtre g ad�equate si etseulement si cpb � s�! � 1 : (6.33)
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(b)Figure 6.5: Somme de deux \chirps" lin�eaires prall�eles. (a): Spectrogramme PSf(u; �) =jSf(u; �)j2. (b): Crêtes calcul�ees �a partir du spectrogramme.
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(b)Figure 6.6: Somme de deux chirps hyperboliques. (a): Spectrogramme PSf(u; �). (b):Crêtes calcul�ees �a partir du spectrogramme.



6.2. FR�EQUENCE INSTANTAN�EE 85Les chirps lin�eaires de la �gure 6.5 v�eri�ent (6.33). On a calcul�e leurs crêtes en utilisantune fenêtre gaussienne avec s = 0; 05.2. Le chirp hyperbolique f(t) = cos� �� � t�pour 0 � t < � a une fr�equence instantan�ee�0(t) = �(� � t)2 ;�a variation rapide quand t est proche de �. Les fr�equences instantan�ees des chirps hyper-boliques vont de 0 �a +1 en un temps �ni. Cette propri�et�e est particuli�erement utile auxradars. Ces chirps sont �egalement produits par les sonars de navigation des chauves-souris[14].On ne peut pas estimer les fr�equences instantan�ees des chirps hyperboliques par unetransform�ee de Fourier fenêtr�ee parce que, pour une taille de fenêtre donn�ee, la fr�equenceinstantan�ee varie trop rapidement dans les hautes fr�equences. Lorsque u est assez prochede �, on ne peut consid�erer que la fr�equence instantan�ee �0(t) est constante sur le support[u� s=2; u+ s=2] de g(t� u) cars2j�00(u)j = s2�(� � u)3 > 1:En �gure 6.6, on voit un signal compos�e de la somme de deux chirps hyperboliques:f(t) = a1 cos� �1�1 � t�+ a2 cos� �2�2 � t� ; (6.34)avec �1 = 0; 68 et �2 = 0; 72. Au d�ebut du signal, les deux chirps ont des fr�equences instan-tan�ees voisines qui sont s�epar�ees par la transform�ee de Fourier fenêtr�ee, qu'on a calcul�eeavec une fenêtre large. Quand on se rapproche de �1 ou de �2, la fr�equence instantan�eevarie trop rapidement en regard de la taille de la fenêtre. Les crêtes correspondantes nepermettent plus de suivre ces fr�equences instantan�ees.
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Chapitre 7Information et CodageLa complexit�e d'une suite de symboles peut se mesurer par la taille minimum d'un codepermettant de reconstruire cette suite. La th�eorie de l'information de Shannon montreque le nombre de bit moyen pour coder chaque symbole d�epend de l'entropie du processusal�eatoire sous-jacent. Pour coder des suites de nombre r�eels, il est necessaire de les ap-proximer avec une quanti�cation avant d'e�ectuer un codage entropique. L'optimisationde cette quanti�cation est �etudi�ee. Ces r�esultats donnent les bases math�ematiques etalgorithmiques permettant de comprimer des signaux audios ou des images.7.1 Complexit�e et entropieLa th�eorie de l'information d�e�nie la complexit�e d'une s�erie num�erique en �evaluant lataille des codes permettant de reproduire cette s�erie. Les fondations de cette th�eoriesont mises en place par Shannon en 1948, qui mod�elise des s�eries num�eriques comme desr�ealisations d'un processus al�eatoire. Il d�emontre alors l'existence d'une complexit�e in-trins�eque associ�ee �a tout processus al�eatoire, qu'il appelle entropie. En 1965, Kolmogorovintroduit une d�e�nition plus g�en�erale de la complexit�e d'une s�erie num�erique, comme�etant la longueur minimum du programme binaire permettant de reproduire cette s�erieavec un ordinateur. Le mod�ele d'ordinateur est une machine de Turing ayant un nom-bre �ni d'�etats. Cette d�e�nition n'a pas recours �a un mod�ele probabiliste mais est plusd�elicate �a manipuler math�ematiquement. Nous suivront donc ici l'approche de Shannonqui donne des r�esultats su�sament pr�ecis pour la plupart des probl�emes de traitement dusignal.7.1.1 Suites typiquesConsid�erons des suites de symboles de taille n prenant leurs valeurs dans un alphabetA = fakg1�k�K de taille K. L'approche probabiliste de Shannon mod�elise ces s�equencesde symboles comme �etant les valeurs prises par des variables al�eatoires X1X2 ::: Xn. Poursimpli�er l'analyse, nous nous placerons dans le cas le plus simple o�u les Xi sont desvariables al�eatoires ind�ependantes et de même loi. On notep(ak) = PrfXi = akg:87



88 CHAPITRE 7. INFORMATION ET CODAGEComme les variables Xi sont ind�ependantes, la probabilit�e d'une suite de valeurs est:p(x1; ::: ; xn) = PrfX1 = x1; ::: ; Xn = xng = nYk=1PrfXk = xkg = nYk=1 p(xk):On peut d�e�nir p(X1; :: Xn) = Qnk=1 p(Xk) qui est une variable al�eatoire donnant laprobabilit�e d'une suite de valeurs tir�ee au hasard. Le th�eor�eme suivant montre que pourn �x�e et su�sament grand, alors pour la plupart des tirages, le log de cette probabilit�eest presque constante et �egale �a l'entropieH = � KXk=1 p(ak) log2 p(ak) = �Eflog2 p(Xi)g:L'entropie H peut s'interpr�eter comme l'incertitude moyenne sur les valeurs que prennentles variables al�eatoire Xi. On peut v�eri�er que0 � H � log2K:L'entropie est maximum, H = log2K, si p(ak) = 1K pour 1 � k � K. Il y a en e�et uneincertitude maximum sur les valeurs prises par Xi. L'entropie est minimum, H = 0, sil'un des symboles ak a une probabilit�e 1. On connâ�t alors �a l'avance la valeur de Xi.Th�eor�eme 7.1 Si les Xi sont des variables al�eatoires ind�ependantes et de même proba-bilit�e p(x) alors� 1n log2 p(X1; :::; Xn) tend vers H avec une probabilit�e 1lorsque n tend vers +1.D�emonstration On calcule� 1n log2 p(X1; ::: ; Xn) = � 1n nXi=1 log2 p(Xi) :Comme lesXi sont ind�ependants, les log2 p(Xi) sont aussi des variables al�eatoires ind�ependentes.En appliquant la loi forte des grands nombres [8] on d�emontre que � 1nPni=1 log2 p(Xi)tend vers �Eflog p(Xi)g = H lorsque n tend vers +1, avec probabilit�e 1. 2Bien qu'a priori X1; ::: ; Xn puisse prendre des valeurs quelconques dans l'ensembleAn des vecteurs de symboles de taille n, ce th�eor�eme permet de montrer qu'il y a uneprobabilit�e presque 1 pour que ce vecteur soit une suite typique appartenant �a un ensemblebeaucoup plus petit. On appelle ensemble typique T n� relativement �a p(x) l'ensemble dessuites (x1; :::; xn) 2 An telles que2�n(H+�) � p(x1; :::; xn) � 2�n(H��): (7.1)On note jT n� j le cardinal de T n� . Le th�eor�eme suivant montre que jT n� j est de l'ordre de2nH, et que toutes les suites typiques ont une probabilit�e presque �egale �a 2�nH .



7.1. COMPLEXIT�E ET ENTROPIE 89Proposition 7.1 (Ensembles typiques) Soit � > 0.1. Si (x1; :::; xn) 2 T n� alorsH � � � � 1n log2 p(x1; :::; xn) � H + �: (7.2)2. Lorsque n est su�sament grandPrf(X1; :::; Xn) 2 T n� g > 1� �: (7.3)3. Lorsque n est su�sament grand2n(H��) � jT n� j � 2n(H+�): (7.4)D�emonstration La propri�et�e (7.2) est une cons�equence directe de la d�e�nition (7.1)de T n� .L'in�egalit�e (7.3) se d�eduit du th�eor�eme 7.1 qui montre que pour tout � > 0 et � > 0 ilexiste n0 tel que pour tout n � n0Pr������ 1n log2 p(X1; :::; Xn)�H���� < �� > 1� �:En prenant � = � on obtient (7.3).On note ~x = (x1; :::; xn),1 = X~x2An p(~x) � X~x2Tn� p(~x)� X~x2Tn� 2�n(H+�) = jT n� j 2�n(H+�);ce qui d�emontre l'in�egalit�e (7.4) �a droite.Lorsque n est su�sament grand, on a montr�e en (7.3) que1� � < Prf(X1; :::; Xn) 2 T n� g� Xx2Tn� 2�n(H��) = jT n� j 2�n(H��);ce qui d�emontre l'in�egalit�e (7.4) �a gauche. 2Codage On peut e�ectuer un codage \�-typique" des valeurs de X1 :::; Xn qui utilisedes mots binaires plus courts pour coder les s�equences typiques qui sont les plus proba-bles. Comme il y a moins de 2n(H+�) �el�ements dans T n� , ces �el�ements peuvent être ind�ex�espar des mots binaires de bn(H + �)c + 1 bits, o�u bxc est le plus grand entier inf�erieur �ax. Comme il y a Kn �elements dans A, les �el�ements qui n'appartiennent pas �a T n� peuventêtre ind�ex�es par des mots binaires de blog2Kc+1 bits. A�n de savoir si x 2 T n� on rajouteun 0 au d�ebut de son code binaire, qui est donc de longueur bn(H + �)c+2. Si x2= T n� onrajoute un 1 au d�ebut de son code binaire, dont la taille est donc blog2Kc + 2. On noteR le nombre moyen de bits pour coder chaque symbole d'une sequence X1; :::; Xn.



90 CHAPITRE 7. INFORMATION ET CODAGETh�eor�eme 7.2 Il existe C > 0 tel que pour tout � > 0, et n su�sament grand, le nombremoyen R de bits par symbole d'un codage �-typique satisfaitR � H + C �:D�emonstration On note ~X = (X1; :::; Xn), ~x = (x1; :::; xn). Soit l(xi) la longueur dumot binaire utilis�e par un code typique pour coder xi. Le nombre total de bits pour coder~x est l(~x) = nXi=1 l(xi) :Le nombre total moyen de bits par symbole est doncnR = Efl( ~X)g = X~x2An l(~x) p(~x) = X~x2Tn� l(~x) p(~x) + X~x2=Tn� l(~x) p(~x)� Prf ~X 2 T n� g�bn(H + �)c + 2�+ Prf ~X 2= T n� g�bn log2Kc+ 2�� n(H + �) + 2 + �(n log2K + 2) � nH + nC �avec C = 5 + log2K pour n � 1=�. 2Ce th�eor�eme d�emontre que l'on peut constuire un code dont le nombre de bit moyenpar pixel est arbitrairement pr�es de l'entropie H. Par ailleurs, on peut montrer que toutcode n�ecessite un nombre moyen de bit par symbole R � H. Le paragraphe suivantd�emontre ce r�esultat pour les codes par blocs.7.1.2 Codage entropiqueNous considerons dans un premier temps les codes instantan�es, qui d�e�nissent un codebinaire wk pour chaque symbole ak de l'alphabet A. Cela permet de d�ecoder symbole parsymbole toute s�equence x1; :::; xn. Si log2K est un entier, chaque symbole ak peut êtrecod�e par un mot binaire de blog2Kc + 1 bits. Ce code peut cependant être am�elior�e enutilisant des mots binaires plus courts pour des symboles qui apparaissent plus souvent.Soit lk la longeur du code binaire wk associ�ee �a ak. Le nombre moyen de bits n�ecessairespour coder les symboles d'une suite de variables al�eatoires X1 ::: Xn de même probabilit�ep(x) est R = KXk=1 lk p(ak): (7.5)Le but est de trouver un code instantan�e qui soit d�ecodable et qui minimise R.Condition de pr�e�xe Un code instan�e n'est pas toujours uniquement d�ecodable.Par exemple, le code qui associe �a fakg1�k�4 les mots binairesfw1 = 0 ; w2 = 10 ; w3 = 110 ; w4 = 101gn'est pas d�ecodable de fa�con unique. La suite 1010 peut soit correspondre �a w2 w2 ou �aw4 w1. La condition de pr�e�xe impose qu'aucun mot binaire n'est le d�ebut d'un autre mot



7.1. COMPLEXIT�E ET ENTROPIE 91binaire. Cette condition est clairement n�ecessaire et su�sante pour garantir que toutesuite de mots binaires se d�ecode de fa�con unique. Dans l'exemple pr�ec�edent, w2 est lepr�e�xe de w4. Le code suivantfw1 = 0 ; w2 = 10 ; w3 = 110 ; w4 = 111gsatisfait la condition de pr�e�xe.
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92 CHAPITRE 7. INFORMATION ET CODAGED�emonstration Ce th�eor�eme de Shannon se d�emontre �a partir de l'in�egalit�e de Kraft.Lemme 7.1 (In�egalit�e de Kraft) Tout code ayant la propri�et�e du pr�e�xe satisfaitKXk=1 2�lk � 1: (7.8)Inversement, si flkg1�k�K sont des entiers positifs tels que l'in�egalit�e (7.8) est satisfaitealors il existe un code de mots binaires fwkg1�k�K de longueurs flkg1�k�K et qui satisfaitla condition de pr�e�xe.Pour d�emontrer (7.8) on associe un arbre binaire au code consid�er�e. Chaque lk corre-spond �a un noeud de l'arbre �a une profondeur lk qui d�epend du mot binaire wk. Soitm = maxfl1; l2; :::; lKg: (7.9)On consid�ere l'arbre binaire complet dont toutes les feuilles sont �a la profondeur m. Onnote Tk le sous-arbre issu du noeud correspondant au mot binaire wk. Ce sous arbre aune profondeur m� lk et contient donc 2m�lk noeud au niveau m, comme l'illustre la�gure 7.2. Comme il y a 2m noeud �a la profondeur m de l'arbre binaire complet et que lapropri�et�e du pr�e�xe implique que tous les sous arbres T1; :::; TK sont distincts, on d�eduitque KXk=1 2m�lk � 2m;d'o�u (7.8).
T1 T2

T3

2
m-l

1 2
m-l

2 2
m-l

3

N1 N2 N3

m

l 1

Figure 7.2: Disposition des sous arbres Ti dont la racine est �a la profondeur li dans l'arbred'un code de pr�e�xe.Inversement, on consid�ere flkg1�k�K satisfaisant (7.8) avec l1 � l2 � ::: � lK etm = maxfl1; l2; :::; lKg. On d�e�nit les ensembles N1 des 2m�l1 premiers noeud au niveaum sur la gauche de l'arbre, puis N2 l'ensemble des 2m�l2 noeuds suivants et ainsi de suitecomme l'indique la �gure 7.2. Les noeuds des ensembles Nk sont les noeuds terminaux



7.1. COMPLEXIT�E ET ENTROPIE 93de sous-arbres Tk qui sont disjoints. On associe �a la racine de l'arbre Tk qui est �a laprofondeur lk le mot binaire wk. Cela d�e�nit un code qui satisfait la condition du pr�e�xeo�u chaque mot a la longueur lk voulue. Cela termine la d�emonstration du lemme.Pour d�emontrer les deux in�egalit�es (7.6) et (7.7) du th�eor�eme, on consid�ere la minimi-sation de R = KXk=1 p(ak) lksous la contrainte de Kraft KXk=1 2�lk � 1:Dans un premier temps, nous supposons que lk peut être un r�eel quelconque. Le minimumse calcule en utilisant un multiplicateur de Lagrange � et en minimisantJ = KXk=1 p(ak)lk + � KXk=1 2�lk :L'annulation de la d�erivee par rapport �a lk donne@J@lk = p(ak)� � 2�lk loge 2 = 0:Le minimum est obtenu pour PKk=1 2�lk = 1 et comme PKk=1 p(ak) = 1 on obtient � =1= loge 2. La longueur optimale minimisant R est donclk = � log2 p(ak);et R = KXk=1 p(ak) lk = � KXk=1 p(ak) log2 p(ak) = H:Pour garantir que lk est entier, on choisitlk = d� log2 p(ak)eo�u dxe est la plus petite valeur enti�ere sup�erieure �a x. Cela correspond au code deShannon. Comme lk � � log2 p(ak), l'in�egalit�e de Kraft est satisfaite puisqueKXk=1 2�lk � KXk=1 2log2 p(ak) = 1:Il existe donc un code pr�e�xe dont les mots de code ont une longueur lk. Pour ce codeKXk=1 p(ak)lk � KXk=1 p(ak)(� log2 p(ak) + 1) = H + 1:



94 CHAPITRE 7. INFORMATION ET CODAGE2Codage par blocs L'ajout de 1 bit dans l'in�egalit�e (7.7) vient du fait que � log2 pin'est pas n�ecessairement un entier alors que la longueur d'un mot binaire doit être unentier. On peut construire des codes tels que R est plus proche de H en r�epartissant cebit suppl�ementaire sur un bloc de n �el�ements. Au lieu de faire un codage instantan�e,symbole par symbole, on code d'un coup le bloc de symboles ~X = X1; ::: ; Xn, qui peutêtre consid�er�e comme une variable al�eatoire �a valeurs dans l'alphabet An de taille Kn. Atout bloc de symboles ~a 2 An on associe un mot binaire de longuer l(~a). Le nombre debits R par symbole pour un tel code par bloc estR = 1n X~a2An p(~a) l(~a):Proposition 7.2 Le nombre moyen R de bit d'un code par bloc de taille n ayant lapropri�et�e du pr�e�xe satisfaitR � H = � KXk=1 p(ak) log2 p(ak): (7.10)Il existe un code par blocs de taille n ayant la propri�et�e du pr�e�xe tel queR � H + 1n: (7.11)D�emonstration L'entropie associ�ee �a ~X est~H = X~x2An p(~x) log2 p(~x):Comme les variables al�eatoires Xi sont ind�ependantesp(~x) = p(x1; :::; xn) = nYi=1 p(xi) :On d�emontre par r�ecurrence sur n que ~H = nH. Soit ~R le nombre de bits moyen pourcoder les n symboles ~X. Le th�eor�eme de Shannon 7.3 montre que ~R � ~H et qu'il existeun code par bloc tel que ~R � ~H + 1. On d�eduit donc (7.10,7.11) pour R = ~Rn , qui est lenombre de bits moyen par symbole. 2Ce th�eor�eme d�emontre que des codes par blocs utilisent un nombre moyen de bits parsymbole qui tendent vers l'entropie lorsque la taille du bloc augmente.Code de Hu�man L'algorithme de Hu�man est un algorithme de programmation dy-namique qui construit de bas en haut un arbre correspondant �a un code pr�e�xe et quiminimise R = KXk=1 p(ak) lk: (7.12)



7.1. COMPLEXIT�E ET ENTROPIE 95Nous ordonnons fakg1�k�K pour que p(ak) � p(ak+1). Pour minimiser (7.12) les sym-boles de plus petites probabilit�es doivent être associ�es aux mot binaires wk de longueurmaximale, ce qui correspond �a un noeud au bas de l'arbre. Nous commen�cons donc parrepr�esenter les deux symboles de plus petite probabilit�e a1 et a2 comme les enfants d'unnoeud commun. Ce noeud peut être interpr�et�e comme un symbole a1;2 correspondant �a\a1 ou a2" et dont la probabilit�e est p(a1) + p(a2). La proposition suivante prouve quel'on peut it�erer ce regroupement �el�ementaire et construire un code optimal.Proposition 7.3 On consid�ere K symboles avec leurs probabilit�es ordonn�ees en ordrecroissant: p(ak) � p(ak+1). On regroupe les deux symboles a1 et a2 de probabilit�e minimumen un seul symbole a1;2 de probabilit�ep(a1;2) = p(a1) + p(a2):Un arbre correspondant �a un code pr�e�xe optimal pour les K symboles se construit �a partird'un arbre de code pr�e�xe optimal pour les K�1 symboles fa1;2g[fakg3�k�K, en divisantla feuille de a1;2 en deux noeuds correspondant �a a1 et a2.La d�emonstration de cette proposition se trouve dans [2]. Cette proposition r�eduitla construction d'un code optimal de K symboles �a la construction d'un code optimalpour les K � 1 symboles. Le code de Hu�man it�ere K � 1 fois ce regroupement et faitprogressivement pousser l'arbre d'un code de pr�e�xe optimal depuis le bas jusqu'en haut.Le Th�eor�eme 7.3 de Shannon prouve queH � R � H + 1: (7.13)Exemple Les probabilit�es des fakg1�k�6 sontfp(ak)g1�k�6 = f0:05 ; 0:1 ; 0:1 ; 0:15 ; 0:2 ; 0:4g: (7.14)La �gure 7.3 donne l'arbre binaire construit avec l'algorithme de Hu�man. Les sym-boles a1 et a2 sont regroup�es en un symbole a1;2 de probabilit�e p(a1;2) = p(a1) + p(a2) =0:15. A l'it�eration suivante, les symboles de plus basse probabilit�e sont p(a3) = 0:1 etp(a1;2) = 0:15. On regroupe donc a1;2 et a3 en un symbole a1;2;3 dont la probabilit�eest 0:25. Les deux symboles de probabilit�es les plus faibles sont alors a4 et a5 qui sontregroup�es en a4;5 de probabilit�e 0:35. On regroupe ensuite a4;5 et a1;2;3 pour obtenir unsymbole a1;2;3;4;5 de probabilit�e 0:6 qui est �nalement regroup�e avec a6, ce qui �nit le code,comme l'illustre l'arbre de la �gure 7.3. Le nombre moyen de bits obtenu par ce code estR = 2:35 alors que l'entropie est H = 2:28.Sensibilit�e au bruit Un code de Hu�man est plus compact qu'un code de taille �xelog2K mais est aussi plus sensible au bruit. Pour un code de taille constante, une erreurde transmission d'un bit modi�e seulement la valeur d'un symbole. Au contraire, uneerreur d'un bit dans un code de taille variable peut modi�er toute la suite des symboles.Lors de transmissions bruit�ees, de telles erreurs peuvent se produire. Il est alors n�ecessaired'utiliser un code correcteur qui introduit une l�eg�ere redondance de facon �a identi�er leserreurs.
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aFigure 7.3: Arbre correspondant au code de Hu�man pour une source dont les probabilit�essont donn�ees par (7.14).7.2 Quanti�cation scalaireSi une variable al�eatoire X prend des valeurs r�eelles quelconques, on ne peut pas obtenirun code exact de taille �nie. Il est alors n�ecessaire d'approximer X par ~X qui prend sesvaleurs dans un alphabet �ni, et l'erreur r�esultante estD = EfjX � ~Xj2g:Un quanti�cateur scalaire d�ecompose l'axe r�eel enK intervalles f[yk�1; yk]g1�k�K de taillesvariables, avec y0 = �1 et yK = +1. Le quanti�cateur associe �a tout x 2 [yk�1; yk] unevaleur Q(x) = ak. Si les K niveaux de quanti�cation fakg1�k�K sont �x�es a priori, pourminimiser jx � Q(x)j = jx � akj, il faut que la quanti�cation associe �a x son niveau dequanti�cation ak le plus proche. On doit alors choisir des intervalles de quanti�cation quisatisfont yk = ak + ak+12 (7.15)Quanti�cation haute r�esolution Soit p(x) la densit�e de probabilit�e de X. On note~X = Q(X) la variable quanti��ee. L'erreur quadratique moyenne estD = Ef(X � ~X)2g = Z +1�1 jx�Q(x)j2p(x)dx: (7.16)On dit que le quanti�cateur a une haute r�esolution si p(x) peut être approxim�e parune constante sur tout intervalle de quanti�cation [yk�1; yk]. La taille de ces intervallesest �k = yk � yk�1. L'hypoth�ese de haute r�esolution implique quep(x) = pk�k pour x 2 [yk�1; yk]; (7.17)avec pk = PrfX 2 [yk�1; yk]g = Prf ~X = akg:La proposition suivant calcule l'erreur D sous cette hypoth�ese.



7.2. QUANTIFICATION SCALAIRE 97Proposition 7.4 Pour un quanti�cateur de haute r�esolution sur des intervalles [yk�1; yk],l'erreur D minimum obtenue en optimisant la position des niveaux fakg0�k�K estD = 112 KXk=1 pk�2k: (7.18)D�emonstration Comme Q(x) = ak si x 2 [yk�1; yk), on peut re�ecrire (7.16)D = KXk=1 Z ykyk�1(x� ak)2p(x)dx:En rempla�cant p(x) par son expression (7.17) on aD = KXk=1 pk�k Z ykyk�1(x� ak)2dx: (7.19)Cette erreur est minimum pour ak = 12(yk + yk�1), et l'int�egration donne (7.18). 2Quanti�cation uniforme Le quanti�cateur uniforme est un cas particulier importanto�u tous les intervalles de quanti�cation sont de même tailleyk � yk�1 = � pour 1 � k � K:L'erreur quadratique moyenne (7.18) devientD = �212 KXk=1 pk = �212 : (7.20)Elle est ind�ependante de la distribution de probabilit�e p(x) de la source.Quanti�cation optimale On veut optimiser le quanti�cateur pour minimiser le nombrede bits n�ecessaires pour coder les valeurs quanti��ees ~X, �etant donn�ee une distortion Dadmissible. Le th�eor�eme de Shannon 7.3 prouve que la valeur moyenne minimum de bitsn�ecessaire pour coder ~X est sup�erieure �a l'entropie H de la variable al�eatoire ~X. Commele code de Hu�man donne un r�esultat proche de cette entropie, il nous faut minimiserl'entropie H pour D �xe.La source quanti��ee ~X prendK valeurs di��erentes fakg1�k�K avec probabilit�es fpkg1�k�K.L'entropie du signal quanti��e est doncH = � KXk=1 pk log2 pk:On d�e�nit l'entropie di��erentielle de la variable al�eatoire X �a valeurs r�eellesHd = � Z +1�1 p(x) log2 p(x)dx: (7.21)Le th�eor�eme suivant montre que pour un quanti�cateur de haute r�esolution produisantune erreur D, l'entropie est minimum lorsque le quanti�cateur est uniforme.



98 CHAPITRE 7. INFORMATION ET CODAGETh�eor�eme 7.4 L'entropie de tout quanti�cateur de haute r�esolution satisfaitH � Hd � 12 log2(12D): (7.22)Le minimum est atteint si et seulement si Q est un quanti�cateur uniforme.D�emonstration Pour un quanti�cateur de haute r�esolution p(x) est approximative-ment constant sur [yk�1; yk] et doncpk = Z ykyk�1 p(x) dx = pk�kavec �k = yk � yk�1. DoncH = � KXk=1 pk log2(p(ak)�k)= � KXk=1 Z ykyk�1 p(x) log2 p(ak) dx� KXk=1 pk log2�k= Hd � 12 KXk=1 pk log2�2k;car p(x) = p(ak) pour x 2 [yk�1; yk]. Pour toute fonction concave �(x), l'in�egalit�e deJensen montre que pour tout PKk=1 pk = 1 et fakg1�k�K alorsNXk=1 pk�(ak) � �( NXk=1 pkak): (7.23)Si �(x) est strictement concave, l'in�egalit�e devient une �egalit�e si et seulement si tous lesak sont �egaux lorsque pk 6= 0. Comme log2(x) est strictement concave, (7.18) montre que12 NXk=1 pk log2�2k � 12 log2 NXk=1 pk�2k = 12 log2(12D):On en d�eduit donc que H � Hd � 12 log2(12D):Cette in�egalit�e devient une �egalit�e si et seulement si tous les �k sont �egaux, ce qui corre-spond �a un quanti�cateur uniforme. 2Ce th�eor�eme montre que pour un quanti�cateur haute r�esolution le nombre minimumde bits R = H est obtenu pour un quanti�cateur uniforme etR = Hd � 12 log2(12D): (7.24)La distortion en fonction du nombre de bits est doncD(R) = 112 22Hd 2�2R:Ce r�esultat est important pour optimiser la compression de signaux �etudi�ee dans lechapitre suivant.



Chapitre 8Compression de SignauxLa compression de signaux s'apparente �a la deshydratation d'un litre de jus d'orangeen quelques grammes de poudre concentr�ee. Le goût de la boisson orange restitu�ee estsimilaire au jus d'orange mais a souvent perdu de sa subtilit�e. En traitement du signal,nous sommes plus interess�es par des sons ou des images, mais l'on rencontre le même conitentre qualit�e et compression. Minimiser la d�egradation pour un taux de compression donn�eest le but des algorithmes de codage. Les applications principales concernent le stockagedes donn�ees et la transmission �a travers des canaux �a d�ebit limit�e.Nous �etudions les algorithmes de codage qui d�ecomposent le signal sur une base orthog-onale et approximent e�cacement les coe�cients de d�ecomposition. Ce type de codageest actuellement le plus performant pour restituer des signaux audios ou des images debonne qualit�e.8.1 Codage compactLa performance ultime d'un algorithme de codage est mesur�ee par un \score d'opinionmoyen". Pour un taux de compression donn�e, la qualit�e des signaux cod�es est �evalu�eepar plusieurs personnes et calibr�es selon une proc�edure pr�ecise. De telles �evaluationssont longues �a faire et les r�esultats di�ciles �a interpr�eter math�ematiquement. La qualit�ed'un algorithme de codage est donc le plus souvent optimis�ee avec une distance qui aune forme analytique simple et qui tient compte partiellement de notre sensibilit�e visuelleou auditive. La distance euclidienne, bien que relativement grossi�ere d'un point de vueperceptuel, a l'avantage d'être facile �a manipuler analytiquement.8.1.1 Etat de l'artParole Le codage de la parole est particuli�erement important pour la t�el�ephonie o�u ilpeut être de qualit�e m�ediocre tout en maintenant une bonne intelligibilit�e. Un signal deparole par t�el�ephone est limit�e �a la bande de fr�equence 200-3400 Hz et est �echantillonn�e�a 8kHz. Un \Pulse Code Modulation (PCM)" qui quanti�e chaque �echantillon sur 8 bitsproduit un code de 64kb/s (64 103 bits par seconde). Ceci peut être consid�erablementr�eduit en supprimant certaines composantes redondantes de la parole.99



100 CHAPITRE 8. COMPRESSION DE SIGNAUXNous avons vu dans le paragraphe 5.1 que la production d'un signal de parole est biencomprise. Des �ltres autor�egressifs excit�es par des trains d'impulsions ou un bruit blancGaussien permettent de restaurer un signal intelligible �a partir de peu de param�etres.Ces codes d'analyse-synth�ese, tel que le standard LPC-10 d�ecrit dans le paragraphe 5.3.2,produisent un signal de parole intelligible �a 2,4kb/s.Audio Les signaux audios peuvent inclure de la parole mais aussi de la musique etn'importe quel type de son. Ils sont donc beaucoup plus di�ciles �a mod�eliser que laparole. Sur un disque compact, le signal audio est limit�e �a un maximum de 20kHz. Il est�echantillonn�e �a 44.1kHz et chaque �echantillon est cod�e sur 16bits. Le d�ebit du code PCMr�esultant est donc de 706kb/s. Le signal audio d'un disque compact ou d'une cassettedigitale doit être cod�e sans distortion auditive.Les codeurs par transform�ee orthogonale qui d�ecomposent les signaux sur des baseslocales en temps et en fr�equence sont parmi les plus performants pour les signaux audios,car ils ne n�ecessitent pas la mise en place d'un mod�ele. Une qualit�e de disque compactest obtenue par des codeurs n�ecessitant 128kb/s. Avec 64kb/s les d�egradations sont �apeine audibles. Ces algorithmes sont particuli�erement importants pour les CD-ROM enmultim�edia.Images Une image couleur est compos�ee de trois canaux d'intensit�e dans le rouge, levert et le bleu. Chacune de ces images a typiquement 500 par 500 pixels, qui sont cod�essur 8 bits (256 niveaux de gris). Un canal t�el�ephonique digital ISDN a un d�ebit de 64kb/s.Il faut donc environ 2 minutes pour transmettre une telle image.Les images tout comme les signaux audios incluent le plus souvent des structures detype di��erent qu'il est di�cile de mod�eliser. Courament, les algorithmes de compressionles plus e�caces sont bas�es sur des transform�ees orthogonales utilisant des bases de cosinuslocaux ou des bases d'ondelettes. Avec moins de 1 bit/pixel, ces codes reproduisent uneimage de qualit�e visuelle presque parfaite. A 0.25 bit/pixel, l'image reste de bonne qualit�evisuelle et peut être transmise en 4 secondes sur une ligne t�el�ephonique digitale.8.1.2 Codage dans une base orthogonaleUn code orthogonal d�ecompose le signal dans une base orthogonale bien choisie de fa�con�a optimiser la compression des coe�cients de d�ecomposition. La classe des signaux cod�esest represent�ee par un vecteur al�eatoire Y [n] de taille N . On d�ecompose Y [n] sur unebase orthogonale fgm[n]g0�n<N Y [n] = N�1Xm=0A[m] gm[n]:Les coe�cients de d�ecomposition A[m] sont des variables al�eatoiresA[m] =< Y [n]; gm[n] >= N�1Xn=0 Y [n] g�m[n]:



8.1. CODAGE COMPACT 101Si A[m] n'est pas de moyenne nulle, on code A[m] � EfA[m]g et on m�emorise la valeurmoyenne EfA[m]g. Nous supposerons par la suite que EfA[m]g = 0.Quanti�cation Les valeurs r�eelles fA[m]g0�m<N doivent être approxim�ees avec unepr�ecision �nie pour construire un code de taille �nie. Une quanti�cation scalaire ap-proxime chaque A[m] individuellement. Si les coe�cients A[m] ont une forte d�ependance,le taux de compression peut être am�elior�e avec une quanti�cation vectorielle qui regroupeles coe�cients en blocs. Cette approche n�ecessite cependant plus de calculs. Si la basefgmg0�m<N est choisie de fa�con �a ce que les coe�cients A[m] soient presque ind�ependants,l'am�elioration d'une quanti�cation vectorielle est marginale.Chaque A[m] est une variable al�eatoire dont la valeur quanti��ee est ~A[m] = Qm(A[m])Le signal quanti��e reconstruit est~Y [n] = N�1Xm=0 ~A[m] gm[n]:Comme la base est orthogonalekY � ~Y k2 = N�1Xm=0 jA[m]� ~A[m]j2et donc la valeur moyenne de l'erreur estEfkY � ~Y k2g = N�1Xm=0EfjA[m]� ~A[m]j2g:Si l'on note Dm = EfjA[m]� ~A[m]j2g;l'erreur totale devient D = N�1Xm=0Dm:Soit Rm le nombre moyen de bits pour coder ~A[m]. Pour une quanti�cation �a hauter�esolution, le th�eor�eme 7.4 montre que si Dm est �x�e alors on minimise Rm avec unequanti�cation scalaire uniforme. On note �m la taille des intervales de quanti�cation.On a montr�e en (7.20) que Dm = �2m12 :et (7.22) prouve queRm = Hd(X)� 12 log2(12Dm) = Hd(X)� log2�m ;o�u Hd(X) est l'entropie di��erentielle de X d�e�nie par (7.21).



102 CHAPITRE 8. COMPRESSION DE SIGNAUXAllocation de bits Si l'on �xe l'erreur totale D, il nous faut optimiser le choix def�mg0�m<N a�n de minimiser le nombre total de bitsR = N�1Xm=0Rm:Soit �R = RN le nombre moyen de bits par coe�cient. Le th�eor�eme suivant montre que lecodage est optimis�e lorsque tous les �m sont �egaux.Th�eor�eme 8.1 Pour une quanti�cation haute r�esolution et une erreur totale D, on min-imize �R avec �2m = 12DN pour 0 � m < N; (8.1)auquel cas D( �R) = N12 22Hd 2�2 �R ; (8.2)o�u Hd est l'entropie di��erentielle moyenneHd = 1N N�1Xm=0Hd(A[m]):D�emonstration Pour une quanti�cation haute r�esolution uniforme, (7.24) montreque Rm = Hd(A[m])� 12 log2(12Dm):Donc �R = 1N N�1Xm=0Rm = 1N N�1Xm=0Hd(A[m])� 1N N�1Xm=0 12 log2(12Dm): (8.3)Minimiser �R revient �a minimiserPN�1m=0 log2(12Dm). En appliquant l'in�egalit�e de Jensen(7.23) �a la fonction concave �(x) = log2(x) pour pk = 1N on obtient1N N�1Xm=0 log2(12Dm) � log2 12N N�1Xm=0Dm! = log2�12DN � :Cette in�egalit�e est une �egalit�e si et seulement si tous les Dm sont �egaux. Donc �2m12 =Dm = DN , ce qui prouve (8.1). On d�eduit aussi de (8.3) que�R = 1N N�1Xm=0Hd(A[m])� 12 log2�12DN �ce qui implique (8.2). 2



8.1. CODAGE COMPACT 103Ce th�eor�eme montre que le codage est optimis�e en introduisant la même erreur moyenneDm = �2m12 = DN dans la direction de chaque vecteur gm de la base. Le nombre moyen debits Rm pour coder A[m] d�epend alors seulement de l'entropie di��erentielle:Rm = Hd(A[m])� 12 log2�12DN � : (8.4)On note �2m la variance de A[m], et Â[m] = 1�m A[m] la variable al�eatoire normalis�ee devariance 1. Un changement de variable dans l'int�egrale de l'entropie di��erentielle montreque Hd(A[m]) = Hd(Â[m]) + log2 �m :L'allocation de bit optimal Rm donn�e par (8.4) peut donc devenir n�egative si la vari-ance �m est trop petite, ce qui n'est clairement pas une solution admissible. En pratiqueRm doit être un entier positif mais imposer cette contrainte suppl�ementaire ne permetpas de faire un calcul analytique simple. La formule (8.4) n'est donc utilisable que si lesvaleurs fRmg0�m<N sont positives et on les approxime alors par les entiers les plus proches.Normes quadratiques pond�er�ees Nous avons mentionn�e qu'une erreur quadratiquesouvent ne mesure pas bien l'erreur per�cue pour des images ou des signaux audios. Lorsqueles vecteurs gm sont bien localis�es en temps/espace et en fr�equence, on peut am�eliorer cettenorme en pond�erant les erreurs par des poids qui d�ependent de la fr�equence, a�n de serapprocher de notre sensibilit�e auditive/visuelle, qui varie avec la fr�equence du signal.Une norme pond�er�ee est d�e�nie par D = N�1Xm=0 Dmw2m ; (8.5)o�u fw2mg0�m<N sont des constantes.Le th�eor�eme 8.1 s'applique �a une norme pond�er�ee en observant queD = N�1Xm=0Dwm;o�u Dwm = Dmw2m est l'erreur de quanti�cation de Aw[m] = A[m]wm . Le th�eor�eme 8.1 prouveque l'allocation de bits optimale est obtenue en quanti�ant uniform�ement tous les Aw[m]avec des intervales de même tailles �. Cela implique que les coe�cients A[m] sont uni-form�ement quanti��es avec des intervales de taille �m = �wm, et donc Dm = w2mDN .Comme on s'y attendait, en augmentant les poids wm on augment l'erreur dans la direc-tion de gm. La quanti�cation uniform Q�m �a intervales �m est souvent calcul�ee avec unquanti�cateur Q qui associe a tout nombre r�eel l'entier le plus proche:Q�m�A[m]� = �mQ�A[m]�m � = �wmQ�A[m]�wm� : (8.6)



104 CHAPITRE 8. COMPRESSION DE SIGNAUX8.2 Bases de cosinus locauxChoix de la base Le codage d'une classe de signaux Y [n] dans une base orthogonalefgm[n]g1�m�N est d'autant meilleur que la base supprime les corr�elations entre les coef-�cients Y [n]. La base fgm[n]g1�m�N est donc choisie de fa�con �a obtenir des coe�cientsA[m] =< Y; gm > aussi d�ecorrel�es que possible. De même il est souvent d�esirable d'obtenirdes coe�cients A[m] qui ont une forte probabilit�e d'être proches de z�ero. De tels coe�-cients sont en e�et annul�es par la quanti�cation et e�cacement cod�es par en s�equences.Les bases de cosinus d�ecrites dans ce paragraphe sont bien adapt�ees pour le codage dessignaux audios et des images. L'existence d'algorithmes de calcul rapide bas�es sur latransform�ee de Fourier rapide permet d'utiliser ces bases pour du codage en temps r�eel.Bases de Cosinus Le codage de signaux r�eels f [n] de�ni pour 0 � n < N se faitplutôt sur des bases de cosinus que sur des bases de Fourier discr�etes f 1pN e i2�knN g0�k<N .En e�et nous avons vu dans le paragraphe 3.4.2 que la d�ecompositon d'un signal de tailleN dans une base de Fourier discr�ete e�ectue une p�eriodisation de f [n] sur N �echantillons.Si f [0] 6= f [N�1], ce signal p�eriodique a des transitions brutales en n = 0 et n = N�1 cequi produit des coe�cients de Fourier de large amplitude. La quanti�cation de ces coe�-cients de large amplitude cr�ee des erreurs aux bords que l'on veut �eviter. On montre que labase de cosinus sp�eci��ee par le Th�eor�eme 8.2 poss�ede essentiellement les mêmes propri�et�esqu'une base de Fourier discr�ete, mais ne produit pas des coe�cients de large amplitudepar e�et de bord. Cette base de cosine est bas�ee sur une extension ~f [n] p�eriodique def [n], qui �evite l'introduction de transition brutale aux bords.Le signal f [n] d�e�ni sur 0 � n < N est �etendu par sym�etrie par rapport �a �12 en unsignal ~f [n] de taille 2N ~f [n] = � f [n] for 0 � n � Nf [�n� 1] for �N � n � �1 (8.7)La sym�etrie �evite d'introduire une transition brutale lors de la periodisation sur 2N coef-�cients car ~f [0] = ~f [2N � 1]. La transform�ee de Fourier discr�ete de taille 2N d�ecompose~f [n] comme une somme de sinus et de cosinus~f [n] = N�1Xk=0 ak cosh2k�2N (n+ 12)i+ N�1Xk=0 bk sinh2k�2N (n + 12)i:Comme ~f [n] est sym�etrique par rapport �a �12 , on d�eduit que bk = 0 pour tout 0 � k < N .De plus f [n] = ~f [n] pour 0 � n < N , ce qui prouve que tout signal f 2 RN peuts'�ecrire comme une somme de ces cosinus. On v�eri�e aussi facilement que ces cosinus sontorthogonaux dans RN . On obtient donc le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 8.2 La famille de cosinus discrets(ck[n] = �kr 2N coshk�N (n + 12)i)0�k<N ;



8.2. BASES DE COSINUS LOCAUX 105avec �k = � 1p2 si k = 01 sinon (8.8)est une base orthonormale de RN .Les produits scalairesf̂c[k] =< f [n]; ck[n] >= �kr 2N N�1Xn=0 f [n] coshk�N (n+ 12)i (8.9)d�e�nissent la transform�ee en cosinus de f [n]. Comme ces cosinus forment une base or-thonormale f [n] = N�1Xk=0 < f; ck > ck[n] = N�1Xk=0 f̂c[k] ck[n]: (8.10)En modi�ant l'algorithme de transform�ee de Fourier rapide, on peut calculer les coe�-cients ff̂c[k]g0�k<N avec O(N logN) op�erations [7]. De même la reconstruction (8.10)s'obtient avec O(N logN) op�erations.Localisation temporelle Lorsque le signal inclut des structures vari�ees �a di��erentsinstants, il est pr�ef�erable de s�eparer ces composantes avec des fenêtres temporelles etd'e�ectuer une transform�ee en cosinus �a l'int�erieur de ces fenêtres. Cette approche estsimilaire �a la transform�ee de Fourier �a fenêtre que nous avons �etudi�ee dans le chapitre 6.Un signal de taille N peut etre s�epar�e en NM composantes de taillesM en utilisant desfenêtres rectangulaires de taille Mg[n] = � 1 si 0 � n < M0 sinonClairement f [n] = NMXp=1 g[n� pM ]f [n]:Le produit g[n � pM ]f [n] est la restriction de f [n] pour pM � n < (p + 1)M . On peutd�ecomposer cette restriction sur une base de de cosinus de tailleM obtenue en translatantla famille (ck[n] = �kr 2M coshk�M (n+ 12)i)0�k<M :Chaque partie g[n � pM ]f [n] se d�ecompose sur la famille fck[n � pM ]g[n � pM ]g0�k<Mrestreinte �a pM � n < (p+1)M . Cela revient �a d�ecomposer f [n] sur une base orthogonalede taille N compos�ee de NM fenêtres de taille M , modul�ees par des cosinusngp;k[n] = g[n� pM ]ck[n� pM ]o0�k<M;0�p<NM : (8.11)



106 CHAPITRE 8. COMPRESSION DE SIGNAUXCette famille est une base orthonormale de l'espace des signaux de taille N .Bases bidimensionnelles La proposition suivante montre que des bases orthogonalesd'images f [n;m] de taille N2 peuvent se construire par un produit s�eparable de basesorthogonales de signaux mono-dimensionnels f [n] de taille N .Proposition 8.1 Si fek[n]g0�k<N est une base orthonormale de l'espace des signaux detaille N alors fek;j[n;m] = ek[n]ej[m]g0�k<N;0�j<Nest une base orthogonale de l'espace des images f [n;m] de taille N2.D�emonstration Il su�t pour cela de montrer que ces N2 vecteurs sont orthogonaux.En e�et < ek;j; ek0;j0 > = N�1Xn=0 N�1Xm=0 ek;j[n;m]e�k0;j0[n;m]= N�1Xn=0 ek[n]e�k0 [n] N�1Xm=0 ej[m]e�j0 [m]:Ces produits scalaires sont donc tous nuls si k 6= k0 et j 6= j 0 car fek[n]g1�k�N est unebase orthogonale. 2Cette proposition nous permet de construire des bases de cosinus locaux d'images parun produit s�eparable de bases de cosinus locaux (8.11) de signaux monodimensionnels.La famille de N2 fenêtres modul�eesfgk;j[n� pM;m� qM ] = g[n� pM ]g[m� qM ]ck[n� pM ]cj[m� qM ]g0�k;l<M;0�p;q�NM(8.12)est une base orthogonale de l'espace des images f [n;m] de tailleN2. Cette base d�ecomposel'image en N2M2 carr�es de taille M . Elle d�ecompose ensuite la restriction de l'image surchaque carr�e de M2 pixels dans une base de cosinus.8.3 Codage perceptuelLes codes par transform�ee orthogonale sont particuli�erement e�caces pour de largesclasses de signaux pour lesquelles on ne peut d�e�nir des mod�eles de production. C'est lecas pour les signaux audios ou les images. Le choix de la base et la quanti�cation descoe�cients doivent cependant être adapt�es �a la perception humaine de fa�con �a produiredes erreurs qui introduisent peu de d�egradations perceptuelles.8.3.1 Codage audioUn disque compact m�emorise un son audio de haute qualit�e avec un �echantillonnage a44.1 kHz. Les �echantillons sont quanti��es uniform�ement sur 16 bits ce qui produit un\Pulse Code Modulation" de 706kb/s. Un code \transparent" peut introduire des erreurs



8.3. CODAGE PERCEPTUEL 107num�eriques mais ces erreurs doivent rester inaudibles pour un auditeur \moyen". Deforts taux de compression sont obtenus en adaptant la quanti�cation aux propri�et�es demasquage auditif.Masquage auditif Une petite erreur de quanti�cation n'est pas entendue si elle estadditionn�ee �a un signal qui a une forte �energie dans la même bande de fr�equence. Cete�et de masquage se fait �a l'int�erieur de bandes de fr�equence \critiques" de la forme[!c � �!2 ; !c + �!2 ], qui ont �et�e mesur�ees par des exp�eriences de psycho-physiologie audi-tive. Un fort signal dont la transform�ee de Fourier a un support contenu dans la bandede fr�equence [!c � �!2 ; !c + �!2 ] d�ecrô�t la sensibilit�e d'un auditeur pour d'autres com-posantes qui sont �a l'int�erieur de cette bande de fr�equence. Dans l'intervalle de fr�equences[0; 20kHz], il y a approximativement 25 bandes critiques dont la largeur �! et la fr�equencecentrale !c satisfont �! � � 100 for !c � 7000:15!c for 700 � !c � 20 000 (8.13)Quanti�cation adaptative Le signal f [n] est d�ecompos�e dans une base de cosinus locauxngp;k[n] = g[n� pM ]ck[n� pM ]o0�k<M;0�p<NMconstruits avec une fenêtre g[n] couvrant g�en�eralement M = 1024 �echantillons. Par unetransform�ee de Fourier rapide, pour chaque composante du signal f [n]g[n � pM ] de M�echantillons, on calcule l'�energie en fr�equence dans les bandes critiques [!c� �!2 ; !c+ �!2 ].Cette �energie permet de calculer le niveau de masquage et donc l'amplitude maximum �des erreurs de quanti�cation qui ne sont pas audibles dans cette bande de fr�equence.On quanti�e alors uniformement avec un pas � chaque produit scalaire < f; gp;k >pour des cosinus locaux dont la fr�equence se trouve �a l'int�erieur de la bande critique[!c � �!2 ; !c + �!2 ]. Cet algorithme introduit dans chaque bande critique des erreurs dequanti�cation qui sont au-dessous du niveau d'audition.MUSICAM L'algorithme MUSICAM (Masking-pattern Universal Subband IntegratedCoding and Multiplexing) utilis�e par le standard MPEG-I est le plus simple des codeursperceptuels. Il d�ecompose le signal en 32 bandes de fr�equences de tailles �egales dont lalargeur est de 750Hz. Cette d�ecomposition est tr�es semblable �a une d�ecomposition dansune base de cosinus locaux. Chaque 8 10�3 seconde la quanti�cation est adapt�ee danschaque bande de fr�equence pour tenir compte des propri�et�es de masquage du signal. Cesyst�eme comprime des signaux audios jusqu'�a 128 kb/s sans introduire d'erreur audible.8.3.2 Codage d'images par JPEGLe standard JPEG est le plus couramment utilis�e pour la compression d'images. L'imageest d�ecompos�ee dans une base s�eparable de cosinus locaux, en utilisant des fenêtres deM = 8 par 8 pixelsfgk;j[n� pM;m� qM ] = g[n� pM ]g[m� qM ]ck[n� pM ]cj [n� qM ]g0�k;j<M;0�p;q�NM :



108 CHAPITRE 8. COMPRESSION DE SIGNAUXCela signi�e que l'image est d�ecompos�ee en carr�es de 8 par 8 pixels et que chacun deces carr�es est d�ecompos�e dans une base s�eparable de cosinus. Dans chaque fenêtre, les64 coe�cients de d�ecomposition sont quanti��es uniform�ement. Dans les zones o�u l'imageest r�eguli�ere, les cosinus de hautes fr�equences g�en�erent des petits coe�cients, qui sontannul�es par la quanti�cation. Pour coder e�cacement la position de ces coe�cients nuls,on utilise un code par s�equences.Codage des z�eros Enregistrer la position des coe�cients nuls correspond au codaged'une source binaire �egale �a 1 lorsque le coe�cient est non-nul et 0 lorsque qu'il est nul.On peut utiliser la redondance de cette source de 0 et de 1 en codant les valeurs sousforme de s�equences. Un code \run-length" enregistre la taille Z des s�equences successivesde 0 et la taille I des sequences successives de 1. Les variables al�eatoires Z et I sontensuite enregistr�ees avec un code entropique. Un code \run-length" est un algorithme decodage vectoriel dont on peut d�emontrer qu'il est optimal lorsque la s�equence de 0 et de1 est produite par une châ�ne de Markov d'ordre 1. Ce type de codage binaire est utilis�epour la transmission de fax.Chaque bloc de 64 coe�cients en cosinus est parcouru en zig-zag, comme l'illustre la�gure 8.1. Sur ce parcours, on enregistre la taille des s�equences de 0 et de 1 correspondantaux coe�cients quanti��es �a zero ou pas.

j=7

DC
k=7k=j=0

Figure 8.1: Sur une fenêtre de 64 coe�cients en cosinus, la fr�equence zero (DC) est enhaut �a gauche. Le codage des z�ero e�ectue un parcours en zig-zag depuis les basses versles hautes fr�equences.Sur chaque bloc, le vecteur de fr�equence z�ero g0;0[n� pM;m� qM ] a une valeur con-stante. Le coe�cient correspondant est donc proportionel �a l'intensit�e moyenne de l'imagesur le bloc. Ces coe�cients sont cod�ees s�epar�ements car ils sont fortement correl�ees d'unbloc �a l'autre. Plutôt que de quanti�er individuellement les fr�equences nulles (k = j = 0),on code la di��erence des coe�cients de fr�equence nulles, entre un bloc de l'image et lesuivant qui se trouve �a sa droite.Perception visuelle La sensibilit�e visuelle d�epend de la fr�equence et de l'orientation dustimulus. Les propri�et�es de masquage sont aussi importantes en vision que pour l'auditionmais sont beaucoup plus compliqu�ees �a mod�eliser. Des exp�eriences psycho-physiologiquesmontrent qu'un stimulus dont la transform�ee de Fourier est localis�ee dans une bande de



8.3. CODAGE PERCEPTUEL 10916 11 10 16 24 40 51 6112 12 14 19 26 58 60 5514 13 16 24 40 57 69 5614 17 22 29 51 87 80 6218 22 37 56 68 108103 7724 35 55 64 81 194113 9249 64 78 87 103 12112010172 92 95 98 121 100103 99Table 8.1: Matrice de poids wk;j utilis�es pour la quanti�cation des coe�cients correspon-dant �a chaque bloc de cosinus gk;j. Les fr�equences augmentent de gauche �a droite et dehaut en bas.
fr�equence �etroite produit un e�et de masquage sur une bande de fr�equence de l'ordre de1 �a 1.5 octave. Ce masquage d�epend de la fr�equence et de l'orientation du signal maisaussi d'autres param�etres d'intensit�e, de couleur et de texture. Cette complexit�e rendbeaucoup plus di�cile l'utilisation des propri�et�es de masquage en vision. Les codeursadaptent donc plutôt l'erreur de quanti�cation suivant une sensibilit�e "moyenne" danschaque bande de fr�equence, sans utiliser les propri�et�es de masquage Nous sommes typ-iquement moins sensibles aux oscillations de hautes fr�equences qu'aux variations de bassesfr�equences.Pour minimiser la d�egration visuelle des images cod�ees, JPEG e�ectue une quanti�-cation avec des intervales de quanti�cation dont les valeurs sont proportionelles �a despoids qui sont calcul�es grace des exp�eriences psychophysiques. Ceci revient �a optimiserl'erreur pond�er�ee (8.5). La table 8.1 est un exemple de matrice de 8 par 8 poids quipeuvent être utilis�es par JPEG. Les poids des fr�equences les plus basses, qui apparaissenten haut �a gauche de la table 8.1, sont 10 fois plus petit qu'aux plus hautes fr�equences,qui apparaissent en bas �a droite.Qualit�e de compression Pour �R 2 [0; 75 ; 1]bit/pixel, les images cod�ees avec JPEGsont visuellement quasiment parfaites. L'algorithme JPEG est souvent utilis�e avec �R 2[0; 5 ; 1]. Lorsque �R 2 [0; 2 ; 0; 5]bit/pixel, la �gure 8.2 montre que les images restor�ees�a partir d'un code JPEG sont de qualit�e mod�er�ee. A fort taux de compression, on voitapparâ�tre les blocs de 8 par 8 pixels sur lesquels la transform�ee en cosinus est calcul�ee.Les performances de l'algorithme de compression JPEG ont r�ecemment �et�e am�elior�eesen utilisant une base orthonormale di��erente, appell�ee base d'ondelettes [7]. Le nouveaustandard de la compression d'images utilisera donc ces nouvelles bases orthonormales.
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image originale 1,28 bits/pixel

1,09 bits/pixel 0,4 bits/pixel

0,27 bits/pixel 0,18 bits/pixelFigure 8.2: Images comprim�ees avec l'algorithme JPEG.
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