HEIG-Vd TRAITEMENT DE SIGNAL

Chapitre 3

Eléments d’analyse spectrale
numeérique

3.1 Passage de la TF a la TFD

Le passage de I'analyse de Fourier des signaux continus a 'aide de la transfor-
mation de Fourier (TF) au calcul numérique du contenu spectral d’un signal grace
a la transformation de Fourier discréte (TFD) fait intervenir trois opérations :

— l’échantillonnage du signal temporel ;

— la limitation de la durée d’analyse de ce signal ;

— la discrétisation de la fréquence pour 'analyse spectrale numérique.

Ces trois opérations, apparemment anodines, ont des conséquences dont il est
important d’évaluer 1’étendue.

Afin de concrétiser au mieux les relations existant entre les espace temps et
fréquence, on considérera par la suite que les signaux étudiés sont fournis sous la
forme d’une tension électrique que 1’'on échantillonne réguliérement pendant une
durée finie avant d’analyser numériquement son contenu spectral. Ainsi, pour
chaque équation, on pourra préciser les unités des résultats obtenus.

Pour mémoire, on rappelle trois propriétés de la transformation de Fourier
utilisées par la suite :

— au produit simple dans un espace correspond un produit de convolution

dans 'autre

z(t) - y(t) — X(G - f)*Y (G- f) (3.1)
z(t)*y(t) — X@G-f)-Y(-f)

— la TF d’un peigne d’impulsions de Dirac est également un peigne de Dirac

b7, (1) Ti 55.(f) (3.3)
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— la TF d’une impulsion rectangulaire de largeur At et d’amplitude 1 est un
sinus cardinal

sin(m - f - At)

rect (t, At) «—— At T A

= At - sinc(f - At) (3.4)

3.1.1 Signaux continus non-périodiques

Un signal analogique z(t) et sa densité spectrale X (j- f) sont reliés entre eux
par les relations :

o0
X(j-f):/ a(t) - e IFm gt [V 5] (3.5)
wy= [ XG- P v G6)

Ces transformations directe et inverse montrent a ’évidence, la parfaite symétrie
qui relie les espaces temps et fréquence (figure .a). A cette symétrie correspond
la propriété suivante :

a un signal temporel continu non périodique correspond un
spectre continu non périodique.

3.1.2 Signaux discrets de durée infinie

On consideére ici que le signal continu z(t) est échantillonné tous les multiples
de la période d’échantillonnage T,. On obtient alors un signal discret z[n] =
z(t =n-T,) (figure 3.1 c). Mathématiquement, cette opération d’échantillonnage
est équivalente & une multiplication du signal x(¢) par un peigne d’impulsions de
Dirac distantes de T, :

z[n] = a(t) - oz (1) (3.7)

Dans l'espace fréquentiel, le peigne de Dirac temporel 07, (t) devient un peigne

de Dirac périodique f. (figure[3.1]b).

M) = FEor®) = 51,1 33)

Comme le produit simple dans ’espace temps conduit & un produit de convo-
lution entre les spectres X (j - f) et A(f) (figure B.1}¢), on constate que :

a un signal échantillonné ou discret correspond un spectre
continu et périodique f..
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F1G. 3.1 — Passage de la TF a la TFD |[?].
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Le calcul du spectre X, (j-f) d’un signal discret x[n] se fait a partir de la définition
de la transformation de Fourier des signaux continus (équation [3.5). On obtient
alors :

“+oo
X P)=Tr Y ala] e[V 39)
Partant de ce spectre X (j - f), on peut bien entendu revenir au signal temporel
x[n] :

x[n] = X (G- f) et Te g V] —oo<mn<4oo  (3.10)

3.1.3 Signaux discrets de durée finie

Dans le cas ou l'on désire traiter numériquement un signal, le nombre de
valeurs z[n] ne peut pas étre infiniment grand. On est donc contraint & ne prendre
en compte qu'une partie du signal original. Mathématiquement, cette opération
de troncation revient a multiplier le signal x(t) par une fenétre rectangulaire w(t)
de largeur T (figure [3.1}d).

A cette multiplication dans l’espace temps correspond un produit de convolu-
tion dans 'espace des fréquences entre le spectre du signal X (j- f) et le spectre en
sinus cardinal de la fenétre w(t). Il en résulte une déformation du spectre original
causée par les ondulations du sinus cardinal (figure [3.1]e).

Le signal z(t) est enregistré pendant une durée finie 7" en échantillonnant N
valeurs du signal z(¢). On a donc T'= N - T...

La suite de valeurs discrétes xy[n] ainsi obtenue sera énumérée avec le comp-
teur temporel n compris entre 0 et N —1 et le spectre du signal tronqué se calcule
alors comme suit :

N-1
XenG-f)=T,- Z zy[n] - eI Te V-5
n=0

I1 est bien clair que les IV valeurs temporelles peuvent s’obtenir par transformation
inverse de X, n(j - f) :
14 |
zn[n| = Xon(G- f)-etvzminte . qf V] 0<n<N-1
£

-4
Remarque Par la suite, aucune distinction ne sera faite entre zy[n| et x[n]
d’une part, et X n(7 - f) et X (j - f) d’autre part, car le contexte permettra

toujours de savoir si la longueur N de la suite considérée est finie ou non et les 2
relations ci-dessus s’écriront :

X(j- ) =T.- 3 aln] - e 92T [V (3.11)
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Jfe
z[n] _ ';2 Xe(j ) f) . 6+j.2~7r.f-n-Te X df [V] (312)

Je
2

3.1.4 Discrétisation de la fréquence

Afin de pouvoir calculer numériquement un spectre, il est évidemment né-
cessaire de discrétiser la fréquence. En divisant le domaine fréquentiel en N in-

tervalles, 'incrément fréquentiel vaut Af = % et les fréquences analysées, au
nombre de N, sont :
Je
=k-Af=k-— 3.13
fekaf=k- 2 (313

Cette discrétisation de la fréquence n’est rien d’autre qu'un échantillonnage dans
le domaine spectral et les résultats des opérations d’échantillonnage et de multi-
plication vues plus haut pour I'espace temps s’appliquent également dans I’espace
des fréquences (figure 3.1]f et [3.1]g) et conduisent a la propriété suivante :

a la discrétisation du domaine spectral correspond un signal
temporel périodique.

Tout se passe comme si la durée d’acquisition 7' correspondait & une période du
signal temporel z[n|. Le spectre considéré a présent est donc un spectre discret
que l'on écrit X[j - k] avec 0 < k < N — 1. Tenant compte des relations temps-
fréquence, I'argument du phaseur s’écrit :

e . k-
2 fone T, = 4527 k-Afon-T, = :tj-Q-W-k-fN-nTe - i]-Q-W-Tn (3.14)
Le spectre X[j - k| et le signal temporel z[n| se calculent alors comme suit :
N-1
j-2mkn

X[j-k=T.- xn|-e” N [V -5 0<kE<N-1 (3.15)
n=0
N-1

n] = — X[j-k- e V] 0<n<N-1 (3.16)

x NI 2 J <n< :

3.2 Relations temps-fréquence

Comme les domaines temporel et fréquentiel sont discrétisés avec le méme
nombre de points N, on peut noter les points suivants.

1. L’'espace du temps est caractérisé la durée de l'enregistrement 7' et par
I'incrément temporel At (qui n’est autre que la période d’échantillonnage
T.) tel que

At=T, =— (3.17)
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2. L’espace des fréquences est caractérisé par 'incrément fréquentiel A f et
la fréquence maximum f,., qui n’est autre que la fréquence d’échantillon-

nage f. ; ;
N N

Ces deux relations ayant en commun la période d’échantillonnage T, et son in-
verse, la fréquence d’échantillonnage, on a :

Af = (3.18)

1 T 1

At:Te:— —_— =
Je — N N-Af

(3.19)

On en déduit donc les trois relations fondamentales liant les domaines temporel
et fréquentiel

1
Af = = 3.20
f= (3:20)
1 1
max — Je — A, T —#H 3.21
fom=fo = T (321)
1
At-Af = — 3.22
F= (3:22)
A celles-ci s’ajoutent le fait que le domaine d’analyse spectrale s’étend de —% a
—l—%. On définit alors la fréquence de Nyquist
fn = f; (3.23)

Les relations que nous venons de voir peuvent se traduire par les propriétés sui-
vantes.

1. L’incrément fréquentiel Af est l'inverse de la durée temporelle T'.

2. La période spectrale f,,.. = f. est 'inverse de l’incrément temporel
At.

3. Le domaine d’analyse spectrale est limité par la fréquence de Ny-
quist %
4. Pour un nombre donné de points N, il n’est pas possible d’avoir

simultanément une trés bonne définition temporelle (At petit) et
une trés bonne définition fréquentielle (Af petit).

Une illustration des relations existant entre les domaines temporel et fréquentiel
est donnée dans la figure [3.2]

Dans ce qui précéde, on a constamment vu apparaitre un phaseur faisant
intervenir 'argument +5-2-7-n- f-T, :

ptizmnfTe
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x(t), x[n]

T = NAt
/ At=Te
T t = nAt
I e e e e e -
0 N-1
NAt t
i — i -—
0 At tmax=T
Af fmax = fe
I — I -
0 NAf f
A
IXA(if)], IX[K]!
el X0 fo= N Af
Af
fe /2 fe f = KA
1 -
0 N-1
1/2 1 f/fg
I i >
0 T 21 Q

F1G. 3.2 — Relations temps — fréquence.
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Il est donc naturel de chercher a alléger ’écriture en définissant la pulsation
numérique ou normalisée 2 qui s’exprime en radians (figure [3.2)) :

Q—2~7r-f~Te—2~7T'fi [rad] (3.24)

e

Comme le spectre de base est compris entre :I:%, on voit que la pulsation

normalisée prendra ses valeurs entre +7 et que les transformations de Fourier
s’écrivent :

Xe(j- ) =T.- Y aln]-e?™ [V (3.25)
z[n] :ﬁ- HXe(j-Q)-e“'”'Q-dQ V] (3.26)

3.3 Transformation de Fourier discréte

3.3.1 Définition de la TFD

En observant les relations et (3.16), on constate que, mis a part le
changement de signe du phaseur et les coefficients précédant la somme, les calculs
du spectre X|[j - k] ou du signal z[n] se font de la méme maniére. Ceci conduit a
définir les algorithmes des transformations de Fourier discrétes directe ou inverse
comme suit :

N-1 N
Xplj-k=> zn]-e" % V] 0<k<N-1 (3.27)
n=0
N-1 -
wpln] =Y Xplj-kl-etTN V] 0<n<N-1 (3.28)
k=0

La comparaison des équations et [3.15] ainsi que et montre que

les résultats de la TFD sont reliés aux spectres et signaux réels par les relations
suivantes :

X[j-k]=T. Xplj - k] (3.29)
z[n] = xDT[”] (3.30)

3.3.2 TFD d’un signal périodique

Nous avons vu que le passage de la TF a la TFD peut modifier de maniére
sensible les résultats de I’analyse spectrale a cause de la troncation. Par contre, si
le signal temporel z(t) est périodique, on peut se trouver dans la situation idéale
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ou les raies spectrales du signal x7(t) sont en parfaite coincidence avec les raies
analysées par la TFD. Pour remplir cette condition, il suffit d’enregistrer trés
exactement une ou plusieurs périodes du signal temporel.

En comparant les définitions de la décomposition en série de Fourier :

Xsplj- k] = % ' / or(t) e T dt (V] (3.31)
= j-2-mk-t
er(t) = Y Xsplj-k] -5 [V] (3.32)
k=—oc0

avec celles de la TFD (équations et[3.28)), on voit alors apparaitre les relations
suivantes :

Xoelj- K] = 2201 (3.33)
er(t=n-T,) = x?\[fn] (3.34)

3.3.3 TFD et FFT

La découverte de la transformation rapide de Fourier en 1965 par Cooley et
Tukey [?]| a été d’une importance majeure pour le traitement du signal car elle a
permis d’envisager ’analyse spectrale numérique de signaux de longue durée en
des temps raisonnablement courts. L’algorithme de Cooley et Tukey a trés vite
été connu sous le nom de transformation rapide de Fourier et il est généralement
désigné par son appellation anglo-saxonne : FFT (Fast Fourier Transform).

Il est aisé de voir que le nombre d’opérations arithmétiques (sommes et pro-
duits) nécessitées par la TFD d’une suite de longueur N est proportionnel &
N2. Ce qui, pour une suite de longueur 1000, conduit & calculer 1°000°000 de
sinus et cosinus suivis d’une addition et d’une multiplication ; les temps de calcul
deviennent trés vite prohibitifs..

L’algorithme de la FFT utilise le fait que 'opération de la TFD globale peut
étre décomposée en la TFD de séquences de plus en plus courtes. Il en découle
alors que le nombre total d’opérations est bien inférieur & celui imposé par la
simple application de I’algorithme de la TFD. En contrepartie, le nombre de
points analysés N doit étre une puissance de 2. Le nombre d’opérations deman-
dées par le nouvel algorithme est alors fortement diminué et il vaut

Nop = N - logy(N) (3.35)
Ainsi, pour transformer 1024 points, le nouvel algorithme demande environ cent
fois moins de temps que la TFD :

N 1024

= =102.4
logy(N) 10
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Il ne faut pas se méprendre sur la signification de la FFT : l'algorithme FFT
n’est pas une nouvelle transformation. Ce n’est rien d’autre qu’un moyen rapide
d’obtenir les mémes résultats que ceux fournis par la TFD. Différents algorithmes
de FFT sont présentés dans le livre de Burrus et Parks [?].

3.4 Spectre d’une sinusoide

Il est important de bien comprendre que, dans toute analyse numérique des
signaux, on est contraint d’enregistrer une durée finie du signal et que cette durée
finie peut conduire & des effets indésirables lors de I'analyse.

On a vu que la FFT travaille sur un bloc complet d’échantillons considéré
comme périodique. Cela ne pose aucun probléme dans le cas d’un signal tran-
sitoire si celui a le temps de revenir & 0 avant la fin de l'enregistrement. Par
contre, dans le cas de signaux permanents, les choses peuvent se compliquer sen-
siblement. Pour le voir, considérons deux situations pouvant apparaitre lors de
I'enregistrement d’un signal périodique tel qu’'une sinusoide.

3.4.1 Le nombre de périodes enregistrées est un entier

La figure illustre un enregistrement de durée a 10 [ms] contenant ezacte-
ment 10 périodes d’une onde sinusoidale permanente d’amplitude 1 et de période
1 [ms]. Dans ce cas, le signal enregistré, considéré périodique par la FFT, coin-
cide avec le signal réel (une sinusoide permanente) et aucune modification de
I'information n’est introduite.

Le résultat de I’analyse FFT pour cette situation confirme ce que I'on attend,
a savoir que son spectre est constitué d’une raie spectrale bien définie et située
en 1 [kHz]. Les deux raies supplémentaires que 'on peut observer en 3 et 5 [kHz]
sont dues aux distorsions du signal sinusoidal fourni par le générateur.

3.4.2 Le nombre de périodes enregistrées n’est pas un en-
tier

Dans ce cas, la FFT analyse un signal qui posséde une transition brusque au
raccordement du début et de la fin de 'enregistrement. Cette transition posséde
un contenu spectral hautes-fréquences qui peut masquer une partie du spectre
réel.

La figure montre un enregistrement contenant 10.25 périodes d’une onde
sinusoidale permanente d’amplitude 1 et de période 1 [ms]. Dans ce cas, le signal
enregistré, considéré périodique par la FF'T, ne coincide pas avec le signal réel
(une sinusoide permanente) et son spectre s’étale dans tout le domaine spectral.
Cette dispersion de la puissance du signal dans tout le domaine fréquentiel porte
le nom d’étalement spectral.
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F1G. 3.3 — Signal sinusoidal et son spectre.

Il est important de réaliser que le phénomeéne d’étalement spectral est di a la
non-coicidence des valeurs initiale et finale de la durée enregistrée. Dans le cas
de la figure [3.3p, ces effets de bords sont tels qu’ils masquent complétement les
composantes spectrales d’ordre 3 et 5 du signal.

Pour éviter ces effets de bords, il faut s’attacher a enregistrer exactement un
nombre entier de périodes du signal et, dans le cas ou cela n’est pas possible,
il faut ramener les deux bords & une valeur identique a l'aide d’une fenétre qui
modifie aussi peu que possible le spectre réel.

3.5 Fenétres d’observation

3.5.1 Quatre fenétres usuelles

Les fenétres utilisées en analyse spectrale sont nombreuses et elles ont été
étudiées extensivement par F.J. Harris [?]. On se contente ici de mentionner les
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Fi1G. 3.4 — Fenétres d’observation.

quatre fenétres le plus fréquemment appliquées a ’enregistrement d’un signal.

Elles sont définies comme suit :

Fenétre rectangulaire

wy[n] =1 pour

Fenétre de Hann

wc[n]:0.5-<1—cos<2-7r-£>) pour 0<n<N

Fenétre de Hamming

zuhhﬂ::(l54-—(l46-cos<2-

Fenétre de Blackman

0<n<N (3.36)
N (3.37)
n
o < .
7T N) pour 0<n<N (3.38)

wb[n]20.42—0.5-COS<2'7T-%>+O.08-COS<4'7T-%> pour 0<n<N
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3.5.2 Effet d’une fenétre

Pour bien saisir I'effet des fenétres dans le domaine spectral, on considére ici
les deux situations présentées plus haut auxquelles on appliquera les fenétres de
Hann, de Hamming et de Blackman (figure [3.5)).

Le nombre de périodes enregistrées est un entier Dans ce cas idéal (figure
3.5(a)], on peut relever quelques différences spectrales légéres.

1. Les raies spectrales du signal original sont également présentes quelle que
soit la fenétre choisie.

2. Grace au maintien d’une légére discontinuité temporelle, la fenétre de Ham-
ming offre les raies spectrales les plus étroites.

3. La fenétre de Blackman qui est la plus étroite temporellement, fournit,
comme attendu, des raies spectrales plus larges.

Le nombre de périodes enregistrées n’est pas un entier Dans la figure
3.5(b)l, on a repris I'enregistrement contenant 10.25 périodes. Les résultats spec-
traux obtenus montre & 1’évidence 'effet de ces 3 fenétres :

1. la fenétre de Hann fournit un spectre tout & fait satisfaisant, quoique un
peu large a sa base;

2. la fenétre de Hamming fournit un spectre étroit mais, a cause de I'étale-
ment spectral résiduel, elle ne permet pas de voir les 2 autres composantes
spectrales ;

3. la fenétre de Blackman donne le meilleur résultat : un spectre bien défini
sans ¢talement spectral.

3.5.3 Choix d’une fenétre

Le choix d’une fenétre est un compromis entre une bonne définition spectrale
(spectre étroit) et un étalement spectral aussi faible que possible (douceur de
la fenétre). Qualitativement, leurs caractéristiques peuvent étre résumées comme
suit.

1. La fenétre rectangulaire ne modifie pas I'enregistrement ; c’est celle que 1’'on
utilisera dans le cas de signaux transitoires ou non permanents et,
dans le cas de signaux périodiques, lorsque 'on est str que le nombre de
périodes enregistrées est un entier.

2. La fenétre en cosinus, dite de Hann, est mathématiquement la plus simple
et elle offre de bons résultats dans le cas de composantes spectrales pas
trop proches.
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0 5 10 0 5 10 0 5 10
temps [ms] temps [ms] temps [ms]
0 0 0
-20 -20 -20
Tm -40 _40 _40
>
-60 -60 -60
_80._‘ l_A_A— 80 l_A_A— -80
0 5 10 0 5 10 0 5 10
fréquence [kHz] fréquence [kHz] fréquence [kHz]
(a)
Hann Hamming Blackman
1 1 1
0.5 : 0.5 : 0.5 :
2 o 0 0
-0.5 : -0.5 : -0.5 :
1 -1 -1
0 5 10 0 5 10 0 5 10
temps [ms] temps [ms] temps [ms]
0 0 0
-20 -20 -20
Tm 40 _40 _40
>
-60 -60 -60
-80 -80 -80
0 5 10 0 5 10 0 5 10
fréquence [kHz] fréquence [kHz] fréquence [kHz]

(b)

Fi1G. 3.5 — Effet des fenétres d’observation avec @ : 10 périodes entiéres; @ :
10.25 périodes.
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3. La fenétre en cosinus relevé, dite de Hamming, n’élimine pas complétement
I’étalement spectral. Elle offre en contre partie une meilleure définition
spectrale mais ne permet pas de voir des composantes spectrales de faibles
amplitudes.

4. La fenétre de Blackman, constituée de deux cosinus, atténue trés fortement
les effets de bord et permet ainsi de bien distinguer des raies spectrales
proches et de faibles amplitudes.

3.6 Exemple 1 : analyse spectrale élémentaire

Données On considére ici un signal temporel fortement bruité (SNR = 0 [dB])
qui semble contenir une oscillation périodique dont on souhaite connaitre la te-
neur.

Analyse temporelle De 'enregistrement, on tire

1. la composante DC du signal et sa valeur efficace AC

Xpo =0.045  Xao = 1.42

2. la période d’échantillonnage 7T, et sa durée T
T, = 20 [us] T = 20 [ms]

3. le domaine d’analyse spectrale fy et la définition spectrale A f

1 1 1
fN:§.fe:2_Te:25[kHz] Af:T:50[Hz]

v.1.6 153 MEE| \cours_ TS.tex\6 avril 2006


http://www.eivd.ch
http://iai.eivd.ch/users/mee/iai/competences_iai/latex/competences_iai_MEE.pdf

9'T'A

Part

900z 1A% 9\x03'ST, sinod\ 33jn

Enregistrement temporel et Analyse spectrale

5 T T T T T T T T
Z o0
T=t ,=20[ms], At=T_ =20]us]
_50 é alt els 1|o 1|2 1|4 1I6 1I8 20
t [ms]
1t 1r
0.8f fax = 1/A1=50[kHz] 0.8t
gj 0.6+ fe = fmax = 50 [kHz] gj 06t
x < ‘
0.4} fi ="f/ 2 =25 [kHz] 04l , , O
0.2 Af=1/t_ =50[Hz] 0.2 - R T PN A
OW . ,‘lhﬂ.hlm|lﬂxﬂl’ |hlLﬂﬂ.hﬂﬂl”h‘hhhh”ﬂﬂ.lﬂl ﬂlmﬂﬂhﬂﬂmm‘ml
0 5 10 15 20 25 0 1 2 3 4 5
f [kHz] f [kHz]

F1G. 3.6 — Illustration de I’analyse spectrale avec : a) I'enregistrement temporel; b) son spectre d’amplitudes pour 0 <
f< f? = 25 [kHz] ; ¢) un zoom spectral sur 0 < f < 5 [kHz].
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Analyse spectrale Le programme des calculs temporels et spectraux se résume
aux quelques lignes présentées dans le listing [3.1] Les spectres d’amplitudes, pré-
sentés dans la figure [3.6] montrent que deux raies spectrales s’élévent clairement
au-dessus du niveau moyen du bruit situé aux environs de 0.3. Ces deux raies
spectrales ont une amplitude et une fréquence valant respectivement

A ~1.02  f =1.25[kHz] + 25 [Hy]

Ay~ 0.85  fo = 1.40 [kHz] & 25 [Hy]

La précision des fréquences mesurées est égale a la moitié de la définition spectrale

Af.

Listing 3.1 — Programme d’analyse spectrale élémentaire

% lecture de l’enregistrement
enreg = load(’enreg.txt’);

tt = enreg (:,1);

xt = enreg(:,2);
Xdc = mean(xt)

Xac = std(xt)
Z%analyse temporelle
Npts = length(xt);
dt = tt(2) — tt(1)}
duree = Npts * dt
Z%analyse spectrale

df = 1/duree, fmax = 1/dt

ff = 0:df:fmax—df;

Xj x f = fft(xt)/Npts;

% spectre unilatéral

Ndemi = round (Npts/2);

ffu = ff (1:Ndemi);

Xj x fu = 2+%Xj * f(1:Ndemi);

Xj * fu(l) = Xj = f(1); % composante DC

%estimation du rapport signal/bruit (SNR)

Px = Xdc.”2 4+ Xac."2; Zpuissance du signal + bruit = 2.023
Al = 1.02; A2 = 0.85; Z%amplitudes mesurées
Px0 = (Al1.72 + A2.72)/2; Z%puissance du signal original = 0.88
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Pn = Px — Px0; % puissance du bruit = 1.1/

SNR = 10xlog10 (Px0/Pn) % SNR = —1.12

3.7 Exemple 2 : reconstruction d’un signal

Données Afin d’analyser et illustrer les résultats fournis par la TFD, on consi-
dére ici un signal connu

x(t):Al-sin(2-7r-f1-t)—i—AQ-sin(2~7r-f2-t)+A3-sin(2-7r-f3-t—|—Z)

constitué de trois sinusoides d’amplitudes
Aj=1 Ay, =-08 A3=0.5
et de fréquences harmoniques
fi=50[Hz] fo=150[Hz] f3=250[Hz

Ce signal original est perturbé par un bruit important (SNR ~ +5 [dB]). Le but
de cet exemple est de montrer que, malgré la présence d’un fort bruit, il est
possible de retrouver le signal original.

Analyse temporelle L’enregistrement du signal bruité a été fait avec une

période d’échantillonnage T, = 0.2 [ms] et il a une durée 7' = 210 [ms] (figure

3.7h). Ceci permet de prévoir que le domaine des fréquences est caractérisé par :
— la fréquence de Nyquist

fv = fg = 2500 [Hz]

— la définition spectrale

1 1
A =77 510 [ms]

= 4.76 [Hz]

On notera que la durée d’analyse 7' = 210 [ms| conduit & une définition spectrale
Af = 4.76 [Hz] qui n’est pas un sous-multiple des composantes spectrales. Cela
fait que I'on sera dans 'impossibilité de trouver la valeur exacte des fréquences
originales. Idéalement, on aurait di prendre une durée de 200 [ms| permettant
ainsi d’avoir une définition spectrale de 5 [Hz].
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Analyse de Fourier
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F1G. 3.7 — Analyse spectrale et extraction des signaux.

Signal + Bruit
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4 ‘ ‘
2 L
0
-2t
-4
0 50 100 150 200
temps [ms]
v.1.6

MEE \cours_TS.tex\6 avril 2006


http://www.eivd.ch
http://iai.eivd.ch/users/mee/iai/competences_iai/latex/competences_iai_MEE.pdf

HEIG-Vd TRAITEMENT DE SIGNAL

Analyse spectrale L’observation du spectre (figure ) montre que les trois
raies spectrales sont bien visibles. Mais, on doit cependant constater que ces raies
se sont dédoublées a cause de la définition spectrale non-entiére et de I'utilisation
de la fenétre d’observation.

Les fréquences mesurées a £2.4 [Hz| prés sont

fi1=476[Hz] fip = 52.4[Hz]

for = 147.6 [Hz] fi1o = 152.4[Hz|
f31 = 247.6 [Hz] f3o = 252.4[Hz|

Leurs amplitudes et phases respectives valent

All = 0.453 A12 = 0.432 ap = —0.151 [I‘ad] a2 = +2.98 [rad]

A21 = 0.368 A12 =0.334 Q91 = —2.87 [rad] o9 — —0.275 [rad]

Agl =0.198 A12 = 0.185 31 = —|—O372 [rad] Q39 — —2.65 [rad]
avec

Reconstruction du signal original Connaissant les amplitudes et phases des
composantes spectrales, il est aisé de reconstruire le signal non bruité :

xr(t):ZAk-cos(Z-ﬂ-fk-t—l—&k)
k

Malgré Deffet de la fenétre d’observation utilisée avant d’effectuer la FFT et le
fait qu'il y ait six fréquences au lieu de trois, le signal ainsi extrait (figure [3.7¢)
reproduit assez bien 'allure du signal original (figure [3.7(d).

Listing 3.2 — Programme d’analyse et extraction des composantes spectrales

% signal bruité
yt = xt+nt;
Npts=length (yt);
%analyse spectrale avec une fenétre de Hann
yht = yt’.+hann(Npts);
Yj*x f = fft (yht)/Npts;
df = 1/tmax; fmax = 1/dt;
ff = 0:df:fmax—df;

% recherche de N raies spectrales
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Nraies = 6;
Yj* f tempo = Yj * f(l:end/2);
for kn = 1:Nraies
[Ymax, kf(kn)] = max(abs(Yj * f tempo));
Yj* f\ tempo(kf(kn)) = 0;
end;
% reconstruction
xtr = zeros(size(yt));
for kn = 1:Nraies
Xrj « f =Yj x f(kf(kn)); fr = ff(kf(kn));
xtr = xtr + Xrj * f{xexp(+j*2«pikfr*tt) + Xrj * f’xexp(—j*2xpixfr*tt);
end;
% valeurs des composantes spectrales
fr = ff(kf)’
Ar = 2xabs(Yj = f(kf))

ar = angle(Yj * f(kf))

3.8 Exemple 3 : analyse spectrale détaillée

3.8.1 Données

On considére ici un signal permanent observé a l'oscilloscope. A partir de
I’observation visuelle du signal, on désire choisir les paramétres d’acquisition qui
permettront ensuite d’extraire toutes les informations possibles. L’acquisition se
fera avec un convertisseur analogique-numeérique 8 [bit] /2 [V].

3.8.2 Signal temporel

Le signal z(t) observé a loscilloscope (figure [3.8h) apparait comme un si-
nusoide caractérisée par son amplitude A &~ 1[V] et sa période Ty ~ 3.5 [ms].
Cependant, une observation de plus longue durée (figure ) montre un phéno-
méne de battement de période Ty, =~ 0.45 [s] ou de fréquence

1

fo=7

~ 2.2 [Hz]

On en déduit que ce signal est composé d’au moins 2 sinusoides d’amplitudes fort
différentes (car la variation d’amplitude de x(t) est faible) et de fréquences treés
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Acquisition: 10000 points, fe =5000 [Hz]; CAN: £2[V], 8 bits + 1/2LSB,

x(t)

x[n]
o
T
i

) - I r - [ it
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
temps [sec]

F1a. 3.8 — Signal analysé.

proches :

1
flsz285[Hz} fo=f1+ fp =285+ 2[HZ
0

3.8.3 Paramétres d’acquisition

Afin d’avoir une définition temporelle raisonnable, on choisit

T,
At =T, = =2 = 0.35 [ms] ~ 0.2 [ms]

10
et on en déduit la fréquence d’échantillonnage
1
e =-—=>5lkH
o= = = 5[KH]

La figure [3.8 présente une partie du signal numérique ainsi acquis.
Comme il faut pouvoir distinguer deux raies distantes de f, ~ 2[Hz|, on
choisira une définition spectrale suffisamment fine

Af = % = 0.5 [Hz]
Sachant que la résolution fréquentielle est inversement proportionnelle a la durée

d’acquisition, on en tire
1

tva = A_f =2 [S]
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Le nombre de points acquis vaudra donc

1 1
N

= = :1
PETAf-At T 0.5[Hz] - 0.2 [ms] 0000

L’ensemble des valeurs acquises est représenté a la figure [3.8p.

3.8.4 Analyse spectrale

Utilisation de la FFT On a vu plus haut que l'algorithme FFT exige un
nombre de points égal & une puissance de 2. Lorsque cela n’est pas le cas, on
compléte la suite de valeurs acquises par une succession de zéros permettant
d’atteindre la puissance de 2 la plus proche (figure 3.9).

Du point de vue de l'analyse de Fourier, cela ne change rien aux résultats
fournis ; seule la résolution spectrale est améliorée. Dans notre cas, on passera
donc de Ny = 10000 & Nys = 16384 et la résolution fréquentielle passera ainsi
de

f. 5000
Af=-te = 28 _ 51
/=N = 10000 [Hz]
A
f. 5000

Af = 0.305 [Hz]

" Ny 16/384

Fenétre rectangulaire Dans ce cas, 'analyse spectrale de la suite de valeurs
acquises x[n] fournit les spectres présentés dans les figures et B.11h). Le
spectre ainsi obtenu fait apparaitre une seule raie spectrale aux environs de
270 [Hz] et, contrairement a ce que 'on attendait, il n'y a pas de deuxiéme raie
spectrale. Manifestement, celle-ci est masquée par 1’étalement spectral di a la
fenétre rectangulaire.

Fenétre de Blackman On est donc amené a fenétrer le signal acquis en le mul-
tipliant par une fonction atténuant les effets de bord dus a 'acquisition effectuée.
On choisit ici d’utiliser la fenétre de Blackman définie comme suit :

wp[n] = 0.42—0.5 cos (2 P )—1—0.08 cos (4 - ) pour 0 <n < Npg

pts N pts

Du point de vue numérique, on analysera donc le signal
Typln] = xn] - wyln]

Apreés avoir complété le signal fenétré par des zéros pour atteindre une puissance
de 2 (figure[3.10R), on obtient les résultats présentés dans les figures et(3.11b
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Spectres d’amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]

T T T T T T
[ —— Fenétre rectangulaire |

2 T

16000

I I I
4000 6000 8000 10000 12000 14000

4

X (f) [dB]

. .MW i

4500 5000

2000 2500 3000 3500 4000

0 500 1000 1500
fréquence [Hz]

F1G. 3.9 — Signal et spectre d’amplitudes, fenétre rectangulaire.

Spectres d’amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]

T

T T T
[— Fenétre de Blackman |
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|
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F1G. 3.10 — Signal et spectre d’amplitudes, fenétre de Blackman.
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Spectres d’amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]

0 T T T I I
[ — Fenétre rectangulaire |
_20} i
o
S
= —40r -
;</x_
-60 -
-80 | | | | | | | | |
250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350
0 T I I
[ — Fenétre de Blackman |
-20 i
o
S
= —40r -
NG
<
60 m
A | 1l | | | | | |

250 260 270 280 290 300 310 320 330 340 350
fréquence [Hz]

F1G. 3.11 — Agrandissement spectral.

Zoom fréquentiel Etant donné la haute définition spectrale, obtenue au prix
d’un long enregistrement, les échelles globales ne permettent pas de voir le détail
des raies attendues. Il faut donc zoomer sur la zone intéressante. On voit alors
trés nettement que la fenétre rectangulaire (figure ) est totalement incapable
de fournir les informations attendues alors qu’avec la fenétre de Blackman (figure
3.11p), on retrouve bien la deuxiéme fréquence recherchée et on peut méme aper-
cevoir la présence d’une troisiéme composante spectrale d’amplitude encore plus
faible, qui n’était absolument pas perceptible au niveau temporel.

La figure permet de mesurer les fréquences des trois composantes spec-
trales du signal z(t) et les amplitudes relatives des raies spectrales bilatérales.

3.8.5 Estimation des amplitudes

Le spectre d’amplitudes de la figure [3.11p permet de mesurer les fréquences
et amplitudes des raies spectrales bilatérales.

K e | Xee | Xejam — Xias | 3
1] 272[Hs | —7.6 0 1
> |[274[Hz] | —32.2 246 0.059
327707 | —52 vy 0.006
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Il est important de noter que les amplitudes spectrales dépendent de la fenétre
choisie et que seules leurs valeurs relatives peuvent en étre déduites

Xk Xk,dB—X1,dB
=10 20

X,
Pour obtenir la valeur réelle des amplitudes, on peut passer par 1’égalité de Par-
seval :

1 (7 X A2 A2 AN\ (A3 (AN
Pre — —. 2 (1) dt = k1 2 i =
AC T/o Tac(t) Z 9 9 < +(A1 T Ay + Ay *

k=1

N———

Ce qui donne dans notre cas
A2 A
Pyc = 71 - (14 0.059* 4 0.006%) = 1.00352 - 71

A partir du signal acquis, on calcule aisément sa puissance :
Prc = —- (z[n] — pz)? = Var [z[n]] = 1.45

On en déduit alors la valeur de A; et celles des autres composantes :

2 Pac
A =4 =—=2% =17
! 1.00352 0

A =0.059- A, =0.1
A3 =0.006- A; =0.01

Remarque Une correction des amplitudes spectrales tenant compte de la fe-
nétre utilisée n’est possible que s¢ le signal acquis posséde exactement un nombre
entier de périodes. Si cette condition est remplie, il suffit alors de diviser les am-
plitudes spectrales par la valeur moyenne de la fenétre : A, — %. Ce calcul
doit étre évité si I'on est pas siir que la condition est remplie.

3.8.6 Calcul des signaux et des spectres

Le fichier créé pour générer le signal z(t), calculer et tracer les spectres dans
différentes conditions est donné ci-dessous. Bien qu’il puisse paraitre volumineux
au premier abord (beaucoup de lignes sont consacrées au tragage uniquement),
les parties essentielles de ce fichier sont simplement :

1. la conversion analogique- numérique +2 [V] avec Ny;us £ % LSB de non li-
néarité (on admet que celle-ci entraine la perte d'un bit) :
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— Ucan = 4; Nbits = 8

— an = Ucan * round((xzn0/Ucan) * (2..Nbits — 1)) /(2..Nbits — 1) ;

— le fenétrage :

— wh = (blackman(length(zn))) ;

— xnwh = xn. x wh;

— l'ajout de zéros et le calcul du spectre :

— Nfft=2Cil(log2(length(zn)));

— xnwh = [znwh, zeros(1, N f ft — length(xn))];
— Xj - fh= fft(xnwh)/length(xnwh);

Initialisation Le programme débute par l'initialisation des paramétres et la

création du signal vu sur I’écran de 1’oscilloscope

Listing 3.3 — Initialisation des paramétres et création du signal

% analyse spectrale

clear all; close all; format compact;

% parametres du signal

ampl = 1.7; amp2 = 0.1; amp3 = 0.01;

fl = 271.828; f2 f142; f3 = f1+5;
% oscilloscope

tosc = 0.03; kosc = 2000;

dt = tosc/kosc;

tt = 0:dt:tosc—dt;

clc;

xt0 = amplxsin (2xpixtt*fl)+tamp2+cos(2xpixtt*f2)+amp3+sin (2xpixtt*f3);

Acquisition numérique Il se poursuit avec ’acquisition et la conversion sur

une durée plus longue

Listing 3.4 — Acquisition et conversion sur une durée plus longue

% acquisition
tacq = 2;
Te = 0.2e—3;

tn = 0:Te:tacq—Te;

xn0 = ampls*sin (2xpixtn*fl)+amp2*cos (2xpixtn*f2)+amp3*sin (2+xpixtnxf3);

% conversion +/— 2V avec Nbits et +/— 1/2LSB de non linearite

Ucan = 4; Nbits = 8;
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xn = Ucansround (xn0/Ucan=*2.” (Nbits —1)) /2.~ (Nbits —1);

Calcul des spectres Une fois les signaux acquis, on peut calculer leurs spectres
et afficher des informations

Listing 3.5 — Calcul des spectres et affichage des informations

% calcul des spectres
Nfft = 2.” ceil (log2(length(xn)))
% fenetres rectangulaire et de Blackman
wr = ones(size(xn));
wh = (blackman (length(xn))) ’;
XOWI = XI.*Wr;
xnwh = xn.*wh;
% ajout de zeros
xnwr = [xnwr, zeros(1l,Nfft—length (xnwr))];
xnwh = [xnwh, zeros(1l,Nfft—length(xnwh))];
% fft
Xj * fr = fft (xnwr)/length(xn);
Xj = fh = fft (xnwh)/length(xn);
% domaine spectral
fmax = 1/Te;
df = fmax/Nfft;

ff

0:df:fmax—df;

% infos
Nbits, tacq, Te, fmax, df
Pac = var(xn)

Npoints = round(tacq/Te), Nfft

Graphes On trace les signaux acquis

Listing 3.6 — Tracage des signaux acquis

% graphes temporels

figure;
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subplot (3,1,1);
plot (tt ,xt0); grid;
axis ([0, tosc,—2,2])
texte = [’Acquisition:_’, num2str(round(tacq/Te)), ’_points,’];
texte = [texte, '_f e_=_’, num2str(1/Te,4), ’_[Hz]; |;
texte = [texte, ’__CAN:__\pm.’, num2str(Ucan/2,2), '_[V],. ];
texte = [texte, ’__’, num2str(Nbits,2), ’_bits_\pm_1/2LSB,’|;
title (texte);
ylabel (’x(t)’);
subplot (3,1,2)
plot (tn,xn); grid;
axis ([0, tacq,—2,2])
ylabel (’x(t)’);
subplot (3,1,3); % zoom
plot(tn,xn,’.’); grid;
axis ([0, tosc,—2,2])
ylabel (’x[n]’);
xlabel ( "temps_|[sec]’);

print —deps ansptemps.eps

ainsi que les spectres aprés fenétrage

Listing 3.7 — Spectres aprés fenétrage

% spectres

figure; % fenetre rectangulaire

subplot (2,1,1);
plot (xnwr); grid;
axis ([0, Nfft ,—2,2])
texte = [’Spectres_d’’’amplitudes:_\Delta_f_=_’ ,num2str(df,3), ’_[Hz],’]| ;
texte = [texte, ’'_f\ N_=_’, num2str(fmax/2), ’_[Hz]’];
title (texte);
ylabel (*x[n]_s.w\_r[n]*);

legend (’Fenétre_rectangulaire’);
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subplot (2,1,2);

plot (ff , 20xlogl0(abs(Xj = fr))); grid;
axis ([0 ,fmax, —80,0]);
ylabel (’X\ r(f)__[dB]’);
xlabel (’fréquence_|[Hz] );
print —deps anspwr.eps
figure; % fenetre de Blackman
subplot (2,1,1);
plot (xnwh); grid;
axis ([0, Nfft,—2,2])
texte =
texte = [texte, ’_f\ N_=_’, num2str(fmax/2),
title (texte);
ylabel (’x[n]_\cdot_w_h[n]’);
legend (’Fenétre_de_Blackman’);
subplot (2,1,2);
plot (ff , 20xlogl0(abs(Xj = fh))); grid;
axis ([0 ,fmax, —80,0]);
ylabel (’X\ h(f)__[dB]’);
xlabel (’fréquence_|[Hz] );

print —deps anspwh.eps

[ ’Spectres_d’’amplitudes:_\Delta_f_=_"

,num?2str (df,3), ’_[Hz|,’]

)

o [Hz] 5

Zoom Les détails sont mis en évidence

Listing 3.8 — Mise en évidence des détails

% zoom spectral

fzl = 250; fz2 = 350; \% domaine interessant
dbmax = 80;
figure;

subplot (2,1,1);

plot (ff, 20xlogl0(abs(Xj * fr))); hold on;
axis ([fzl ,fz2,—dbmax,0]); grid;
title (texte);
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ylabel ("X r(f)__[dB]);

legend (’Fenétre_rectangulaire’);

subplot (2,1,2);

plot (ff, 20xlogl0(abs(Xj * fh)));
axis ([fzl ,fz2,—dbmax,0]); grid;
ylabel (’X\ h(f)__[dB]’);

xlabel (’fréquence_[Hz]|’);

legend (’Fenétre_de_Blackman’);

print —deps anspzoom.eps
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3.A Exercices

3.A.1 Exercice TFD 1

L’analyse spectrale, par la FFT, d’un signal x[n] constitué de N = 8 valeurs a
fourni le spectre discret Xp|j - k| partiellement donné dans le tableau ci-dessous.

1. Complétez le tableau sachant que f. = 1 [kHz].

2. Le signal temporel zx[n| est-il continu, discret, périodique ?
3. Que vaut zy[n =0]7

4. Quelle est 'expression de zy[n]?

5

. Tracez xzx(n).

| k jo] 1 | 2 [3[4[5[6[7[8[9[10]
Xplj - k] 4124+5[3+2-5]712
| Xplj - k]|
arg {Xplj - k}
f [kHz]

3.A.2 Exercice TFD 2

On souhaite calculer le spectre d’'une impulsion rectangulaire de largeur At =
3 [ms] et d’amplitude A = 5 [V]. Pour ce faire, on acquiert 8 points a la fréquence
fe = 1[kHz].

1. Admettant que I’échantillonnage commence a I’apparition du flanc montant,
dessinez z(t) et z[n].

2. Que vaut la durée d’acquisition t,., 7
3. Discutez les valeurs choisies pour n =0 et n = 3.

4. Quel sera le domaine spectral analysé 7 Que vaudra I'incrément de fréquence

AF?

5. Calculez Xplj - k] pour k = 0 et k = 2; quel est le domaine de variation du
compteur k des fréquences ?

6. Validez votre résultat en analysant la valeur de Xp[j -k = 0].

3.A.3 Exercice TFD 3

Considérant la suite de valeurs z[n] :

[ n [-m[-m+1].. . [-3]-2[-1]0[+1[+2][+3]...[+m—1

x[n] 0 0 0 0105 1 (1] 1 05 010 0
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1. Esquissez x[n] et une fonction z(¢) passant par ces points.

2. Calculez Xplj - k| ; sa valeur dépend-elle de la longueur N = 2 - m de la
suite 7

3. Qu’est ce qui change si on ajoute des zéros pour doubler le nombre d’échan-
tillons ?

3.A.4 Exercice TFD 4

Considérant un signal z(¢) = cos(2- - 1000 - t) + cos(2 - 7 - 2000 - t) échantillonné
pendant une période & la fréquence f, = 8- fp :

1. Dessinez la suite de valeurs x[n].

2. Justifiez les résultats ci-dessous fournis par la la FF'T puis précisez la rela-
tion existant avec ceux fournis par la décomposition en série de Fourier :

3. On échantillonne le signal x(t) sur 4 périodes; que donnera la FFT ?

3.A.5 Exercice TFD 5

On échantillonne avec une période d’échantillonnage 7, = 1 [ms| une exponentielle
décroissante

x(t)=A-e 7 -€t)
ot A=5[V], 7 =5[ms|.
Que vaut la densité spectrale X (j - f) du signal x(¢)?

Calculez la suite des valeurs z[n|; exprimez la sous la forme z[n] = A - r™.

Calculez la TF X.(j - f) de la suite infiniment longue z[n|.

Y e

On ne prend en compte que les 16 premiéres valeurs de la suite z[n] et on
annule les autres; que vaut X, n(j - f).

5. Considérant la suite temporelle tronquée zy[n| avec N = 16, on discrétise
I’axe des fréquences. Que vaut l'incrément fréquentiel 7 Calculez le spectre
discret Xp[j - k.

6. Que valent, pour chacun des spectres ci-dessus X (j- f), Xe(7-f), Xen(5-f),
Xplj - k], les composantes spectrales lorsque f = 0[Hz|?
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3.A.6 Exercice AnSp 1

Lors de I'analyse spectrale d’un signal échantillonné z[n], les paramétres N, T,
tmax €t fe, Af sont reliés entre eux; la donnée de deux d’entre eux suffit pour
fixer tous les parameétres de 'analyse. Rappelez ces relations puis complétez le
tableau ci-dessous.

N T | b [ AF [ fe ]
10 2 [kHZ]
1 [ms] 50 [Hz|
50 10 [ms]
100 10 7]
20 [Hz] | 1 [kHz]
2[ms] | 1]
30 | 1[ms]
5 [ms] 5 [kHz|

3.A.7 Exercice AnSp 2

On doit faire I'analyse spectrale numérique des signaux suivants

une sinusoide une impulsion triangulaire

une réponse indicielle un signal chirp (wobulé)

une impulsion rectangulaire une exponentielle décroissante

=~ Wl -~
o | Ov| Ot

une suite d’impulsions rectangulaires un signal triangulaire périodique

Pour chacun des signaux,
1. esquissez leur allure temporelle ;
2. choisissez-vous une fenétre rectangulaire ou en cosinus ?

3. précisez les raisons de votre choix.

3.A.8 Exercice AnSp 3

On considére ici le signal
x(t) =3+4cos(2-m- fo-t)+2sin(4-7- fo-1), fo = 100 [Hz]

représenté a la figure dont on a enregistré deux périodes. Sachant qu’on
souhaite obtenir numériquement son spectre X |[j - k], on I’échantillonne avec une
période T, = 1 [ms].
1. Dessinez les points échantillonnés x[n]. Quelle fenétre faut-il utiliser avant
I’analyse spectrale ?

2. Que valent N, tyayx, fe, Af7
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| | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps [ms]

4 ! ! ! !

FiG. 3.12 — Ex AnSp 3.

3. Qelles raies spectrales seront présentes? Quel sera le nombre de valeurs
spectrales analysées ?

4. Donnez les fréquences, les amplitudes et les phases de chaque valeur spec-
trale X[j- k], k=0,...,N—1

5. Quel serait le résulat de 'analyse spectrale si I'on avait échantillonné six
périodes au lieu de deux ?
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