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Série d’exercices no6/6
Équations différentielles

Exercice 1. Schéma d’Euler explicite.
On considère le problème de Cauchy suivant

⇢
x0(t) = f(t, x(t)), t 2 [t0, t0 + T ]
x(t0) = x0,

où t0, T x0 2 R et f : [t0, t0 + T ] ! R sont donnés.
On suppose de plus qu’il existe L > 0 tel que pour tout t 2 [t0, t0 + T ], et pour tous x, y 2 R,

|f(t, x)� f(t, y)|  L|x� y|.
1. Donner le schéma d’Euler explicite à pas de temps constant correspondant à ce problème.
2. Jusqu’à quel ordre ce schéma est-t-il convergent ?
3. Applications :

pour les deux problèmes suivants :

A.

(
x0(t) = t sin(x(t)), t 2 [0, T ],

x(0) =
⇡

2
,

et B.
⇢

x0(t) = t2 + x+ 1, t 2 [1, T ],
x(1) = 1.

(a) Écrire le schéma d’Euler explicite en prenant un pas de temps constant.
(b) Écrire les 2 premières itérations en prenant comme pas de temps h = 0.1.
(c) Est-ce que ce schéma converge vers chacune des solutions de ces problèmes ?

Exercice 2. Schémas explicites du point milieu et schéma des trapèzes (Heun).
On considère le problème de Cauchy suivant

⇢
x0(t) = f(t, x(t)), t 2 [t0, t0 + T ]
x(t0) = x0,

où t0, T x0 2 R et f : [t0, t0 + T ] ! R sont donnés.
On suppose de plus qu’il existe L > 0 tel que pour tout t 2 [t0, t0 + T ], et pour tous x, y 2 R,

|f(t, x)� f(t, y)|  L|x� y|.
1. Construire le schéma du point milieu explicite à pas de temps constant correspondant à ce

problème.
2. Construire le schéma des trapèzes explicite à pas de temps constant correspondant à ce pro-

blème.
3. Jusqu’à quel ordre ces schéma sont-ils convergents ?
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Exercice 3. Schéma d’Euler implicite.
On considère le problème de Cauchy suivant

⇢
x0(t) = f(t, x(t)), t 2 [t0, t0 + T ]
x(t0) = x0,

où t0, T x0 2 R et f : [t0, t0 + T ] ! R sont donnés.
On suppose de plus qu’il existe L > 0 tel que pour tout t 2 [t0, t0 + T ], et pour tous x, y 2 R,

|f(t, x)� f(t, y)|  L|x� y|.

1. Le schéma d’Euler explicite à pas de temps constant est-il A-stable ?

2. Écrire le schéma d’Euler implicite en prenant un pas de temps constant.

3. Ce schéma d’Euler implicite à pas constant est-il A-stable ?

Exercice 4. Asymptotique, raideur & schéma implicite.
Soit a > 0, b 2 R et x0 2 R. On considère le problème de Cauchy suivant

x(0) = x0 et (8t 2 R+, x
0(t) = �ax(t) + b), (1)

1. (a) Donner explicitement x.

(b) Quel est le comportement de x(t) quand t ! +1 ?

2. Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Écrire explicitement le schéma d’Euler explicite à pas constant h pour (1).
On notera (t

n

)
n2N = (nh)

n2N la suite des temps d’approximation, et (x
n

)
n2N la suite

des valeurs approchées correspondantes.

(b) Donner explicitement (x
n

)
n2N.

(c) Quelle condition doit satisfaire h pour que, quel que soit x0, x
n

tende quand n ! +1
vers lim

t!1
x(t) ?

(d) On suppose cette condition satisfaite.
Exprimer en fonction de a le nombre minimal de temps d’approximation impliqués
dans un calcul approché de x|[0,10].
Quel est ce nombre lorsque a = 100 ?

(e) Répondre à (a)� (c) en remplaçant le schéma d’Euler explicite par le schéma d’Euler
implicite.

Exercice 5. Problèmes Hamiltoniens : l’oscillateur harmonique.
Soit (x0, p0) 2 R2. On s’intéresse au problème de Cauchy suivant

x(0) = x0, x
0(0) = p0, et (8t 2 R+, x

00(t) + x(t) = 0) . (2)

1. On introduit H : R2 ! R, (x, p) 7! 1
2(x

2 + p2).
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(a) Montrer que la réduction d’ordre appliquée à (2) conduit au problème de Cauchy
✓
x
p

◆
(0) =

✓
x0

p0

◆
et

✓
8t 2 R+,

d
dt

✓
x
p

◆
(t) =

✓
@
p

H(x(t), p(t))
�@

x

H(x(t), p(t))

◆◆
. (3)

(b) Montrer que si (x, p) résout (3) alors

8t 2 R+, H(x(t), p(t)) = H(x0, p0) .

2. Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Écrire explicitement le schéma d’Euler explicite à pas constant h pour (3).
On notera (t

n

)
n2N = (nh)

n2N la suite des temps d’approximation, et ((x
n

, p
n

))
n2N la

suite des valeurs approchées correspondantes.

(b) Donner explicitement (H(x
n

, p
n

))
n2N.

(c) Qu’arrive-t-il à k(x
n

, p
n

)k quand n ! +1 ?

(d) Répondre à (a)� (c) en remplaçant le schéma d’Euler explicite par le schéma d’Euler
implicite.

3. On définit H
num

: R2 ⇥ R+ ! R, (x, p, h) 7! 1
2(x

2 + p2 + hxp).
Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Montrer que, pour tout (x, p, h) 2 R2 ⇥ R+, alors
�
1� 1

2h
�
H(x, p)  H

num

(x, p, h) 
�
1 + 1

2h
�
H(x, p) .

(b) Justifier que le schéma implicite
✓
x0

p0

◆
=

✓
x0

p0

◆
et

✓
8n 2 N,

✓
x
n+1

p
n+1

◆
=

✓
x
n

p
n

◆
+ h

✓
p
n

�x
n+1

◆◆
. (4)

est bien défini. Ce schéma est appelé schéma d’Euler symplectique.

(c) Montrer que la suite ainsi construite vérifie

8n 2 N, H
num

(x
n

, p
n

, h) = H
num

(x0, p0, h) .

(d) Montrer que le schéma d’Euler symplectique à pas constant est convergent et au moins
d’ordre 1.
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Exercice 1. Asymptotique, raideur & schéma implicite.

Soit a > 0, b 2 R et x0 2 R. On considère le problème de Cauchy suivant

x(0) = x0 et (8t 2 R+, x0(t) = �ax(t) + b), (1)

1. (a) Les solutions du problème homogène sont données par, pour tout t 2 R+, x(t) = e�atx(0).
D’après la formule de Duhamel la solution de (1) est donc

x : R+ ! R , t 7! e�at x0 +

Z t

0
e�a(t�s)b ds = x0 e

�at +
b

a
(1� e�at) .

ou

Si x : R+ ! R est dérivable, le problème (1) se récrit en termes de y : R+ ! R, t 7! eatx(t)

comme
y(0) = x0 et (8t 2 R+, y0(t) = eatb), (2)

puisque, dans ce cas, pour tout t, on a

y0(t) = eat(x0(t) + ax(t)) .

Or la solution y du problème (2) est donnée par, pour tout t 2 R+,

y(t) = x0 +

Z t

0
easb ds = x0 +

b

a
(eat � 1) .

La solution du problème (1) est donc

x : R+ ! R , t 7! e�at x0 +

Z t

0
e�a(t�s)b ds = x0 e

�at +
b

a
(1� e�at) .

ou

En cherchant une solution constante de l’équation différentielle on trouve

0 = �a
b

a
+ b .

En soustrayant, le problème (1) se récrit donc

x(0)� b

a
= x0 �

b

a
et

✓
8t 2 R+,

✓
x� b

a

◆0
(t) = �a

✓
x� b

a

◆
(t)

◆
.

La solution de (1) est donc donnée par, pour tout t 2 R+,

x(t)� b

a
= e�at

✓
x0 �

b

a

◆

c’est-à-dire
x(t) =

b

a
+ e�at

✓
x0 �

b

a

◆
.

1
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(b) On a, pour tout t 2 R+,

x(t) =
⇣
x0 �

b

a

⌘
e�at +

b

a
�!

t!+1

b

a
.

2. Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Notons (tn)n2N = (nh)n2N la suite des temps d’approximation. Le schéma d’Euler explicite
définit une suite (xn)n2N d’approximations aux temps (tn)n2N par

x0 = x0 et (8n 2 N , xn+1 = xn + h(�axn + b))

(b) Pour tout n 2 N, on a xn+1 = (1 � ah)xn + hb. La formule de Duhamel donne donc, pour
tout n 2 N,

xn = (1� ah)nx0 +
n�1X

k=0

(1� ah)n�k hb

= (1� ah)nx0 + hb
1n � (1� ah)n

1� (1� ah)

= (1� ah)n
✓
x0 �

b

a

◆
+

b

a

car 1� ah 6= 1 puisque ah > 0.

ou

Pour tout n 2 N, on a xn+1 = (1 � ah)xn + hb. En cherchant une solution constante de la
relation de récurrence on trouve

b

a
= (1� ah)

b

a
+ hb .

En soustrayant, le schéma se récrit donc, pour tout n 2 N,

xn+1 �
b

a
= (1� ah)

✓
xn � b

a

◆
.

On en déduit, pour tout n 2 N,

xn =
b

a
+ (1� ah)n

✓
x0 �

b

a

◆
.

(c) Pour tout x0, la suite (xn)n2N converge vers lim
t!+1

x(t) = b
a si et seulement si la suite

�
(1� ah)n

�
x0 � b

a

��
n2N converge vers 0.

Vérifions par ailleurs que
✓
8x0 , lim

n!+1
(1� ah)n

✓
x0 �

b

a

◆
= 0

◆
()

✓
lim

n!+1
(1� ah)n = 0

◆
.

L’implication ( est directe. L’implication ) s’obtient en choisissant x0 =
b
a + 1.

On en déduit que
✓
8x0 , lim

n!1
xn = lim

t!+1
x(t)

◆
() |1� ah| < 1

() �1 < 1� ah < 1
() �2 < �ah < 0
() 0 < h < 2

a .

.
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(d) Discrétisons [0, 10] avec N +1 points. Alors la taille du pas est h = 10
N . Pour que la condition

soit satisfaite, on doit avoir 10
N < 2

a soit N > 5a. Il faut donc au moins 5a pas en temps.
Lorsque a = 100, on doit effectuer au moins 500 pas.

(e) Le schéma d’Euler explicite définit une suite (xn)n2N d’approximations aux temps (tn)n2N

par
x0 = x0 et (8n 2 N , xn+1 = xn + h(�axn+1 + b))

Remarquons que le schéma est bien défini car 1 + ah 6= 0 puisque 1 + ah > 0.

Pour tout n 2 N, on a xn+1 =
1

1+ahxn+
bh

1+ah . La formule de Duhamel donne donc, pour tout
n 2 N,

xn =

✓
1

1 + ah

◆n

x0 +
n�1X

k=0

✓
1

1 + ah

◆n�k bh

1 + ah

=

✓
1

1 + ah

◆n

x0 +
bh

1 + ah

1n �
⇣

1
1+ah

⌘n

1�
⇣

1
1+ah

⌘

=

✓
1

1 + ah

◆n

x0 +
b

a

✓
1�

✓
1

1 + ah

◆n◆

=

✓
1

1 + ah

◆n✓
x0 �

b

a

◆
+

b

a

car 1
1+ah 6= 1 puisque ah > 0.

ou

Pour tout n 2 N, on a xn+1 = 1
1+ahxn + bh

1+ah . En cherchant une solution constante de la
relation de récurrence on trouve

b

a
=

1

1 + ah

b

a
+

bh

1 + ah
.

En soustrayant, le schéma se récrit donc, pour tout n 2 N,

xn+1 �
b

a
=

1

1 + ah

✓
xn � b

a

◆
.

On en déduit, pour tout n 2 N,

xn =
b

a
+

✓
1

1 + ah

◆n✓
x0 �

b

a

◆
.

Comme a > 0 et h > 0, on a 0 < 1
1+ah < 1. Cela implique que, quel que soit x0 et la taille du

pas h > 0, la suite (xn)n2N converge vers lim
t!+1

x(t) = b
a .

Exercice 2. Problèmes Hamiltoniens : l’oscillateur harmonique.

Soit (x0, p0) 2 R2. On s’intéresse au problème de Cauchy suivant

x(0) = x0, x0(0) = p0, et (8t 2 R+, x00(t) + x(t) = 0) . (3)

1. On introduit H : R2 ! R, (x, p) 7! 1
2(x

2 + p2).

3
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(a) Soit x : R+ ! R. Alors la théorie sur la réduction d’ordre nous donne que x est deux fois
dérivable et résout le problème de Cauchy (3) si et seulement si x est dérivable et qu’il existe
p : R+ ! R dérivable tel que (x, p) résolve

✓
x
p

◆
(0) =

✓
x0
p0

◆
et

✓
8t 2 R+,

d
dt

✓
x
p

◆
(t) =

✓
p(t)
�x(t)

◆◆
.

Dans ce cas, rappelons que p = x0.

Or, pour tout (x, p) 2 R2, on a

@

@x
H(x, p) = x et

@

@p
H(x, p) = p .

Le problème de Cauchy (3) est donc équivalent au problème
✓
x
p

◆
(0) =

✓
x0
p0

◆
et

✓
8t 2 R+,

d
dt

✓
x
p

◆
(t) =

✓
@pH(x(t), p(t))
�@xH(x(t), p(t))

◆◆
. (4)

(b) Supposons que (x, p) est solution de (4). Alors, pour tout t 2 R+,

d
dt

(H(x, p)) (t) = @xH(x(t), p(t)) x0(t)|{z}
@
p

H(x(t),p(t))

+ @pH(x(t), p(t)) p0(t)|{z}
�@

x

H(x(t),p(t))

= 0 .

Ainsi, comme H(x(0), p(0)) = H(x0, p0), on en déduit

8t 2 R+, H(x(t), p(t)) = H(x0, p0) .

2. Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Notons (tn)n2N = (nh)n2N la suite des temps d’approximation. Le schéma d’Euler explicite
définit une suite (xn)n2N d’approximations aux temps (tn)n2N par

✓
x0
p0

◆
=

✓
x0
p0

◆
et

✓
8n 2 N ,

✓
xn+1

pn+1

◆
=

✓
xn
pn

◆
+ h

✓
pn
�xn

◆◆
.

(b) Pour tout n 2 N, on a

H(xn+1, pn+1) = 1
2(x

2
n + p2n)

= 1
2

⇣
(xn + hpn)2 + (pn � hxn)2

⌘

= 1
2

⇣
x2n + 2hxnpn + h2p2n + p2n � 2hxnpn + h2p2n

⌘

= 1
2(1 + h2)(x2n + p2n)

= (1 + h2) H(xn, pn) .

On en déduit, pour tout n 2 N,

H(xn, pn) = (1 + h2)nH(x0, p0) .

(c) Supposons (x0, p0) 6= (0, 0) de sorte que H(x0, p0) =
1
2k(xn, pn)k

2 > 0. Comme 1 + h2 > 1,
on a alors

lim
n!+1

H(xn, pn) = +1 .

Or, pour tout n 2 N, on a k(xn, pn)k =
p
2H(xn, pn). D’où

lim
n!+1

k(xn, pn)k = +1 .

Si en revanche (x0, p0) = (0, 0), alors H(x0, p0) = 0 et l’on déduit pour tout n 2 NH(xn, pn) =

0 donc k(xn, pn)k = 0.
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(d) Le schéma d’Euler implicite définit une suite (xn)n2N d’approximations aux temps (tn)n2N

par ✓
x0
p0

◆
=

✓
x0
p0

◆
et

✓
8n 2 N ,

✓
xn+1

pn+1

◆
=

✓
xn
pn

◆
+ h

✓
pn+1

�xn+1

◆◆
.

Remarquons que comme

det

✓✓
1 �h
h 1

◆◆
= 1 + h2 6= 0

le schéma est partout bien défini.

Puisque ✓
1 �h
h 1

◆�1

=
1

1 + h2

✓
1 h
�h 1

◆

le schéma se récrit
✓
x0
p0

◆
=

✓
x0
p0

◆
et

 
8n 2 N ,

(
xn+1 =

1
1+h2xn + h

1+h2 pn

pn+1 =
1

1+h2 pn � h
1+h2xn

!
.

Pour tout n 2 N, on a donc

H(xn+1, pn+1) = 1
2(x

2
n+1 + p2n+1)

= 1
2(1+h2)2

h
(xn + h pn)

2 + (pn � hxn)
2
i

= 1
2(1+h2)2 (1 + h2)(x2n + p2n)

= 1
1+h2H(xn+1, pn+1) .

On déduit, pour tout n 2 N,

H(xn, pn) =

✓
1

1 + h2

◆n

H(x0, p0) .

Comme 1 + h2 > 1, on a 0 < 1
1+h2 < 1 donc

lim
n!+1

H(xn, pn) = 0

d’où
lim

n!+1
k(xn, pn)k = 0 .

3. On définit Hnum : R2 ⇥R+ ! R, (x, p, h) 7! 1
2(x

2 + p2 + hxp).
Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Pour tout (x, p, h) 2 R2 ⇥R+, on a |xp|  x2+p2

2 = H(x, p) donc

Hnum(x, p, h) =
1

2
(x2 + p2) +

1

2
hxp � H(x, p)� 1

2
hH(x, p) =

�
1� 1

2h
�
H(x, p)

et

Hnum(x, p, h) =
1

2
(x2 + p2) +

1

2
hxp  H(x, p) +

1

2
hH(x, p) =

�
1 + 1

2h
�
H(x, p) .

D’où le résultat.
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(b) À partir de x0 le schéma définit (xn) récursivement par

8n 2 N ,

⇢
xn+1 = xn + hpn
pn+1 = pn � hxn+1

c’est-à-dire par

8n 2 N ,

⇢
xn+1 = xn + hpn
hxn+1 + pn+1 = pn

.

Comme
det

✓✓
1 0
h 1

◆◆
= 1 6= 0

le schéma est partout bien défini.

(c) Puisque ✓
1 0
h 1

◆�1

=

✓
1 0
�h 1

◆

la relation de récurrence se récrit

8n 2 N ,

⇢
xn+1 = xn + hpn
pn+1 = �hxn + (1� h2)pn

.

On déduit, pour tout n 2 N,

Hnum(xn+1, pn+1, h) = 1
2(x

2
n+1 + p2n+1 + hxn+1 pn+1)

= 1
2

h
(xn + hpn)2 +

�
(1� h2)pn � hxn

�2

+h(xn + hpn)
�
(1� h2)pn � hxn

� i

= 1
2

h
(1 + h2)x2n + (1� h2 + h4)p2n + 2h3xnpn

+h(�hx2n + (h� h3)p2n + (1� 2h2)xnpn)
i

= Hnum(xn, pn, h) .

Par récurrence, on conclut donc, pour tout n 2 N, Hnum(xn, pn, h) = Hnum(x0, p0, h)

(d) On a déjà récrit le schéma comme un schéma à un pas
✓
x0
p0

◆
=

✓
x0
p0

◆
et

✓
8n 2 N ,

✓
xn+1

pn+1

◆
=

✓
xn
pn

◆
+ h�(tn, (xn, pn)

T , h)

◆
.

où le flux numérique est donné par

� : R+ ⇥R2 ⇥R+ ! R2 , (t, (x, p)T , h) 7!
✓

p
�x� hp

◆
.

Le flux numérique est Lipschitzchien donc le schéma est stable. Par ailleurs, comme � est
Lipschitzien et que

8(t, x, h) , �(t, (x, p)T , 0) =

✓
p
�x

◆
=

✓
@pH(x, p)
�@xH(x, p)

◆
,

le schéma est consistant d’ordre au moins 1. On déduit que le schéma est convergent et au
moins d’ordre 1.
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