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Question de cours (3 points)

On consideére le théoréme suivant établi dans le cours :
A j; et j, fixés, les valeurs possibles de j sont :

Jmaxs Jmax =1, Jmax =2, -.+vr s Jmin1, Jmin-
Montrer que : jmax=Jj1+tJj2 €t que : jmin= lj1—2l
Les ji, j» et j sont les nombres quantiques associés aux moments cinétiques J;, J, et J=1J; +J,
respectivement.

On rappelle : - Dimension de la base découplée : (2 j; +1) (22 +1)

Jmax

- Dimension de la base couplée : Z 25+
jmin
I. Oscillateur harmonique plan (7 points)

Un oscillateur harmonique plan est constitué d’une particule de masse m, de pulsation ® et
d’énergie potentielle :

1
V(% y)= Emwz(x2 + yz).

1) Ecrire ’hamiltonien Hyy du systeme.
2) Sachant que les niveaux d’énergie et les états propres de I’hamiltonien a une dimension
1
sont: E, = h(o(nj + —) et
j 2
a) Donner les niveaux d’énergie et les €tats correspondants du systeme.
b) Expliciter les énergies des 3 premiers niveaux et leur dégénérescence. En déduire le
degré de dégénérescence des autres niveaux.

3) {Hy}, {ﬁx ¥y {Hxys ﬁx } et {ﬁx, ﬁy } forment-ils des E.C.O.C. dans I’espace des états

du systéme ? justifier votre réponse.

J

4) En plus de V(x,y), la particule est soumise a un potentiel de la forme W(x) Z%k x2 et on

note par H’ le nouveau hamiltonien du systeéme ; (A étant une constante positive).

a) Donner les valeurs propres de H’ et expliciter ses fonctions propres, notées @’(X,y).
b) L’observable H’ forme a elle seule un E.C.O.C. ? Justifier. On donnera les énergies des
3 premiers niveaux ; (on suppose que A<<ma?-).

5) Calculer la valeur moyenne de W(x) dans un état propre de H’.

oq 2

Rappel : - La fonction propre d’un oscillateur linéaire s’écrit @,(q)= A, e 2 H, (JE q) avec:

mo , . , S o
o= 7 H, étant le polyndme d’Hermite d’ordre n et A, la constante de normalisation.

- L’observable position Q est définie, a partir des opérateurs création a et annihilation a, par :
Q= B (a" + a) avec P une constante réelle et on a : a In> =vn In-1> et a’In>=vn+1In+1>.
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I1. Couplage spin-orbite et effet Zeeman (10 points)
On considére un électron p d'un atome de moment cinétique orbital L (¢ =1) et de moment
cinétique de spin S (s=1/2), dont 'hamiltonien H s’écrit, compte tenu du couplage entre LetS :
- -
H=Hy+ a L.S
ou a est une constante réelle et positive (la constante de spin-orbite) et Hy est I’hamiltonien du

systeme en 1’absence du couplage et associé a une énergie E.

1) On introduit le moment cinétique total J =L +S caractérisé par ses nombres quantiques j et m.
a) Exprimer les vecteurs de la base couplée {I/,s,j,m>} que 1'on notera {lj,m>} en fonction

de ceux de la base découplée {1/, m €>®Is,ms>} que 'on notera {Im g’ms>}'

b) Utiliser la base {lj,m>} pour déterminer les énergies Ej du systeme et préciser leur

dégénérescence et les kets associés. Résumer vos résultats dans un diagramme.
2) On soumet le systéme a un champ magnétique B dirigé suivant I'axe Oz.
a) Montrer que I’interaction du systéme avec B est régie par un hamiltonien Hg qui s’écrit :
Hp= oo (L, +28S,)
avec my=—YoB (pulsation de Larmor); y, étant le rapport gyromagnétique orbital.

b) Déterminer les énergies Ep associées a Hg et préciser leur dégénérescence ainsi que les
kets associés. Faire un diagramme d’énergie correspondant a : Hy + Hg.

3) On considére maintenant 1’hamiltonien total : Hr = Ho+ Hg + aL.S et on suppose que le champ
B est fort de telle sorte que le couplage spin-orbite est considéré comme une perturbation.
a) Déterminer les énergies Et du systéme au premier ordre en perturbation.

b) Reprendre le diagramme précédent de la question 2b et compléter le. Quel est I’effet de
la perturbation sur chaque niveau d’énergie?

¢) Tracer I’évolution des niveaux d’énergie en fonction de I’intensité du champ B .

Données :

Ci-contre la table des coefficients 1x1/2 37
3/2
de Clebsch-Gordan pour 1x1/2. 3/2 1/2
1 1/2 1 1/2 1/2

Un signe [ est sous-entendu devant

1-1/31/3 2/3[3 1

chaque coefficient ; exemple : —1/3 01/2| 23 ~1/3
B -1/2-1/2

doit se lire : —~/1/3.

0-1/4 2/3 1/3 [ 3)2
-1 1/21/3 -2/3)_3/»

o1

L.S=§(L+S_+L_S+)+LZSZ (117 1

J4 jym> = C4(j,m)lj,m £1> avec Ci(j,m)Zh\/j(j+l)—m(mil)

Bareéme indicatif: 1. 1) 0,5pts; 2) 2pts; 3) 1pt; 4) 2,5pts ; 5) Ipts  11. 1) 2,5pt; 2) 2,5pt; 3) Spts
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Question du Cours

On sait que m = m; + m; et que My, = j; €t My . = jo i par conséquent, si I’on fixe m, et
m; a leur valeur maximale, on obtient la valeur maximale de m : mpay = J; + jo. C’est aussi la
@9 valeur maximale pour j car aucune valeur de j supérieur a j; + j n’est réalisée.

Donc : jmax =j1 *J2
Pour obtenir jmin . on doit évaluer le nombre de kets |j, m) a j; et j» fixés.
Kets de la Base découplée sont {|j1, j2, My, mZ,)} etona:S1 = (2j, +1)(2j, + 1) éléments.
Kets de la base couplée sont {|j1, jo, j, m)}etona:S2= E:;::‘::(Zj + 1) eléments.
Développons la somme S2 :
S2=2%Jmax 4 IImE 4 = (g + jmin) N+ N=(jmax+ jmin* 1) N avec N=jmax— jmin+ 1
Done $2 = (max + 1 + jmin) Cmaxt 1 = jmin) = Gmax + 1 = (jmin)”
Sachant que S2 = S1 et que jmax =Jj1 " J2 . Onaura:
(jmin)2 = (it j2+1)2 =i+ 12+ = *jfl)z

Et par conséquent : jmin = | j1 - J2l

T A. WADDOURT





