Maitrise de Physique, 1993-1994

Mécanique quantique : TD n°10

Oscillateur Harmonique Bidimensionnel.

1. Oscillateur harmonique bidimensionnel en coordonnées cartésiennes.

On considére une masse m relie & origine par un ressort de raideur %k constituant un oscillateur

harmonique isotrope plan de pulsation w.

1.1)
1.2)

1.3)

Exprimer ’énergie potentielle V(z,y) en coordonnées cartésiennes.

Ecrire I’éguation de Schrédinger et la résoudre par séparation des variables. On introduira deux
nombres quantiques p et ¢ permettant d’exprimer la fonction d’onde ¥, ,(z,y); les niveaux
d’énergie Fn seront caractérisés par un entier N.

Donner P’expression des niveaux d’énergie et des dégénérescences. Ecrire explicitement les trais
premiéres fonctions d’onde.

Comment se transforme la fonction d'onde ¥, o(2,y) par réflexion spatiale (z,y) ~ (—z,—y)?

2. Oscillateur harmonique bidimensionnel en coordonnées polaires,

On se propose de traiter le probleme précédent en coordonnées polaires (p, @)

2.1)

2.2)

2.3)

2.4)

2.5)

2.6)

2.7)

2.8)

Ecrire I’équation de Schridinger en coordonnées polaires et séparer les variables en cherchant une
solution sous la forme ¥{p, ¢) = R(p)®(p).

Montrer que la partie angulaire est de la forme :

Réécrire I’équation radiale (en tenant compte de 2.2) en fonction d’une variable sans dimension
p = p/b ot b est une grandeur homogéne 4 une longueur & définir.

On cherche les fonctions d’onde d’énergie Fy = 2fw. En vous inspirant de la question 1.2, indiquer
le nombre de solutions que I’on s’attend & trouver et montrer que la forme supposée pour la partie

radiale B(p) est

R(p) ~ pe 7

En utilisant la forme ci-dessus dans ’équation radiale, déterminer les valeurs permises pour m
au niveat N = 1.

Donner I’expression compléte des solutions ¥y m(p, ) au niveau N = 1 et montrer qu’elles sont
combinaisons linéaires des solutions en cartésiennes au méme niveat.

Pour un niveau N quelconque, en utilisant les propriétés de ¥ par réflexion spatiale établies en
1.3, montrer que m et N sont de méme parité.

On notera £ la valeur maximale de |m| au niveau N et on admettra que la fonction radiale

correspondante est de la forme :
N —45
Ry (p) ~ §7 e 2"

En déduire la valeur de £.



2.9) Indiquer dans un tableau les valeurs de F, p, ¢, N et m pour les quatre premiéres valeui- rie
Pénergie, en mettant en évidence la compatibilité des dégénérescences en coordonnées cartésic s
et polaires.

3. Atome d’hydrogéne et transformation de Schwinger.

3.1) Ecrire I’équation radiale pour ’atome d’hydrogéne avec une fonction d’onde de la forme :

/lfanmeH (T': 9, 3‘9) = RHHEH (T)Y'ET;H (95 (P)

On notera Fy, £y et my 'énergie et les nombres quantiques relatifs & 1’atome d’hydrogéne.
3.2) Effectuer les changements de variable et de fonction r = 3; et Rogey = %F(p) et montrer que
F{(p) est solution d’une équation d’oscillateur harmonique & deux dimensions dont on notera moyy
le nombre quantique orbital.
3.3) In déduire par identification les niveaux d’énergie de ’atome d’hydrogene. On montrera pour
cela que mpg doit &tre impair pour que la correspondance soit possible.
3.4) Construire explicitement la fonction d’onde de ’atome d’hydrogéne dans son état fondamental.
3.5) Résumer par un tableau indiquant les valeurs de N, Loy, mon, Powr, Eu, nm, Ly, my, les
correspondances entre oscillateur harmonique bidimensionnel et atome d’hydrogéne.
Annexes :
o On rappelle que le p*™° état excité de I'oscillateur harmonique unidimensionnel de pulsation w a

pour énergie £, = (p + 1/2)fuw, (p est un entier), et qu'il est représenté par la fonction d'onde :

_ _ z? T
() = (b2 VAP pl) 2 exp (~§b—2) H, (3)
Les premiers polyndmes d'Hermite sont donnés par :
Hy(z) =1, Hi(z) =2z, Hy(z) = 42> — 2. ..

e le laplacien en coordonnées polaires s'écrit :

AotO (0 +_1__‘9?_
T \"0p ) T 0g
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IOSCILLATEUR HARMONIQUE BIDIMENSIONNEL

1. Oscillateur harmonique bidimensionnel en coordonnées cartésiennes.

On considére une masse m reliée i l'origine par un ressort de raideur k constitnant un oscillateur

harmonique isotrope plan de pulsation w.

1.1)
1.2)

1.3)

Exprimer ’énergie potentielle V(z,y) en coordonnées cartésiennes.

Ecrire 1’équation de Schrédinger et la résoudre par séparation des variables, On infroduira deux
nombres quantiques p et ¢ permettant d’exprimer la fonction d’onde ¥, ,(x,y); les niveaux
d’énergie Fn seront caractérisés par un entier N.

Donner ’expression des niveaux d’énergie et des dégénérescences. Ecrire explicitement les trois
premiéres fonctions d’onde.

Comment se transforme la fonction d’onde ¥, ,(z,y) par réflexion spatiale (z,y) — (~z,-y)?

2. Oscillateur harmonique bidimensionnel en coordonnées polaires.

On se propose de traiter le probléme précédent en coordonnées polaires {p, ¢)

2.1)

2.2)

2.3)

2.4)

Ecrire ’équation de Schrédinger en coordonnées polaires et séparer les variables en cherchant une
solution sous la forme ¥(p, ) = R(p)®{y).

Montrer que la partie angulaire est de la forme :
B(p)=¢€"® |, mel

Réécrire I’équation radiale (en tenant compte de 2.2) en fonction dune variable sans dimension
p = p/b ou b est une grandeur homogéne & une longueur & définir.
On cherche les fonctions d’onde d’énergie Fy = 2hw. En vous inspirant de la question 1.2, indiquer
le nombre de solutions que I’on s’attend & trouver et montrer que la forme supposée pour la partie
radiale R(p) est

R(p) ~ 37’




2.5) En utilisant la forme ci-dessus dans I’équation radiale, déterminer les valeurs permises pour m
au niveau N = 1.

2.6) Donner I’expression compléte des solutions ¥n,m(p, ) au niveau N = 1 et montrer qu’elles sont
combinaisons linéaires des solutions en cartésiennes au méme niveau.

2.7) Pour un niveau N quelconque, en utilisant les propriétés de ¥ par réflexion spatiale établies en
1.3, montrer que m et N sont de méme parité.

2.8) On notera £ la valeur maximale de | m | au niveau N et on admettra que la fonction radiale
correspondante est de la forme :

B p(p) ~ pe ¥
En déduire la valeur de €.

2.9) Indiquer dans un tableau les valeurs de E, p, g, N et m pour les quatre premiéres valeurs de
’énergie, en mettant en évidence la compatibilité des dégénérescences en coordonnées cartésiennes
et polaires.

Annexes :

¢ On rappelle que le pi®™° état excité de I'oscillateur harmonique unidimensionnel de pulsation w a

pour énergie &, = (p + 1/2)fuw, (p est un entier), et qu'il est représenté par la fonction d'onde :

by(z) = (T67) 4@ 2 exp (—%) H, (%’_)

Les premiers polyndmes d'Hermite sont donnés par :

Ho(2)=1, H1(2) =2z, Hy(z) = 42* —2...

s Le laplacien en coordonnées polaires s'écrit :

LA EAREE.A
pop \"0p ) p*O¢°
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