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Avant propos

Dr M.Harfaoui

0.1 Avant-propos

E polycopié s’adresse a des étudiants de la

deuxieme année d’'un DEUST.

EUILLEZ noter que vous n’obtiendrez pas
V grande chose si vous vous limitez & choi-
sir un exercice, y réfléchir une minute et aller
vite voir le début de la correction en passant
tout le temps a essayer de comprendre la cor-
rection qui va paraitre incompréhensible. Pour
que la méthode d’étude soit vraiment efficace,
il faut d’abord vraiment essayer de chercher la
solution. En particulier, il faut avoir un papier
brouillon a coté de soi et un crayon.

A premiere étape consiste alors a traduire

I’énoncé (pas le recopier), en particu-
lier s’il est constitué de beaucoup de jargon
mathématique. Ensuite il faut essayer de rap-

procher les hypotheses de la conclusion sou-
haitée, et pour cela faire quelques calculs ou
transformer les hypotheses pour appliquer un
théoreme dont on aura vérifier que les hy-
potheses sont bien satisfaite. C’est ici que l'in-
tuition joue un grand roéle et il ne faut pas
hésiter a remplir des pages pour s’apercevoir
que I'idée qu’on a eu n’est pas la bonne. Elle
pourra toujours resservir dans une autre situa-
tion. Quand finalement on pense tenir le bon
bout, il faut rédiger soigneusement en s’inter-
rogeant & chaque pas sur la validité (logique,
mathématique) de ce qu’on a écrit. Si I'étape
précédente ne donne rien, il faut chercher de
I’aide.

communiquer
(mharfaoui04@yahoo.fr).

De plus, ne vous étonnez pas si vous découvrez des erreurs. Merci de me les

mharfaoui04@yahoo.fr
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Dr M.Harfaoui 0.2.
0.2 | Fonctions de plusieurs variables

0.2.1 Domaines de définitions et graphes
Exercice 0.2.1.1

Représenter les domaines de définition des fonctions suivantes

1. fl(xvy) = 1H(2{L‘ +y— 2)7 3. f3(xa y) = x_l' ln(y - IB),
2 folw.y) = VT =, 4 fi(@,y) = (@PyP-1) 2T 2 — P,

Corrigé 0.2.1.1

1. Le domaine de la fonction t — In(t) est RY.
Donc Le domaine de définition de f1 est

Dy = {(z,y) € R*/2z +y —2 > 0}. On
trouve donc le demi-plan supérieur délimité par
la droite d’équation 2z +y —2 =0 (Figure 1).

2. Le domaine de définition de fo est
Dy, ={(z,y) € R?/1—zy >0}, or 1—zy > 0 si

et seulement siy < —, six >0,y > —, six <O0.

C’est donc la réunion de la partie située sous
1

Uhyperbole y = — pour x > 0, de la partie située
x

au-dessus de ’hyperbole pour x < 0, et de l’axe
des ordonnées (Figure 2).

3. Le domaine de définition de f3 est

Dy, ={(z,y) e R*/x #0 et y —x > 0}.
C’est donc le demi-plan, auquel on a retiré une
(portion de) droite (Figure 3).
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Limites, continuités et différentiabilités Dr M.Harfaoui

4. Le domaine de définition de fy est

Dy, ={(z,y) e R?/2®> + 2 —1 >0 et 4 — 22 —
y* > 0}.

Les conditions x® +y?> —1 >0 et 4— 22 —y> > 0
représentent la couronne située entre les cercles
de centre O(0,0) et de rayon respectifs 1 et 2,
privée du premier cercle (premier cercle n’est pas
dans le domaine, le second y est) (Figure 4).

Exercice 0.2.1.2 Lignes de niveau.
Quelles sont les lignes de niveau (c’est-a-dire les fonctions f(x,y) = k) pour
1. fi(z,y) =9, aveck=1cet k=—1.
ot + oyt

2. fg(x,y):ﬁ+ 8 —x2.y2, avec k=2
i+ ys—1

Corrigé 0.2.1.2
1. Pour k = —1, Ny = {(z,y) € R?/y? = —1}. Or l’équation y*> = —1 n’a pas de solutions, donc la

courbe de niweauz pour k = —1 est vide N_1 = (.

Pour k = —1, Ny, = {(x,y) € R?/y? = 1}. Or l’équation D’autre part, I’équation y*> =1 admet
pour solution les droites y = 1 et y = —1. Donc la courbe de niveauz est la réunion des droites
d’équations cartésienne y =1 et y= —1.

2. Pour k = 2, N, = {(z,y) € R?/y* = 1}. Or l’équation f(x,y) = 2 donne (z* + y?)? = 16, ce
qui, compte tenu du fait que x> + y> > 0, donne le cercle 2% 4+ y? = 4, cercle centré a lorigine
et de rayon 2.

0.2.2 Limites, continuités
Exercice 0.2.2.1

2
Soit fR2\ {(0,0)} - R [ tion défini — Y .
oit fR?\ {(0,0)} — a fonction définie par f(z,y) P21 (1= y)?

Montrer que
lim hm flz,y) = hm hrn f(z,y) =0

z—0y—0

et que lim  f(x,y) n'existe pas.
(2,y)—(0,0) (@)

Corrigé 0.2.2.1
On a

. .0 0
?}%f(x,y):gr%)?:o et hmf(:v y)—hg(l)ﬁzo,

et il est clair, qu’en passant a la limite pour x tendant vers 0 dans la premiére et y tendant vers 0

dans la deuziéme, on obtient [’égalité ( 1).

D’autre part, f(x,z) = % =1 dou ilir(l) flz,z) =1 et " y%in%o 0 f(z,y) ne peut pas exister.
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Dr M.Harfaoui Limites, continuités et différentiabilités

Exercice 0.2.2.2
FEtudier l’existence des limites suivantes

2
1. lim Y 3. lim M
(z,y)—(0,0) T+ Y (z,y)—(0,0) T2+ Y
:c—l—y;éO (aj7y);é(()70)

(considérer la direction x> = y5 + y? et
une autre direction de votre choizx).
o lm W . hm WU
(2,y,2)—(0,0,0) 223 + y22 (2,9,2)—(0,0,0) T2 + 2y? 4 322
223 4220 (z,y,2)#(0,0,0)

(considérer la direction y = 2* — x);

Corrigé 0.2.2.2
2 22

1. Pour y = z* — x, on obtient TY 221 gog lim
r+y ’ (@y)—(0,0) T+ Y

n’existe pas.

z+y7#0
3 3 3
Yz + 2 2 Yz + 2 Yz + 2
2. lim % =—et im % = 0. Il s’ensuit que lim %
(@.9,2)=(0,0,0) 22° +yz= 3 (2y,2)—(000) 22° +yz (2,9,2)—(0,0,0) 227 + yz
r=y=27#0 r#£0,y=2=0 2x3+yz2£0
n’existe pas.
x
3. Sur R\ {0}, la fonction f définie par f(x) = % = ﬁ tend vers +o0o quand x tend vers zéro
x
x
d’ou lim % n’existe pas en tant que limite finie.
(z,y)—(0,0) == +y

(z,)#(0,0)
4. Le long de la demi-droite x > 0,y = 0,z = 0, la limite existe et vaut zéro et le long de la

demi-droite x =y = z > 0 la limite existe et vaut 1/3 d’ou

lim _ rytyr
(z,y,2)—(0,0,0) x? + 2y2 + 322
(‘Z7y72)¢(07070)

n’existe pas.

Exercice 0.2.2.3
Soit f la fonction définie sur R? par

Fy) :{ g s @) # (0.0)
| 0 si(z,y)=1(0,0).

La fonction f est-elle continue en (0,0) ?

Corrigé 0.2.2.3

On pose x =y =t, et on fait tendre t vers 0. On a alors f(t,t) = 7

1
En faisant tendre t vers 0, on voit que ceci tend vers ok qui n’est pas 0. La fonction f n’est pas

continue en (0,0).
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Exercice 0.2.2.4
Soit f la fonction définie de R? dans R par

fla,y) = VE;:ZP si (z,y) # (0,0),

0 si (x,y) = (0,0).

1. Etudier la continuité de f sur R2.

2. La fonction est-elle bornée ? Justifier.

Corrigé 0.2.2.4

1. Comme 2% + y? > 0 pour tout (z,y) # (0,0), f est définie sur R?, et continue sur R?\ (0,0)
comme quotient de deux fonctions continues R? Si x> 0, f(z,x) =2 et lim = V2 %0 donc

z—0
f nest pas continue en (0,0).
Notons qu’aucun prolongement par continuité en (0,0) n’est possible car

lim = —v2# V2

z—0~

2. On a pour tout (x,y) € R\ (0,0)

) = L2yl zlrlyl ove e
’ 22+ y2 T a2+ 2 T a2+ 2

et £(0,0) = 0. Donc f est bornée sur R?.

Exercice 0.2.2.5

2
SmffwmanMAzR%«M»mdeﬁmmmﬂ%w:&”+W

$2+y2 :
1. Montrer que si x ety sont des réels, on a 2 |vy| < 2 + 2.
2. Montrer que, pour tout (z,y) de A, on a |f(z,y)| < 4. || (z,v) |2 et || (z,9) [a= V2% + y>.

3. En déduire que f admet une limite en (0,0).

Corrigé 0.2.2.5

2
1. On a pour tout (r,y) € R?, <|x\ - |y|) =22+ 9% —2|zy,

donc 2. |xy| < x? + 2.
2. On a pour tout (z,y) € R? 22 << 22 +42%. Donc d’aprés linégalité triangulaire

}3:1:2 + a:y} < ‘SmQ‘ + |zy| < 3(z? + %) + %(mQ +9?)

1
et donc |3z? —i—xy’ < 4.(22 +y?), car 5 <1, dou

x2+y2
V2 + g2

3. Comme  lim x, =0, on déduit, lim xz,y) =0.
@wﬂmmu( y) 2 w1 y)

0< f(e,y) <4 — 4] @) .

mharfaoui04@yahoo.fr 8 Elémnents sous droits d’auteur
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Exercice 0.2.2.6
Soi f la fonction définie par

1
flz,y) = §x2+y2 —1, si;a?+y2>1
1
—5952, si;al 4y’ <1

1. Donner Dy le domaine de définition de f.

2. Montrer quef est continue sur Dy.

Corrigé 0.2.2.6
1. le domaine de définition de f est Dy = D1 U Dy ou Dy = {(z,y) € R*/2® + y* > 1} et
Dy = {(z,y) € R?/2? + y* > 1}.
Dy est Uextérieur du disque de centre O(0,0) et de raton 1 sans sa frontiére et Dy est l'intérieur

du disque de centre O(0,0) et de raton 1 avec sa frontiére (disque fermé), leur réunion est
évidemment R? et donc Dy = R2.

2. Montrons la continwité de f sur Dy.

(a) Il est évident que la fonction est continue sur Dy et Dy puisque sur ces deux domaines est
une fonction polynome.

(b) 1l reste a montrer la continuité sur la frontiére. Soit alors (a,b) tel que a®> +b* = 1. On a
v> =1—a? donc

1 1 1
lim  f(z,y)= lim —2?4+9y*>—1=_-a>+b*—1=—-d?
(z,y)—(a,b) (z.9) (z,y)—(ab) 2 2 2
a?+b%>1 a?+b2>1
1 1 1
lim  f(z,y)= lim =a®>+b*—1=—=z>=——d°
(z,y)—(a,b) (z,y)—(ab) 2 2 2
a?+b2<1 a?+b2>1
1
Comme f(a,b) = —§a2 alors
lm fley) = lim o f(ry)= g0’ = f(a,b)
im x,y) = im x,y) = —=a” = f(a,b),
(z,y)—(a,b) Y (z,y)—(a,b) Y 2
a?+b2<1 a?+b%>1

[ est continue pour tout (a,b) tel que a® + b* = 1.

Donc f est continue sur R?.

mharfaoui04@yahoo.fr 9 Elémnents sous droits d’auteur
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0.2.3 Continuités et différentiabilités
Exercice 0.2.3.1

1
Posons f(z,y) = zysin (=) siy #0 et f(z,0) =0 pour tout x de R.
Yy

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.
2. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport a x et par rapport a y en tout
point (z,y) de R? tel que y # 0 et en (0,0).

, 0 0
3. Etudier la continuité des fonctions dérivées partielles —f et —f

Oox Oy’

Corrigé 0.2.3.1

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.
~ (*) Continuité sur R?\A ou A = {(z,y) € Ry # 0}.
Les fonctions (x,y) — xy, (z,y) — — sont continues sur R2\A comme fonction polynéme et
Yy

fonction rationnelle et la fonction t — sin(t) et continue sur R. Donc f est continue sur R?\ A
comme produit et composée de fonctions continues.

~ (*) Continuité sur A.
Soit (a,0) dans A avec a dans R. On a pour tout (z,y) € R?\A

F(@y) = £(@,0)|| = |eysin(1/y)| < |oy].

mais  lim ‘x ‘ =0, donc  lim ‘ z,y) — f(a,0 H —0
(z,y)—(a,0) Y (@.9)—(a,0) flz,y) — f( )
zeR weR

d’ou la continuité en (a,0). Donc f est continue sur R2.

2. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéres par rapport a x et par rapport a y en tout
point (z,y) de R? tel que y # 0, et en (0,0).
~ (*) Pour (z,y) € R2\A

O (2,4 = ysin(1/y) et 2L @,y) = 2(sin(1/9) = * cos(1/))

ox "’ oy’ Yy )

~ (*) En (0,0) ona €A

. 0,k) — f(0,0)
3. 1l est clair que les fonctions gf et gf sont continues sur R\ A.
€ Y

Au point (a,0) on a

g Y f(a-l—h,O)—f(CL,O)_ _ _
8x(a,0)—}111£}] . =0 car f(a+ h,0) = f(0,0) = 0. Donc
: of of B . . B
el Fo(@,y) - 5(a,0))] = (I’y%g?gavo) lysin(1/y)| =0,
ae ac
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d’ou la continuité de g‘f (z,y) en (a,0).

of o flak) = f@0) 1
On a 6y(a’0)_1££% k —]lli%a.sm(k).

Sia #0 cette limite n’existe pas. Sia =0 on a ?(0, 0) = llir% f(0. k) ; 10,0 = 0. Donc
Y —

: of of : . 1

lim —(x,y) — =(0,0))| = lim z(sin(1l/y) — — cos(1 .
(2.49)—(0,0) 8y( ) 6y( ) (2,4)—(0,0) }( (sin(1/5) y ( /y))‘
Pour xz, =y, = — on a

of " o 1

L[5 ) = 5 00| = Tim (o (sin(2nm) — 2 cos(2nm) )| = <1 #0

0
d’ot la discontinuité de af(ac,y) en (0,0).
x
Exercice 0.2.3.2
Posons f(x,y) = y*sin (E) sty #0 et f(x,0) =0 pour tout x de R.
Yy

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.

2. Etudier la continuité des fonctions dérivées partielles of /0x et Of /0y.

Corrigé 0.2.3.2

1. Etablir que la fonction f est continue en tout point de R2.
— (*) Continuité sur R:\A ou A = {(x, y) € R%y #0}.
Les fonctions (z,y) — vy?, (z,y) — = sont continues sur R*\A comme fonction polynéme

et fonction rationNelle et la fonction t — sin(t) et continue sur R. Donc f est continue sur
R2\A comme produit et composée de fonctions continues.

— (*) Continuité sur A.
Soit (a,0) dans A avec a dans R. On a pour tout (x,y) € R*\A

(@) = fla,0)[| = [y?sin(a/y)| < |y?

mais  lim ‘y ’ =0, donc  lim ‘f x,y) f(a,O)H =0.
(z,y)—(a,0) (z,y)—(a,0)
z€R a€eR

d’ot la continuité en (a,0). Donc f est continue sur R?.
2. Dérivées partielles premiéres par rapport a x et par rapport ay en tout point (x,y) de R? tel que
y # 0, et en (a,0).
~ (*) Pour (z,y) € R?\A

of
oz
~ (*) En (0,0) on a € A
of _ f(h,0) = f(0,0)
00 = i L0

(2,y) = ycos(z/y) et Zim,y) — 2y (sin(x/y) — @ cos(x/y))-

=0 car f(h,0) = f(0,0) =0
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—(0,0) =1 =0
oy 0= T

0
1l est clair que les fonctions —f et —f sont continues sur R\ A,

or Oy
Au point (a,0) on a

of . fla+h0)— f(a,0) _ _
8x(a,0)—}lllir(l] o =0 car f(a+ h,0) = f(0,0) = 0. Donc
: of of .
lim —(z,y) — =(a,0))| = lim cos(x =0,
()~ (a.0) oz "¥) = 3, 0) ()~ (a.0) ‘y (ef y))
ac ac

d’ot la continuité de gf(x,y) en (a,0).
x

g _ f(a7k)_f(a70)_ : (T
On a ay(a,())—%li% k —%Er%)a.sm(k).

f(07k)‘_'f(070)

Sia=0 onag((),()): lim

=0.D
By lim B 0. Donc
. of of : .
lim ‘— z,y) — —=(0,0 ’: lim 2y sin(x/y) — x cos(x .
L S ) = 5 00D =t (2ysin(e/y) — zcos(a/y)
a€R a€eR
a of a
P = — —_ )= —
our y = o — et a#0, By (a, 2n7r) a et
2a
li 2y si - = li = sin(2n7) — 9 - _
(x’n)ir(27+w) ( ysin(z/y) xcos(x/y)) (x’n)ir(g7+m) <2n7r sin(2nm) — x cos( n7r)> a #
af acR acR
8—y(a,0).
Exercice 0.2.3.3
_(@ty)?
Soit Uapplication f : R? — R définie par (.y) = x2 + 92 si (2,y) # (0,0) . Est-ce que f est
£(0,0)=0

continue sur R2.

Corrigé 0.2.3.3
Les fonctions polynomiales (z,y) — (z+y)? et (x,y) — x> +y? sont continues sur R? et la fonction

2142 est continue sur son domaine de définition R?\ {(0,0)}.
Leur produit est continue sur R?\ {(0,0)}.

La fonction est continue en point (xo,yo) si la ( )lir(n )f(x,y) = f(=zo, o). Alors, f(0,0) =0,
@,y)—(20,y0

2
et il faut comparer cette valeur ¢ la  lim (:1:2+ y)2
(@y)—(00) 2% +y

. On ne la calcule pas pour toutes les valeurs

2 2
2
(z,y) — (0,0), mais on remarque que par evemple, lim, .\ (0,0) ‘y:xm - ili% 33(2 _3’3_)332 =2 ce

qui implique que f n’est pas continue en (0,0).
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Exercice 0.2.3.4

Soit f la fonction de R?dans R définie par

2Pyt '
fay) = 2 agrg S@9)#0,0),

ot p et q sont des entiers non nuls.
1. Démontrer que, pour tout (z,y) € R? réels, |xy| < 2% — zy + y>.

2. Pour quelles valeurs de p et q cette fonction est-elle continue ?

3. Montrer que si p+ q = 2, alors f n’est pas différentiable.
Corrigé 0.2.3.4

2
1. On a pour tout (z,y) € R?, (|x\ - ]y|) =22 +9y? - 2|xy,

donc 2. |xy| < 2 +y2%. Dou |zy| < 2% + o2

2. La continuité sur R?\ {(0,0)} est évidente comme fonction rationnelle de domaine de définition
R\ {(0,0)}.

Seule la continuité en (0,0) pose probléme. On a donc

|y [xP~ Lyt
1?2 —xy +y?) < 2Pyl

[f(z,y)| <

> sip—1=qg—1=0, c’est-a-dire, p+ q =2, alors lim f(x,y) =1.
(,y)—(0,0)

»,sip—1#0 et g—17£0 le dernier membre de l'inégalité tend vers 0, dans ce cas

lim  f(z,y) =0= f(0,0).

(z,y)—(0,0)
En conclusion St p + q = 2, la fonction n’est pas continue.

3. Sip+q =2, la fonction f n’est pas continue donc elle ne peut pas étre différentiable.

Exercice 0.2.3.5
Soit g : R — R une application de classe C? et F : R? — R définie par

_g(x) —g(y)
f(xay) - T — y

f(z,z) = g'(z)

, SLTFY

Montrer que f est de classe C' en tout point de R? et calculer sa différentielle.

Corrigé 0.2.3.5

En tout point (zo,yo) avec xg # yo, f est continue et méme de classe C* car composée (projections
sur les azes (Ox) et (Oy)), différence et quotient de fonctions de classe C* dont le dénominateur ne
s’annule pas.

Dans ces points, la différentielle de f est donnée par la matrice jacobienne
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Vf(zo,y0) = (g‘;(ﬂ?o,yo)y Z;(xoayo))

(g'(l’o)(l’o —yo) — (9(=0) — 9(y0)) —9'(yo)(x0 — yo) — (g(=0) + Q(yo)))
(0 — yo)? ’ (0 — yo)?

qui est bien de classe C' (g étant de classe C* , g’ est de classe C').
Montrons que F' est continue aux points de la forme (a,a).
Le développement limité (DL) de g a l'ordre 2 entre x et y donne

9(y) = g9(x) + (v — 2)¢ (cary)

avec cpy € [x,y] dot

o 9@ —9() . , ,
11 - = llm Cl‘ = a) = F a7 a
(z,y)—(a,a) r—=y (Jrvy)—>(a,a)g ( ,y) g ( ) ( )

car comme (z,y) tend vers (a,a), x ety tendent tous les deux vers a et donc g,y aussi (et g’ est
continue).

Pour montrer que F est C' (sachant que F est continue), il suffit de montrer que la différentielle
de F' se prolonge par continuité sur R2.

Le DL de g a l’ordre 2 entre xg et yg est

($O - 3/0)2 "

9(z0) = 9(yo) + (zo — y0)g' (o) + 5 g"(c1) avec c1 € [wo, Yo

(y() - CUO)Z "

9(yo) = g(zo) + (yo — w0)g'(x0) + g'(c2) avec ca € [yo, o).

2
On a donc
of (o —90)*d")(c1)  g"(e1)
%(x()ay()) - 2(930 — y0)2 - 2 ’
et
of (w0 —90)°9")(c2)  g"(c2)
87/(3307?90) - 2(.%'0 — y0)2 - 9 .

La fonction g étant de classe C?, on a

. _ (9"'(a1) g"(c2)
o D) = (F T

et donc Df se prolonge par continuité sur tout R?. F est donc bien de classe C'.
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Exercice 0.2.3.6
soit f la fonction définie par
3 2
z°(y — 1) :
=—0""— 0,1
faw) = e = s @) £
f(0,1)=0

1. Donner Dy le domaine de définition.

2. Montrer que f est continue sur Dy.

of of
, of 91 Dy.
3. Calculer . (x,y) et 9y (x,y) pour tout (x,y) de Dy

4. Etudier la différentiabilité de f sur Dy.

Corrigé 0.2.3.6
soit f la fonction définie par
2 (y — 1) -
flz,y) = m7 st (z,y) # (0,1)
f(0,1)=0
1. Le domaine de définition Dy est
Dy = {(z,y) € R*/(z,y) # (0,1)} U{(0,1)} = R?
2. Montrer que f est continue sur Dy.
(a) Pour (x,y) # (0,1) la fonction est une fonction rationnelle de domaine de définition R? —
{(0,1)}, donc f est continue sur R? — {(0,1)}.

(b) Pour (:E’y) = (07 1) on a | f(xvy) - f(07 1) |:|
On sait que ab < 3(a® + b%) donc

1
|23y —1)? |=| 22(y — 1)? | . |2 |< 5(3:4 +(@y—1Y. | x| et on a alors
| f(z,y) — f(0,1) |<|xz| et lim |x|=0 doula continuité de f (0,1).

2’(y — 1)?
PRI

(z.y)—(0,1)
3. Calculer gi(x, y) et gjyc(:u,y) pour tout (x,y) de Dy.
(a) Pour (xz,y) # (0,1) faire les calculs.
() Pour (2,9) = (0,1) on 0 22 (0,1) = tim HEDIOD g
ot O _ f(0, 1+/€) f(0,1) _

4. Etudier la différentiabilité de f sur Dy.

0 0
(a) Pour (z,y) # (0,1) f est différentiable car les fonction or et of sont continues pour tout

Ox Oy
(z,y) # (0,1).
(b) Pour (z,y) = (0,1) on aa )
£+ k) = 7(0,1) ~ (0, 1n - alm K o |
| VIZ+ K2 |=| (W + (k= D)) (VI £ 1) | dont la li-

mite, quand (h, k) tend vers (0,0), n’est pas nulle. Ce qui prouve que la fonction n’est pas
différentiable en (0,1).
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Exercice 0.2.3.7
Soit f la fonction définie par

2
T2y _
—— si(z,y) # (0,0),
flz,y) = x4 2
0 si (z,y) = (0,0).
1. Soit D une droite quelconque passant par l'origine. Montrer que la restriction de f a D est
continue en (0,0).
2. Peut-on en déduire que f est continue en (0,0) ?
Corrigé 0.2.3.7
1. Une droite de R? passant par lorigine a pour équation cartésienne y = ax avec o € R, ou x = 0.

On a:

anx

a) siy = azx, alors f(r,ar) = ———= ~ax et imax =0
(a) siy f(z, ax) T o) lim
(b) six =0, alors f(0,y) = 0.

f est donc continue suivant ces deux directions.

2. Peut-on en déduire que f est continue en (0,0) ¢
Pourtant, on va prouver que f n’est PAS continue en (0,0), et c¢’est une erreur qu’il ne faut pas
reproduire | En effet, si on pose y = x2, alors

o a _Q
f($7x)_\/m_2a

qui ne tend pas vers 0 lorsque x tend vers 0. Donc f n’est pas continue en (0,0).

Exercice 0.2.3.8
Soit f la fonction définie par
w2y '
fay) = 21,2 ° (z,y) # (0,0),
0 si <$7y) = (070)

1. Etudier la continuité de f sur R2.

0 0
2. Calculer les dérivées partielles of et or en tout point (x,y) de R2.

or Oy

Corrigé 0.2.3.8
1. » Continuité en (0,0).

On sait que pour tout (x,vy), y*> < 2% +y2, donc pour (x,y) # (0,0)
2,2
y <z?et lim x?=0, car tout polynéme sur R? est continue en tout

0< flz,y) = —2 <
< f@y) Va2 +y? (z,9)—(0,0)
point de R%. Donc 0 < ( 1)iH%0 0 f(x,y) <0 d’ou la continuité de f en (0,0).
x7y - b

» Continuité sur R?\ (0,0).
La continuité sur R?\ (0,0) set évidente, étant donnée que f est une fonction rationnelle sur
R2\ (0,0).
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2. Un calcule classique des dérivées partielles nous donne

g 2

221 of 2yx
(z,y) =y
or

-z —_— — 27
(22 4 2)? “ Ay (@y) == (22 4 92)?

Exercice 0.2.3.9
soit f la fonction de deux variables définie par

X

f@;,y):{ file,y) = (@ = y?)sin (5 ). iaty
fa(z,y) =0, six=1y

1. Donner Dy le domaine de définition de f et étudier la continuité de f au point (a,a) pour a € R.

2. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a x et y en tout point (z,y) pour x # vy de
R2.

3. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a x et y en tout point (a,a) pour a € R*.

4. Etudier la différentiabilité de f en (0,0).

Corrigé 0.2.3.9
Le graphe de la fonction est

plot(x ™2 -y~ 2Nsinix/ (x -y}

1. Domaine de définition de f.
On a Dy = Dy UDy, =R2 En effet Dy, = {(z,y) € R*: 2 # y} et Dy, = {(z,y) e R? 1z = y}.
Continuité au point (a,a) pour a € R.

Au voisinage de (a,a) on a |f(z,y) — f(a,a)| = |(2? — y?) sin (LM < |#? — 42|, mais comme
r—y
lim =0 alors la fonction est continue en (a,a).
(z.y)—(a,a)

2. Calcul des dérivées partielles premiéres.
Pour tout (z,y) tel que x # y

of 22(x — y)sin(z/(x — y)) — y(z +y) cos(z/(z — y))

%(l',y): $:y
ﬁ(x ) = 2x(x — y)sin(z/(x — y)) + (z 4+ y) cos(z/(z — y))
oy Y T -y
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3. Calculer les dérivées partielles premiéres par rapport a x et y en tout point (a,a) pour a € R*.

. a+th
. fla+h,a)— f(a,a) ‘ ((Cb+h)2—a2)sm( - )
lim = lim
h—0 h h—0 h h ’
(ah 4 h*)sin (a i
= lim = lim(a+h)sin(a+h)
h—0 h h—0
cette limite n’existe pas donc f n’est pas dérivable par rapport a x au point a(,a) pour a # 0.
. /a
 fla,a+k) — f(a,a) (@ = (a+k))sin(})
lim = lim
k—0 k k—0 a k ,
(—ak — k?)sin () a
= }ILIL% A = ili%(—a — k) sin (%)

de méme cette limite n’existe pas donc f n'est pas dérivable par rapport a x au point a(,a) pour
a # 0.
4. Différentiabilité de f en (0,0).

h
2 (1
. f(h70)_f(070) _ : h Sln(h)
lim = lim ——

h—0 h h—0 h ’
= lim(h)sin(1l) =

lim (h) sin(1) = 0
N

Donc f est différentiable en (0,0) et de différentiel df(0,0) =0

0.2.4 Equations aux dérivées partielles
Exercice 0.2.4.1
Soit la fonction f:R? =R (z,y) — f(z,y).
et soit g : R* — R définie par : g(u,v,w) = sin (f(v?, uv.w) — €”).
Calculer les dérivées partielles premiéres de g au moyen de celles de f.

Corrigé 0.2.4.1
Soit la fonction f : R* = R (z,y) — f(z,y) et g : R* — R définie par g(u, v, w) = sin (f(v?, v.w)—
e”).

I

. a—z(u, v,w) = (f(vQ, ww) — e”)u cos (f(v2, uw) — e”)
= (w.gjyc(vz, uw)) coS (f(v2, waw) — e”).
" g?g)(u, v,w) = (f(v*uw) - e”); cos (f(v?, uw) — €v)
(21}.2{;(1}2, uww) — €) cos (f(v? uw) —e’)
. 8?1) (w,v,w) = (f(v* uww) - e”)lw cos (f(v?, u.w) —e¥)

_ (u.gg(UQ,U-w))> cos (f(v2, uw) — )
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Exercice 0.2.4.2

Soit f une fonction de deux variables de classe C* sur (R*)? vérifiant l’équation aux dérivées partielles

1 8f(x7 - f(z,y)

Dy Y = g e

Soit f(x,y) = h(x® 4+ y?) ot h est une fonction d’une seule variable de classe C'.

1 0f
E): -~
() x Oz
1. Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de f en fonction de celles de h.

2. Donner une équation aux dérivées partielles (E/) vérifiée par h.

3. Résoudre (E') puis déterminer toutes les fonctions f solutions de (E).

Corrigé 0.2.4.2 1. Calculer les dérivées partielles premiéres et secondes de f en fonction de celles
de h. Pour tout (x,y) € R? on poset = 2> +y%. On a

(a) %(1‘, v) = (ha? %) = (22 + 2L (0 = 220(0);
() Ga) = (bla? 44 = (a7 +2)) RO = 2000
(c) gji(x, y) = (2.x.h'(t)); - 2<h’(t) + 2a;h”(t)>;

@ 5 ) = (o, =20 + 20 0);

© T w0 = (2001 = 2(00), = a0,

2. Donner une équation aux dérivées partielles (E/) vérifiée par h. En remplacant par les dérivées
partielles, trouvées dans la premiére question, dans 'équation (E) on trouve (E') : 4h'(t) =
h(t)

2

3. Résolution de (E') puis détermination toutes les fonctions f solutions de (E).
(a) h(t) =0 est solution de (E').

0 pov o4 -

donc pour k € R*,

—1
ln(’h‘(t)‘ = Tt +c&= h(t) = :Fece_l/t — h(t) — k.€_1/4t,

En combinant (a) et (b) on aura h(t) = a.e”* ou a € R*.Donc

flz,y) = a.e VAT op o € R,
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Exercice 0.2.4.3

Soit f une fonction numérique de deuz variables de classe C? sur RY x R wvérifiant I’équation aux
dérivées partielles

20f

32
ox 2( y)_y287f

2 (®9) =0, (2)

On pose u=zy etv=2x/y et f(x,y) = g(u,v).

1. Donner une €quation auzx dérivées partielles (E/) vérifiée par g.

2. Résoudre (E/) puis déterminer la fonction f solution de 2.

Corrigé 0.2.4.3

1. Donner une équation aux dérivées partielles (E/) vérifiée par h.
g(u,v) = f(Vuv, \/u/v) h est de classe C* sur R x RY et

= S - S o

Py 10 1 o5, 1o 1 o 1d
oudv  40x2 4?2 0y?  4yuww dr Advyuw dy  2udv’

Donc l’équation auz dérivées partielles vérifiée par g est

P9 (0 = 2940
oudv: 7 2uov

2. Résoudre(E') puis déterminer la fonction f solution de (E).

(E
0%g 109 0 (9dg 1 0g
On a5 5y W) =55, (W) & %(az))(“’”) = 5090 Y)

1
Si on pose h(u) = @ u,v) on obtiendra I’équation différentielle h'(u) = —h(u) dont la solution
0 2
v u

générale est h(u) = c(v)y/u ot v — c(v) est de classe Ct. par suite on a

dg

a—(u,v) = c(v)\/u et par intégration de cette derniére équation différentielle on aura
v
g(u,v) = VuF(v) + H(u)

ou F désigne une primitive de ¢ et H est une fonction de classe C? .

Finalement la fonction f(x,y) = F(z/y)/xy + H(xy), ou F et H sont des fonctions de classe
C2, est solution générale de 2. Inversement, on vérifie facilement que de telles fonctions sont
bien solutions de l’équation 2.

0.2.5 Développements de Taylor et limités

Exercice 0.2.5.1
Donner le développement limité de d’ordre 2 en (0,0) des fonctions suivantes
cos T
L. f(xa y) = ’
cosy
ecos(z+y)
2. g(x,y) = ——
9(@.y) = =
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Corrigé 0.2.5.1
On utilise les les dévellopements limités usuelles au voisinage de 0 suivantes

t? 1 2
cost:1—§+0(t2), —— =1+2z2+22+0(2?), etezzl—i-z—k%—i-o(zQ).
—z

1
- 1 y? 2
1. On a au voisinage de 0, ——————— =1+ =+ o(y*), donc
Y 2 2
11— +o0(y?)
2
Flo) = 8 (1= o)1+ L o) =1 - 4 Lt oa 4 4?)
z,y) = =(1—-"=+o(z 4o =1—-"—+ = +o(x .
Y= osy 2 g TV 2 T 4
2
2. On a au voisinage de 0, cos(x—i—y):l—(m—;y)—l—o(xQ—Hf), donc
(z +y)?
—_t 2+2 1
e =i 2 ) — el Ly +o(e? +4).
De plus B -(1- A yj) +o(y?). D’ou
2 21+y/2 2V 214
ecos(z+y) e 1 y y2
_ _ ¢(q_2 2 2, .2 1Y 9 2
2
€ y .y 1 2 2 2
- (124 L 2
2< 5T 7 2(x+y)>+0(x +y9)
2 2
€ y oy € 2 2
— -2 L 2
5 5~ 1 3 zy>+o(m +y7)

Exercice 0.2.5.2
Soit la paraboloide d’équation cartésienne z = 4z +y? et les plans (Py) et (Py) d’équations respectives

(P1): x+2y+2=6 et (P2): 3z+5y—2z=23.

1. Trouver les points sur le paraboloide ot le plan tangent est paralléle au plan (Py).

2. Trouver les points sur le paraboloide ot le plan tangent est paralléle au plan (Py).

Corrigé 0.2.5.2

1. En général le plan tangent a la surface d’équation z = 4x + y? au point (zo, Yo, 20) est donné
par l’équation
z = 20 + 8xo(z — 20) + 2y0(y — yo)
= 8xopxr + 2yoy + 20 — 83:3 — 2y(2] = 8xox + 2yoy — 20

d’ou par
2z — 8xox — 2yoy = 20 (3)

Pour que ce plan ( 3) soit paralléle au plan (P1) d’équation x + 2y + z = 6 il faut et il suffit que
-1

(1,2) = (—8xg, —2yp) d’ou que xo = 5 et yo = —1.
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—1 17
Par conséquent, le point cherché sur la paraboloide z = 4x* + y? est le point (?, -1, 1—6)
2. De méme, pour que le plan ( 3) soit paralléle au plan d’équation 3z 4+ 5y — 2z = 3 il faut et

3 5
il suffit que (=, =) = (=8xg, —2yo) d’ou que xro = —— et yg = ——, et le point cherché sur la
272 16

4)
3 5 109
loide z = 422 + 2 lors le point (——, —=, =——).
paraboloide z x® +y* est alors le point ( 61 64)
0.2.6 Théoreme des fonctions implicites
Exercice 0.2.6.1
Soit ’équation définie sur R? par
(E): a:.ln(1+y2) —ye’ =0
1. Donner le développement limité a l'ordre 2 de f en (1,0).
2. Soit I’équation x.1n (1 + y2) —ye® = 0.
(a) Montrer que l’équation (E) définit implicitement y = ¢(x) en fonction de x au voisinage
de (1,0).
(b) Calculer ¢'(x) au voisinage de 1.

Corrigé 0.2.6.1
Soit I’équation définie sur R? par

(B): z.In(1+y?) —ye* =0.

1. Développement limité a l'ordre 2 de f en (1,0).
Le développement limité a 'ordre 2 en (1,0) de (x,y) — In (1 + y2) est

In (1+44?) =y*+o(z® + ),
et le développement limité a 'ordre 2 en (1,0) de (x,y) — e* est

1
e =ee" T=¢(l+(z—1)+ i(x —1)? +o(2? + ¢?)).

Comme

zIln (1—|—y2) =(zr—1)In (1—|—y2) +zln (1+y2),

et en faisant le produit et ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 2 en (x — 1)
et y on obtiendra les développements limités a l'ordre 2 en (1,0) de (z,y) — In (1 + y2) et
(z,y) — ye® sont In (1 + yz) =92+ o(2? +1?),

et ye® = ey + ey(x — 1) + o(2? + y?).

Donc le développement limité a 'ordre 2 de f en (1,0) est

f(z,y) = ey +ey(z — 1) + 5 + o(z® + 7).

2. Soit I’équation x.1n (1 + y2) —ye® =0.
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(a) Existante de la fonction implicite y = ¢(x) en fonction de x au voisinage de (1,0).

0 2 0
On a gf(a;, y) = ] ny — e etgf(l,O) = —e #0, donc d’aprés le théoréme des fonctions
Y
implicites il existe un voisinage V1 de 1, un voisinage Vi de O et et une fonction
{ ¢:Vi— Vo
z—y=¢()
tels que
* o(1) =0,

*VereVi: f(z,o(x) =0

b) Calcul de ¢'(x) au voisinage de 1. Comme % z,y) = In(1 + y?) — ye®, alors
Ox

In (1+ ¢(2)?) — ¢(x)e”
Red@)/(1+ 6@)?) — e

Ve eVy; ¢l(x) =—

Exercice 0.2.6.2
Soit la fonction f(x,y) = x% + y* — e22ctanu/®) définie sur R x R.

1. Montrer que ’équation f(x,y) = 0 définit, au voisinage de x = 1, une fonction implicite y =
¢(x).
2. Calculer la dérivée de ¢.

3. Donner le développement limité a [’ordre de 3 de ¢ en 1.

Corrigé 0.2.6.2

1. La fonction f est de classe C°° comme produit et composé de fonctions de classe C*°, avec

£(1,0) = 0.

a /
I, = —f(x,y) =2y+ (2 arctan(y/:v)) g2 arctan(y/z)
% 2z ! ;
= 2y — o y2 e2 arctan(y/x)
of
t —(1,0) = —2.
et 5. (1,0)
Donc il existe un voisinage V1 de 1, un voisinage Vo de 0 et une fonction ¢ de Vi a Vg tels que
{ ¢:Vi—W
T — Yy = ¢(z);
et
Vo e Vi, flz,y) =0 oy = ¢(z) & 22 + (¢(z))? = 2aretan(d(@)/z), (4)
2. Dérivée de ¢.
of
L (@, 6())
Vo € va QS(CL') = _8.]('7’
5?%%@)
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0
0r e,y = 20+ L)) o

Ox Y
of T
—(z,y) = 2( _ 2arctan(y/w)> .
oy BV =2V m e
Donc
T+ %62 arctan(y/z)
/ . 4ty
Ve e Vi, ¢'(x)=-— T )
y — e2arctan(y/x)
x2 +y?

3. En dérivant 3 fois la relation ( 4) on obtient

$¢/($) - d’(l‘) x2 62 arctan(¢(z)/x) _ 0
2 z? + (¢(2))? o

4 o(@)¢ (x) -

soit

z+ ¢(1)¢ (z) — 2 (x) + d(x) =0, (5)
car e2arctan(é(z)/z) — 4.2 + ¢2($)

les dérivées de la relation ( 4) donnent le systéme

x+¢@wgm—xdm> ) =
1+ (¢(2)) () + ¢(2).¢" (x —x¢(1

o
)

3¢'¢" (2) + ¢(2)-¢" (¢) — 29" (2) = ¢" () = 0
te

Dans la premiére équation on obtient ¢p(1) = 0 ( ) = 1, puis dans la deuziéme, ¢" (1) = 2,
(1

puis dans la troisieme, 6 — ¢ (1) —2 =0, soit ¢
Le développement limité a ’ordre 3 est donc

) =

B(x) = 6(1) + ¢/ (1).z ~ 1) + 56" (D — 1 + 310z — 1P + of(z ~ 1)),

sout
B = (= 1)+ (2 = 1+ S (e = 1P +of(w — 1)),

Exercice 0.2.6.3

22 g
Soit le systeme (S) : { T Y zt =0

xy + 22 —t2
1. Montrer qu’il eziste un voisinage U de (0,1) et un voisinage V de (1,1) dans R? tel le systéme
S définisse une fonction ¢ = (1, p2) (z,y) — (s,t) de classe C* de U dans V' tel que
2 2 =0
{ oy = @ y).ea(wy) =
vy + [p1(z,9)]” — [p2(z,9)]

2. Déterminer la matrice jacobienne J(p(x,y)) de ¢ au point (x,y) de U.

mharfaoui04@yahoo.fr 24 Elémnents sous droits d’auteur



Dr M.Harfaoui Extrémums libres et éxtrémums liés
Corrigé 0.2.6.3

1. Posons f(x,y,2,t) = (fu(z,y, 2,1), f2(2,y, 2,1)) = (2% —y*—zt, xy+2°—%). Ona f(0,1,1,1) = 0
et le jacobien

D(f1,f2) (z,y,2,t) 0f ——(z,y, 2,t) ¢ 5
) — .
D(z,1) (@9, 2, ng (5. 9.7.1) (i]% (wyzn)| |22 2
D(f1, f2) o1
DO'/'lC W(O,l,l,l)— 9 ‘ ——4#0

Comme le déterminant et non nulle on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites et
obtenir un voisinage U de (0,1) et un voisinage V de (1,1) dans R? tels que, sur ces voisinages,
les variables z et t, liées a (x,y) par Uéquation f(x,y,z,t) =0, s’expriment comme une fonction
de classe C* des variables x et y. Donc il existe un fonction ¢ = (¢1,92) : (x,y) — (s,t) de
classe C*° de U dans V telle que

(G,) v($7y727t) eUxV, f(x7y7z7t) =0« (th) - ((Pl(.%',y),(PQ(l',y)),

D(f1, f2)
(b) V(x,y,z,t) € U xV, Dz, t) (x,y,2,t) # 0.
2. Le jacobien de ¢ est J(o(z,y)) = —Q~L.P ou
Dayznt) Ly z0 Dagznt) Ly 20
P= et Q= §f 5}
fQ(myzt) @(xyzt) —Q(xyzt) 2(acyzt)
8:6 ) 8y ) ) ) 82 ) ) ) 8t ?

(2 2y [t oz =22 —
UncalculdonneP-( y ) €tQ—<2z _2t>€tQ = —2t2—222'<—22’ ¢ >
D’ou

1 —dxt —yz —dyt —zz
_ hlp_ L y y
Jp(z,y)) =-Q.P 2(t2—|—z2)'< —dxz+yt  dyz +xt )

0.2.7 Extrémums libres et éxtrémums liés

Exercice 0.2.7.1
Pour chacune des fonctions suivantes étudier la nature du point critique donné

1. f(z;y) = 2% — 2y + y? au point critique (0,0) ;
2. f(z;y) = 2% + 2y + y? + 6 au point critique (0,0) ;
3. flayy) = 23 + 22y% — y* 4+ 22 + 3zy + y? + 10 au point critique (0,0).
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Corrigé 0.2.7.1

1. (a)

(b)

Point critiques. On a df = (2z — y)dz +
(2y — x)dy = 0 donc

_ 20—y =0
dfO(:){ 2y —x =0

Nature du point (0,0). La matrice
Héssienne est

2 -1
Hf:<_1 ; )

Comme le déterminant deaZZa matrice
Héssienne detHy =5 > 0 et —f =2>0.
0z2

Le point (0,0) présente donc un minimum
local.

< (z,y) = (0,0).

2. On a df(z,y) = (22 + 2y)dz + (22 + 2y)dy donc
df (z,y) =0 z+y=0.
Les points critiques sont de la forme (a,—a)
f@y) = fla,—a) = (z +y)* = (a —a)® =
(x +y)? > 0 d’ou le point (a,—a) présente un
minimum local.

3. (a)

(b)

Point critiques.
On a df = (322 + 2z +2y? + 3y)dx + (4ay —
493 + 3z + 2y)dy = 0 doc
24 22 + 2y? =

if = 3z + 1‘3+ y*+3y=0

4oy —4y° +3z+2y =0
Il est claire que (0,0) est un point critique.
Nature du point (0,0).
La matrice Héssienne est

. — 6x + 2 dy+3
P\ ay+3 —122+4z+2

Comme le déterminant de la matrice
Héssienne au point (0,0)

2 3
3 2
présente donc un point selle.

detHy = ‘ = =5 < 0 le point (0,0)

B
E
o
o
9
L
E
¥

LY

x2+_-2xy+y2+6
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Exercice 0.2.7.2

Déterminer les points stationnaires et leurs natures dans les cas suivants

1 f(z,y) = 42° + 22y + 3, 4. f(z,y,2) = 2 + 2x +y* — 3y + 227,
2. f(z,y) = —2* + o —zy+y -y
3. fla,y) =22 — 22y +y — 92, 5. f(z,y,2) =2 —da+ay —y* — w2+ 22,

Corrigé 0.2.7.2

1. Les conditions d’extremum du premier degré f(z,y) = 42 + 22y + y? sont réalisés aux points
solutions du systéme (points stationnaires)

fr=0 8x + 2y ==
{ =0 @{ 2242y =0
Donc x =0 ety =0, seul le point (0,0) peut étre un extremum. pour f.
Nature de l’extremum.
f;/2 (Oa 0) =8
On a f;’z(0,0) =2
QIJIy(O’ 0) =
Donc, comme
f;/2 (07 0) :gy(ov 0)
y(0,0)  £5(0,0)

est minimum local en (0,0) et ce minimum est f(0,0) = 0.

‘:12>0 et f1(0,0)=8>0,

2. Les conditions d’extremum du premier degré f(x,y) = —x? +x — xy +y — y? sont réalisés aux
points solutions du systéme (points stationnaires)

fr=0 N —2x+1—-y=0
fy=0 —rx+1-2y=0

1 11
Doncx=—- ety = seul le point (g, §) peut étre un extremum local pour f.

3 3’
Nature de l’extremum.
Ona :
f// I :_2
fZI// ;ag -2
=-1
_9 _ 11 11 11
Donc, comme _? _;‘ =3>0cet fJ’C'Q(g, §) = -2<0, f(g, g) =33 est maximum local de
1 1

3. Les conditions d’extremum du premier degré f(x,y) = x? — 2xy +y — y? sont réalisés aux points
solutions du systéme (points stationnaires)

fr=0 N 20 —2y =10
=0 2w+ 1-2+1=0
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1 11
Donc x = - et y = —, seul le point (g, §) peut étre un extremum local pour f.

4 4’
Nature de Uextremum.
On a L1
;/2(%7%) =2
f;Q(%a %) = -2
:&/(Z?Z) =-2
D 2 - 8<0, al f(ll)— est t ti 't(lll)
onc, comme | | = , alors f(7, 7) = ; West pas un extremum et le point (7, 7, <
1 1
est un point selle pour la surface. f(0,1) =0 < 3 et f(1,0)=1> 3

4. Les conditions d’extremum du premier degré f(x,y,z) = 2 + 2x + y? — 3y + 222 sont réalisées
aux points solutions du systéme (points stationnaires)

=0 2% +2=0
=0 o{ 2y—3=0
f.=0 4z=0

3 3
Doncx=-1,y= 3 et z =0 seul le point (—1, > 0) peut étre un extremum. pour f.

Nature de l’extremum.
f;IQ(_L 5 O) =2

3
" (-1, 3,0) =2
On a v %
gy(*lv 570) = gz(*lv -:0) = gljlz(*l» 5’0) =0
2 00 3 13
Donc, comme |0 2 0] =16 >0, alors f(—1, 2 0) = - est un minimum pour la fonction f.
0 0 4

Autre méthode

Application de la formule de Taylor
3 3 1

On a f(=1+h, 5+ k1) = [(=1,5,0) = S[B* [l + KLl + P f + 20K [, + 2002 £, + 21K° fL].

Donc f(—1+ h, g + k1) — f(-1, g,()) = h? 4+ k?> + 12 >, pour tout h, k et 1. D’ot le résultat.

5. Les conditions d’extremum du premier degré de f(x,y,2) = —x%+2x +3y+y> — 22 sont réalisés
aux points solutions du systéme (points stationnaires) :

=0 —2rx+2=0
fu=0 & 4q —2y+3=0
=0 —22=0

3 1
Doncx=1,y= = et z=0, seul le point (1, 3 0) peut étre un extremum pour f.

2
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Nature de l’extremum.

On a 5
9’0’2(—1,%,0) = -2
fZIJIQ(_L%vO) =-2
;/2<_17§70) = _2
1= = fl =0
2.0 0 2 0 3
Done, comme [0 —2 0| = -8 <0, =4>0et f5(-1,-,0) = =2 < 0 et alors
0 -2 x 2
0o 0 =2
3 13 ) .
f(-1, 2 0) = T est un mazximum pour la fonction f.

Autre méthode

On peut application de la formule de Taylor, on trouve alors

f(—1 —I—h,g—i—k,l) — f(-1, g,O) = —(h? + k%2 +1%) <0, pour tout h, k et l.

6. Les conditions d’extremum du premier degré de f(x,y,2) = x? — 4z + zy — y? — 22 + 22 sont

fr=0 2r4+y—4=0
réalisés aux points solutions du systéme (points stationnaires) f?; =0 (¢ 2y+2x2=0
f.=0 —x+22=0

Doncx=2,y=1 et z=1, seul le point (2,1,1) peut étre un extremum pour f.

Nature de l’extremum.

h(2,1,1) =2 r(2,1,1) =1
Onaq [2(2,1,1)=-2 et 7 (2,1,1) = —1
fh(2,1,1) =2 7 (2,1,1) =0
2 1 13 )
Donc, comme Y —5> 0 alors f(2,1,1) = i n’est pas un extrmum pour la fonction f.

Et donc le point (2,1,1,14) est un point selle.

Autre méthode

On peut application de la formule de Taylor, on trouve alors

fR+h1+Ek1+1)— f(2,1,1) = (h+0.5k — 0.51)2 — 0.8(—1.25k +.251)% + 0.81%) < 0, qui change
de signe pour tout h, k et [.

Exercice 0.2.7.3
Trouver les points critiques de la fonction f suivante et déterminer si ce sont des minima locauz, des

maxima locaux ou des points selle.

flz,y) =sin(z) +y* — 2y + 1.
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Corrigé 0.2.7.3

1. Points critiques.

cos(x) =0
20y—2=0

df = cos(x)dx + (2y —2)dy =0 < {

les points critiques critiques sont donc ((2k + 1)%, 1).

2. Nature des points critiques. La matrice Héssienne est

(401

& (0,y) = (2k+1)3. 1),

Le déterminant de la matrice Héssienne au point ((2k + l)g, 1) est

—sin(z) 0

detHy = ‘ 0 9

o = —2sin(z) ‘
((2k+1)§,1)

Par conséquent, si k est impaire impaire, le point ((2k + l)g,

k est paire, le point ((2k + 1)%, 1) présente un point selle.

Al m1)
(( +)2,)

_ 2(_1)k+1‘

1) présente un minimum local et, si
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Exercice 0.2.7.4

On considére la fonction définie de R? dans R par : f(x,y) = (1 +z + zy + y?)e* — 22 — 1.

1. Montrer que le point O(0,0) est un point stationnaire de f. La fonction f admet-elle un extremum

relatif en O(0,0) ¢
2. Soit S la surface définie par Iéquation z = h(x,y) ot h(z,y) = (1 +z + 2y + y?)e®.
(a) Donner une équation cartésienne du plan tangent a S au point My(0,0,1).

(b) Quelle est la position locale de S par par rapport a son plan tangent en My(0,0,1)

Corrigé 0.2.7.4

1. Le point O(0,0) est un point stationnaire de f si ses coordonnées sont solution du systéme

of

%:(2+x+xy+y2)e“”—2= =0
d
8:77; = (22 +y)e” =0.

Le point O(0,0) vérifie effectivement ce systéme, c’est donc un point stationnaire.

Pour déterminer la nature du point O(0,0), on cherche les dérivées partielles secondes de f en
ce point. On obtient

62-} PAR:
5=B+r+2ytay+yile= =0
—2 = 2¢e” =0
0 J2
2 Ay
” =(14z+2y)e” =0.

Donc la matrice Hessienne de f en O(0,0) est

Hy(0,0) = < ? ; >

et son déterminant est

detH;(0,0) = |7 ;‘ _5>0

82
et comme —f(0,0) > 0, il s’agit d’un minimum relatif en O(0,0).

Ox?
(a) S est la surface d’équation cartésienne z — h(x,y) = 0, donc le plan tangent a S au point
My(0,0,1) admet I’équation

oh oh
(IT) %(0, 0)z — a—y(o,o)y +(z—1)=0.

Donc z =2z + 1.

(b) La position locale de S par par rapport a son plan tangent I1 en My(0,0,1) est donné par
le signe de f(z,y) = h(z,y) — (2 +1) =0.
D’apres la premiere question f(x,y) > 0, donc S est au dessus du plan II pour (x,y, z)
proche de My(0,0,1) .
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Exercice 0.2.7.5

Le but de l'exercice est I’étude des extremums de la fonction

fR—>R
(v,y) — 22 — 22y + 2% +e7*

x

1. Etablir que équation e=* = x d’inconnue x € R, admet une solution et une seule.

2. Montrer qu’il existe (a,b) € R? unique tel que

0
gf(a, b) =0
5 (0 =o.
5, (@)
a

=aetb=_

ae 5
3. Montrer que f admet un extremum en (a,b). Est-ce un minimum ou un mazimum ?

et établir que e~

Corrigé 0.2.7.5

1. Etudions la fonction g définie sur R par g(z) =" — .
OnavVzx eR; ¢ (r)=—-e*—-1<0.

La fonction g est donc strictement décroissante sur R. De plus

| O
o 91 = Jp € m e = oo,
et Jim g(z) = Im 2(>Z -1 =—o,

car lim ze® =0".
Tr——00

La fonction g est continue et strictement décroissante sur R : elle réalise une bijection de R sur
R. Or 0 € R, donc l’équation g(x) = 0 a une unique solution dans R.

T

Et donc l’équation e™™ = xa une unique solution dans R.

2. On a pour tout (z,y) € R?

of
a—(x,y))zo <:>{ 2r — 2y —e * =0
oy’

a

a
La deuziéeme égalité implique que b = 3 En remplacant la premiére équation on obtient e™% = a.

La premiére équation admet une unique solution dans R d’apreés la question précédente. Connais-
sant la valeur a solution de cette équation, on en déduit b. Il existe donc un unique point critique.

3. La fonction f étant de classe C? sur R% comme somme de produits de fonctions de classe C?, on
peut appliquer le théoréeme de Schwarz.
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La matrices Hésienne est

0’ f
—J 9 -z
N e
s _,
0y?
0’ f B 0*f _
oxdy  Oydxr
et son determinant au point (a,b)
—x
detHy = '2 +; 42 o = —2sin() =4+2e7*>0.
- (2k+1) 1) (@b
Donc le point critique est un extremum local.
32
De plus a—J; =4>0, ainsi f admet un minimum local au point (a,b) et ce minimum est
Y

1
f(a,b) = a* —2ab + 20> + ¢ = §a2 +e

Exercice 0.2.7.6
Soit f la fonction définie sur R?\(0,0) par f(z,y) = xyIn(z? + y?).

1. Déterminer les points stationnaires de f.

2. Donner la nature des points trouvés en 1.

Corrigé 0.2.7.6

1. Les points stationnaires de f.

On cherche les points solutions du systéme

of 2 2 227y
%(x,y) =yln(z® +y )+$2+gg =0,
of 9 o 2xy
a—y(z,y) =zln(z* +y*°) + 21 =0

1 -1 -1 1
Ce systeme donne comme solution les points : (0, $1), (:F 1,0), (\/%, 26), et (\/%, \/%),

2. Nature des points trouvés en 1.

Les dérivées secondes sont

((0°f 2ay(a® +3y%) 4 o
@(%y)zmv r°+y” #0,
O’ f 2zy(3z% + y?) 2, 2
Tyg(ajay)zmv r°+y” #0,
0° f 22 +y*
@(x,y) =In(z® + y°) + Wa T

Le determinant de la matrice Hessienne Hy(x,y) en (x,y) est :
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Donc

2zy(z? + 3y?) 2% +y*)

In(x? + y?) +

2 .22 2 .22
detHy(x,y) = (@* +97) (2 +97%)
7(@y) In(z? + y?) + 224 + y*) 22y (322 + y?)

(z2 +y?)? (z2 +y?)?

2zy (2% + 3y?) 2xy(32? + y?)
(x> +92)? (2% +y?)?

2(a —|—y4))2.

detHy(z,y) = (22 1 y2)2

~ (@ +y") +

Pour les points (xo,yo) € {(O,$1), ( T 1,0)} le determinant detH s(xo,yo) = —4 < 0, donc ces
points représentent des points selles (Sadle point).

1 -1 -1 1
Pour les points (x1, € , , , le determinant detH s(x1, =4>0cet
2 p ( 1 yl) {(\/% \/%) (\/% \/%)} f( 1 yl)
0
a—;;(xl,yl) = —2 < 0, ainsi en ces points [ représente un maximum local et ce maximum est
1
flz,p) = 90

Exercice 0.2.7.7

Soit f : R? — R la fonction définie sur R? par f(z,y) = 223 + 62y — 3y? + 2.
1.
2.
3.

Déterminer les extremums relatifs (locaux) de la fonction f.
La fonction f posséde-t-elle des extremum absolus sur R??

Représenter le segment de droite L défini par
L={(z,y) eR?| —2<2<0, y=x+1}.

Déterminer les extremums absolus de la restriction de f a L et préciser en quels points de L ils
sont atteints.

Corrigé 0.2.7.7

1. On cherche les points critiques de f(x,y), les solutions du systéme

d
—f:6332+6y:0

2L —6r—6y=0
oy v Y

De la deuxieme équation on trouve que y = x.
On a 622 + 6x =0 <= z(x + 1) = 0. Alors les points critiques sont : (0,0) et (—1,—1).

82
R(z,y) = a—x‘z =12z, T(z,y)

0% f 0% f

En (0,0): R=0,RT — 5% = —-36 <0, il n’y a pas d’extremum en (0,0) c’est un point col.
En(—1,-1): R=—12,RT — 8? = (-12).(—6) — 36 = 36 > 0, et R et T sont négatifs. Il y a un
mazximum local en (—1,—1): f(-1,-1)=—-2+6—-3+2=3.
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2. La fonction f(x,0) = 223 4+ 2 tend vers —oco quand x — —oo, donc il n’y a pas de minimum

global. La méme fonction f(x,0) = 22> + 2 tend vers 400 quand x — +oo, donc il n’y a pas
de mazimum global non plus sur R2.

3. Prenons la restriction de f(x,y) sur la droitey =z +1 :

g(z) = f(z,v+1) = 2.234+6.2.(x+1)—3(x+1)%+2 = 223+ 622 +-62—32%2 —62—3+2 = 223 +322 -1
pour —2 < x < 0. Les extremums locaux sur L on cherche parmi les points critiques, c’est-a-dire
les points ot ¢'(x) =0 : ¢ (x) = 622 4+ 62 = 0 a pour solution r =0 et v = —1.

1l y a un mazximum local en —1 et un minimum local en 0 avec les valeurs : 0 et —1. Il faut
les comparer aux valeurs sur les points du bord de L pour trouver les extremums globauz. Alors,

g(—2) = =5 et g(0) est un point de min local avec la valeur —1. On voit que le mazimum global
de valeur 0 est atteint a lintérieur de L, en point x = —1 (point (—1,0) du plan), tandis que
minimum global de valeur —5 est atteint en point x = —2 (point (—2,—1) du plan)

Exercice 0.2.7.8
Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) = (2® + y* — 8)(z? + 42).
1. Déterminer les points stationnaires de f.

2. Donner la nature des points trouvés en 1.

Corrigé 0.2.7.8
Soit f la fonction définie sur R? par
flzy) = (@ +y? = 8)(2® + °).
1. Déterminer les points stationnaires de f.
La fonction [ est un polynome, donc elle est de classe C*°.
Les points stationnaires de f sont les points (x,y) tels que

0 0

gi(ﬂc,y) =da(a® +y* —4) =0 et 85(%,?/) =dy(z® +y* —4) =0.
Ces points sont l'origine O(0,0) et tous les points du cercle de centre O et de rayon 2 (x* +y? =
4).

2. Donner la nature des points trouvés en 1.
Les dérivées partielles secondes de f sont
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0*f o°f o°f

352 (@) =462 +y* —4), S5 (z,y) = 4(® + 3y —4) et 8‘,L,(()y(:zs,y) = 8xy.
. . o 4AB2r+yE-4) 8xy , .
La matrice Héssienne est donc Hy(z,y) = ( Sy A(a? + 392 — 4) et son déterminant

est detHs(z,y) = 16(32% + y? — 4).(x* + 3y* — 4) — 642%y?
Natures des points stationnaires :

o*f

(a) Pour le point O, puisque detH(0,0) = 162 > 0 et — 922

en O qui est f(0,0) = —8

(b) Pour les points du cercle de centre O et de rayon 2 (z* +y? = 4), puisque detH(x,y) = 0,
le théoréme ne s’applique pas. On utilise donc le formule de Taylor a [’ordre 2

(0,0)—16 < 0, f admet un mazimum

En effet, pour tout point (a,b) du cercle on a

fla+h,b+k)— f(a,b) = L (32];( ,b)h% + 28825 (a,b)hk + 22"20( ,0)k?) + (h? + k?)e(h, k)
= Q(h, k) + (h* + k‘Q) (h, k)
2 2f 2

Mais a® + b* = 4 donc gm‘é(a, b) = 8a?, 920y (a,b) = 16ab et gyf(a b) = 8b? et donc
Q(h, k) = 8a%h? + 16abhk + 8b*k* = 8(ah + bk)? >

Ce qui prouve que f admet un minimum en tout point du cercle.

Exercice 0.2.7.9
Soit la fonction f: R? — R définie par : f(z,y) = z* +y* — 2(z — y)%.
1. Déterminer les points critiques de f A1 et Ay .
2. Montrer que l’origine est un point selle.
3. Montrer que les points A1 et As sont des minima locaux. Sont-ils les seuls ?
4

. En utilisant Uinégalité (z — y)? < 2(z? + y?), établir que Ay et As sont des minima globauz.
Sont-ils les seuls ?

5. La fonction [ admet-elle un maximum local ¢ un mazximum global ¢

6. Etudier les extremums de f sur le disque fermé D de centre 0(0,0) et de rayon 1.

Corrigé 0.2.7.9

1. Les points critiques sont donnés par le systémes

=43 —24+y)=0

3?

=4(P+x—-y)=0

La somme des deux lignes montre que y°> = —x>, ce qui revient & dire que y = —x puisqu’on

travaille avec des nombres réels. On substitue alors —x a y dans l'une des deux équations du
systéeme et on obtient au final trois points critiques O, Al(f, —\/5) et Al(—\/i, \/5)

2. Le calcul des dérivées a l'ordre deux donne
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gi:; =4(32% - 1)
o f

0xdy

af 3
- 4(3y° — 1)

3. Au point O (voir figure A.20 a gauche) : pr — q*> = 0, donc on ne peut rien dire a priori.
Cependant, on remarque que f(0,0) = 0, or f n’est pas de signe constant au voisinage de
Uorigine. En effet f(z,x) = 22* > 0, alors que f(z,—x) = 22%(2%* — 4) < 0 pour x voisin de 0.
Ceci montre que O est un point selle pour f.

4. Au point Ay : pr —¢®> = 384 > 0 avec p = 20 > 0, donc minimum local. Au point Asy :
pr—q® =384 > 0 avec p =20 > 0, donc minimum local. Ce sont bien entendu les seuls minima
locauz puisqu’un minimum local correspond nécessairement ? un point critique de f.

5. On vérifie sans probléme 'inégalité proposée, d’ot l'on d ?duit que pour tout point (x,y) du plan :
Fa,y) Z 2t +y' =4+ = (0" - 2" + (" -2 =8 > 8.

Or f(V2,—V2) = (=V2,V2) = =8, ce qui prouve que Ay et Ay correspondent ¢ des minima
globaux pour f. Par la question 3), ce sont bien sur les seuls puisque sur un ouvert (ici R?) un
minimum global est a fortiori minimum local.

6. L’étude des points critiques montre que f n’admet ni mazimum local ni maximum global.

7. La fonction f est continue sur le compact D, elle y atteint ses extremums. On remarque que
le point critique O(0,0) est un point selle et que les autres points critiques qui réalisent des
minimas n’appartiennent pas au disque, donc les extremums sont atteints sur le cercle (bord du
disque) centre O(0,0) et de rayon 1.

Sur le cercle la fonction f devient

g(0) = f(cos(6),sin(8)) = (cos(6))* + (sin(8))* — 2(cos() — sin(h))?

qu’on étudie comme fonction d’une seule variable.

Exercice 0.2.7.10
Soit dans R? la courbe d’équation 5x% — 4xy + 2y? = 30. Trouver ses points les plus proches et les plus
éloignés de ’origine.

Corrigé 0.2.7.10

Ceci revient a trouver les extremums de f(x,y) = 22 +y? (carré de la distance d’un point M (x,vy)
a Uorigine) sous la contrainte 5z — dxy + 2y* = 30.

On cherche les extremums d’une fonction continue sur une ellipse du plan, c’est-a-dire un compact.
On est donc certain que mazimum et minimum sont atteints. Pour les déterminer, on utilise la méthode
de Lagrange.

Notons g(x,y) = 5x? — 4xy + 2y*> — 30 la contrainte. Le lagrangien du probléme s’écrit donc

L(z,y,A) = f(z,y) + Aglz,y) = (2® + y*) + A\.(52% — day + 2y — 30).

Ses dérivées partielles sont
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L

%:2$+A(1Ox—4y)20
(9% =2y+ N—4zx+4y) =0
oL o 2 _
a—fm dzy 4+ 2y —30=0

L’élimination de A\ entre les deux premiéres équations donne la nouvelle equation :
222 + 3xy.2y2 =0 (+)

laquelle, combinée avec la troisieme equation, permet d’obtenir y en fonction de x :

30
y="7Tr— —
T

. On substitue dans (+) pour obtenir [’équation bicarrée :
zt — 1022 + 24 =0,

ce qui se résout sans probléme via le changement d’inconnue X = z2. Au final, on obtient quatre
couples (x,y) de valeurs critiques pour le lagrangien

A1(V6,2V6), Ao (—V6,—2V6), A3(2, —1), As(—2,1).

11 suffit alors de calculer la valeur de f en ces points pour en déduire leur nature : f(v/6,2v6) =
f(=v6,—2v6) = 30 et f(2,—1) = f(—2,1) = 5. Donc Ay et Ay sont les points de Uellipse les plus
loin de lorigine, alors que Az et Ay en sont les plus proches, comme illustre figure.

Exercice 0.2.7.11
Calculer le mazimum et le minimum de la fonction f sous la (les) contrainte(s) indiquée(s) :

1. f(z,y) = zy sous la contrainte g(z,y) =x+y—6=0,
2. f(x,y) = zy sous la contrainte g(x,y) =z +y —6 =0,
3. f(x,y,2) =22% — 3xy +y — 32 + 2yz sous les contraintes

g(z,y,2) =3x —2y+22—4=0
hz,y,z)=x4+2—-1=0

Corrigé 0.2.7.11
1 f(z,y) ==y, etg(z,y) =x+y—6=0
Soit L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y)

Les conditions d’extremum du premier degré de L(x,y,\) = xy + Az +y — 6) sont réalisés aux
points solutions du systéme (points stationnaires)

L(z,y,A) =0 fot+Ag, =0
Ly(z,y,\) =0 & ¢ f,+Ag, =0
Ly(z,y,A) =0 g(z,y) =6
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y+A=0
S x+A=0
z+y==6
Donc x =3, y =3 et A = =3, seul le point (3,3) peut étre un extremum pour f.

ng(x,y,)\) Lgy(xvya)‘) LZ)\(x’ya )‘) 01 1
Liy(@,y, ) —Lia(x,y,A) Ly (z,9,A)| =1 0 1]=2>0
Lg/\(l‘ayv )‘) LZ)\(:L"ya )‘) L//<2(IE7y’ >‘) 110

Donc f admet un mazximum au point (3,3) et ce mazimum est f(3,3) = 9.

2. f(w,y,2) =a® =22y +y? + 522, et g(w,y) =2 +y+22—10=0

Soit L(w,y,2,A) = f(z,y,2) + Ag(,y, 2)
Les conditions d’extremum du premier degré de L(x,vy, z,\) = 22 —2xy+y*+522+ X (z+y+22—10)
sont réalisés aux points solutions du systéme (points stationnaires)

Ly N) =0 fi+Ag, =0
Ljy(ac,y,z,)\):O N f?;—i-)\gz;zo
L (x,y,z,A) =0 fl+Ag,=0
L)\ (z,y,2,\) =0 g(z,y,2z) =10

20 —2y+ A =0
S 2x4+2y+A=0

102422 =0 +y+22=10
Doncx =5,y=52z=0 et A\ = =3, seul le point (5,5,0) peut étre un extremum pour f. On
applique la formule de Taylor

FB+R5+E 1) — f(5,5,0) = (5+h)?=205+n0)(5+Fk)+ (5+k)+5° = (h—k)* +1* >0,
pour tout h,k et l. Donc f(5,5,0) est un minimum pour f.
3. flx,y,2) =22% —3zy +y — 32 + 2yz et
g(z,y,2) =3x—2y+22—4=0
h(x7yaz) =rx+2z-1=0
1
Onaz=1—zety= 5(31: —4+2—2x); on remplace dans f et on obtient une fonction d’une

seule variable qu’on optimise.

Exercice 0.2.7.12
Utiliser la méthode des multiplicateurs de LAGRANGE pour calculer le maximum et le minimum de
la fonction f sous la (les) contrainte(s) indiquée(s)

1. f(z,y) = 2% + y? sous la contrainte vy = 1.

f(z,y) = 3z +y sous la contrainte z% + y? = 10.

x,y,2) = 2x + 2y + z sous la contrainte x* + y? + z? = 9.

f

f(x,y,2) =3z —y — 3z sous les contraintes v +y — 2z =0 et 2% + 222 = 1.

2
3
4
5

(

f(x,y) = e sous la contrainte x3 + 3> = 16.
(
(

Corrigé 0.2.7.12
On utilise la méthode de Lagrange
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1. f(z,y) = 2% + y? sous la contrainte vy = 1.
La fonction de Lagrange est f(z,y) = 2% +y> + \.(zy — 1).
ou A (multiplicateur de LAGRANGE) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum

il faut que le gradient de L, soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x,y,\) des points
critiques tels que

oL

—(x,y, A
. S 2z + yA 0
V= 5 (,y,A\) | =1 2v+2x | =] 0 | & (z,y,)\) €{(1,1,-2),(-1,—-1,-2)}.
8% zy —1 0
8)\ (x7y?A)
2 Ay
La matrice Héssienne de L est Hy(xz,y,\) = | X 2 x |, dont le déterminant est
y = 0
2 Ay
detHp(z,y,\) =X 2 z|=2 2 @ A Aw y A2 2(—2?) — M—zy) + y(=A.z — 2y).
y oz 0 z 0 y 0 Yy x

Le déterminant de cette matrice aux points critiques est detHy(1,1,-2) = detHy(—1,—-1,-2) =
—4 < 0 et donc on conclut que f admet un minimum aux points (1,1) et (—1,—1,) sous la
contrainte xy — 1 et ce minimum est f(1,1) = f(=1,—1) = 2.

2. f(x,y) = 3z +y sous la contrainte z* + y? = 10.
La fonction de Lagrange est f(z,y) = 3z +y + Aa? + y? — 10).
ot A (multiplicateur de LAGRANGE) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum

il faut que le gradient de L, soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x,y,\) des points
critiques tels que

OL
7(1’,y, )‘)
_ gf 3+ 2z 0
V= —(z,y,A) | = 142y =| 0 | &(z,y N e{(31,1/2),(-3,-1,—-1/2)}.
g +y*—10 0
P \ Tty
a(xvyv )
20 0 2z
La matrice Héssienne de L est Hy(x,y, \) = 0 2\ 2y |, dontle déterminant est detHs(x,y,\) =
2¢ 2y O
—8(y* + 22)).

Le déterminant de cette matrice aux points critiques est detHy(1,1,—2) = detHy(—1,—-1,-2) =
—4 < 0 et donc on conclut que f admet un minimum aux points (1,1) et (—1,—1,) sous la
contrainte xy — 1 et ce minimum est f(1,1) = f(—1,—1) = 2.

3. f(x,y) = e sous la contrainte 3 + y* = 16.
La fonction de Lagrange est f(z,y) = ™ + A(z? + y> — 16).
ou A (multiplicateur de LAGRANGE) est une inconnue. Pour que cette fonction ait un extremum

il faut que le gradient de L, soit nul, autrement dit on cherche les triplets (x,y,\) des points
critiques tels que
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OL
7(56’3/; )‘) 2y 9
N ye™ + 3z 0 o
V| @ [ = wevasn | = [0 )o@y =22-5)
51 23 4y — 16 0
v A
o3 (&Y )
y2e™ + 6\ xye”Y 32
La matrice Héssienne de L est Hy(x,y,\) = zye®Y 22e™ 1 6y\ 3y® |, dont le

322 32 0
oA 2¢t 2et 12
déterminant est detH (2,2, —E) =[2e* 2e* 12| =0.
12 12 0
on ne peut pas conclure sur la nature du point critique.
On utilise don la méthode de substitution. On a, pour x3 +y> = 16, f(x,y) = €™ = &%
h(x).

¥16—23 —

2.v/16 — 23.(2® — 8)
(16 — x3)2/3

La dérivée premiére de h est h'z) = — ,

et la dérivée seconde de h est

2.9/16 — a3. (25 — 322% — 3223 /16 — 23 + 128V/16 — 2% + 22°V/16 — 23)
(16 — 333)5/3 '

h'z) = —

Onahz)=0<x=2c¢th"(2) <0.
La fonction admet donc un mazimum local au point (2,2) et ce mazimum est f(2,2) = e*.

Cependant, on analysant les courbes de niveau, on voit qu’il s’agit d’un mazimum.
4. f(z,y,2) = 2w + 2y + 2z sous la contrainte x> + y* + 22 = 9.

5. f(x,y,z) =3z —y — 3z sous les contraintes x +y — z =0 et 2?2 +222=1.

Exercice 0.2.7.13
Soit f : B — R définie par f(z,y) = Va2 +y2+y>—1 ou

B—{(z,y) € R?:a® + 42 <9},
1. Montrer que f n’a pas de points critiques (stationnaires) dans l'ouvert
U={(z,y) €eR*:0 < 2?4+ 3 < 9}.

2. Etablir que lorigine 0(0,0) est un minimum global.

3. Etablir les variations de f sur le cercle C = {(x,y) € R? : 22 + 32 = 9}.

Corrigé 0.2.7.13

)dz + (¢ +2y)dy = 0 & (z,y) = (0,0), et

1. Pour (z,y) € U, df(z,y) = (
(0,0) ¢ U

€T
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Montrer que f n’a pas de points critiques (stationnaires) dans l'ouvert
U={(z,y) eR?: 0 < 2?2 +4? < 9}.

Le point stationnaire trouvé est (0,0) et ce point n’appartient pas a U.
2. Etablir que lorigine (0,0) est un minimum global.
On a f(0,0) = —1 et f(z,y) — f(0,0) = /22 + y2 + y*> > 0 pour tout (z,y) de Dy = R
Donc f admet un minimum global au point (0,0) et ce minimum est f(0,0) = —1.
3. Etudier les variations de f sur le cercle C = {(z,y) € R? : 2% 4+ y% = 9}.
Sur le cercle 2> +y%> = 9 on passe auz coordonnées polaires

f(z,y) = f(3cos(t),3sin(t)) = 3+ 9.sin?(t) — 1 = 2 + 9.sin?(¢) = g(t).

Conditions nécessaires. On a ¢'(t) = 2.sin(t).cos(t) =0 < tg = km ou t1 = g + k..

T
Si Uextremum existe il est atteint aux points to = km t1 = — + k..
Conditions suffisantes. On a g"(t) = cos?(t) — sin?(t).

Pour les points to = kr : ¢"(kn) = cos?(kr) — sin?(kn) = 1 > 0, alors g admet un minimum en
ces points et donc f admet un minimum en (o, yo) = (cos(tp),sin(tg)) et ce minimum est

f(x0,y0) = f(cos(to),sin(to)) = g(km) = 2.
Pour les points t; = g + kr s g"(th) = g—l— k. = cos?(ty) = g—i— k. — sin?(t) = g+

ko = —1 > 0, alors g admet un maximum en ces points et donc f admet un mazimum en
(x1,y1) = (cos(t1),sin(t1)) = 2 et ce mazximum est

f(z1,91) = f(cos(t1),sin(ty)) = g(g + k) =11.

Exercice 0.2.7.14
Soit f la fonction définie par f(x,y) = x* + y* — 2(z — y)2.
1. Déterminer les points stationnaires de f et leurs natures.

2. Soit D le domaine de R? défini par D = {(x,y) € R? : 2% + y? < 4}. Déterminer les extremums
de f sur le domaine D.
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Corrigé 0.2.7.14

1. Déterminer les points stationnaires de f et leurs natures.
Les points sont donnés par le systéme

La nature des points stationnaires.

Les dérivées partielles secondes de f sont

i _ 9 Of _ 5 f _
4(322 - 1) —4

La matrice Héssienne est donc Hy(x,y) = (

detHs(x,y) = 16(32? — 1).(3y* — 1) — 16.

— * Pour le point (0,0), le determinant est detH¢(0,0) = 16 — 16 = 0, on ne peut pas conclure.
Mais f(z,7) = 22* > 0 et f(x,—x) = 22" — 222 < 0 donc f n’a pas d’extremum en (0,0).

— * Pour le point T(\/2, —/2), le determinant est

_4 432 — 1) ) et son déterminant est

detHy(F (V2,-V2)) =16.2 > 0,

2
comme gg( T (V2,—V2)) = 8 > 0 f admet un minimum local en ( F (V2,-V2)) et ce
x

minimum est

fFW2,—V2)=4+4-16=-8.
2. Soit D le domaine de R? défini par

D = {(z,y) € R?: 2? +y* < 4}.

Déterminer les extremums de f sur le domaine D.

La fonction f est continue sur le compact D (c’est un fermé borné de R?) et donc y admet un
minimum et un maximum.

1l reste a étudier les valeurs prises par f sur le bord de D. En passant aux coordonnées polaires
on obtient

g(t) = f(2cos(t),2sin(t)) = —8sin?(2t) 4 8sin(2t) + 8.

Etudions des variations de la fonction g.
On a

km w 51

g'(t) = 16(1 — 2sin(2t)) cos(2t) = 0 < ¢ € {—% + -

Natures de ces points

g"(t) = —32(sin(2t) + 2 cos(4t)).
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k
* g”(—z + j) = 32 > 0 pour k impair et g”(—% + km) = 96 > 0 pour k pair, g admet donc

4 2
un minimum auz points —Z 4k et ce minimum est -'g”(_g + %T) = 8 pour k impair et
g”(—% + %T) = —8 pour k pair.
N g"(% +kr) = —48 < 0 et g"(% + km) = —48 < 0, g admet donc un mazimum auz points
% + ket % + km ce mazimum est g(% + k) = 10.

Donc g admet un minimum auzx points to et ce minimum est g(ty) = 8et un mazimum auzx points

t1 et ty et ce minimum est g(t;) = 10.
2 2
Ainsi la fonction f admet sous la contrainte donnée un minimum un local au points (\2[7 \2[)

—v2 2

et (2\[, —\g) suivant que k est pair ou impair et ces minimums valent —8 et 8. et elle admet un
5 5

mazximum aux points (COS(% + k), sin(% + km)) et (cos(—w + k), sin(% + km)) et ce mazimum

12
vaut 10.

Exercice 0.2.7.15
Soit f la fonction donnée par f(xz,y) =zln(z) +yln(y) + (3 —z —y)In(3 —z —y).

1. Donner Dy le domaine de définition de f.

2. Démontrer que f est de classe C* sur Dy et expliciter les dérivées partielles de f d’ordre 1 et

d’ordre 2 en tout point (x,y) de Dy .
3. Déterminer les points critiques de f et étudier les extremums relatifs éventuels de f.
, . . 9(x,y,z) = xin(z) + yIn(y) + zIn 2

4. Soient les applications f et h données par { hz,y.2) =z +y+2—3

Etudier les extremums relatifs lié de g par la contrainte h(x,y,z) =0 ¢

Corrigé 0.2.7.15
Soit f la fonction donnée par f(x,y) =xIn(z) +yln(y) + B -z —y)In(3 —x — y).

1. Le domaine de définition de f est le triangle
D={(z,y) €R?: x>0,y>0,vr+y<3}.
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2. f est de classe C* sur Dy.
L’application f est définie en tout point de D puisqu’alors les arguments des fonctions loga-
rithmes qui interviennent dans la définition de f sont strictement positifs. En tout point ot son
argument est strictement positif, la fonction logarithme est de classe C?. Les fonctions polyno-
miales sont aussi de classe C2. Donc Uapplication f, composée d’applications de classe C? sur
D, est elle-méme de classe C? sur D. Donc f est de classe C? sur Dy.

Les dérivées partielles de f sur Dy.

g(z,y) =1+Inz)—(1+nhB—-z—y)) =In(zr) —InB—z—1y)

——(z,y)=14+In(y) —1+InB—-z—y)) =In(y) —In(83—z —y)

dy
( 0%f 1 1 3—y
W(x’y)_g—i_i%—x—y_x@—x—y)
- Y P
Oxdy Y - Oyox oY 33—z -—y
827]0(33 )_1+ 1 __3-=
o Y Ty T3 ey yBa—y)

\

3. Les points critiques de f sont donnés par le systéme

%(aj,y) =1l4+nx)—(1+mB—-z—y)=In(z) —InB—z—y)=0
g Ceci est équivalent au
8—y(m,y) =1l+n(y) —14+mB—-2z—y))=In(y) —In83—z—y)=0

systéeme

{ gi ??,) : i :3 = dont la solution est (1,1). Le point critique est donc (1,1).

Nature du point (1,1).

33—y 1
; , , o _|zxB—-x—-y) 3—z-—y
Le déterminant de la matrice Héssienne est detHy(x,y) = 1 3 ¢ ,
3—r—y yB-z-y
2 1 O f - .
donc detH(1,1) = 1 o= 3>0et ﬁ(l’ 1) =2 >0 et donc f admet un minimum relatif au
x

point (1,1).
4. Soient les applications f et h données par

g(z,y,z) = zln(z) + yln(y) + zlnz

hz,y,z) =x+y+2z—3.
Etudier les extremums relatifs lié de g par la contrainte h(x,y,z) =07
La contrainte h(x,y,z) = 0 impose que le point (z,y,z) de R est dans le plan d’équation
x+y+z=3. Dans ce plan, z = 3 — x — vy, et la valeur de g au point (x,y,z) est f(x,y) =
zIn(z)+yIn(y)+(B3—x—y) In(3—x—y). Donc g est minimum au point d’abscisse 1 et d’ordonnée
1. En ce point, z vaut 1 et g est nul.
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0.3 | Intégrales multiples

0.3.1 Calcul du Jacobien

Exercice 0.3.1.1
Calculer les Jacobiens des fonctions suivantes

1. f(z,y) = (2% + yz? +y,2 — y?) 3. f(u,v) = (ucos(v),usin(v))
2
z
2. f(x,y):(y2+1,a:—y) 4. v =v%v, y=uv?,u>0,0>0

Corrigé 0.3.1.1
Calcul des Jacobiens des fonctions suivantes

1. On pose f(x,y) = (fi(z,y), f2(x,y)) = (2® + yz? + y,x — y?). Alors la matrice Jacobienne est
donnée par

ofi 0f )
B ofi B 9r  Ou 2z +y x*+1
Jr(z,y) = (axj)i,j - % (97}/2 o 1 —2y .
dr 0Oy
Le Jacobien est
2
detJy(z,y) = 2x1—i—y x_;yl' = —dwy —2y° —2” — 1,
2 (o) = (oo — 1)
De la méme fagcon on a
2z —dzy 2x —4xy
detJe(z,y) = |y2+1 (Y2 +1)%|=— - :
(:9) vy vl (212

3. Pour la foctoin f(u,v) = (z,y) = (ucos(v),usin(v)) la matrice Jacobienne est donnée par

Jr(u,v) = % qu | — [ cosv) —usin(v)
puv) = | G ( )

(] sin(v)  ucos(v)
ou Ov

Le Jacobien est

cos(v) —usin(v)

detJy(u,v) = sin(v)  wucos(v)

= U.
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4. Pour x = u’v, et y =uv®, u > 0,v >0 la matrice Jacobienne est donnée par

Oor Ox 2)
o 4. 2uv u

— (% (% fry

o= Fu 3 | = (%5 s )
ou Ov
Le Jacobien est
detJ¢(u,v) = 2uv U 3u?v?
WP = 102 ou| —

Exercice 0.3.1.2
FExercice 0.3.1.3

Calculer les Jacobiens des fonctions suivantes

1. f(u,v,w) = (LE,y,Z) = (2U - 1,31) - .’L’yZ)
4,5 (0 4) 3. (r,0,0) = (2,9, 2) = (rcos(6), rsin(6), o),
2. flx,y,2) = (22 +yx?—2z,0—y? 22 +9%+ 4. flu,v,w) = (ucos(v), usin(v), w) ;

Corrigé 0.3.1.2
Calcul des Jacobiens des fonctions suivantes

1
1. On pose f(u,v,w) = (2u —1,3v — 4, i(w —4)). Alors la matrice Jacobienne est donnée par

o % U
Qe by %y
ou v Ow

Jf(u,v,w) =

|
o O N
S WO
N = O

Le Jacobien est

detJy(u,v,w) =

o O N
o W O
No—o O

Il

[N}

w

\

Il

w

2. f(z,y,2) = (x +y2?® — 2,2 — y?, 2% + y* + xyz). De la méme fagon on a
14 2yx z? -1
Ji(x,y,2) = 1 —2y 0

20 +yz 2y+zx2 wY

142y -2y 2y+xz
detJp(z,y,z) =| a2 3 0 = —yad — 22y — 20y? — day — xz — 2y%2 — 2.
-1 0 Ty
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3. Pour la fonction f(r,0,¢) = (z,y,2) = (rcos(0) cos(p), rsin(f) cos(p), rsin(y)). la matrice Ja-
cobienne est donnée par

Ov Ov Ox
gz gg g}j cos(f) cos(p) —rsin(f)cos(p) —rcos(d)sin(y)
Je(u,v,w) = == == == | = sin(fd)cos(p) rcos(f)cos(p) —rsin(f)sin(yp)
or 00 0y .
92 Oz O sin(yp) 0 rcos(p)
or 90 Oy
Le Jacobien est
cos(0) cos(p) —rsin(f)cos(p) —rcos()sin(p)
detJ;(u,v,w) = |sin(f) cos(p) rcos(f)cos(p) —rsin(d)sin(p)| = 7% cos(p.
sin(yp) 0 7 cos(p)
4. Pour la fonction f(u,v,w) = (x,y,2) = (ucos(v),usin(v),w) la matrice Jacobienne est donnée
par
or o o
U v ow cos(v) —usin(v) 0
J¢(u,v,w) = % gy gy = | sin(v) wcos(v) O
(gg U@zw 0z 0 0 1

ou ov ow

Le Jacobien est

cos(v) —usin(v) 0
detJs(u,v,w) = |sin(v) wcos(v) 0] =u.
0 0 1

FExercice 0.3.1.
1
On note U =]0; +00[* et ¢ : (z,y) — (2°y*, ——).
7y
Montrer que ¢ est un C-difféomorphisme de U sur U.

Corrigé 0.3.1.3 1. U =|0;+0o[? est un ouvert de R? et, d’aprés les théorémes générauz, ¢ est de
classe C' sur U.

2. Montrons que ¢ est une bijection de U sur U et explicitons ¢~—1.
Il est d’abord clair que : ¥(z,y) € U, ¢(x,y) € U. Soit (u,v) € U. On a, pour tout (x,y) € U :

39 1 2y = u Pyt =u m—i
¢(x>y):(uav)<:>(u7v):(xy7%)<:> 1 — = 2 I < UU2

1
Ainsi, ¢ est bijective et ¢~ (z,y) = (—» z2y3).
Ty

¢~ est done de classe C' sur U. On conclut que ¢ est un Ct-diffeomorphisme de U sur U.
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0.3.2 Intégrales doubles : Produit cartésien

FEzxercice 0.3.2.1

3 2
1. I = / / (4 — y*)dxdy.
0o Jo

3 10
2. Iy = / / (z%y — 2zy)dady.
0 J-2

Corrigé 0.3.2.1

3 r2
1. Calcul de I) = / / (4 — y?)dady.
0 JO

3 2 3 y32
L = //(4—y2)dmdy:/ [431—*} da
o Jo , 0 3 1o
16 /3

= 3 dxr = 16, ou encore

3705
L = /(4y2)dxdy
0 .

9 3
- /O%—y?)[/o cix]dy
= /0(4—212)[40@
= 3/02(4:92)@:3- /2(4y2)dy

3

0
y°12 16

- 3.[4 77} — 3.2 —16.
Y773, 3

3 10
2. Calcul de Is = / / (z%y — 2zy)dxdy.
0 J-2

Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes

T 2T
3. I3 = / / (sin(z) + cos(y))dzdy.
O1 "0
I :/ / (z +y + 1)dzdy.
—1J-1

C
(3.2)

F1G. 1 — Domaine d’integration de I;
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3 0
I, = / / 2y — 2zy)dxdy
= / [/ xu—nydy}dx
0 3 % 2 0
= / [y x Yy —xy } dx
3 0 2
= / (42 — 22?)dx {2&2——} =0, ou enc
Jo
I, = / / (z%y — 2zy)dzdy
0 J—2

= ) 3(x2y — 2zy)dx|dy
-2 0

0 1 . 3 0
= / [fa:‘sy — :L'Qy} dy = / {Qy — 9y} dy = 0.
J—2 3 0 "))

Fi1G. 2 — Domaine d’integration de I

8. Calcul de I3 = /

™

2 ™
/0 (sin(x) + cos(y))dxdy.

o= [ e oty

_ /0 i [ /Z 7 sin(z) + cos(y))dy| da

= ./7(: {y sin(z) + sm(y)}iwdx

= /0 [271 sin(z) — . sin(x)} dx

™
= [7 . COb(fE)} = 2.7, ou encore

(0,m)

Is = A /27r (sin(z) + cos(y))dzdy
%[ /0 sin(x) + cos(y ))dx} dy
= / [ —cos(z) +x cos(y)} Ody

= (m.cos(x) + 2)dx

2 Fi1c. 3 — Domaine d’integration de I3
= [W. sin(y) + 2y] =2.7.
™

1 /0
4. Calcul de Iy = / / (x+y+ 1)dxdy.
—1J-1
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I, = // (r+y+ 1)dxdy
1d
= /]{2+wy+x} Y

0
= / (2y +2)dy = [zﬂ +xy+2y} —-19=1.
-1

Fi1G. 4 — Domaine d’intégration de Iy

FExercice 0.3.2.2
Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes
. D rey
ou D1 :0< 2 <7 0<y <. 3']3:// dzdy
4 _ 2
_ 3 Ds
2. .72—//[) 3y~ e dxdy, 011D3:O§x§2,0§y§4—x2.
4

Corrigé 0.3.2.2

1. Calcul de I5 = // (rsin(y))dzdy, ou D1 : 0 <z <7,0<y<uz.
Dy

I =

/xbln )dxdy 1

/ xsin(y) d1 dx

O

[ et

(w—¢cos( ))dJ, B Sy RN S S
72

= |—= — (cos(z) + zsin(z)) T
2 0

2
— + 2.
2+

F1G. 5 — Domaine d’integration de I;

2. Caleul de Iy = // 3yde™dxdy, ot Dy =0 <2 <1),/z<y<l1.
Dy
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1 1
I, = / / 3y2e™dxdy
/ 3y° e”ydy dac r

Fi1G. 6 — Domaine d’integration de Is.

2 pd—a? 02y
3. Calcul de I3 = / / dxdy.
o Jo 4-y

2 pd4—z? 2y
I, — / Y€ drdy
0 JO 4

Fia. 7 — Domaine d’integration de I3.

FExercice 0.3.2.3

Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales doubles suivantes en changeant l’ordre
d’intégration si nécessaire

2 z+1 ) x2+y
1. I :/ / (z* + y)dzdy. 5. Iy = / / — 5 dzdy.
—1Ja21 \/ 1+I +y
4 VY X
2. I :/ / (zy + y°)dxdy. 6. Ig :/ / dxdy.
0 Jy/2 —1J2y2-2
10 ,l/y T PTG
3. Ig :/ / yewydxdy 7. I7 :/ / Sln(y)
1 Jo 0 Jx Y

24/In(3)  p+/In(3) ) 8 r2 1
4. 1y :/ / e dxdy. 8. Ig :/ / ————dxdy.
0 y/2 0o Jgzyt+1

Corrigé 0.3.2.3 Représentations des domaines d’intégration et calcul des intégrales doubles sui-
vantes en changeant l'ordre d’intégration si nécessaire
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T ¥l
1. Calcul de I = / / (2% + y)dzdy. Le domaine est donné par :
—-1Jz2-1

Dlz{(x,y)€R2:—1§x§2eta:2—1§y§1:+1}. Dans ce cas x est firé.

I, = 2/_21 [/;j(:f + y)dy} dr = /_21 [ny + %yﬂzildx

1 1
_ / [ 1)a? + 5+ 17 = @2 = 127~ S - 1) de
1
B 35147312]2_117
- [ 07 T T =g

4 vy

2. Iy = / / (zy + y?’)dxdy. Le domaine est donné par :
0 Jy/2

Dy ={(z,y) eR*:0<y <4 ety/2 <z <./y}. Dans ce cas y est fizé.

4 VY 4 o2 Vi
I, = a?+3d:1;d—/ T 4wV a
2 /()[/yﬂ(y y°) }y 0[2 y}ymy

4 2 3 4
_ / [ LR
0 2

2 8
B 370 1, ., 7,1 2}2 Y
B [ 0% Fa@ T Tt =55

10 ,l/y
3. Calcul de I3 = / / ye™Ydxdy.
1 Jo

10 ,l1/y 10 1/y
I; = / / yeVdxdy :/ [/ ye’”ydx} dy
1 0 1 0

10 1/ 10
= / [ewy] Y = / (el —1)dz =9(e — 1).
1 0 1
24/In(3)  p+/In(3) )
4. Calcul de Iy = / / e¥ dxdy.
0 y/2

24/In(3)  p4/In(3) ) vIn(3) p2z )
Iy = / / e* dxdy :/ / ev dxdy
0 /2 0 0

— /0 e [/029: e’“"Qdy} dr = /()\/lnﬁem2 M zxdx

v/In(3) v/In(3)
= / 2ze” dx = [e“’a} =B 1 =2
0 0
1 0 A/ 22 £ 02
5. Calcul de Iy = / / %dwdy.
1152 14z +y

2 2
yr 3\/5
j— [7 } d
5 / 7ty iy
292 7/2 ¥y
= g _L Y4
3/0 [%er ;8 12}236 117
_ 2.5 - 4 -3 2 —
= { 10x+4($)+6x+2x}71 20
y?-1

1
6. Calcul de I = / / dzxdy.
—1J2y2-2
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T y271 T
Iy = / [x} dy = / (—y* + 1)dy
1 2y2—2

_ [}34_} _
- 3 TY] T 90

7. Calcul de I7:/ / Smy(y)dwdy.
0 T

I = /0 i [ /0 ’ Siny(y)dx}dy: /0 " sin(y)dy

= - cos(y)];r =2

8 2
1
8. Calcul de Ig = dxdy.
alcul de Ig /0/i3/5y4+1xy

8 2 9 3
e U=

A C

Iy

Les graphes des domaines d’intégration

Fia. 8 — Domaine d’integration de Fic. 9 — Domaine d’integra-
I tion de Is.
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|

=

Fia. 10 — Domaine d’integra-
tion de I3

XMyl

Fi1G. 12 — Domaine d’integra-
tion de I5

Fi1G. 11 — Domaine d’integra-
tion de Iy

Fia. 13 — Domaine d’integra-
tion de Ig

mharfaoui04@yahoo.fr
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/A

-2 J 1 2 30 4 W5 6 4f

tion de Ir tion de Ig

Exercice 0.3.2.4
Calculer les intégrales doubles suivantes

- // da:dy 2. Iy = ffD eV’ dxdy,
Dl

ot Dy : x+y§3x21,y21. ot Dy : O<x<3§§y§1

Corrigé 0.3.2.)

dxd
1. C’alcculde[lz// 3373/2, ot De:zx+y<3,z>1y>1.
D, (+y)

' 3—x
= |:— :| dl‘ 5 -4 -3 -2 -1 q H 3 4 H
, r+yl ; \
1 1
- R
1 .7}+12 3 3 1
X =
= 1 _,} 2y - 2
[n(“ )= 3], =G 3

F1Gc. 16 — Domaine d’integration de Ia.

2. Calcul I, = ffD e~ dxdy, ou, D3 :0<z <3,

Wy
IN
<
IN
—_

Fia. 14 — Domaine d’integra- Fi1a. 15 — Domaine d’integra-
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3. 1
I = /01 [/x 2e_yzdy}dac
= /0 [/0 e Y dx}dy 1 /

- e >
- [ 5 I s

0 2e

F1G. 17 — Domaine d’integration de Is.

0.3.3 Intégrales doubles : Changement de variables

Fzxercice 0.3.3.1
Calculer les intégrales doubles suivantes

// _dady 2. I = [[p, e~V dady,
Dy

a:—i—y

. x
ouDy:x+y<3,x>1y>1. 0UD230§$§3»§§Z/§1-

Corrigé 0.3.3.1

1. I = // (2:1:2 —xy — y2)d:1cdy, ot Dq est la partir du premier quadrant borné limité par les
D,

droites
y=-2c+4+4,y=-224+7,y=cx—-2ety=ax+1.

Onaly = // (222 — 2y — y?)dzdy = // (x — y)(2x + y)dzdy.
Dy Dy

T—yYy=u

On pose u=x —y et v=2x+1y et on résout le systeme{ 2% +y=uv

1 1
On trouve v = g(quv) ety = -(—2u-+v).

3
D
On pose f(u,v) = (z,y) avecu =x —y et v =2z +y. Alorsh:// | (x’y§|dudv.
Uy u,v
Le jacobien est
(=.9) 1 1
D(x,y) 3 31 2 1
D(u,v) |2 i RS
3 3

1
Donc I = = // uvdudv.
3 JJu,

Detérminons U;.
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Equations en (x,y) ‘ Equations correspondantes en (u,v) ‘ Simplification ‘

y=—2x+4 %(—2u—|—v) :—2%(u+v)+4
y=-2x+7 %(u—i—v):—z%(u—l—v)—i-?
y=x—2 1(—2u+v:1(u—i-v)—2
y=xz+1 z(—2u+v:3(u—|—v)—|—1

v=4
v="7 |
u =2
u=—1

Donec Uy = {(u,v) €R?: =1 <u<24<v <7} et

11::1))/_21/47uvdudv:;(/judu).</47vdv)

2. Calcul de Iy = // z2dzxdy, ot Dy est le demi-disque de rayon R et de centre Q(R,0).
D2

Uéquation du domaine est 2% + y? = 2Rz avec y > 0. On passe aux coordonnées polaires
x =rcos(f), y=rsin(d) avec 0 < 0 < g et 0 <r <2Rcos(h).

I

7
— 2R cos(0)
/2 [/ 3 cos?(6)
0 0

dr|df

s s

> 42 2R cos(6) >
= /2 cos?(0) [T—} g = 4R4/2 cos®(6)df
0 4 Jo 0 T
50 15sin(260)  3sin(40)  5sin(660)75
= o puat 2
Al [16 + 64 + 64 192 }0

SR

8

FExercice 0.3.3.2

6 ry
2. Iy :/ / xdzxdy.
0 JO

Corrigé 0.3.3.2

0 0

1
3 I :/ / 14 722+ 42)
—1J—vi=z® 1+ /22 4+ y?)

F1a. 18 — Domaine d’integration de Is.

dxdy.

Calculer, en utilisant le changement de variables convenable, les intégrales suivantes :

1 py/1—y2
1. I :/ / (2% + y*)dzdy.
o Jo

1 pv1—2x2 s 9
4. Iy :/ / e~ @) dady.
0o Jo

2 py/1—(z—1)2
5 Iy = / /
o Jo

r+y
x2 + y?

dxdy.

1. On pose x =rcos(), z =rsin(f), avec 0 <r <1 et0<0<m7/2.

mharfaoui04@yahoo.fr
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1 pm/2 1 w/2
L = / / r.rQ.dr.dG:( r3.dr).(/ dH)
o Jo _ 20 0 )

rdq1 / T

- Tl =3
2. 0 = rcos(f), z = rsin(f) T < t0o<r< 0
. n pose r = T COS , =TS 7@7}6C4 € 77"78in(0)

2 cos(6)db

-T2
w/2 r6/sin(0
I, = //xdxdy—/ /

r
6/ sin( /2 6/ sin(0)
= cos(6 / er db —/ cos(0) | — de
/71./4 ()|: 0 :| 7r/4 ()|:3:|0

/2 1 /2 72

1
- 72/ﬂ/4 cos(e)sms)@de:m[—mm]m——(1—2) — 36.

3
3. On pose x =rcos(f), x =rsin(f), avec 0 <r <letm <0< ?W

I = //%/erde— / ).(/:W/Qda)

- [r ~In(1 } } ~1n(2)).

4. On pose x =rcos(f), v =rsin(f), avec 0 <r <1 et0 <6<

I = / / = dr.df = (/01 (e_TQ)dr>.(/07r/2d9) |

- 5 ]J@K”ﬂlfl)-

5. On pose x = rcos(f), x = rsin(f), avec 0 < 6 <Teo<r< 2cos(0) . On a alors

/2 2005(9 /2 2 cos(0)
I, — / / r(cos(0 +Sm(0>)r.dr.d9: / [ / (cos(0)+sm(0))dr]d9
0 0

cos /2
= /0 (cos(6) + sin(h)) [r]z (9)d0 = 2/ (cos2(0) + cos(#) sin(6))d6
_ 2[% + 2812(9) + ;sm?(e)};rﬂ = Z+1.

N3

[\]

FExercice 0.3.3.3

1. Calculer la moyenne de la fonction f sur le disque D de centre O(0,0) et de rayon a dans les
cas sutvants

(a) f(z,y) = /22 + y2. | ) flay) = Va@ =22 =42

2. Calculer la moyenne de la fonction f sur le domaine D dans le cas suivant

Flz,y) = xly D= {(z,y) €R? : In(2) < z < 2In(2),In(2) < y < 2In(2)}.
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Corrigé 0.3.3.3

1. On fait le changement de variables par passage auzx coordonnées polaires x = rcosf ety = rsinf.

Alors
2m a 2a
r2 —
(a) I_WaQ/ / drdt = 7Ta2 2. [ ]0 3

— 12)3/27a
(b) I= 2f0f \/a2—r2drd0——27r[ (a® = }0
2 2In(2) 2In(2)
n n 21n(2)
7 - / / dmdy 2 / ln(y ( g
In In In(2 x (2)
= — In2+Inln(2) — lnln( ))dx = / —
(1n(2))2 In(2) ( ) n(2) Jie =
1 21n(2)
N In(2) { }111(2) B
Exercice 0.3.3.4
Calculer, en utilisant le changement de variables, les intégrales doubles suivantes
1.11:// dady A>p> 1
D11+m2+y2’ s gs
rx? +y? < 1. 3'132//17(1“3 +y°) dady,
dad ’
2. 12—//[) \/LOQDQ est la Dy 2% +y? < R2. [:%,/R3
2
b2 _
partie du plan comprise entre les en- 4- 142//13 2.(1+ Va2 +y?) " dady,
4
i%mblesz 22 2 Dy: -1<2<0, —V1-22<y<0.
+ﬁ—)\2 tﬁ—i—b—Q—/ﬂ:O, I;=(1-1n2).m.

Corrigé 0.3.3.4

dxdy
1. Calcul de I = — 2~ D2’ +y? < 1.
1 //,311+a:2+y2 1 Yy =

On pose © = rcos(f), © = rsin(f), avec 0 <r <1 et 0< 0 < 2m.

L2 rdrd 1 NE
w0 mz%[*l“(“”]o:”l“@)'

dxd
2. Calcul de I = // < y ot Do est la partie du plan comprise entre les ensembles
Do .1'
a2t sz
2 ?/2 2
+§—)\ —0 b2 —u=0,A>pu>1.

On pose x = racos(f), x = rbsin(f), avec p <r < X et 0 <6 < 2m.

A 27 abrdrdd Y el
_ B R I B
12_/# /0 N —2ab7r[(7‘ 1) ]M—2ab7r.<\/)\ 1—/u 1>'
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3. Calcul de I3 = // (1+ 22 +y*)tdzdy, D3 : 2® +y*> < R2.
D3

On pose x =racos(f), x = rbsin(f), avec 0 <r < R et 0 < 6 < 2m.

i R T

1—1—1“2
4. Calcul de Iy = // 2.(1+ /22 +y2) tdady, Dy: —1<2<0, —/1—-22<y<0.
Dy

On pose x = rcos(f), © =rsin(f), avec 0 <r <letnw <0< %

14_2/ /37r/27~1d:—df /01(1_1ir)dr:7r[r—ln(1+r)](l):ﬂ.(l—ln(Q)).

Fzxercice 0.3.3.5
T4y // 1
1. T d:Ud,D 0< 2 < 3. I3 = ————5dxdy,
' //D 2y P, ey
2, 0<y< 1—(x—1)2. 11:54—1. Dy:-1<2<0, —V1-22<y<0.
I3 =m.
2. 12:// e_(m2+yz)d:1:dy, 4. I4—// exp d:cdy
Dy Ty
— : 2
Dy :0<z<1 0<y< VI—z2 4*{xy)'y<2pxx<2py}
m(e—1) p > 0. (poser x = u?v, et y = w? u >
12:476- 0,v>0).

Corrigé 0.3.3.5

|

1. Premiére méthode : On pose x = rcos(0), y = rsin(f), avec 0 <r < 2cos(f) et 0 <6 <

L = /0” [ /02“’5(9) 7“(008(9); Sin(9))rdr} a6 — /0 i [ /0 QCOS(Q)(COS(H)+sin(9))dr}d9

i /2 oS
= 2/ (0082(9) + cos(6) sin(6))do = 2/ (1—i-2(29) + cos(8) sin(6) ) do
’ 11, 170, qw2 g
= 2{§9+131n(20)—|—§sm (9)}0 = 5—1—1.

Deuziéme méthode : On pose v = 1+ rcos(f), y = rsin(f), avec 0 <r <1 et 0 <60 <.
2% +y? =1+ 7%+ 2r cos(0)

(cos(f) +sin(f)) + 1 v
=241
/ / 1+ 7’2 + 2r cos(6) rdrdf 2 *

2. Calcul de Iy = // e*(xzﬂ/z)dxdy, Dy:0<z<1, 0<y<+v1-—2a2
Do

On pose x =rcos(f), x =rsin(f), avec 0 <r <1 et0 <0<

Loz, rre o7 m(e—1)
L= - __T _ T ey =mez
2 /0/0 e rdrdf 2[ 2 }0 =) de
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T
3. Calcul de I3 = //D3 1—|—x2——|—y2)2dxdy’ D3y:-1<z2<0, —vV1I—-22<y<0.

3
On pose x =rcos(f), z =rsin(f), avec 0 <r <letm << g

I //3”/2 LTI A
8 1—{—7‘2 4 )y w2 4l w8

4. Iy = // e:np
Dy

y=uv?,u>0,0>0).
On pose f(u,v) = (z,y) = (u?v,uv?) = (¢(u,v),¥(u,v)). Le Jacobien est

)da:dy Dy = {(z,y) : y* < 2px,2% < 2py}, p > 0. (poser x = u?v, et

2uv U

v2 2w

detJs(u,v) = g&;
ou

Donc 142// exp(u’ +v%) | Jp(u,v) | dudv, ot Uy = {(u,v) : 0 <u < ¢2p,0 < v < §/2p}.
Uy

V2p 20
L = / / exp(u® +v%) | Jp(u,v) | dudv = / / W eap(u® + o*)dudv
Us 0 0

_ (/ P eapuan)’ = ([2e] 7Y = Lew -0y

0.3.4 Applications des intégrales doubles

Exercice 0.3.4.1

Calculer la masse et le centre de masse et le moment d’inertie par rapport a l'aze (2'Ox) de la plaque
définie par

1. les courbes y = x et y = x>.

2. les courbes x = y? et x = 2y — y? si la densit ? au point (z,y) est 5(x,y) =y +1. A(D)=1.

Corrigé 0.3.4.1
Calcul de la masse et le centre de masse et le moment d’inertie par rapport a 'axe (2'Ox) de la

plaque définie par

1. les courbes y = x et y = x2.

Soit D le domaine limité par les deux courbes.

*x La masse de D est :

M—/Ol/::dxdy—/ol [y};da:—/ol(x—w?)da:— EaﬁQ—%x?’];:%.

x Les coordonnées du centre de masse.

1 x 1 2 1 2 4
Y-z T T 14 1 ! 1
M, = - [7] - [ E_T :[7 - ] -
/0/952 ydwdy /0 5 ] /0(2 =157 10" o T 15
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M, = xdxdy = [my] de = [ (2° —2°)dx = [,$ — -z } = —.
0 Jx2 0 x2 0 3 4 0 12

Donc les coordonnées sont

M, 1/12 1
M 1/6 2
M, 1/15 2
Y= M T 16 " 5

*x Le moment d’inertie par rapport d l'axe (2'Ozx) est

1 r2y—y? 1
I = / / y*dady = 2/ (v* —y°)dy = =
0 Jy2? 0
1 2y—y? 1 1
I, = / / 22dzdy = 2/ (y® —y®)dy = .
0 Jy2 0 6

2. les courbes x = y? et x = 2y — y? si la densité au point (z,y) est §(x,y) =y + 1.

Soit D le domaine limité par les deux coubes.

2y—y? 1
* La masse de D est M = / / (y + 1)dzdy = / (2y — 2y3)dy =
0

* Les coordonnées du centre de masse.

1 p2y—y? 1 4
M, = / / y(y + 1)dzdy = / (2y* — 2y")dy = R
0

2y—y?
My—// z(y + 1)dzdy
/ dy =
_3
Me _
M

DO \

:2/0 [mQ]zyyd ;/0 [(2y y)
8

Donc les coordonnées sont

et = .
y= 15

OJ\[\.’J

_ M,
T—_9Y
M

* Le moment d’inertie par rapport a laze (2'Ox) est

1 r2y—y? 1 1
I, = / / v*(y + 1)dedy = 2/ (y* —°)dy = —.
0 Jy2 0 6

FEzxercice 0.3.4.2

1
In(1 In2
Le but de cet exercice et le calcul de montrer que I = / nl(+—|—2x) r = W; . On donne
0 X
/1 ln(1+y)d _ 7mn2
0 1+y2 - 8

dzd
En calculant J = // (132.’13 y
p (1+22)(1+ zy)

facons différentes, trouver I.

avec D = {(z,y) tel que 0 < z < 1, 0 <y < 1} de deux
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Corrigé 0.3.4.2
Premiere facon

// xdzxdy // xdzxdy
J =
1—|—x2 1—|—xy (14 22)(1 + xy)

_ /O i +x2)[/0 (ny)}dx /0(1+x)[ln(l+a:y)]1d

UIn(1
0

Deuxieme facon

7 // xdxdy // xdxdy
N D(1+x2 1+:cy (14 22)(1 + ay)

B /o [/0 (Hx;")ﬁ”y)}dy

xdx
T+ 22)(1 + o)

on détermine a, b et ¢ tels que

1
Pour calculer/
o (

x _a$+b+ c
A+22)1+2y) 1422 1+ay

Par identification on obtient

T 1 T n Y 1 Y 1
14+ 22)14+zy) 1492 1+22 1492 1+22 1492142y

Alors

1 zdx 1 Loy Y L | Y L |
5 = 5 sdw + 5 sdr — 5 dx
o I+a?)I+ay) 14y Jo 1+ 1+y* Jo 1+ 1+y? Jo 1+ay

Donc

! xdx 1 In(1+ 2%)71 Yy 1 1 1
= . aret ——— _|m@ .
/0 A+ (1 +ay) 1+ [ 2 ]0+1+y2 [am an(x)]o 1—|—y2[n( —i—my)]o

On obtient

/1 xdx ~In(2) 1 T y  In(l+y)
o M+22)Q+ay) 2 1492 414+y2  1+y%

On intégre cette derniére expression par rapport ¢y on obtient

n(2) [t 1 1 In(1
2 Jo 14y 4 Jo 14y o l1+vy

In(2) /1 1 v /1 Yy /1 In(1+y)
J = dy + —. dy — | ————==d
2 Jo 14y o o 14y Y o 1+y? Y

_ In(2) 1 In(1 +y) 'In(1 +9)
= P etan)] + T[] /0 g W
In@2)r 7 In(2) 7wn2) «ln(2)
1 :

2 4 4 2 8 8
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Donc

/1 ln(l—i—a:)dx 7rln(2)'
0 1"‘1172 8

FExercice 0.3.4.3
™2 In(1 + cos(z)) ,

Le but de cet exercice est de montrer que I = / dacg.

=0 cos T

/2 In(1 + cos
1. Montrer Uexistence de I :/ wdw.

cos(z)
w/2 /2
2. Montrer que 1 :/ /
0 0

3. En déduire la valeur de I.

Corrigé 0.3.4.3

In(1 + cos x)
cos(x)
Comme lim In(1 + cosx)cos(z) = hn% In(1+¢)t =1 (finie) l'intégrale existe I existe.

T—7/2

w/2
2. Posons J = / / siny ———dzxdy.

14 cosxcosy

. , o x
1. La fonction x — n’est pas éfinie en 7.

w/2 w/2 w/2 :
J = / / siny _SIY ey = / [ %dy} dx
1+ coszcosy 0 / 1+ cosxzcosy

/2 /2 1
= / [ In(1 + cos x cos y)} dx = / <1n(1 + cos:c))dac =1
0 cosz 0 0 COsT

3. En déduire la valeur de I.

No

On a
. /n/2/ siny _osny / / siny dx} dy
1+ coszcosy 1+cosmcosy
w/2 dx /2
= / Slny[/ —}dy / (1n(1+cosx)>:.7.
0 o l-+coszcosy 0 cosz
Posons t = cosx alors dt = —sinxdx et
/”/2 dx /ﬂ/zd /”/2 cos  cos ydx T /”/2 cos xdx
—_— = x — — = — — oS _—
o l4coszcosy 0 o 1l4coszcosy 2 4 o l4coszcosy
dt
t =cosxcosy dt = —sinxcosydr de = ———
sin x cosy
/2 dt

O (14t cosy)V1—¢2
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0.3.5 Intégrales triples : Coordonnées cartésiennes.

Fxercice 0.3.5.1
Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales triples suivantes

1 x? 2x+y
1. L = / / / (2z + z)dzxdydz,
0 l—x Jx
1
2. IQZ/ (// (a:y+22)dxdy>dz, ouD:2?<y<l.
0 D

Corrigé 0.3.5.1

1.
1 x? 2x+y
L = / / / (22 + z)dxdydz
l-x Jzx

! 2z +y)* z?
= 2:(; 2z +y — 222 — —)dy|dx
TR )]

2 3422

1
Tz y° 1
- Ty e = [ [y 2+ ]
/0[/1x<2+xy+ yldxr = /0 2y+:1:y+61_m
1,6 ! 3 2 1— )3
= /(Z+2x5+7+3x+$—2x—(6x)>dx
0
7 2% 72 3at a:j 9 (1—x)4}1_39
2737108 "6 ° 24

1
2. 12:/0 <//D(:Cy+z2)dxdy>dz, ouD:2?<y<l.
I / // zy + 2° dmdy)dz—/ { t(/x:(xy—i—zQ)dy)d:C}dZ
;
1

en]

dr -

o 70

5

_ /O [/_1[12+1yz} d:c]dz—/ol[/_ll( —I—ZQ—xgz—xz)dx}dz‘
_ /O [2/0 (22—:L‘2z12)dm]dz2:2/0 R }dz

2 z

4
= 2 — 2 )de = -
(=" = F)dz= 3
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Fxercice 0.3.5.2
Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales triples suivantes
1,1 pl
1. I = / / / (2% 4+ 9? + 2%)dadydz, L =1
0o Jo JO
V2 3y p8—z2—y2
2. Iy = / / / dydzdz, I, = —6.
0 0 x24-3y?
T T 1 7'('3
3. I3 = / / / ysin(z)dzdydz, Is = —(1 —cos(1)).
o Jo Jo 2

Corrigé 0.3.5.2 1. Calcul de I :

L = /1/1/1(:1: +y? + 2?)dxdydz
:///x+y+)dfﬁdy
— /Og:+3)d =1.

3y 1.27y2
I, = / / / dydxdz
x2+43y?2
3y
= / / — 222 — 4y®)dxdy

= /0 [81: — gac —4zy ]3yd:n = —6

2. Calcul de I

3. Calcul de I3

L = / / / ysin(z)dedyd:
( /8 d:n) ( /0 ydy)( / sin(z )dz)

g

s

= . [%];r [ - cos(z)]; = ?(1 —cos(1)).

0.3.6 Intégrales triples : Changement de variables

Fzxercice 0.3.6.1
Représenter les domaines d’intégration et calculer les intégrales triples suivantes

1. 112/// (x +y+ 2)dzdydz, o Dy :a?>+y*+22 < R?2>0.
Dy

2. IQZ/// zxyy/ 22 + dy?drdydz ot Dy = {(z,y,2) : 22 +y> < 1,z >0,y >0 et 0 < 2z < 1}.
Do

Corrigé 0.3.6.1
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1. 11:/// (x 4y + 2)dzdydz, ot Dy :x®>+y?>+22 < R? 2>0.
Dy

On passe auz coordonnées sphériques

x =rcos(u)cos(v), 0<r<R
y = rsin(u) cos(v), 0<wu <2rm
z = rsin(v), Ogvgg

On a dxdydz = r? cos(v)drdudv donc

L = /// (x +y+ z)dedydz
Dy

= /%R [/O% </207r/2 T3(/C208(u) cos(v) + sin(u) cos(v) + Sin(v))dv) du} dr
= (/0 r3dr> (/o </o 73(cos(u) cos(v) + sin(u) cos(v) + Sin(v))dv> du)

_ (/ORrsdr)(/:ﬂ (/W2 sin(v)dv)du>

R % /2 m.R?

™

_ R 2. (foﬂﬂ sin(v)dv) = TR { - COS(U)]O )

On a utilisé le fait que

f027r (

fOW/Q(cos(u) cos(v) + sin(u) cos(v))dv) du = foﬂ/g < 027T(cos(u) cos(v) + sin(u) cos(v))du) dv
2
= fOW/Q {Cos(v)(sin(u) + cos(u))}0 dv=0

2. 12:/// zxyy/ 22 + dy?dedydz ot Dy = {(z,y,2) 122 +y> <1,z >0,y >0 et 0< z < 1}.
Dy

On passe aux coordonnées cylindriques

y=rsin(u), 0<u<m/2

x=rcos(u), 0<r<1
Z=1), 0<t<1

On a dxdydz = rdrdudv donc

L = /// zxy/ 22 + 4y2drdydz
Do

_ / [ / ( / (cos(u) sin(u)y/1 -+ 3sin®(u))du ) di | dr
_ / ). / vdr). / (cos(u) sin(u) /1 + Bsin?(u))du)
|

%T H [cos(u )m(mm]gﬂ

(1 + 3sin®(u ))3/2}7#2 _ T

55[ 0 45°

Ne)
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FEzxercice 0.3.6.2

Calculer les intégrales triples suivantes

1. 11:/// zzdxdydz, Dy x2+y2§R2,O§z§h.
D1

dxdyd
2. IQ:// rayaz , Dg:b2§x2+y2+22§a2.
Dy /14 22 4 y? + 22

r2dr 1
on rappelle que : | ——— = 2m.—. [r 1+ 72 —sinh™!(r ]
ppelle q Mg 5"V (r)

Corrigé 0.3.6.2

1. 11:/// szxdydz, Dy .'x2+y2§R2,0§z§h.
Dy

On fize (z,y) dans Uy = {(z,y) € R?: 224+ y? < R?} projection de lintersection du plan z avec
le domaine Dy et on passe aux coordonnées polaires.

L - / / /U dxc;gj Jaz
= ( /0 22dz) /0 /0 rdrdf)

B [23}’1 o {rQ]R B 7rR2h3'

2

0 3

dxdyd
2[2 // Tayae Dz:b2§x2+y2+22§a2.
Dy 1422+ 2+ 22

On passe aux coordonnées sphériques

x =rcos(u)cos(v), b<r<a
y = rsin(u) cos(v), 0<wu<2rm
z = rsin(v), Ogvgg
On a dxdydz = r? cos(v)drdudv et on pose Uy = [b, a]0, 277][—% g] Donce

/// r? cos(v)drdudv
I =
Us 1 + 7'2

= 2. [sin(v)] _EE (/b“ Ter) = 27r.1. [7“\/ 1472 — sinh_l(r)]a
2

14 r? 2 b
= m.(av1+ a? —sinh™(a) — bv/1 + b2 + sinh ' (b)).

0.3.7 Applications des intégrales triples.

FExercice 0.3.7.1
Calculer V le volume du domaine Q de R3 limite par les paraboloides d’équations
z=a2+y? et 2 =2— 22 —y>.

Corrigé 0.3.7.1
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2
-y

Calcul du volume V du domaine Q de R? limité par les paraboloides d’équations z = 2 — x?

etz:x2+y2.

I
o~
o\
o
S—
T
|
8
[\
—
[\
|
8
X
|
<
o
|
8
o
|
<
o
SN—
oW
=
QU
<

= 8./ (1 77”2>7”de9
0
w/2 .2 4.1

- 8 [%_TZ}O(MZF

Autre méthode. On fize (x,y) dans D le projection de Q2 sur le plan z = 0.
OnaD={(r,y) eR?: 22 +y2 <1}

2—m2—y2
V = // [/ dz}dz:dyzQ//(l—xQ—y%dmdy
D ;r2+y2 D
1 I

2 1 ) 5 1
= 2 1- dd9:4./ —rdr =47.| — — —| =m.
/0/0( r)rr 7T0(’I“ r°)dr 7['[2 4]0 T

Exercice 0.3.7.2
I = /// (x2 + yH)dydxdz, ot Q est le domaine de R® limité par les paraboloides z = 8 — x? — >
Q

etz:x2+y2.

Corrigé 0.3.7.2
Calcul de I5.
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Iy, = /// z? + 4 Ydydxdz

B // /;y v (22 + y?)dz| dady
N //D [( +y°)(4 - 2? —yQ)} dxdy

z

Z=8-x"2-y"2

2 2
= Arx r3(4 —r¥)dr = 4z [r4 67"6}
0
’ 64
= —
3

XA2+yA2=2

FExercice 0.3.7.3
Calculer V' le volume du domaine Q0 de R3 limite par la paraboloides d’équation z = 4 — 4(x® 4 y?) et
la surface d’équation z = (2% — y?)? — 1.

Corrigé 0.3.7.3

Calcul du volume V' du domaine Q de R limite par la paraboloides d’équation z = 4 — 4(x? + y?)

8.
et la surface d’équation z = (x2 — y2)2 — 1. V = o

3
On pose x = rcos(f), y =rsin(f) et z =t. Alors dedydz = r.dr.df.dt

w/2 4—A4r
Vo= / / / [rdt)dr|df
r2—1

- f”/Q [fy [ (5r — 4r® — %)dr]df

w/2
[ e [Tt
0 2 6 0 3
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