UNIVERSITE CHOUAIB DOUKKALI Année Universitaire 2014-2015
FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES SMP 3

Analyse 3 : Série 1

Exercice 1. Déterminer I'ensemble des points z € C, tels que :
1
1. =< |z2—i <1
s <=l

2 %<Argz< g

3. (0<Imz<1)ou(-1<Rez<1).

Exercice 2. Exprimer sous forme algébrique 2 = x + iy les nombres com-
plexes suivants :

a) Log(~e?), b) Log(1 —iy/3),

A d) e,

Exercice 3. Soient z1, 20 € C*. Montrer que :
i} log(z1.22) = log z; -+ log 2.
ii) Log(z1.22) = Logz1 + Logze ssi —m < Argz; + Argzy <.
iii) Vérifier que si |2| < 1, alors Log(1 — 2%) = Log(1 — 2z) + Log(1 + 2).

Exercice 4. Soit z € C*, z = & + iy. Montrer que :

Arctg(¥) si >0, y€R,
7+ Arctg(¥)  si z<0,y20,
Argz = -7+ Arctg(¥) si <0, y<0,
z si x=0, y>0,
-z si =0, g<0.

Exercice 5. Calculer les limites suivantes :

: z o
i) ;1_)1’1‘} =1 ,L ii) Ll_)rri_(lmz Rez),
oy 1. €+ 2Logz (IS s
] Pg(l) 1— 22Arg2’ ¥ B—rar:lsz )

Exercice 6. Soit f : C — C définie par :

ooy [ exp(ZF) si z#£0,
f(z)_{o “1 4 w=il

a) Montrer que f vérifie les conditions de Cauchy-Riemann en zp = 0.
b) Montrer que f n’est pas C-dérivable en zp = 0.
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Exercice 7. Les fonctions suivantes définies sur C sont-elles holomorphes ?
i) f(z) =2%° + izy3,
ii) g(z) = cos®(z —y) + isin®(z — y), : ¢
iii h(z) = e®cosy — 2y +i(e"siny + z? — y?).
Exercice 8. Soit f : C — C une fonction telle que f = u + iv. Déterminer
v pour que f soit holomorphe sur C, dans les cas suivants :
1. u(z,y) = 2zy,
2. u(z,y) =z° — y* +e ¥sinz.
3. u(z,y) = 2z — 6xy® + a2 — y2.

Exercice 9. On définie les fonctions cos et sin sur C par :

iz -1z 1z -1z

e +e . e~ =g

COSZZ——2‘-——. San:—-—2_—-_. ZGC
(2

1. Vérifier les identités suivantes :
a) cos?z +sin?z =1, cos2z= cos? z — sin? z, pour tout z € C.
b) cosz =cosx chy—isinz shy, sinz= sin z chy + 7 cos & shy, pour
z =%+ 1.

2. En déduire que les fonctions cos z et sin z ne sont pas bornées sur C.
Exercice 10. Représenter les chemins suivants en précisant s’ils sont simples
ou non. Calculer la longueur ().

1. m1:[0,1] — C, m(t) =t +it.

2. 72 :[~1,1] — C, ye(t) = t* +4t>.

3. 431 [0,4] — C, y(t) =tsit€[0,1], () =1+i(t—1)sit€ [1,2],

y3(t) = (3—t)+isit€[2,3] et v3(t) =i(4 —t) sit € [3,4].

Exercice 11. Montrer que :

|/ dz | 27 | ’ ™7
1. — < = 1) =2e -, =
lwz3+1l_21,ou'y() 2¢it pour t € | 6’6]

72
/ iz
oy

utiliser l'inégalité sint > ;t pour t € [0, Z].

xl-e B

2. S

ol 4(t) = Re' pour t € [0, %] Indication :

SMP3 2 Analyse 3
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Analyse 3 : Série 2

Exercice 1. Soit v : [0,1] — C, définic par v(t) = ¢'™ pour t € [0,1].
Calculer / cos(nz) dz, n € Z :

v
i) En utilisant les primitives,
i) En utilisant le théoréme de Cauchy.

Exercice 2. En utilisant la formule de Cauchy, calculer les intégrales sui-

vantes : .
sin z
a) -dz,
C3) & 1
' CO8 z
b YT d s
C{u4) 27 — 1
iz e
c) ez, 1 € N,

C(0,2) (Z - 1}”(3 —3)

+00 00
Exercice 3. Soit = / cos(a?)dz et J = / sin(z?)dz. Sachant que
Jo 0
[ gy AT .
K= f e Vdz = 5 calculer les valeurs de I et J. Pour cela, considérer S
0

f(z) = = et le chemin v =1 Uy Uns, avec y(t) = ¢t pour t € [0, R,
m

v2(8) = Re¥ 0 € [0, g—] et v3(t) = (R — t)el4 pour ¢ € [0, R].

Exercice 4. Soit a € R*, |a| < 1. Montrer que :

/+w o~ (i)t gy YT 1
Jo

2 1+ia

Considérer f(z) = ™" et le triangle OAB, avec O(0, 0), A(R,0) et B(R, Ra)
ou R > 0.

Exercice 5. Déterminer les points singuliers isolés et leurs natures dans
chacun des cas suivants :

2) z ) 2 —
(2* +16)%’ sinz '
l—-cosz 1

c) — d) T

nz cos(z)
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Exercice 6. Calculer, & I’aide du théoréme des résidus, Pintégrale :

+00 el
d: 0, 1},
/—oo 1+ e v “ E] ' [

Considérer le rectangle [—R, R] x [0,27], ot R > 0.

Exercice 7. En utilisant le théoréme des résidus, calculer les intégrales sui-
vantes :

i) o dz.

o Jea 24+ (1 =)z —i2?

__d dz
co1) 322 +102 +37

2n
iii) f (z+£) d—z,neN*.
C(o,1} Z z

Exercice 8. Calculer les intégrales généralisées suivantes :

+00 dx T oo g
I= J= I k- [ %
j:oo (@? + 1) (x? +4)° J{) ¥+ 1 _/0 2 +1

Exercice 9. Calculer les intégrales généralisées suivantes :

T osing T gin? z
. ______2._.___.___2_d;1; , J = 3 dzr.
o (.’L’ + 1} 0 &

Exercice 10. Calculer les mtegral% définies suivantes :

2w
£)*" N,
)/ 3cos¢9+5 ii / (cost)"dt, n €

iii) , a€C, |af # 1.
/C(Gl) Z”““GI

ii)
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