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Introduction

Ce cours constitue le deuxieme module de mathématiques pour I'ingénieur a 'ENSEM, ou « MI-2 ». Il
propose quelques éléments d’analyse complexe, sous-discipline de I'analyse visant a étudier les fonctions
« régulieres » d’une variable complexe. La définition de la « régularité » exigée viendra tres vite, dans la
section 1.3, et vous semblera peut-étre étonnamment simple. Cependant ce cours tout entier suffira a peine
a épuiser toutes les propriétés remarquables qui en découlent, et que nous découvrirons au fur et a mesure.

D’un point de vue fondamental, outre la qualité esthétique de ’analyse complexe liée & ce que nous
avons dit!, son intérét réside dans ses trés nombreux liens & des domaines connexes des mathématiques.
Nous mettrons donc en ceuvre un certain nombre de méthodes et de notions abordées dans le premier
module de mathématiques pour U'ingénieur & 'ENSEM, ou « MI-1 » (Antoine 2006) : nous ferons appel
a la théorie des fonctions de plusieurs variables, & I’analyse vectorielle ; nous donnerons des ouvertures sur
la topologie et la géométrie différentielle - d’ailleurs les notions de simple connexité par exemple ont été
introduite historiquement pour I'analyse complexe - ; nous apprendrons a faire des changements de variable
conformes dans une équation aux dérivées partielles ; nous démontrerons 'unicité et en probleme 1’existence
de solutions d’un probléme défini par une équation aux dérivées partielles; etc...

Ces motivations fondamentales et « culturelles » sont bien sur mélées aux nombreuses possibilités
d’applications de 'analyse complexe. Nous ne pouvons en présenter que quelques unes... Naturellement,
les nombres complexes constituent un outil de choix pour I’étude des phénomenes oscillants quels qu’ils
soient. Cet aspect sera abordé au chapitre 3, olt nous présenterons la tres utile fonction exponentielle et les
tres utiles fonctions trigonométriques. Le théoreme des résidus et ses applications au calcul intégral seront
bien str présentés, dans le chapitre 4 ; on reviendra alors sur les fonctions trigonométriques et les intégrales
de Fourier en particulier. On peut mentionner qu’en théorie des équations différentielles ordinaires, en au-
tomatique et plus particulierement en régulation-stabilité, les fonctions analytiques et des théoremes de
calcul intégral tels ceux abordés dans le probleme 4.1 trouvent de nombreuses applications, en lien avec la
caractérisation des systémes dynamiques par leur fonction de transfert, ou, plus fondamentalement, en lien
avec les transformées de Fourier-Laplace (cf. par exemple le cours de Iung 2004). Nous insisterons plutot
ici sur les applications liées aux équations aux dérivées partielles, en 'occurrence a la recherche de fonc-
tions harmoniques; en ce sens-la les probléemes 3.4 a 3.7 constituent I'un des sommets de ce cours... Un
probleme de ce type sera d’ailleurs traité en TD Mathematica. Il importe de signaler que le plan pratique
de déroulement de ce cours ainsi que quelques consignes sont présentés sur la page web évolutive

www.ensem.inpl-nancy.fr/Emmanuel. Plaut/ac

que je vous invite a consulter régulierement. Une sélection d’exercices ou de problemes a préparer pour les
4 séances de TDs classiques (1 TD d’1 heure suivi de 3 TDs de 2 heures) est affichée sur cette page ; d’autre
part le sujet du TD Mathematica (qui suivra ces TDs classiques et durera 3 heures) sera publié sur cette
page courant mars.

18’1 est une « belle théorie » mathématique c’est peut-étre celle-1a, qui part d’un minimum d’hypothéses pour arriver 3
quantité de résultats extrémement puissants.
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Je remercie Didier Bernardin et Olivier Séro-Guillaume pour leurs remarques, qui m’ont permis d’amé-
liorer ce document.

Nancy, le 27 février 2008.

Emmanuel Plaut.



Chapitre 1

Dérivabilité complexe
- Applications conformes

1.1 Rappels généraux sur les nombres complexes
L’ensemble des nombres complexes
C = {z+iy avec (z,y)€R?*}
et i 'tmaginaire pur forme, muni des lois d’addition
(@+iy) + (@' +if) = (+2') + ily+y) (1.1)
et de multiplication
(x+iy) (@' +iy) = a2’ —yy' + i(ya’ +ay’) (1.2)

un corps commutatif. En particulier tout élément non nul de C, i.e. tout élément de C* = C— {0}, possede

un inverse donné par
1 .
_ =W (1.3)
T+ 1y 22 + y?

Naturellement la loi (1.2) conduit & l'identité

2 = —1. (1.4)

D’un point de vue géométrique, le plan euclidien R? peut étre identifié & C en faisant correspondre & tout
point (ou vecteur) de coordonnées (ou composantes) (z,y) son affize z = x+iy. On dit aussi que z = x + iy
est un point du plan complexe ; son complexe conjugué est noté z = r — iy. La norme euclidienne de

2| = Vaz = Va2+y?, (1.5)

et ces notions permettent de récrire (1.3) sous la forme

R? s’identifie au module complexe

L
VzeCr, - = . (1.6)

Es

Rappelons que la norme du module vérifie par nature les propriétés

d’homogénéité, Vz,2' € C, [22| = 2| |¢], (1.7)
de séparation, VzeC, |2/|=0 <= 2z=0, (1.8)
et 'inégalité triangulaire, Vz,2' € C, |z2+72| < |2|+]¢] . (1.9)

On en déduit
V2,2 €C, |z—2| = ||| - ||| . (1.10)
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On aura parfois intérét a introduire les coordonnées polaires de z soit, en anticipant sur les définitions
de la section 3.4 :
z = pe? = p(cosf+isind)

1.11
on p = |z, 6 = arg(z) est Vargument de z . (1.11)

Cet argument n’est défini univoquement qu’a condition de choisir son intervalle de valeurs, par exemple

argz € |—mmn) . (1.12)
En effet 6 tel que z = p (cos@ +isinf) n’est déterminé qu’a 27 pres; en d’autres termes la fonction 6 — e
n’est pas une bijection de R sur le cercle unité; on ne peut donc en définir un inverse continu sur tout le

1

cercle unité. La fonction argument définie ici’ n’est continue que sur C privé de la demi-droite R~ = {z =«

avec < 0} ; un tel domaine est aussi appelé une coupure de C.

Rappelons enfin qu’il n’existe pas de relation d’ordre totale sur C qui soit compatible avec 1’ad-
dition et la multiplication, contrairement au cas de R.

Une relation d’ordre z < y sur C devrait étre réflexive,

Vz € C, z<uz,
antisymétrique,
Va,y € C, (z<y) e ((W<z) = @@=y,
et transitive
Vr,y,z € C, (z<y) e (y<z)] = (@<2).

Sa compatibilité avec I’addition voudrait dire que
Vr,y,z € C, <y = z+z<y+z,
et sa compatibilité avec la multiplication que
Vz,y,z € C, [(z<y) et (0<2)] = zz<yz.

De la compatibilité avec ’addition on déduirait que

Vx € C, <0 = 0<—=x.
De la compatibilité avec la multiplication on déduirait que

Ve € C, 0<z = 0<z°.
Enfin de ces deux derniéres propriétés on déduirait que

Vx € C, <0 = 0<2z>.

Donc si lordre était total,
vz € C, (x<0) ou (0<2x),

tous les carrés seraient « positifs ». Donc 1 = 1% et —1 = 42 seraient « positifs ». De0 < let0< —1ie.1<0
on déduirait avec la propriété d’antisymétrie que 0 = 1, ce qui n’est pas.

Qu’on s’abstienne donc, en conséquence, d’assertions abominables comme « 1 + 22 est toujours strictement
positif donc ne s’annule pas sur C » ... D’ailleurs on sait que C est algébriquement clos... et on va en fait
le (re)démontrer dans le chapitre 3, cf. le théoreme 3.6 p. 32.

LOn aurait pu choisir un autre intervalle de valeurs de la fonction argument, par exemple arg’ z € [0,27[; la coupure
correspondante aurait alors été le plan complexe privé de Rt = {2 = z avec © > 0}. Nous reviendrons sur ce probléme trés
important de la définition de I’argument au chapitre 3 lorsque, apres avoir défini proprement la fonction exponentielle complexe,
nous essaierons de définir son inverse, la fonction logarithme complexe (cf. la section 3.4.5).
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1.2 Définitions et notations

Un chemin du plan complexe C est une courbe paramétrée réguliere par morceaux tracée dans C,
c’est-a-dire une application ¢ — z(t) = x(t) + iy(t) d’un intervalle [t1,t2] de R dans C qui est continue,
continliment dérivable par morceaux ; on supposera en plus que la dérivée 2/(t) = z'(t) + iy’ (t), lorsqu’elle
est définie, ne s’annule pas.

On désignera par U un ouwvert du plan complexe C. U sera toujours supposé connexe?, c’est-a-dire tel
que deux points quelconques de U peuvent toujours étre reliés par un chemin z(t) entierement inclus dans
U. On s’intéressera aux propriétés des applications f de U dans C. On pourra aussi voir une telle application
soit comme une application de U ouvert de R? dans R?, soit comme un couple d’applications de U ouvert
de R? dans R,

fle+iy) = Pay) +iQ(z.y)

ou P est la partie réelle, Q) est la partie imaginaire de f :

!
—
B
&

Il

Ref(z +iy) ,
Qzy) = Imf(z+iy) .

Rappelons qu'un point zg est dit adhérent a U si il appartient & la fermeture U de U, c’est-a-dire si
soit il est intérieur & U, soit il se trouve sur le bord de U (= la frontiére de U notée OU). On désignera
par €(z) toute fonction définie sur un ouvert U auquel 0 est adhérent vérifiant

Vn>0,3r >0tel que Vz € U |z| <r = le(2)| <7 . (1.13)

Ces fonctions nous serviront a définir la notion de limite d’une fonction de variable complexe : bien
évidemment on dira que
€(z) — 0 quand z— 0

et donc par extension si f est définie sur U auquel zg est adhérent, on dira que
f(z) — 1 quand z — z

f(z)=l=¢€(z—2) .

Il faut bien voir que cette convergence vers zéro doit étre « uniforme » sur tout disque centré sur z :
Vn>0,3r>0tel que V2 €U |z — 20| <r=|f(z) 1| <n.

En particulier, pour tout chemin z(t) passant par zp ou aboutissant & zp & un instant to, on doit nécessai-
rement avoir
f(z(t)) — 1 quand t—tg .

L’absence de cette propriété permet de montrer que certaines fonctions n’ont pas de limite en certains points.
Par exemple la fonction

_ Ly (@ tiy)’?
1) = o i) = S |
définie sur U = C — {0} = C* (C privé de 0), n’admet pas de limite quand z — 0. It
En effet f(t) — 1 quand t — 07
alors que f(it) — —1 quand ¢ — 07.
0 t

2Plus précisément la définition de la connexité que nous donnons ici est celle de la connexité par arcs ; on peut aussi définir
la connexité d’une fagon topologique en disant que U est connexe s’il ne peut admettre de sous-ensemble strict non vide a la
fois ouvert et fermé. Comme C est un espace vectoriel normé, ces deux définitions sont équivalentes.

3Ces fonctions € correspondent bien siir aux classiques « o(1) ». Cependant cette derniére notation me semble peu pratique
puisque la variable qui tend vers 0 n’apparait pas explicitement, cette ambiguité entrainant des risques d’erreur.
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1.3 Dérivabilité complexe - Holomorphie
f(2) = J(z0)

Définition 1.1 f est dérivable en zo € U si la fonction de U — {zp} dans C qui a z associe
zZ— 20

admet une limite en zo. Cette limite est alors la dérivée de f en zg, que l'on notera f'(zp).

D’apres notre définition de la limite de fonctions de variable complexe, on doit donc avoir

f(2) = f(20) = (z = 20) (f'(20) +€(z = 20)) (1.14)

ce que 'on peut traduire sur les parties réelles et imaginaires de f en introduisant aussi les parties réelles
et imaginaires de f'(z0) et €(z — z0) : f'(20) = a + b, €(z — 29) = €,(2 — 20) + i€;(z — 2p). Il vient alors

P(zy) — P(zo.y0) = alAz—bAy+e(z—20) Az —€;(2 — 20)Ay
Q(zy) — Q(wo,y0) = bAT +alAy+ei(z — 20) Ar + €.(2 — 20) Ay (1.15)

en posant zgp = %o + 1Yo, AT = T — g, Ay =y — Yo.
On peut montrer facilement* que, pour deux fonctions €; et ey vérifiant (1.13), il existe une fonction e3
vérifiant (1.13) telle que

€1(z — 20) Az + €2(z — 20) Ay = (|Az|+ |Ay|)es(z — z9) = o(z — 2) - (1.16)

En conséquence les équations (1.15) montrent que P et @ sont différentiables en (z0,yo), de dérivées partielles

oP oP 0 0
G o) = a, 5 (a0) = ~b. 52 (o) = b G2 (o) =a (1.17)

Réciproquement si P et @ sont différentiables au point (z¢,yo), de dérivées partielles données par (1.17), on
peut écrire que®

P(xvy)_P(xO7y0) = an_bAy+61(Z_ZO) ‘Z_Z0| 5
Q(zy) — Q(wo,y0) = bAT +aly+ ez — 20) |2 — 20/ ,

d’ot

f(z) = f(20) = (a+1ib)(z — 20) + [e1(z — 20) +ie2(2 — 20)] |z — 20| = (a+ib+e(z = 20))(z — 20)
qui montre que f admet une dérivée complexe au point zg, de valeur a + ib.
On peut donc énoncer la

Proposition 1.1 f est dérivable en zo = xo+iyo € U ssi sa partie réelle P(x,y) et imaginaire Q(z,y) sont
différentiables au point (xo,yo) et leurs dérivées partielles vérifient les conditions de Cauchy :

oP  0Q or _ 0Q
or dy ct oy  Ox (1.18)
Alors
o) —aviv= @ _0f _ _,0f
f(zo)—a—i—zb—dz—ax— Z@y (1.19)
ou encore

df 0P 0Q 0P 0P 0Q .0Q

af _ _or _ o 1.20

dz Ox +28x oz Zay Jy +Z(9m ( )
En d’autres termes f considérée comme une application de U ouvert de R? dans R?, et notée en conséquence

plutot £, est différentiable en (xo,y0), sa matrice jacobienne prenant la forme

4Le faire, en réfléchissant au choix de la norme de R? utilisée pour expliciter o(z — zp).

5Quelle norme de R2 a t’on utilisée ici?
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Mat [?(?)} (@o,90) = <Z _ab> . (1.21)

Une interprétation géométrique de cette structure de la différentielle de f sera donnée dans la prochaine

section.

Une récriture utile de (1.17) ou (1.18) est basée sur le fait qu'une fonction de (x,y) peut aussi étre
considérée comme une fonction de (2,z). A partir de

z2+7Z 2=z
9 YT Ty

xr =

on obtient par le changement de variables (z,y) — (z,2) :

of _0fdx  0foy 1 (ﬂ+-3i) L

97 o020z Toyoz 2 \ox oy :2<a“b+z(_b+m)>:0'

Ainsi f doit étre indépendante de Z pour étre dérivable par rapport a z. Les conditions de Cauchy peuvent
donc se récrire

of of  Of _
=0 = 8m+18y70 (1.22)

Il est maintenant temps de donner la

Définition 1.2 f est holomorphe sur U si elle est dérivable par rapport a z en tout point de U.

On remarquera que f est alors continue sur U. Comme la définition 1.1 de la dérivabilité complexe
étend naturellement celle de la dérivabilité des fonctions réelles, les regles classiques de calcul des dérivées
s’appliquent aux fonctions holomorphes. Ainsi on pourra démontrer facilement & partir de la définition 1.1
les

Proposition 1.2 si f et g sont holomorphes sur U, X\ et u sont des complezes quelconques, alors A\f + pg
et fg sont holomorphes sur U, de dérivées complexes

A+ g
fg+fq . (1.23)

(Af + ng)
(fg)

Proposition 1.3 si f et g sont holomorphes sur U, et g ne s’annule pas sur U, alors f/g est holomorphe

<f> _fla-4g'f ) (1.24)

sur U, de dérivée complexe
g 9?

Proposition 1.4 si f est holomorphe sur U, g est holomorphe sur V tel que f(U) C V, alors Uapplication
composée g o f est holomorphe sur U, de dérivée

(g0 f)(2) =4g'(f(2)) f'(2) - (1.25)

Comme f(z) = z est évidemment holomorphe sur C, de dérivée constante égale a 1, on déduit de
la proposition 1.2 par une récurrence immédiate que, pour n entier naturel quelconque, f(z) = 2" est

holomorphe sur C, et de dérivée complexe f'(z) = nz""1.

On déduit d’autre part des propositions 1.2 et 1.3 qu’une fraction rationnelle en z, f(z) = f1(2)/f2(2)
ou f1 et fo sont des polynémes en z, est holomorphe dans C privé des zéros de fs.



8 Chapitre 1. Dérivabilité complexe - Applications conformes

Exemple : f(z) = 1/z est holomorphe sur C*. On peut remarquer que les lignes P = Ref = z/(2? +4?) =
constante, qui sont les cercles centrés sur ’axe réel tangents en zéro a ’axe imaginaire, sont orthogonales
aux lignes Q = Imf = —y/(2% + y?) = constante, qui sont les cercles centrés sur ’axe imaginaire tangents

en zéro a ’axe réel :

Cette propriété d’orthogonalité est en fait générale :

Proposition 1.5 si f = P+1iQ est holomorphe sur U, alors les lignes P(z) = constante sont orthogonales
auz lignes Q(z) = constante.

En effet les lignes P = constante, (Q = constante sont en tout point perpendiculaires respectivement aux

vecteurs VP, VQ qui sont orthogonaux car les conditions de Cauchy (1.18) impliquent

v vo) = 2P9Q  0PoQ _
(VP) ~ (VQ) = 5 d Topoy - O (1.26)

Enfin on peut démontrer® la propriété de dérivation de la fonction réciproque suivante :

Proposition 1.6 si f est holomorphe et injective sur U, alors :
(i) f' ne s’annule pas sur U ;
(ii) Uapplication inverse f~1 est holomorphe de f(U) sur U ;
(#ii) sa dérivée est donnée par
1

(f7) (w) = 7 au point w = f(z) . (1.27)

1.4 Lien entre holomorphie et conformité

Nous allons maintenant donner une interprétation géométrique de la propriété de dérivabilité complexe,
qui équivaut d’apres la proposition 1.1 & avoir une forme tres précise de la jacobienne de f équation (1.21),
soit en introduisant les coordonnées polaires p et 6 de f'(z) :

=2 _ pcosf —psinf
Mat {V (f)] (zo,0) = ( psing  peosd ) . (1.28)

On reconnait la forme générique de la matrice d’une similitude, composée d’une homothétie de rapport p et
d’une rotation d’angle 6, d’ou la

8Voir par exemple Valiron (1966).
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y 22(t) Yy .
N ’
T 2
- f(z2(t))
T1 fﬁ
z1(t)
T}
0 x 0 fa) *
Fig. 1.1 — Transformation conforme de deux chemins et de leur vecteur tangent.

Proposition 1.7 f est dérivable par rapport a z en zy € U ssi, en tant qu’application de U ouvert de R?
dans R?, elle est différentiable en zy et sa différentielle en zy est une similitude de R2.

Considérons maintenant, comme représenté sur la figure 1.1, un chemin z(t) = x(t) + iy(t) passant par
zo a t = tg, et définissons un vecteur tangent T a ce chemin en zy comme le vecteur d’affixe complexe

d
T = Z(to) = 2/(t0) .

soit en repassant en réels
Tz = ,T/(to) 5 Ty = y/(t()) .

N

N
De méme on peut définir un vecteur tangent T’ & I'image de ce chemin par f comme le vecteur de compo-
santes réelles

T = GPEO0) = S0+ N0,
1, = LQG0a0) = S0+ T 0.

ce qui traduit matriciellement
— =/ — g
T -V (f) T

Si f est dérivable en zg, de dérivée non nulle, on en déduit que 'angle (T, T') vaut quelque soit le chemin

considéré 0 = arg(f'(zp)). On peut retrouver ce résultat d’une autre maniére en calculant I’affixe de T’ par

composition des dérivées :
d .
T = 2 f(z(t0)) = f'(20) #'(t0) = pe”T .

Par contre dans le cas f'(z9) = 0, on ne peut conclure sur la direction des vecteurs tangents en utilisant

— = — — —
seulement f’. En effet on a alors Vf = 0, donc Vf - T = 0 ne définit pas de direction. La direction de la

tangente & f(z(t)) serait plutot donnée par la différentielle seconde de f, si elle existe.

- = =

Dans le cas f/(zo) # 0, si deux chemins z;(t) et 2o(¢) passent par zg & t = to, désignant par Ty, To, T}, T}
les vecteurs tangents respectivement & z1(t) et z2(t), f(21(¢t)) et f(22(t)) & t = to, on aura :

(ri:l17rf‘l2> = (ri:l17rf‘1> + (Ela’i:Q) + (rf‘27rf‘,2)
= 70+('f1,i)+9
( ’1,T’2> - (Tl,T2> (1.29)

et on dira que f conserve les angles avec leur sens au point z.
On peut donc énoncer la
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Proposition 1.8 si f est dérivable par rapport & z en zo € U et f'(z9) # 0, alors f conserve les angles
avec leur sens au point zg.

Définition 1.3 f fonction de U dans C est dite transformation conforme de U si elle est différentiable

sur U, de différentielle non nulle en tout point de U, et conserve les angles avec leur sens en tout point de
U.

D’apres la proposition 1.8, toute fonction holomorphe sur U, dont la dérivée ne s’annule pas sur U,
est une transformation conforme de U. Réciproquement si f est conforme sur U, alors en tout point de
U sa différentielle est une application linéaire non triviale de R? dans R? qui conserve les angles. Un
théoreme de classification des applications linéaires du plan euclidien R? sur lui méme nous dit alors que cette
différentielle doit étre une similitude de R2. On peut démontrer ce résultat pédestrement : si I'application
linéaire de matrice M = ( Z Z non nulle conserve les angles, alors en particulier tout couple de vecteurs
orthogonaux est transformé en un couple de vecteurs orthogonaux. En considérant les vecteurs de base
e, et gy, on obtient ab + c¢d = 0, et en considérant les premiere et deuxieme bissectrices de e, et gy,
a? — b? + ¢ — d% = 0. De cette derniére équation on déduit a? + ¢ = b + d?, mais aussi en la multipliant
par b? :

0 =0b%a® —b* +b?°c? — b?d® = Ad® — b* + b2 — b2d® = (b® + d*)(® — b?)

Comme b% + d? = a® + ¢ ne peut étre nul, forcément ¢ = eb avec ¢ = +1. Alors d = ¢’a avec € = +1.
. . . . — g ! ~ .
En notant toujours par un ’ les vecteurs tangents images, on doit avoir e, - e, = a de méme signe que
—_— —_—

[ — s Ny . . [ — N — E—
e, e, =d,dolue =+1ie. d=a. Enfinon se convaincra que comme (e,,e; ) = (€g,e, )—7, €,-€, =b
N

doit étre de signe opposé a e, - e, =c,dotle=—-1letc=—-b.
On en déduit la

Proposition 1.9 f est une transformation conforme de U si et seulement si elle est holomorphe sur U, et
sa dérivée ne s’annule pas sur U.

Exemple : f(z) = 22 est holomorphe sur C, de dérivée 2z. Cette dérivée s’annulant en zéro, on n’est pas
assuré de la conservation des angles des vecteurs tangents a des courbes passant par zéro. Effectivement
les demi-droites z(t) = te'® (t,a > 0) sont transformées en les demi-droites f(z(t)) = t?2¢*® ce qui montre
que les angles des tangentes aux courbes droites correspondantes sont multipliés par 2. Par contre f est
une transformation conforme (non injective) de C* sur lui-méme, et on peut vérifier que les verticales
et horizontales du plan ne passant pas par zéro sont transformées en un réseau de courbes orthogonales
(figure 1.2) :

e les droites @ = g ont pour image les paraboles d’équation |z| = 223 — x, de foyer O et de directrice
r =222

e les droites y = yo ont pour image les paraboles d’équation |z| = 2y2 + z, de foyer O et de directrice
T =—2y3.

Complément : pour la résolution analytique ou numérique d’équations aux dérivées partielles
a deuxr dimensions, I'utilisation de changements de variables associés a des transformations conformes
bijectives présente un intérét certain. En effet on est assuré de ce qu’un systeme de coordonnées orthogonales
sera transformé en un nouveau systeme de coordonnées elles aussi orthogonales”. Ceci garanti une certaine
simplicité des formules de changement de coordonnées des opérateurs différentiels, tout en permettant de
transformer un domaine de géométrie compliqué en un domaine de géométrie simple®. A ce sujet on dispose

"En général 'un au moins des deux systémes de coordonnées est curviligne.

8Des exemples seront traités dans les problemes 3.4 et 3.5.
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Fig. 1.2 — Transformation de deux réseaux de droites verticales et horizontales par I’application z — z2. On obtient
a cause de la conformité de cette application deux réseaux de courbes qui se coupent a angle droit.

du théoréme dit de Riemann®, qui stipule que, étant donné un ouvert simplement connexe U, il existe
toujours une application conforme bijective f qui transforme U en 'intérieur du disque unité. Une extension
de ce théoréme due & Carathéodory et Osgood'? montre que si de plus U est borné et sa frontiere est une
courbe tracée par un circuit injectif de C, alors on peut prolonger f sur la frontiere de U, et cette frontiere
se trouve alors transformée en le cercle unité. Cette derniére extension est capitale puisque un probleme
physique comporte toujours des conditions aux limites posées sur la frontiere de U.

1.5 Exercices et problemes

Les exercices 1.1 a 1.8 portent sur la notion de dérivabilité complexe et d’holomorphie. Les problemes qui
suivent donnent des exemples de transformations conformes « utiles » au sens du complément précédent ;
les transformations homographiques par exemple, introduites dans le probleme 1.1, seront utilisées dans les
problemes 3.4 et 3.5.

On note toujours z = x + iy avec x,y réels un point quelconque du plan complexe.

Exercice 1.1 Limites dans le plan complexe

3
1 La fonction f(z) = % a t’elle une limite quand z — 07
T4ty
~ . Yy
2 Méme question pour f(z) = — 7
x + 1y

3 La fonction f(z) = arctan Y admet-elle une limite quand z —ia ot a € R?
x

9Le lecteur intéressé pourra trouver une démonstration de ce théoreme dans Chaterji (1997) ou Valiron (1966) ; la définition
de la simple connexité sera quant a elle donnée dans la section 2.1.

100n pourra trouver une démonstration partielle dans le cas d’une frontiere définie par un circuit polygonal dans Chaterji
(1997); Valiron (1966).
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Exercice 1.2 Dérivabilité complexe
En quels points de C les fonctions suivantes sont-elles dérivables 7 Que vaut alors leur dérivée complexe ?
1 f(z) =2 +¢° 2 f(z) =2 +iy? 3 f(z) =2a" —y® +2ixy
4 f(z) =2 +ixy 5 f(2) = a2+ 2izy

Exercice 1.3 Classe de fonctions holomorphes

Soit f(z) = u(z) 4+ iv(y) avec u,v fonctions réelles de variable réelle ; montrez que f est holomorphe sur
C si et seulement si f(z) =az+baveca € R;b e C.

Exercice 1.4 Détermination d’une fonction holomorphe par sa partie réelle

Soit P(z,y) = 23 — 3\zy? + 2z + 1. Donnez une condition nécessaire et suffisante sur A pour que P soit
la partie réelle d'une fonction f holomorphe sur C. Déterminez alors f.

Exercice 1.5 Réciproque de la proposition 1.5

Si P et Q, fonctions différentiables de U ouvert de R? dans R, sont telles que les lignes P(z,y) = constante
sont toujours orthogonales aux lignes Q(z,y) = constante, est-ce que f = P+1iQ) est forcément holomorphe ?

Exercice 1.6 Fonctions holomorphes constantes

Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert connexe U. Montrez que si I'une des conditions suivantes
est vérifiée :

1 Ref(#) est constante;

2 Imf(z) est constante;

3 |f(2)] est constante;

alors f est constante dans U.

Une fonction de variable complexe a valeurs réelles peut-elle étre holomorphe ?

Exercice 1.7 « Conjuguées » de fonctions holomorphes

Soit z +— f(z) une fonction holomorphe sur C.

1 la fonction z — f(z) est-elle holomorphe ?

2 et la fonction z — f(Z)?

Exercice 1.8 Conditions de Cauchy en coordonnées polaires

1 Soit f = P+1iQ une fonction holomorphe sur U ouvert connexe. On fait le changement de variable polaire
(r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinf), et on désigne pour préciser les notations avec un tilde les fonctions P et @
considérées comme fonctions de r et 6 :

ﬁ(rﬁ) = P(rcosf,rsin) , @(rﬂ) = Q(rcosf,rsind) .
Montrez que les conditions de Cauchy en termes des fonctions P et Q s’écrivent :
99 _ 0P 0P __ 9Q
o0 Or 00 or
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2 On suppose que U a la géométrie d’une couronne (intersection de 1’extérieur d’un petit disque centré sur
Porigine avec un plus grand disque centré sur l'origine) éventuellement privée d’un segment. Trouvez les
fonctions holomorphes f dont la partie réelle est a symétrie de rotation, i.e. telles que P ne dépende pas de
f. Commentez sur la nécessité d’une restriction géométrique sur U.

Probléme 1.1 Transformations homographiques

[ Pour mémoire ; en effet ce sujet a été donné en Devoir Individuel II dans le cadre du module MI-1 ]

On se propose d’étudier dans cet exercice les propriétés des transformations homographiques, ap-
plications définies sur C privé éventuellement d’un point par

az+b

Z'_)f(z):cz—i—d

(1.30)
ou a, b, ¢, d sont des nombres complexes vérifiant ad — bc # 0.

1 Montrez qu'une application de la forme (1.30) avec ad — be = 0 est soit constante, soit jamais définie.

2 Montrez que la composée fi o fo de deux transformations homographiques

@z +by Falz) =

612’+d1 ’

asz + bs

fi(z) = ot ds

est aussi une transformation homographique. Donnez une régle « matricielle » de calcul des coefficients
a, b, c,d correspondant a f1 o fo a partir des coefficients a1, b1, c1,dy et as, ba, co,ds.

3 Montrez qu’une transformation homographique (1.30) est une transformation conforme bijective de U
sur VavecU=V=Csic=0etU=C—{-d/c},V =C—{a/c}sic#0.

4 Montrez que ’équation
azZ+PBz+PBz+7=0 (1.31)

avec o,y € R, 3 € C,|B|? > ary est I’équation générique d'une droite si a = 0 et d’un cercle si a # 0.

5 Montrez que I'inversion z — 1/z, transformation conforme bijective de C* sur lui méme, transforme
a une droite passant par 0 en une droite passant par 0
b une droite ne passant pas par 0 en un cercle passant par 0
¢ un cercle passant par 0 en une droite ne passant pas par 0

d un cercle ne passant pas par 0 en un cercle ne passant pas par 0

6 Montrez que toute transformation homographique peut étre décomposée comme la composition de trois
types de fonctions :

(i) translations z — z + ¢ avec t € C;
(#) similitudes z — tz avec t € C*;
(i4i) inversion z — 1/z.
Déduisez en que toute transformation homographique transforme une droite ou un cercle en une droite ou

un cercle.

7 Vérifiez que la transformation de Cayley

zZ—1

z+1

fz) =

est une transformation conforme bijective du demi-plan supérieur de C, P = {z € C tels que Imz > 0}, sur
I'intérieur du disque unité D = {z € C tels que |z| < 1} .
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Probléeme 1.2 Transformation de Joukovski

1 1
On consideére 'application f(z) = 5 (z + 7) .
z

1 Montrez que f est une transformation conforme bijective de
E = {z € C tels que |z| > 1}

sur C privé du segment [—1,1] de 1’axe réel.
Indication : on aura intérét a identifier I'image d’un cercle z = r €% .

1
2 Montrez que f = f; o fo o f1 avec f1(z) = s T fa(2) = 2% .
P

Déduisez en que f est une transformation conforme bijective de

1
V:{ze(Ctelsque z+§‘>g}

sur un domaine que vous préciserez et dessinerez.



Chapitre 2

Théoremes d’intégration
et premieres conséquences

Nous avons vu dans le précédent chapitre que ’holomorphie de f équivaut & imposer que sa différentielle
est une similitude en tout point de U. Nous allons montrer ici que I’holomorphie de f a aussi d’importantes
conséquences sur les intégrales de chemin de f ou intégrales curvilignes de f.

2.1 Intégrale curviligne - Théoreme de Cauchy

L orientés vt de C, définis par un ensemble de paramétrages

On considere dans ce qui suit des chemins
équivalents au sens suivant : si t € [t1,ts] — 2(t) et 7 € [11,72] — ((7) sont deux paramétrages de v, il
existe une bijection h continue continiiment dérivable par morceaux et croissante de [t1,to] sur [11,72] telle
que C(h(t)) = z(t). Si T est contenu dans U ouvert de définition d’une fonction continue f(z) a valeurs

complexes, I'intégrale curviligne? de f(z) le long de 4+ est définie par3

ez = TR0 () dt (2.1)
soit
/+ f(z) dz = /+ ((Pey) +iQ(wy) dz + i(Pley) +iQ(w.y))dy)
/+ f(z) dz = /+ (P(x,y) dx — Q(x,y) dy) + i/+ (Q(:E,y) dx + P(z,y) dy) . (2.2)

On vérifie I'indépendance vis a vis du paramétrage en faisant le changement de variable ¢t — h(t) dans la
définition (2.1).

La linéarité de Iintégrale curviligne est évidente. D’autre part si v~ désigne le chemin v+ parcouru en
sens inverse, i.e. si on fait un changement de paramétrage avec une fonction h dont on requiert maintenant
qu’elle soit décroissante, on a

/7 [ dz=—~ | f(z)d=. (2.3)

1La notion de chemin a été définie p. 5.

2Cette notion a déja été vue dans le chapitre Intégrales de lignes et de contour du document MI-1, oll le terme équivalent
« intégrale de ligne » a été utilisé.

3Dans le cas ot1 2/(t) présente des points de discontinuités, il faut bien stir décomposer I’intégrale (2.1) en sommes d’intégrales
définies sur les segments ol 2’ (¢) est continue.
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Un exemple élémentaire d’intégrale curviligne est fourni par le cas f = 1; alors
/ dz:/ (dr+idy) =21 — 2o+ i(y1 — Yo) = 21 — 20
Nt ~t

différence des affixes des extrémités de ~.

Donnons aussi un exemple ot 'on a besoin d’introduire un paramétrage : si v est un cercle de centre
O orienté dans le sens trigonométrique (ce que signifie le signe +), calculons f,y + 2" dz pour n entier relatif.
Un paramétrage du cercle en polaires est obtenu par 6 € [0,27] — 2(0) = Re'?; on a alors dz = 2/(0)df =
iRe*dh, d’on :

2 .
/ 2" dz = / R et g — 0 st n+17£0 (2.4)
" 0 RYi2r =2mi si n+1=0

De maniére générale, on peut se demander & quelles conditions sur f(z) ou P(x,y), Q(z,y) ces intégrales
ne dépendent que des extrémités de y*, ou encore s’annulent si v est un chemin fermé ou circuit, le +
désignant un circuit orienté dans le sens trigonométrique. On supposera toujours un circuit tnjectif
au sens suivant : 8'il est paramétré par t € [t1,t2] — z(t), on a z(t1) = z(t2) mais

Vit € Jty,ta] 2(t)=z2(t) = t=t". (2.5)
+
Y
Fig. 2.1 — Un circuit v injectif orienté dans le sens trigonométrique et son intérieur X.

On connait la réponse dans le cas de fonctions réelles grace a la formule de Green-Stokes*. Si u et v
sont des fonctions de U ouvert de R? dans R, & dérivées partielles continues sur U, et si 4T est un circuit
de U d’intérieur X entierement contenu dans U, orienté dans le sens trigonométrique (i.e. laissant ¥ & sa
gauche comme représenté figure 2.1), on a

/W(udx—i-vdy)://E(gz—?;) dx dy . (2.6)

ov  Ou
- 2.
dr Oy (27)

Ainsi si u et v vérifient

en tout point de U, alors
/ (udr+vdy)=0
’Y+

pour tout circuit v d’intérieur contenu dans U. Si f(z) est holomorphe sur U et contintiment différentiable
sur U, la condition (2.7) appliquée aux parties réelle et imaginaire de f,y + f(2) dz définies par leq. (2.2)
donne exactement les conditions de Cauchy (1.18). En fait I'hypothése de continuité de f’(z) sur U peut
étre levée®, d’ot le

4Voir la section théoréme de Stokes dans le chapitre Intégrales de surface du document MI-1.

50n consultera Chaterji (1997), Valiron (1966) ou Remmert (1991) pour une démonstration de ce résultat dit au mathé-
maticien francais Goursat; cette démonstration est bien sir basée sur une approche différente n’utilisant pas la formule de
Green-Riemann.
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Théoréme 2.1 (de Cauchy) si f est holomorphe sur U et y" est un circuit de U d’intérieur ¥ entiére-

ment contenu dans U, alors

/+ f(z) dz=0 (2.8)

L’hypothése d’injectivité du circuit v+ n’est pas cruciale pour avoir (2.8). Elle est seulement plus confor-
table, car la définition rigoureuse de l'intérieur d’un circuit non injectif est délicate. Cependant en décom-
posant un tel circuit en sous-circuits injectifs on peut en général étendre (2.8) & des circuits non injectifs

comme celui représenté sur la figure 2.2.

Fig. 2.2 — Ce circuit non injectif est en fait constitué de deux circuits injectifs mis bout & bout.

Une reformulation utile du théoreme de Cauchy est basée sur la notion d’homotopie :

Définition 2.1 deuz circuits v; et v5 de U, supposés pour fiver les notations paramétrés par
t €[0,1] — z1(t) et t € [0,1] — 22(t), sont dits homotopes dans U si on peut passer de l'un a Uautre par
déformation continue sans sortir de U, i.e. s’il existe une application continue ¢ de [0,1] x [0,1] dans U telle
que

vt € [0,1] d(t,0) = z1(t) , d(t,1) = 22(t) et d(0,t) = p(1,t) . (2.9)
Un circuit v+ de U est dit homotope & zéro dans U si on peut le réduire par déformation continue ¢ un
point de U sans sortir de U, i.e. s’il existe une application ¢ du type précédent qui relie v a un circuit

constant formé par un point.

Nous admettrons® le fait intuitif quun circuit est homotope & zéro dans U ssi son intérieur est entiérement

contenu dans U.
Par exemple sur la figure suivante les circuits v; et v2 de U sont homotopes & zéro, ainsi que les circuits v}
et 75 de U’. En revanche le circuit 74 de U’ n’est pas homotope & zéro :

U

U et U’ sont en fait deux ouverts de topologie fondamentalement différente ; en adoptant la
Définition 2.2 un ouvert U est simplement connexe si tout circuit de U est homotope a zéro dans U

on a pour les ouverts de la figure précédente que U est simplement connexe mais pas U’.

6Des éléments de démonstration peuvent étre trouvés dans Remmert (1991).
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La reformulation annoncée est la suivante :

Théoréme 2.2 (de Cauchy pour des circuits homotopes) si f est holomorphe sur U et vf et q/;r
sont deuz circuits homotopes dans U, alors

/.

1

f(z) dz = /+ f(z) dz . (2.10)

2

En particulier Uintégrale curviligne de f sur tout circuit homotope a zéro dans U est nulle; si le domaine
de définition U de f est simplement connexe, l'intégrale curviligne de f sur tout circuit de U est nulle.

Notons que la premiere partie du théoreme implique la seconde, puisque l'intégrale d’une fonction sur
un circuit réduit & un point est trivialement nulle. La démonstration générale de la premiere partie du
théoréme, hors programme, se trouve par exemple dans la section 7.8 de Chaterji (1997). En pratique on
peut se contenter de situations géométriques particulieres simples ol la démonstration devient élémentaire.
Traitons par exemple le cas (que nous aurons a exploiter par la suite) ot I'un des circuits, soit 71, entoure
complétement le second, soit 3. On peut alors introduire un circuit qui suit 'yf' et v, sauf le long de deux
segments infiniment raprochés liant y; a 2, soient 12 et o1 :

+
e

Comme ce circuit est d’intérieur entierement contenu dans U, on a
/ f(z) dz+ f(z) dz+/ f(z) dz+/ f(z)dz=0
vy Y12 Yo Y21

d’apres notre premiere version du théoréeme de Cauchy 2.1. Or si y12 et 21 sont infiniment rapprochés leurs
contributions se compensent, d’ott le résultat annoncé (2.10).

2.2 Formule intégrale de Cauchy

Nous venons de voir que l'intégrale curviligne d’une fonction f holomorphe sur U, le long d’un circuit
d’intérieur entierement contenu dans U, est toujours nulle.
On peut maintenant se demander ce qui se passe pour des fonctions non holomorphes
sur tout l'intérieur de ~, ou par exemple si on divise f holomorphe

sur U par z — zp ou zg est un point de l'intérieur de ~. y*
Alors f(z)/(z — z9) sera holomorphe partout

dans P'intérieur de v sauf en z. +
D’apres le théoreme 2.2, 'intégrale le long de Cr

de f(z)/(z — zo) sera égale & 'intégrale de f(z)/(z — zp)
le long d’un cercle de centre zy et de rayon suffisamment petit r,

/Mdz: ﬁdz

+ 2 — 20 CjZ—Zo
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Par continuité de f en zy, il vient

(&) g [ I, / elz—z0) .
ot

C:rZ*ZO C:rZ*ZO Z— 20

Indépendamment de r suffisamment petit, la premiére intégrale vaut 2mif(z9) d’apreés la formule (2.4). En
utilisant le paramétrage polaire 6 € [0,27] +— 2(6) = 2o + re'® du cercle C,. la deuxiéme intégrale s’écrit

2m
i / e(re?) db .
0

D’apres la définition (1.13) des fonctions e, cette intégrale tend vers 0 quand 7 tend vers 0.
On peut donc énoncer :

Théoréme 2.3 (formule intégrale de Cauchy) si f est holomorphe sur U, v est un circuit de U d’in-
térieur ¥ entiérement contenu dans U, et zg est un point de X, alors

@) dz =2mi f(zp) (2.11)

’Y+Z—ZO

L’injectivité du circuit v est importante pour avoir (2.11). On peut introduire une formule plus générale
valable aussi pour des circuits non injectifs, mais a condition d’introduire un facteur d’indice du circuit par
rapport au point intérieur considéré, ce facteur d’indice comptant le nombre de tours faits par le circuit
autour du point. Nous n’entrerons pas ici dans ces rafinements”.

2.3 Premieres conséquences

De la formule intégrale de Cauchy découlent nombre de propriétés tres fortes des fonctions holomorphes ;
nous allons en passer en revue quelques unes des maintenant. Cependant il faut garder a I'esprit le fait que
les conséquences ultimes de cette formule ne seront exploitées qu’aux chapitres 3 et 4.

2.3.1 Infinie dérivabilité des fonctions holomorphes

La formule intégrale de Cauchy (2.11) montre que f(zg) peut s’exprimer comme une intégrale ou la
dépendance en zg se fait via une fraction rationnelle trés simple zo — 1/(z — zg). Cette expression pourra
se dériver sans difficultés sous le signe somme, autant de fois que ’on veut. On va en déduire que f sera en
fait infiniment dérivable.

Lemme 2.1 (de dérivation sous le signe somme) soient ¢ une fonction continue de z sur U, v un
circuit de U d’intérieur 2 entiérement contenu dans U, n un entier naturel strictement positif. Alors ¢

o= [ 2

définie sur ¥ par

(C—=2)"
est dérivable pour tout z € X, de dérivée

gb'(z):n/ &dg‘.

+ (C—z)ntt
En effet pour zp € ¥ la différence

P(20,2) = Pao+ Zi — =), L+ S _@287#1 d¢

"Voir par exemple Chaterji (1997) ou Remmert (1991) pour une définition mathématique de I'indice, et pour la formule de
Cauchy généralisée correspondante.
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prend, en introduisant £ = { — zq, la forme

1 1 1
¥(z0,2) = [ﬁ ©(C) [W T _n£n+1 d¢

) /w Z(é(pgzﬁm [ = (6 =2 —ma(e —2)"] dc .

La formule du binéme permet de récrire le polynéme entre crochets comme

et ¢ (0 st £ Y CRE () — s (6 + 30 Chenr(—2)
p=2 p=1

n n
= —£) Che"P(=z)P —nz) ChHEMTP(—z)P
p=2 p=1
soit 22 P(2,20,¢) ot P est un polynome en tous ses arguments. Ainsi

- SD(C) P(Z’Z(%C)
Yle02) = / C—20—2)"(C—z0)1

Reste a voir que comme zy se trouve dans l'intérieur de ~y, si z est de module suffisamment petit, alors

pour tout ¢ € v, |¢ — zo| et |¢ — z9 — z| restent plus grand que r/2 ot r > 0 est la distance de zo & 7.
En introduisant M = sup |p(¢)| lorsque ¢ décrit v et M’ = sup |P(z,20,¢)| lorsque z décrit un voisinage de
Porigine et ¢ décrit ~y, on obtient pour |z| suffisamment petit

MM’
(20,2 |<|z|/ dc

(r/2)2n+1

ce qui prouve que ¥(zp,2) — 0 quand z — 0. CQFD.

Théoréeme 2.4 (formule intégrale de Cauchy d’ordre supérieur) si f est holomorphe sur U alors

elle est indéfiniment dérivable sur U, sa dérivée n®™¢ étant donnée pour z € U et ¥ circuit entourant z

homotope a zéro dans U par

JIES P A / Q4 (2.12)

dzn 2mi Jo4 (C—2)ntt

La formule intégrale de Cauchy (2.11)

e=5m [ 2L ac

27 Jo+ C— 2

nous donne en effet la preuve de (2.12) a 'ordre 0. Si f est n — 1 fois dérivable avec n —1 > 0 et (2.12) est
vérifiée a 'ordre n — 1, alors en appliquant le lemme 2.1 & ¢ = f qui est continue sur U, on obtient que
f=1) est dérivable et que f(™) est donnée par (2.12) & I'ordre n.

2.3.2 Lien entre fonctions holomorphes et harmoniques

Une fonction holomorphe étant en particulier deux fois continiiment différentiable, on peut se demander
quelle sera la forme de sa différentielle seconde compte tenu des restrictions imposées par les conditions de
Cauchy sur sa différentielle premiere. Plus simplement, on peut se contenter de dériver les conditions de
Cauchy (1.18) pour s’apercevoir qu’elles impliquent compte tenu du théoréeme de Schwarz :

9*P  0°Q 0%Q 0?pP

or? 81‘8y 8y(‘3x T oy?

0%Q _ 0?P _ 0?pP :782Q (2.13)
Oy?2  Oydr  Oxdy Ox? '




2.3. Premiéres conséquences 21

soit AP = AQ = 0 ou A est I'opérateur laplacien

FPp  ?p
=— 4+ —. 2.14
v=pat 52 (2.14)
En posant

Définition 2.3 une fonction ¢ de U dans C est harmonique dans U si elle est deux fois continiment
différentiable dans U et si son laplacien est nul dans U i.e. si elle est solution de I’équation de Laplace
Ap =0 dansU

on va pouvoir montrer le

Théoréme 2.5 une fonction f holomorphe dans U est, ainsi que ses parties réelles et imaginaires, harmo-
nique dans U. Réciproqguement si U est simplement connexe et si P est une fonction harmonique dans U a
valeurs réelles, il existe une autre fonction Q@ harmonique dans U a valeurs réelles dite fonction harmo-
nique conjuguée de P telle que la fonction f = P + iQ soit holomorphe dans U. De telles fonctions @
sont définies a une constante (réelle) prés.

La partie directe du théoréme découle de (2.13); on aurait pu aussi la déduire, en considérant & nouveau
une fonction de variable complexe comme une fonction des variables indépendantes z et Z, du fait que

9? 82:(8 ‘8)<8 .8) 0?

oz 'ay) oz Tiay) T om0z

022 Oy?

(2.15)

s’annule pour f holomorphe d’apres la formulation (1.22) des conditions de Cauchy.
La réciproque se montre en construisant la fonction @@ a partir de sa différentielle, dont on postule la forme
connaissant les conditions de Cauchy (1.18) :

dQ =udxr+v dy:—a—de—i—a—de.
Jy ox

Choisissant zg dans U, on va tenter de définir Q(z) pour z € U par
Q(z) = / (u dx + v dy)
~t

ot 7 est un chemin tracé dans U reliant zg & z. A zg fixé, ceci définit bien une fonction de z seulement. En
effet si deux chemins différents reliant zy a z sont choisis dans U, considérons le circuit obtenu en mettant ces
chemins bout & bout. Ce circuit est d’intérieur entierement contenu dans U a cause de la simple connexité
de U. Comme u et v vérifient dv/0x = Ou/Jy la formule de Green-Riemann (2.6) montre que l'intégrale de
u dx + v dy sur ce circuit est nulle, d’ot I’'égalité des intégrales prises sur les deux chemins. D’autre part un
changement de point de départ zg revient seulement & ajouter une constante réelle a (). Les fonctions () ainsi
construites vérifient par définition 0Q/dx = —90P/dy et 0Q/dy = OP/IJx. On reconnait les conditions de
Cauchy sur f = P +4Q). Enfin si Q, Q' sont deux solutions du probléme il découle de ces mémes conditions
de Cauchy que Q — Q' est de dérivées partielles nulles dans U donc est constante dans U.

Ce résultat implique la

Proposition 2.1 une fonction harmonique P a valeurs réelles définie sur un ouvert U est indéfiniment
différentiable sur U.

En effet si z € U et D est un disque inclus dans U centré sur z, D est simplement connexe, donc dans D la
fonction P est partie réelle d’'une fonction holomorphe, indéfiniment dérivable d’apres le théoreme 2.4.

En pratique pour calculer la fonction harmonique conjuguée d’une fonction harmonique réelle P il peut
étre commode de calculer directement la fonction holomorphe associée en utilisant (1.20) :
df oP 0P

- ——

dz Oz oy
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Exemple : P(z,y) = y> — 322y est harmonique dans C, donc partie réelle d'une fonction holomorphe f
définie a une constante imaginaire pres par

f'(2) = —6xy —i(3y* — 32%) = 3i(2? — y* + 2ixy) = 3iz?
dou f(z) =iz +ia, Q(zy) = 2% — 3zy* + a ot a € R.

De méme on peut montrer quune fonction holomorphe peut étre tout aussi bien définie par sa partie
imaginaire donnée comme une fonction harmonique @), ou @ est a valeurs réelles, sur U ; on calculerait
alors f grace & la deuxiéme forme de (1.20) :

¥ _ 09 00
dz oy " 'ox

Compléments : on a souvent a résoudre des équations de Laplace en électricité, en mécanique, et en
thermique. Nous nous contenterons de citer deux cas particulier ol le lien entre fonctions harmoniques et
fonctions holomorphes est particulierement utile :

e 1'électrocinétique des conducteurs homogénes bidimensionnels. Sous certaines conditions de
— —
symétrie, on obtient que les vecteurs champ électrique E et densité de courant j sont contenus dans
—

le plan (z,y), alors que le pseudo-vecteur champ magnétique est de la forme H = Q/ng . L’équation

—

de Maxwell-Faraday I'T)Z(E) — 0 montre Pexistence d’un potentiel électrique ¢ tel que E = Vo . De

I’équation de Maxwell-Ampere rot(H) = j = cE = oV on déduit alors

ov _ 0e v _ o
oy Oz’ or Oy

soient les conditions de Cauchy sur f = op + ). Ainsi les fonctions oy et i sont harmoniques
conjuguées; en particulier on notera que les lignes ¢ = constante sont d’apres la proposition 1.5
orthogonales aux lignes ¢ = constante, donc correspondent aux lignes de courant (lignes du champ

j ). Pour cette raison on appelle ¢ la fonction de courant du conducteur.

e les écoulements irrotationnels bidimensionnels de fluides parfaits incompressibles. L’équa-

—

tion de la dynamique de la vorticité w =rot (7) pour un fluide parfait incompressible

dw 0w (- 2\ = o2\ -
Clt—m—l—(V-V)w—(w-V)v

. . ’ 7 . . ’ -
montre que la vorticité est conservée le long des trajectoires dans un écoulement plan avec v dans
e Y \ . . . . 7N . . LS . A~
le plan z,y et w parallele a z. Si donc il n’y a pas de vorticité a U'instant initial, il n’en apparaitra
jamais : ceci justifie la considération des écoulements irrotationnels bidimensionnels. La condition

rot (\7) = 0 donne l'existence d'un potentiel des vitesses ¢ tel que les composantes du champ de

vitesse soient v, = 0p/0z,v, = 0p/dy . La condition d’incompressibilité G v = 0 montre alors
que @ doit étre harmonique. Si le domaine d’écoulement U est simplement connexe, le théoreme 2.5
implique D'existence d’une fonction holomorphe f sur U dont la partie réelle est ¢ ; on appelera en
général f = p+ iy le potentiel complexe de I’écoulement, et ¢ la fonction de courant de I’écoulement.
On notera que f'(2) = vy(2) —ivy(2), et que v, = Y /0y, v, = —0/dx, ce qui implique en particulier
que les lignes du champ de vitesse sont immédiatement données par les lignes ¢ = constante. En
considérant inversement une fonction holomorphe f sur un ouvert simplement connexe U, on est
assuré de 'existence d’'un écoulement irrotationnel de fluide parfait incompressible dont le potentiel
complexe est f. On peut alors déduire le champ de pression correspondant de 1’équation d’Euler ou du
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théoreme de Bernoulli. Cette technique a été beaucoup utilisée comme point de départ pour ’étude de
problemes d’aérodynamique quasi-bidimensionnels, comme par exemple le calcul de la portance d’un
profil d’aile donné.

2.4 Exercices et probleme

Les deux premiers exercices présentent des applications des théoreme et formule intégrale de Cauchy.
L’exercice 2.3 est un exercice élémentaire concernant le lien entre fonctions harmoniques et holomorphes,
tandis que le probléme 2.1 propose un complément concernant le lien entre fonctions biharmoniques et
holomorphes.

Exercice 2.1 Calcul d’intégrales curvilignes

Dans cet exercice y* désigne le cercle unité de C orienté dans le sens trigonométrique.

1 Calculez, pour |z| # 1,
_ ClO
1= [ g

Indication : appliquez le théoreme de Cauchy ou la formule intégrale de Cauchy d’ordre supérieur.

2 Soient f et g deux fonctions holomorphes sur U ouvert contenant le disque unité fermé de C. Calculez

pour z € U, |z| # 1,
_ 1 f(Q) | =z9(Q)

Indication : ramenez-vous a deux intégrales calculables soit avec le théoreme de Cauchy, soit avec la formule

intégrale de Cauchy.

3 Soient f holomorphe sur U ouvert contenant le disque unité fermé de C, a et b deux points distincts du
disque unité ouvert. Montrez que

T 2mi B

1 ) S -1
/Y+(za)(zb)d a—b

Que pouvez-vous dire de la limite ot a — b7

Indication : « décomposez ».

Exercice 2.2 FExistence de primitives - Théoréme de Morera

1 Montrez qu’'une fonction f continue sur U ouvert connexe posséde une primitive holomorphe sur U si et
seulement si
() pour tout circuit 4t de U, f(z)dz=0.
yt
2 Déduisez-en le théoréme de Morera (réciproque du théoreme de Cauchy) : si f continue sur U ouvert
connexe vérifie (C'), alors f est holomorphe sur U.

Exercice 2.3 Sur le lien entre fonctions holomorphes et harmoniques [test 2003 — 2004]

Peut on affirmer en général que le module |f| ou le module carré |f|? d’une fonction f holomorphe sur
un ouvert connexe U sont harmoniques ?
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Probléeme 2.1 Fonctions biharmoniques

Les fonctions ¢(z,y) biharmoniques & valeurs réelles sont définies comme les solutions C*(U — R) de
I’équation

A(Ap) =0 (2.16)

olt A = 92 + 97 est Popérateur laplacien.
Elles apparaissent naturellement dans des problemes bidimensionnels de mécanique :

o déformations d’un solide homogéne élastique isotrope soumis a des « contraintes planes »
i.e. de tenseur des contraintes & invariant par rapport a z et tel que o,, = 0. On montre & partir de
Iéquation de I’équilibre local I'existence d’une fonction de contraintes ou fonction d’Airy o(x.y)
telle que

= =/ —
o = (Ap)l — V (Vgp) .
Par combinaison de la loi de Hooke et des équations de compatibilité cinématiques sur le tenseur des
déformations, on montre que ¢ doit vérifier ’équation (2.16).

e écoulements bidimensionnels de Stokes d’un fluide visqueux incompressible. On montre a
partir de I’équation de conservation de la masse et de la bidimensionalité z,y ’existence d’une fonction
courant p(z,y) déterminant le champ des vitesses selon

—

v = rot(pe,) .

Le rotationnel de I’équation de Stokes montre que ¢ doit vérifier ’équation (2.16).

Le but de cet exercice est de montrer que les fonctions biharmoniques & valeurs réelles peuvent se déduire en
général de potentiels complexes. On supposera toujours 'ouvert de définition U de ¢ simplement connexe.

l.a Si o(z,y) est biharmonique, et P(z,y) désigne son laplacien
P(zy) = Ap(z,y)

montrez qu'il existe une fonction f(z) holomorphe sur U telle que P = Ref sur U.

1.b Soit g : z — A(z) +iB(z) avec A et B a valeurs réelles une primitive holomorphe quelconque de f/4.
Montrez que la fonction a valeurs réelles définie par

U(zy) = p(zy) — [wA(zy) + yB(z,y)]
peut s’écrire comme la partie réelle d’une fonction holomorphe hA(z) sur U.

1.c Concluez-en I'écriture de ¢ dérivant de potentiels complexes holomorphes g et h,

p(z) = Re[Zg(z) +h(2) ] (2.17)

2 Réciproquement soient g et h deux fonctions holomorphes sur U. Montrez que ¢(z) donnée par I’équa-
tion (2.17) est biharmonique.

3 Quelle fonction ¢ déterminent les potentiels complexes
9(2) =iaz+ 3, h(z) =Pz

pour « constante réelle, G constante complexe ?
A ¢ donnée, les potentiels complexes g et h tels que 'écriture (2.17) ait lieu sont-ils uniques ?



Chapitre 3
Fonctions analytiques

Apres quelques rappels et compléments sur les séries entieres dans C, nous pourrons enfin donner dans
la section 3.2 le résultat central de ce cours, qui sera ensuite exploité et illustré.

3.1 Séries entieres dans C

Une série entiére dans C est une série de fonctions dont le terme général est un monoéme a,,(z — zo)™
ol zg € C est un « point central ». Un exemple canonique de série entiere « centrée » en zg = 0 est donné
par la série géométrique de terme général z™. A partir de I'identité algébrique
P
VzeC, (z—1) g 2" o= 1

n=0

on établit immédiatement que cette série converge si et seulement si |z| < 1, vers la fonction —1/(z — 1) :

“+oo
1
VzeC, |2|]<1 = E 2" = . (3.1)
n=0

1—=z2

Le fait que le domaine de convergence de la série soit un disque peut se généraliser. Pour cela, en revenant
au cas général d'une série de la forme ) a,(z — 29)", on va démontrer le

Lemme 3.1 (Abel) siVn, |a,|r™ < M, alors la série converge uniformément pour |z — zo| < R’ < r.
En effet pour |z — 29| < R’ < r il vient
lanllz = 20| < M(R'/r)"

terme général d’une série géométrique convergente. On en déduit que la suite de fonctions
P
foz) = D an(z—20)"
n=0

est de Cauchy donc convergente!. Le fait que son reste

—+oo

Z an(z — z0)"

n=p+1

IRappelons qu’une suite g, de nombres complexes est de Cauchy si
¥Yn>0, INEN telque VYp> N,Vg> N, |gp —gql <7 .

Rappelons aussi que toute suite convergente est de Cauchy, et que la réciproque est vraie car C est complet.
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peut étre majoré uniformément en z par le reste de la série géométrique explicitée montre que l'on a
convergence uniforme.

On en déduit la

Proposition 3.1 [’ensemble des nombres réels positifs v tels que la série de terme général |a,|r™ converge
est un intervalle d’origine 0; la borne supérieure R de cet intervalle (éventuellement égale a4 +o00) est le
rayon de convergence de la série entiére, tel que Y a,(z—2z0)" converge pour |z—zo| < R, uniformément
pour |z — zo| < R’ < R.

L’ensemble D des nombres complexes z tels que |z — zg| < R est appelé disque de convergence de la série
entiere. En dehors de D, pour |z — 29| > R, la suite a,,(z — 29)" ne peut étre bornée, donc a fortiori la série
> n(z — 20)™ ne peut converger. Par contre il n’existe pas de résultats généraux pour la convergence de
la série entiere sur la frontiere de D.

Nous allons établir le

Théoréme 3.1 une série entiére f(z) =Y an(z — 20)" est holomorphe dans son disque de convergence,
de dérivée

f'(z) = Znan(z — )"t (3.2)

n>1

On se place pour la démonstration dans le cas non trivial ou le rayon de convergence R de f est strictement
positif. En translatant éventuellement z de zo on se ramene a montrer que g(z) = Y a,2" est holomorphe
dans son disque de convergence D = {z € C / |z| < R}, de dérivée h(z) = > ., na,z" . La convergence
de cette derniére série est assurée pour z € D ; en effet en choisissant alors 7 tel que |z| < r < R, il vient

1 (121
1

n|z|n—1
r r

" < Cr”

n—

puisque pour « < 1 la suite na™ ! tend vers 0 lorsque n — co. On en déduit
nlan||z|""t < Clan|r™

terme général d'une série convergente : h(z) a un rayon de convergence au moins égal® & R.
En fixant toujours 0 < r < R, formons pour u et v de module inférieur a r, u # v :

g(v) —g(u) " —u” 1
= D hu) = g a — nu" . 3.3

v —u (u) = "l v—u (3:3)

En utilisant I'identité
" — " n—1 )
_ E : n—1-p, p
v—u Y o
p=0

on peut récrire le terme entre crochets dans (3.3) sous la forme :

n—1 n—2

Z[vnflfpup o unfl] _ Z[,Unflfpup o unflfpup]

p=0 p=0

n—1
— Z up—l [Un—p _ un—p]
p=1

n—1 n

— Zupfl (v —u) Z o LI

—p—1
p=1 k=

(=)

20n peut montrer que le rayon de convergence de la série dérivée est en fait strictement le méme que celui de la série
originale, cf. le probléme 3.1 question 4.
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Le module de cette expression est au plus égal a

n—1
1
_ p—1 _ n—p—1 _ _ - -1 n—2
v u|pE:1r (n—p)r [v — ul 2n(n )r ,

d’oti en reportant dans (3.3) :
g(v) —g(u) ‘ 1 2
= —hu)| < = |lv—u n(n —1)]ay| r™ <.
LI )] < 5o ul S n(n = 1al
n>2
La série qui apparait correspond aux modules de la dérivée seconde de g, elle converge donc puisque r < R.
On en déduit immédiatement

lim 9(v) = 9(w) = h(u) .

CQFD.
VU, VFEU v—1U
Par une récurrence immédiate, on obtient alors le

Théoréme 3.2 une série entiére f(z) = ) an(z — 20)" est indéfiniment dérivable par rapport a z dans

son disque de convergence, de dérivée k'*™¢

fB) =Y nn—1)(n—k+1) an(z — 2)"" . (3.4)
n>k
Remarquons que ceci implique en particulier
(k)
o = 1) k('ZO) (3.5)

pour k > 0.

Nous sommes maintenant mirs pour la

Définition 3.1 une fonction f(z) est analytique dans son ouwvert de définition U si pour tout zg dans U
elle peut se développer en série entiere dans un disque ouvert non vide centré sur zg et inclus dans U selon

f(Z) = Zan(z - ZO)n . (36)

D’apres le théoreme 3.1, une fonction analytique est holomorphe. Nous allons voir dans la section suivante
que la réciproque est vraie.

3.2 Identité entre fonctions holomorphes et analytiques

Soit f holomorphe sur U. La propriété qui va permettre le développement en série entiere de f autour
de zy élément quelconque de U est la formule intégrale de Cauchy. Choisissant un cercle = centré sur zq et
homotope & zéro dans U, on écrit cette formule (2.11) pour un point quelconque z de l'intérieur de 7 :

16 = om [ 2 ©) 4. (3.7)

21 (—z
Notant r le rayon de 7, on a alors |z — zg| < | — 29| = ce qui permet d’écrire que

I 1 o S Qs S
(—z (—2n-(2-2) (—2nl-z2 C—ZOZ<C—Z0> '

(=20 n=0

Cette derniere série étant uniformément convergente pour ¢ € v d’apres

Z— 20
¢ — 20

on peut passer a la limite sous le signe intégrale dans (3.7), d’ou le développement en série escompté.

_ |z — 20|

<1,
.
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Comme ~y peut étre arbitrairement grand du moment qu’il est entierement inclu dans U ainsi que son
intérieur, on obtient le

Théoréeme 3.3 (développement en série de Taylor) pour qu’une fonction f(z) définie dans un ouvert
U soit analytique dans U, il faut et il suffit que f soit holomorphe dans U. On peut alors la développer en
série de Taylor autour de tout point zo de U selon

+oo
flz) = Z an(z — 2z0)" (3.8)
n=0

le rayon de convergence de cette série étant au moins égal a la distance de zg au bord de U. De plus on a
pour tout circuit v de U entourant zg et homotope a zéro dans U :

a0 = /f(C)dC:f(”)(Zo) (3.9)

2mi )+ (C— zo)n T n!

compte tenu de (2.12).

Ce théoreme est extremement puissant, comme illustré par exemple dans les exercices 3.1 et 4.1.

3.3 Propriétés des fonctions analytiques

Nous allons tirer ici toutes les conséquences de la propriété tres forte d’existence de développement en
série entiere. En particulier I’étymologie du qualificatif « holomorphe » (du grec holos « entier » et morphé
« forme ») va étre justifiée par le principe d’identité, qui stipule qu'une fonction holomorphe est déterminée
globalement des qu’on la connait dans un disque ouvert, aussi petit soit-il.

3.3.1 Principe d’identité

Proposition 3.2 soit f holomorphe dans un ouvert connexe U. Les quatre propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(P1) f est identiquement nulle sur U.

(P2) f est identiquement nulle sur un disque ouwvert non vide inclus dans U ;

(P3) il existe une suite ¢, de nombres distincts dans U telle que

lim (,=20€U et VneN f((,)=0;

n—oo
(P4) il existe zg € U tel que pour tout n € N, f(™(2) =0;

Evidemment (P1) = (P2) = (P3).

Montrons que (P3) = (P4). Pour cela supposons (P3) et qu’il existe néanmoins m € N tel que f(™ (20) # 0
alors que f(")(z) = 0 pour n < m. Par analyticité de f, il va exister un disque D ouvert non vide centré
sur zg dans lequel on va pouvoir écrire que

f(2) = (2 = 20)" [am + ami1(z = 20) + -] = (2 = 20)"p(2)

otl ¢, analytique dans D, vérifie p(z0) = am, = f")(20)/m! # 0. Par continuité de ¢ en zy il existera
un sous-disque non vide de D, centré sur zg, dans lequel ¢ donc f ne sera jamais nulle. Ceci contredit
I’hypothese (P3).

Montrons maintenant que (P4) = (P2). Si (P4) est vérifié alors par analyticité de f on pourra la développer
en série de Taylor (3.8) dans un disque ouvert D non vide centré sur zp. D’apres le lien (3.9) entre les
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coefficients de cette série et les dérivées n’*™** de f, on aura alors f = 0 sur D.

Pour démontrer que (P2) = (P1)3 on utilise que si U est connexe et §'il existe un disque Dy € U, de centre
2o, dans lequel f = 0, on va pouvoir joindre n’importe quel point z; de U a zy par un chemin v de U.
D’apres le lemme 3.2, le long de v V'application z — d(z,0U) atteint son minimum. Comme U est ouvert,
ce minimum ne peut étre que strictement positif : il existe donc un « tube » inclus dans U qui contient le
chemin 7.

ou

On peut alors construire une suite de disques Dy, --- ,D,, inclus dans U et recouvrant -y tels que chaque
disque soit centré dans le précédent. Sur chaque disque f est développable en sa série de Taylor donc nulle,
d’out f(z1) = 0.

Lemme 3.2 (continuité de la fonction distance au bord d’un ouvert) la fonction
z +— d(2,0U) qui a un compleze z associe sa distance au bord de Uowvert U :

d(z,0U) = min¢ceoul|z — (| (3.10)

est continue de C dans R.
En effet pour 2z’ € U on a par inégalité triangulaire

VCedU, |2/=¢| < | —z2+]z—-(|.
On en déduit d(2',0U) < |2/ — z| + d(2,0U), d’oli, par symétrie des roles de z et 2/,

|d(z',0U) — d(2,0U)| < | —2|.

En revenant & la proposition 3.2, le fait que (P38) = (P1), qui signifie que toute suite de zéros d’une
fonction holomorphe non nulle sur U ne peut avoir de point d’accumulation dans U, s’appelle le principe
des zéros isolés.

En appliquant la proposition 3.2 a la différence de deux fonctions analytiques, on obtient la

Proposition 3.3 (principe d’identité) soient f et g holomorphes dans U ouvert connezxe. Si f et g coin-
cident sur un disque inclus dans U, ou pour une suite de nombres distincts possédant un point d’accumulation
dans U, alors f = g.

Ce résultat justifie la notion trés importante de prolongement analytique, qui se formule dans les
termes suivants : si f holomorphe dans U ouvert connexe est donnée, existe t’il une fonction g analytique
définie dans un ouvert connexe V strictement plus grand que U telle que g coincide avec f sur U ? D’apres
le principe d’identité, un tel prolongement analytique, s’il existe, est unique.

Exemple : pour |z| < 1 on définit f(z) = >, (—1)"2"; f est analytique sur le disque de centre 0 et de
rayon 1. On reconnait la somme de la série 1/(1 + z); le prolongement analytique de f sur C — {—1} est
donc la fonction g(z) = 1/(1 + z).

3Une démonstration plus formelle utilisant le fait qu’un connexe ne peut admettre de sous-ensemble strict & la fois ouvert
et fermé peut étre trouvée dans Chaterji (1997).
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3.3.2 Propriété de la moyenne et principe du maximum

Munis des résultats qui précedent, nous allons pouvoir déduire de la formule intégrale de Cauchy le
principe du maximum. Pour cela on commence par récrire cette formule (2.11) dans le cas ot ¥* est un
cercle centré sur zg, en utilisant le paramétrage polaire standard ; on en déduit :

Proposition 3.4 (propriété de la moyenne) si f est holomorphe sur U, alors pour tout zo € U, f(zo)
est la moyenne de f sur tout cercle centré sur zg et entiérement contenu dans U ainsi que son intérieur :

1 2

flz) = o i f(zo+re') do (3.11)

en notant r le rayon d’un tel cercle.

Cette propriété de la moyenne s’applique évidemment aux parties réelle et imaginaire de f holomorphe;
elle s’applique donc aussi a toute fonction P a valeurs réelles harmonique sur U. En effet d’apres le théoreme
2.5, en se restreignant a un voisinage simplement connexe V C U de zy contenant le disque de rayon r, il
existe alors @ harmonique sur V telle que f(z) = P(x,y) + iQ(z,y) soit holomorphe sur V. En prenant la
partie réelle de (3.11) appliquée & f, on obtient immédiatement

1 27

P(xo,y0) = 7 P(xg +rcosb,yo +rsinb) db . (3.12)
0

La propriété de la moyenne (3.11) implique en particulier, notant C(zp,r) un cercle centré sur zq tel que
le disque associé soit entierement contenu dans U,

[f(z0)] < sup [f(z)]. (3.13)

2€C(z0,7)
Si f est non constante, I'inégalité précédente est en fait une inégalité stricte :

Proposition 3.5 (principe du maximum) soit f une fonction holomorphe non constante dans un ouvert
connezxe U ; alors la fonction |f(2)| ne peut avoir de mazimum relatif dans U, i.e. il n’existe pas de point zg
dans U tel que, pour un cercle C(zg,r) centré sur zg tel que le disque associé soit entiérement contenu dans
U,

[f(z0)l = sup [f(2)] .

z€C(zo0,r)

Supposons en effet qu’un tel point zg existe. Si f(z9) = 0, alors f = 0 sur le cercle C(zp,r) de 'hypothese.
D’apres le principe d’identité, f est alors nulle sur U donc constante sur U ce qui est contradictoire. Si
f(z0) # 0, introduisons g(z) = f(z)/f(z0). La fonction ¢ est holomorphe sur U et vérifie

Vz € Clz0.r) 9(2)] < lg(z0)] = g(z0) = 1.

La propriété de la moyenne (3.11) appliquée a la partie réelle de g (cf. aussi (3.12)) donne alors

1 2w

1 = w J, Re g(zo +re®) db .

Ainsi la fonction h : 6 € [0,27] — 1 — Re g(z0 + re'?), continue sur [0,27], positive sur [0,27] d’apres
Re g(z0 +re’”) < |g(zo+re)| < 1,

vérifie

/:Wh(e)de = 0.
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Elle est donc nulle sur [0,27]. Ainsi Re g(zg + 7€) = 1 pour tout 6, soit d’apres |g(zo + re?)| < 1,
glzo+7re) =1 V0.
Le principe d’identité implique alors que g = 1 sur U i.e. f = f(zo) sur U, ce qui contredit I’hypothese.

Une conséquence immeédiate de ce principe est que le module d’une fonction holomorphe ne peut atteindre
son maximum que sur la frontiére du domaine de définition de f :

Proposition 3.6 soient U un ouvert connexe borné, f continue non constante sur U, holomorphe sur U.
Alors | f(2)| atteint son mazimum sur la frontiére de U et nulle part ailleurs.

En effet comme U est compact |f(z)| y atteint son maximum en un point 2o, qui ne peut étre & I'intérieur
de U d’aprés le principe du maximum.

Citons finalement 'application du principe du maximum aux fonctions harmoniques réelles :

Proposition 3.7 soit P(x,y) une fonction harmonique & valeurs réelles non constante sur U ouwvert conneze ;
alors P(x,y) ne peut admettre de mazimum ni de minimum local dans U.

Supposons par exemple 'existence d’'un maximum local en zg € U. Soit V un ouvert simplement connexe
inclus dans U contenant le disque centré sur zg sur la frontiére duquel on a P(z) < P(zp). On sait d’apres le
théoreme 2.5 que P est la partie réelle d’une fonction f holomorphe sur V. Alors g(z) = exp f(z) est aussi
holomorphe sur V, et |g(2)| = exp P(z) admet un maximum local en zg sans étre constante, ce qui contredit
le principe du maximum. Le résultat concernant ’absence de minimum local s’obtient en appliquant ce que
l’on vient de démontrer a —P.

On en déduit immédiatement la

Proposition 3.8 soient U un ouvert connexe borné, P(x,y) une fonction a valeurs réelles continue sur U,
harmonique sur U. Alors il existe zg et z1 sur le bord de U tels que

P(z) = ZHG%P(Z) , P(z) = sugP(z) . (3.14)

Ce résultat implique I'unicité des solutions d’un probléme de Dirichlet plan posé sur U ouvert connexe
borné :

¢ continue de U dans R , deux fois différentiable sur U ,
telle que Ap =0 dans U
¢ = g donnée sur le bord de U .

En effet la différence entre deux solutions est une fonction harmonique dans U, continue sur U, qui vaut

zéro sur le bord de U ; une telle fonction est nulle d’apres la proposition 3.8.

3.3.3 Théorémes de Liouville et de d’Alembert

Prolongeant en quelque sorte la propriété de la moyenne, ’expression (3.9)

1 f(©)
p = — ————d( (3.15)
_ 1
271 ~t (C Zo)nJr
des coefficients d’une série entiere en fonction d’intégrales sur un cercle entourant zy va nous permettre de
donner une majoration intéressante sur ces coefficients, aboutissant a des théoremes importants. Nous nous

placerons d’emblée dans le cas zp = 0.
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Proposition 3.9 soit une fonction analytique f(z) = ), anz" de rayon de convergence R. Pour tout
r0<r<R,ona
M, (f)

lan| < "

(3.16)

o M (f) = sup [f(2)] -

|z|=r

En effet la relation (3.15) donne pour zg = 0, vy cercle de centre 0 et de rayon r :

1 [* M, M,
lan| < — (f)rdﬁzﬁ.
2 J, ol P

Théoréeme 3.4 (de Liouville) toute fonction analytique et bornée dans C est constante.

Soit f analytique dans C telle que sup,cc |f(2)| soit fini égal & M. Alors la série de Taylor de f en zéro,
f(z) =3, anz™, aun rayon de convergence infini; d’apres (3.16) on a |a,| < M/r™ pour tout r donc a,, =0
sin>1. CQFD.

Théoreme 3.5 (de d’Alembert) tout polynéme P(z) a coefficients complexes non constant admet au
moins une racine complexe.

Considérons en effet un polynéme non constant P tel que P(z) # 0 Vz. Alors la fonction f(z) = 1/P(z)
serait non constante, analytique et bornée puisque |P(z)| — oo quand |z| — oo. Ceci est impossible d’apres
le théoreme 3.4.

Théoréme 3.6 (de complétude algébrique de C) C est algébriquement clos au sens ot toute équation
« algébrique » dans C, de la forme
P(z)=0,

P étant un polynéme a coefficients complexes, admet exactement n = deg P racines dans C.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Un polynéme de degré 1, de forme générique P(z) = az+Db avec
a # 0, admet évidemment pour seule racine z = —b/a. Si la propriété est démontrée pour tout polynéme de
degré n > 1, soit P un polynéme de degré n+ 1. P est non constant donc d’apres le théoreme de d’Alembert

il admet au moins une racine complexe zg. Par division euclidienne* de P par z — z on a
P(z)=(2—20)Q(2) + R (3.17)
ou Q est de degré n — 1 et R de degré 0 ¢’est-a-dire constant. Comme P(zp) = 0 on a R = 0. On conclut en

appliquant I’hypothese de récurrence au polynéome quotient Q.

3.4 Fonctions analytiques usuelles

11 est plus que temps de définir et d’étudier les fonctions analytiques usuelles.

4Rappelons qu’en général, si A et B sont deux polynémes & coefficients complexes, il existe un unique couple de polynémes
(Q,R) & coefficients complexes tel que 'on ait

A=BQ+ R et degR < degB .
n

Ici on peut se contenter plus « pauvrement » de donner directement la solution de (3.17), & savoir, pour P = Z akzk7
k=0

n—ln—1—k

Q=3 an il

k=0 11=0
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3.4.1 Fonction exponentielle

La série entiere définie par

oo

e’ = expz = Z% (3.18)

n=0

est telle que le rapport de deux termes généraux consécutif z/(n + 1) tend vers 0 lorsque n — o0 ; on peut
donc la majorer en module, pour z fixé et n suffisamment grand, par une série géométrique convergente.
Ainsi son rayon de convergence est +o0o. D’apres le théoreme 3.1 cette fonction exponentielle est donc
holomorphe sur C, de dérivée complexe (cf eq. (3.2))

d
7, Xpz = expz; (3.19)

d’apres le théoreme 3.3 elle est en fait analytique sur C. Pour u donné dans C, la fonction f : v +— exp(u-+v)
est aussi analytique dans C; son développement de Taylor autour de zéro (3.8) donne

R () =X exp(u
flv) = Z / n|(0)v" = Z zg )v” = exp(u) exp(v)
n=0 ’ n=0 ’

soit

exp(u+v) = exp(u) exp(v) . (3.20)
On en déduit en particulier, comme exp 0 = 1, que exp(z) exp(—z) = 1 pour tout z, donc que exp ne s’annule
jamais ; cette derniere égalité implique aussi que

1
exp(—z) = pl (3.21)

Comme eXpz = expZz, on a pour t € R

exp(it) = exp(—it) et |exp(it)]=1; (3.22)

notons enfin que pour z € R la fonction exponentielle (3.18) coincide évidemment avec la fonction expo-
nentielle que 'on a définie dans les petites classes. C’en est évidemment le prolongement analytique sur

C.

3.4.2 Fonctions hyperboliques

Pour z € C on définit les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique par

coshz = =) +2€Xp(_2) - JFZOO (;27;'
n)!
. (3.23)
, _exp(z) —exp(—z) 22t
sinhz = 2 - HZZO (2n+1)!

Ce sont évidemment des fonctions analytiques sur C, de dérivées

d cosh d sinh
% =sinhz |, % = coshz . (3.24)
Des calculs élémentaires montrent que
exp z = cosh z + sinh z | (3.25)

cosh? z —sinh? 2 =1, (3.26)
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cosh(—z) =coshz , sinh(—z)= —sinhz . (3.27)

A partir de ces informations il est aisé d’établir les identités
cosh(u + v) = coshucoshv + sinhusinhv ,  sinh(u 4 v) = sinhu coshv 4 coshusinh v | (3.28)

ainsi que toutes les identités classiques que 1’on connaissait sur les fonctions cosinus et sinus hyperboliques
réelles, avec lesquelles les fonctions (3.23) coincident évidemment lorsque leur argument est réel.

3.4.3 Fonctions trigonométriques

Pour z € C on définit les fonctions cosinus et sinus par

. . +oo 2n
) exp(iz) + exp(—iz) z
S = ‘h = = —1 n
Cos 2 cosh(iz) 5 Z;J( ) o)
"*m (3.29)
_ . exp(iz) — exp(—iz) z2n+l
sin z isinh(iz) 57 Z( ) Gn i)
n=0
Ce sont des fonctions analytiques sur C, de dérivées
d cosz d sinz
= —si =Ccosz . 3.30
P inz | - z (3.30)
Des calculs élémentaires montrent que
exp(iz) = cosz +isinz , (3.31)
2 2
cos“z+sin“z=1, (3.32)
cos(—z) =cosz , sin(—z)= —sinz. (3.33)
A partir de ces informations, il est aisé d’établir les identités
cos(u+wv) = cosu cosv — sinu sinv ,  sin(u+wv) = sinu cosv + cosu sinv, (3.34a)
cos(u —v) = cosu cosv + sinu sinv ,  sin(u—wv) = sinu cosv — cosu sinv, (3.34b)

ainsi que toutes les identités classiques que 'on connaissait sur les fonctions cosinus et sinus réelles, avec
lesquelles les fonctions (3.29) coincident évidemment lorsque leur argument est réel. On montre par exemple

que
1
CoOsuU COSU = i[cos(u +v) + cos(u —v)] , (3.35a)
sinu sinv = %[cos(u —v) —cos(u+v)], (3.35b)
sinu cosv = %[sin(u +v) + sin(u —v)] , (3.35¢)

d’on, grace a des changements de variables du type p =u + v, ¢ = u — v,

+4q pP—q +q. pP—q

cosp+cosq = 2 cos 2 COs—— , COSp—cosq = —2sin 2 sin ——, (3.36a)
sinp +sing = 251np+qcospgq , sinp—sing = 2sinp_qcosp—;q (3.36b)

D’autre part, en faisant u = v dans (3.35), on obtient
cosu = H#S(Qu) , sinu = %S(Qu) , sin(2u) = 2sinu cosu . (3.37)
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Ces formules peuvent aussi se déduirent des formules de Moivre
VYn €N, (cosu-+isinu)® = cos(nu)+ isin(nu) , (3.38)
qui découlent elles-mémes de 'identité déduite par récurrence immédiate de (3.20),
YneN, (expz)" = exp(nz) . (3.39)

En utilisant les formules du bindme et en raisonnant d’abord sur u réel, ce qui permet d’extraire cos(nu) et
sin(nu) de (3.38) en prenant parties réelle et imaginaire, puis en prolongeant analytiquement le résultat a
u € C tout entier, on obtient par exemple

3 2 2

cos(3u) = cosu — 3cosu sin“u , sin(3u) = 3cos

cos(4u) = cos®u — 6cos®u sinu + sin*u , sin(4u) = 4sinu cosu (cos? u —sin®u) . (3.40b)

u sinu — sin®u (3.40a)

En se souvenant du résultat élémentaire de trigonométrie®
VyeR, cosy=1 et siny=0 <= y=2nmouncz,
on démontre que les périodes de la fonction exponentielle sont 2nwi, n € Z, i.e.
Vz, exp(z+7) =expz <= exp7=1 <= 7=2nmi,ne’ (3.41)

et que les périodes des fonctions sinus et cosinus sont 2nm,n € Z, i.e.

Vz, cos(z+7) =cosz <= cosT=1 < T=2nm,n€Z, (3.42)
Vz, sin(z+7) =sinz < 7=2nm,ne€’. (3.43)

A partir de
coshz = cos(iz) , sinhz = —isin(iz) , (3.44)

qui signifie que les fonctions hyperboliques se déduisent des fonctions trigonométriques par compositions
appropriées avec des rotations d’angle +m /2, on déduit en particulier que les périodes des fonctions sinus et
cosinus hyperbolique sont 2nwi, n € Z.

Notons que si z = x + iy avec x et y réels on a

cosz = cos(x+iy) = coszcos(iy) —sinxsin(iy) = coszcoshy — isinzsinhy , (3.45)

sinz = sin(z+idy) = sinxcos(iy) + cosxsin(iy) = sinxcoshy + icosxsinhy , (3.46)

|cos z| = \/cos? x4+ sinh®y , |[sinz| = \/sin®z + sinh®y , (3.47)

ce qui implique que | cos z| — 400 et |sin z| — 400 quand |Imz| — 4o0.

d’ou

Avec les mémes notations on établit que

coshz = cosh(z +1iy) = coshxcosh(iy) + sinhxsinh(iy) = coshxcosy +isinhzsiny , (3.48)
sinhz = sinh(z +4y) = sinhz cosh(iy) + coshzsinh(iy) = sinhxzcosy +icoshasiny , (3.49)

qui indique maintenant des divergences lorsque |[Rez| — +o0.

50n peut le retrouver en introduisant to = inf{t > 0 tels que cost = 0} ; c’est alors un exercice élémentaire que de montrer
que t — exp(it) est une bijection de [0, 4to[ sur le cercle unité. Comme par définition du nombre 7 le périmetre de ce cercle
unité est 27, on déduit de ce paramétrage
4tg

21 = Vcos2 t +sin? t dt = 4tg
0

soit tg = m/2. Les valeurs des zéros de cos et sin ainsi que leur période se déduisent facilement de ce résultat.
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3.4.4 Fonctions tangente et tangente hyperbolique

Sur C privé des zéros de la fonction cosinus, que le lecteur est invité & calculer en exercice (cf. & ce sujet
Pexercice 3.4), on définit la fonction tangente trigonométrique par
sin z

tanz = . (3.50)
cos z

Cette fonction est analytique sur son domaine de définition, de dérivée

d COs z cos z + sin z sin 2z 1
—tanz = = = 1+tan’z. (3.51)
dz cos? z cos? z

On peut déduire diverses formules valables pour cette fonction tangente des formules trigonométriques
démontrées section précédente. Par exemple de (3.34) on déduit

tanu 4 tanwv

tan(u +v) = v —— (3.52)
lorsque tous ces nombres existent. De cette formule et de (3.40) on déduit
tan(2u) = % , (3.53a)
tan(3u) = % : (3.53b)
tan(4u) = 4tanu L~ tan”u (3.53¢)

1 —6tan?u + tan*u

lorsque tous ces nombres existent.
De méme on définit sur C privé des zéros de la fonction cosinus hyperbolique la fonction tangente

hyperbolique

sinh z
tanhz = . 3.54
antz cosh z ( )

Cette fonction est aussi analytique sur son domaine de définition, de dérivée

d h h z — sinh z sinh 1
o, _ coshzcoshz 2Sm zsinhz = 1 tanh®:. (3.55)
dz cosh® z cosh” z
De plus on a
tanz = —itanh(iz) et tanhz = —itan(iz) . (3.56)

3.4.5 Détermination principale de la fonction logarithme

La fonction exponentielle n’est pas surjective puisqu’elle ne s’annule jamais; elle n’est pas non plus
injective d’apreés (3.41). On ne peut donc espérer définir une fonction réciproque de 'exponentielle sur C
tout entier. Par contre sur la coupure C — R~ on peut définir une fonction inverse de I’exponentielle par

Inw = In|w| + iargw (3.57)

en adoptant la convention de définition (1.12) de 'argument, argw € | — w,7]. Cette détermination prin-
cipale de la fonction logarithme (on pourrait définir une infinité d’autres déterminations en changeant
la définition de la fonction argument) vérifie bien

Vwe C—R™, exp(lnw)=w; (3.58)

d’apres la proposition 1.6 ¢’est donc une bijection analytique de C — R~ sur la bande Rx] — 7 7| (voir & ce

sujet la figure 3.1), et de plus
d lnw

(3.59)

1
dw w
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T~

Fig. 3.1 — Gauche : exemple de domaine restreint de définition de l’exponentielle assurant son injectivité. Droite :
domaine image par ’exponentielle, sur lequel est définie la détermination principale de la fonction logarithme.

Attention : certaines formules connues pour des variables réelles, qui reposaient sur l'injectivité de I’expo-
nentielle réelle, ne sont plus valables pour le logarithme complexe. Ainsi il est facile de montrer que

In(exp z) = z + 2nmwi (3.60)
ou n est lentier tel que Imz € | — m — 2nmw,m — 2n7]; ou encore que
In(wiws) = Inwy + Inwy + 2784 (3.61)
ou
1 si —27 < argw; +argws < —7
0= 0 si —7m < argw; +argwy < T (3.62)
-1 si T < argw; +argws < 27

3.4.6 Fonctions w®

On peut se servir de la détermination principale de la fonction logarithme pour définir pour v nombre
complexe quelconque et w dans la coupure C — R~ la fonction analytique :

[

w® = exp(alnw) |. (3.63)

On déduit par exemple aisément & partir de (3.60) que
(w*)? = w*? exp(2nmBi) (3.64)

ou n est lentier tel que aargw € | — 7 — 2nw,m — 2n7).

3.5 Exercices et problemes

Le probléeme 3.1 est un probléme de « révisions-compléments de cours » sur les séries entieres. Les exer-
cices et problémes suivants portent sur les fonctions analytiques, tout d’abord d’un point de vue particulier
permettant de se familiariser en douceur avec ces fonctions (exercices 3.1 & 3.4 complétés des problemes
3.2 et 3.3), puis d’un point de vue général en se penchant sur les propriétés « génériques » de ces fonctions
(exercices 3.5 & 3.7). J'insiste sur 'importance des fonctions trigonométriques et de l’exercice 3.4 ; une ver-
sion étendue de cet exercice est en fait fournie par les problemes 3.2 et 3.3, dont le corrigé se trouve en
annexe A. Profitant d’autre part de ce que 'on sait maintenant I'unicité de la solution d’un probleme de
Dirichlet, les probléemes suivants 3.4 a 3.7 se proposent de construire la solution de tels problémes en utilisant
Panalyse complexe. On notera que le probleme 3.6 (d'un niveau de difficulté plus élevé que la moyenne)
fournit la solution générale des problemes de Dirichlet posés a U'intérieur ou a 'extérieur d’un cercle. Enfin
le probleme 3.8 introduit et étudie grace a ’analyse complexe une famille de fonctions spéciales, a savoir
celle des polynoémes de Legendre.
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Probléeme 3.1 Critéres de convergence d’une série entiére - Applications

Soit f(z) =, an(z — 20)"™ une série entiere complexe donnée.

1 On définit
1/n

L = limsup|ay|
n—-+oo

m (sup|an|1/") € [0, + 0] .

li
P+ \n>p
Montrez que le rayon de convergence de la série entiere est R = 1/L (critére de Cauchy).
Commentaires et indications : vous noterez qu’une limite sup existe toujours dans [0, 4+ oo], car dans le cas
non trivial ou la suite des sup est majorée on a affaire & une suite décroissante minorée donc convergente.
Pour montrer le résultat demandé vous vous ramenerez & montrer que, pour une suite {b, } de réels positifs

ou nuls, en posant
I = limsup(b,)*"™ € [0, + o0] ,

n—-+4oo

sil <1, b, converge, alors que si I > 1, b, ne tend pas vers 0 quand n tend vers +oo.

2 On suppose que

L= lim |2t ‘
n—-+4oo an

existe dans [0, + 0o]. Montrez que L' = L et en déduire que R = 1/L’ (critére de d’Alembert).

3 Donnez le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
2z o.n Z\"
3.a E — 3.b E n*z" pour a € R 3.c E nl{ —
n! n
n n n

3.d Z %a(a -1 (a—mn)2" 3.e Z EZL)); 22"

3.f E cn 2" avec cap = 6P, copy1 =2 6F
n

2n _ _ o2p+1 _ o3p+2
3.g E 2™ avec cgp = 0, capr1 = 22T g, 49 = 2%PF
n

4 Donnez le rayon de convergence de la série dérivée
/ n—1
fl(z) = E nan(z — 2p)
n>1
en fonction de celui de f.

5 Montrez que f(z) admet une primitive holomorphe dans son disque de convergence, et donnez cette
primitive sous forme d’une série entiere.

Exercice 3.1 Développements explicites en série de Taylor

Dans cet exercice on utilisera (comme toujours en ’absence de spécifications autres) la détermination
principale du logarithme.

1 Donnez le développement en série de Taylor de z — Inz autour de z = 1, en précisant son rayon de

convergernce.
2 Meéme question pour 'application z — z% ou a € C.

3 Donnez le développement en série de Taylor de z — 1/z(z — 1) autour de z = 2.
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Exercice 3.2 Fonction erreur

Montrez que I'on peut définir pour tout z la fonction erreur®

erf(z) = % /OZ exp(—u?) du .

Montrez que erf est une fonction analytique de z sur C, et donnez son développement de Taylor en zéro.

Exercice 3.3 Simplification de v/ 22

Sur quelle partie du plan complexe est définie la détermination principale de la fonction f : z +— V227
Donnez une (ou des) expression(s) de f(z) en fonction de z n’utilisant plus la fonction racine. On distinguera
éventuellement différents cas selon la valeur de z.

Exercice 3.4 Fonctions trigonométriques complexes

Pour les fonctions trigonométriques
1 f(z) =cosz 2 f(z) =sinz 3 f(z) =tanz

peut-on résoudre explicitement I’équation f(z) = w pour w complexe donné? Que peut-on en déduire a
propos de la surjectivité de f 7

Probleme 3.2 Sur la fonction arcsinus [test 2005 — 2006]

1 Rappelez quel est 'ouvert de départ U de la détermination principale du logarithme, et comment on peut
I'utiliser pour définir la fonction racine carrée v/ . Quel est Pouvert de départ U’ de cette fonction racine ?

2 Déterminez ’ensemble des z complexes, soit U”, tels que 1 — 22 soit dans le domaine de définition U’ de
cette fonction racine carrée.

3 Montrez que, pour z € U”, iz + /1 — 22 est dans U.

Indications : montrez dans un premier temps que si iz + v/1 — 22 n’est pas dans U, alors z est de la forme
1y avec y € R; déduisez en qu’on ne peut avoir, pour z € U”, iz + /1 — 22 hors de U.

4 Justifiez le fait de pouvoir définir une fonction g holomorphe de U” dans C par
g(z) = —iln (iz—|— 1—22> .
5 Simplifiez, pour z € U"”, l'expression de sin g(z), et déduisez du résultat obtenu qu’il est 1égitime de noter

VzeU"”, g(z) = arcsin(z) .

6 ‘Brror function’ en anglais. En théorie des probabilités, une variable aléatoire x centrée, de densité de probabilité gaussienne
1 x?
gy (- ﬁ)
ou o est ’écart type, a une probabilité de se trouver entre —\o et +Ao égale a

+X/V2

T 1 2 .
N exp<f ﬁ) de = ﬁ[x/ﬁ exp(—u?) du = erf(A\/V2) ,

P(x) =

1 + Ao 2
oV 2 ,A

donc '« erreur » que ’on commet en supposant cela est
1 —erf(A/V?2) .

Drailleurs on définit la fonction erreur complémentaire par erfc(z) =1 — erf(z).
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6 Simplifiez ’expression de la dérivée de la fonction arcsin définie par g.

7.a Représentez graphiquement U”. Quelle est son intersection W avec I'axe des réels ?

7.b Représentez le graphe de la fonction arcsin ainsi définie et restreinte a W.

Probléme 3.3 Sur la fonction arctangente et le calcul de m [examen 2004 — 2005]

1 Déterminez le domaine d’holomorphie U de f(z) = tan z.

2.a Tentez de résoudre ’équation tan z = w pour z inconnu dans U et w donné dans C. Déterminez ainsi
f(0).
2.b En revenant sur ce calcul, résolvez en général ’équation f(z) = f(z’) pour z et 2’ dans U.

2.c Définissez un sous-domaine ouvert Uy de U le plus grand possible, qui soit de forme simple et symétrique,
qui contienne 0, et tel que la restriction de f a Uy soit injective.

2.d Calculez I'image de Uy par Papplication g qui & z associe exp(2iz).

2.e Déduisez de ce qui précede l'ensemble des points w qui constituent f(Uy), et dessinez cet ensemble.
2.f Donnez une expression de la fonction f~! = arctan sur f(Up) reposant sur l'utilisation de la détermi-
nation principale du logarithme, et qui vérifie arctan 0 = 0.

3.a Calculez, par la méthode de votre choix, la dérivée par rapport & w de cette fonction arctan(w).

3.b Donnez un développement en série de Taylor en 0 de arctan’(w). Quel est le rayon de convergence de
ce développement 7

3.c Déduisez-en le développement en série de Taylor en 0 de arctan(w). Quel est son rayon de convergence ?

4 En utilisant les formules trigonométriques établies section 3.4.4, montrez la validité de la formule de
Machin,
w/4 = 4arctan(1/5) — arctan(1/239) .

5 Proposez un algorithme permettant un calcul efficace de 7 a partir d’opérations arithmétiques élémen-
taires. Explicitez cet algorithme en écrivant un programme dans un langage informatique de votre choix,
que vous préciserez bien entendu.

Exercice 3.5 Structure d’une fonction analytique au voisinage d’un point selle

Soit f analytique sur U ouvert. On dit que f présente un point selle en zy € U si

f'(20) =0 et f"(z0)#0.

Par translation des valeurs de f on peut aussi supposer pour simplifier que

f(Zo) =0.

Montrez que, au voisinage de zg, pour z = 2o + pe'? avec p petit, le signe des parties réelle P et imaginaire @
de f est déterminé uniquement par la valeur de 6. Dessinez l’allure « universelle » (car indépendante de f)
des lignes P = constante et () = constante au voisinage de zg. Esquissez la surface h = P(z,y) au voisinage
de z20-
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Exercice 3.6 Fonctions holomorphes bornées par une puissance de z

Soit f(z) une fonction holomorphe dans le plan C tout entier telle qu’il existe un entier p et deux nombres
réels positifs R, M vérifiant
V2zeC, [z|2R = |f(2)| < M[z|".

Montrez que f(z) est un polynome de degré au plus p.

Exercice 3.7 Application du principe du mazximum

Soient U un ouvert connexe borné et f(z) une fonction non constante continue sur U, holomorphe sur
U. Montrez que si |f(z)| est constante sur la frontiere de U, alors f admet au moins un zéro dans U.

Indication : raisonner par ’absurde en considérant g(z) = 1/f(2).

Probléeme 3.4 Résolution d’un probléme issu de la thermique

On veut calculer en régime stationnaire le champ de température 7" dans la gaine isolante d’une conduite

cylindrique excentrée représentée ci-contre : T=20

Les axes sont tous verticaux (paralleles & z) et le champ de température ne dépend que des variables
horizontales x et y. Dans la canalisation intérieure, formée du cylindre de rayon 0.3R et de centre de
coordonnées (0.3R,0), circule de la vapeur d’eau portée & 100°C. La gaine isolante, comprise entre ce
cylindre et le cylindre extérieur de rayon R et de centre de coordonnées (0,0), est constituée d’un matériau

homogene et isotrope. Au niveau du cylindre extérieur, elle est en contact thermique avec une atmosphere
a 20°C.

1 Formulez 1’équation aux dérivées partielles que doit satisfaire le champ de température T'(x,y) dans la
gaine isolante, ainsi que les conditions aux limites associées. Montrez que l'on peut supposer R = 1. Peut-on
formuler le probléeme en terme de recherche d’une fonction holomorphe particuliere ?

2 Montrez que application h(z) = (2—3)/(3z—1) réalise une transformation conforme bijective du domaine
supportant la gaine isolante vers un domaine que 1’on précisera.

3 Résolvez le probleme transporté par h.
Indication : utilisez les conditions de Cauchy en coordonnées polaires (exercice 1.8).

4 Déduisez en la solution du probleme de départ.
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Probléeme 3.5 Résolution d’un probléme issu de l’électricité

On veut calculer le potentiel électrique ¢ dans ’espace extérieur a deux cylindres conducteurs d’axes
paralleles, de rayon 4 mm, dont les centres sont distants de 10 mm, et qui sont portés respectivement au
potentiel +¢y :

d(xy) ?

1A quelle équation doit satisfaire le potentiel électrique ¢ (z,y) dans 'espace extérieur aux conducteurs,
constitué d’un milieu électriquement neutre ? Quelles sont les conditions aux limites correspondantes ? Peut-
on formuler le probléme en terme de recherche d’une fonction holomorphe particuliere ?

2 Montrez que I'application h(z) = (z+3)/(z —3) réalise une transformation conforme bijective du domaine
extérieur aux conducteurs vers un domaine que ’on précisera.

Indication : décomposez le domaine extérieur aux conducteurs en l'intersection des domaines extérieurs a

chaque disque correspondant, et cherchez I'image de chacun de ces domaines en procédant par équivalence :

2¢€ Dy <= [z-5>4 <= |h'(w)-5/>4 <= .. <= uneinégalité portant sur w = h(z)...

3 Résolvez le probléme transporté par h puis le probleme de départ.

Probleme 3.6 Résolution du probléme de Dirichlet a lintérieur et a l’extérieur d’un cercle

1 Soit u une fonction harmonique dans U = {z € C tels que |z| < R}. On sait qu’il existe f holomorphe
sur U telle que u = Ref, et que f est unique si on exige de plus Imf(0) = 0. Montrez que pour 0 < r < R,
on peut exprimer f(z) puis u(z) dans le disque |z| < r en fonction des valeurs de u sur le cercle |z| = r.

Indication : intégrez terme & terme, pour ¢ € [0,27] et p entier, le développement de Taylor de u(re’) e=*
déduit de celui de f(re®).

2 Soit u une fonction réelle continue définie sur le cercle |z| = r. Montrez que la formule intégrale de

Poisson ) .
1 T e’ ;
flz) = wu(re”) dt

2 Jy  reit —z

définit une fonction f holomorphe sur U = {z € C tels que |z| < r} dont la partie réelle ¢ est solution du
probleme de Dirichlet a l'intérieur U du cercle associé a u :

¢ continue de U dans R , deux fois différentiable sur U ,
telle que Ap =0 dans U
@ =u sur le bord de U .

Indication : on aura intérét a introduire, pour |z| < r et |(| = 7, le noyau de Poisson

C+zy _ r?—|z?
= R

et & montrer que, pour |{o| =7, |¢|=ret0<I<r, lim sup P(z()=0.
#7600 [¢—Col>6

P(2¢) = Re(
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3 Soit v une fonction réelle continue définie sur le cercle |z| = r; donnez l'expression de la fonction f
holomorphe sur U = {z € C tels que |z| < r} dont la partie imaginaire ¢ est solution du probléme de
Dirichlet a l'intérieur U du cercle associé a v.

4 Soit u une fonction réelle continue définie sur le cercle |z| = r; en utilisant la transformation homogra-
phique h(z) = r2/z, montrez que

1 2w it )
f(z) = e T2 u(rety dt

2 J, reit —z

définit une fonction f holomorphe sur V = {z € C tels que |z| > r} dont la partie réelle ¢ est solution du
probleme de Dirichlet & l'extérieur V' du cercle associé a u.

5 Soit v une fonction réelle continue définie sur le cercle |z| = r; donnez l'expression de la fonction f
holomorphe sur V' = {z € C tels que |z|] > r} dont la partie imaginaire v est solution du probléme de
Dirichlet a I'extérieur V' du cercle associé a v.

Probleme 3.7 Résolution d’un probléme issu de la mécanique des fluides

On veut étudier I’écoulement irrotationnel d’un fluide parfait incompressible autour d’un obstacle consti-
tué par un cylindre d’axe Oz et de rayon r. On suppose que quand (x,y) — 00, le champ de vitesse V(Ly)
devient unidirectionnel, i.e. V(x,y) — v €,. On suppose de plus que la symétrie y — —y n’a pas été brisée
par I’écoulement et on se restreint en conséquence au domaine

U = {z € C tels que |z| > r et Imz > 0}
pour calculer ’écoulement.

1 Montrez l'existence d’un potentiel complexe f = p + i), fonction holomorphe de z = = + iy sur U, tel

que v = V¢ et les lignes du champ de vitesse sont données par les lignes ¥ =constante. Montrez que 1'on
peut exprimer la condition aux limites sur la surface de contact |z| = r en exigeant que ¥(z) =0si |z| =1,
et que la condition & Uinfini s’écrit f/(z) — vy quand |z| — oo.

2 Posant g(z) = f(z) — vz afin d’éliminer la contribution de I’écoulement & U'infini, traduisez le probléme
en terme de recherche d’une fonction g holomorphe sur U de partie imaginaire donnée sur un demi-cercle,
et vérifiant ¢'(z) — 0 quand |z| — oo.

3 Trouvez g en vous appuyant sur les résultats du probléeme 3.6, question 5.

4 Déduisez-en le potentiel complexe f puis le champ de vitesse v.
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Probléme 3.8 Polynémes de Legendre

1 Montrez que, pour z de module suffisamment petit, on a

Vlwz) = v1—2uz+ VI—2uz+ 22 Z Fn

ou les P, sont des polynomes en u que 'on déterminera explicitement.

2 Montrez que
1 dr

2nn! dun

P,(u) = (u? — 1) .

3 Déduisez en que, si v est le circuit paramétré par t € [0,27] — u + e, alors

1 (S

Po(u) = 5— (=)t

dc .

4 Montrez a partir de ce résultat que f = P, est solution de I’équation de Legendre
(1—u®)f" —2uf +nn+1)f=0.

Indication : faire apparaitre / —= d(¢ pour une fonction holomorphe g adéquate.

5 Montrez que les P, sont des polynomes orthogonaux pour le produit scalaire

(P|Q) / P(u



Chapitre 4

Séries de Laurent - Résidus

4.1 Séries de Laurent

Nous avons vu avec le théoreme 3.3 qu’une fonction holomorphe dans un ouvert U peut étre développée

en série entiere autour de tout point de cet ouvert. On peut maintenant se demander ce qui se passe si zg

est un point non élément de U mais tel qu’il existe un circuit v de U entourant zy. De fagon a peine plus

restrictive on va supposer en fait que U contient une couronne de la forme

C ={ztels que r < |z —zo| <12}

avec 0 < 71 < 15 < 400; on supposera méme C C U, et que 7 est contenu dans C. L’idée est alors de

reprendre les calculs du type de ceux développés pour la démonstration du théoreme 3.3, en écrivant pour

z € C la formule de Cauchy (2.11) sous la forme :

1

f2) = h(2)+ fale) = —— / ¢

21

f(©) 1 f(©)
RN
f1(=) f2(2)

ol 71, Y2 sont les cercles de centre zy et de rayon ry,75.

Si ¢ € 2 on écrit que

11 1 i" -z
(=2 C-2l-22  (-22Z\(-x)

cette série étant uniformément convergente pour ¢ € vy, d’apres

2—20’ _ |z — 20| <1,
¢— 20

T2
On peut donc passer a la limite sous le signe intégrale d’ou

+oo
AE) = an(z— )"

n=0



46 Chapitre 4. Séries de Laurent - Résidus

avec
! /(©) 1 /©)

par homotopie de 'ygr et v+ dans U.
Si ¢ € 1 on écrit par contre que

1 1 a1 7—1*2"’(—20"
(—z (—z0—(2—20) z—201-%2  z—z z—2z0)

zZ—2z0 n=0

cette série étant uniformément convergente pour ¢ € y; d’apres

¢—2

zZ— 20

T1
= < 1.
|z — zo]

On peut donc passer a la limite sous le signe intégrale d’ou

+o00 — 2 n +o0 -
f(2) = Zozjri/wf(o(“) &&= 3 baz— )"

z— zp)" 1L

avec
1

by = g [LC= 1O a6 = o [ (€ A0

21

par homotopie de 'yfr et v+ dans U.
On aboutit ainsi au

Théoréme 4.1 (développement en séries de Laurent) soit f une fonction holomorphe sur U conte-
nant la couronne C = {z tels que r1 < |z — 29| < ro}; elle peut se développer comme la somme de deuz
séries convergeant simplement dans C et uniformément dans toute sous-couronne C' = {z tels que r| <
|z — z0] < T4} avecri < 1) <7ThH <79,

f2) = f(2)+ f2(2) = D an(z—20)"+ > bul(z—20)7" (4.1)

n>0 n>1

ou f1 est la partie réguliére, fy la partie singuliére de f, et

_ 1 ) 1 -
T om /(g+1 Wo b= 5 | (G20 10 d (4.2)

_’ZO)

~T étant un circuit de C homotope aux cercles |z — zg| =constante contenus dans C.

Cette forme explicite des coefficients a,, et b, permet d’introduire immédiatement les majorations :

Vr € Jry,re| lan| < @7 |bn] < r"M(r) (4.3)
ol
M(r) = e 1f(2)] - (4.4)

Le cas 1 = 0 correspond a celui d’une fonction holomorphe tout autour d’un point zg mais non définie
en zg. L’existence du développement (4.1) montre que la singularité isolée associée & zy ne peut étre que
de trois types.

Un premier cas est celui ou la partie singuliere fo(z) s’annule, i.e. b, = 0 ¥n > 1. On est alors en
présence d’une singularité artificielle de f, puisque en la prolongeant par ag en zg on obtient une
fonction holomorphe sur U U {z}. Notons que d’apres la majoration (4.3) des coefficients b,, on a :
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Proposition 4.1 f holomorphe sur U — {20} admet une singularité artificielle en zo si et seulement si f
est bornée sur U N {z tels que 0 < |z — zo| < 1o} pour un certain ro > 0.

Un deuxiéme cas est celui ou la partie singuliere f2(z) ne contient qu'un nombre fini de termes, i.e. il
existe m > 1 tel que b,, # 0 mais b, = 0 ¥Yn > m. On dit alors que zy est un péle d’ordre m de f; si
m =1 on dit que zg est un pdle simple de f. Notons que :

Proposition 4.2 f holomorphe sur U — {zo} admet un pdle d’ordre m > 0 en zqy si et seulement si

lim (z — 20)™ f(2) existe et est non nulle finie. (4.5)

zZ—20
Cette limite n'est alors autre que le coefficient by, du développement de Laurent (4.1) de f en zg.

Un troisiéme cas plus rare est celui ou la partie singuliére f»(z) contient une infinité de termes, i.e. pour
tout m > 1 il existe n > m tel que b, # 0. On dit alors que zy est une singularité essentielle de f.

sin 2
Exemples : la fonction —— définie sur C* n’admet qu’une singularité artificielle en z = 0, puisque le
z
développement de Taylor de sin z en zéro donne

sin z 22 24

S A
z 3!+5!+

. ) . . cosz . ,
Par contre le point zéro est pole d’ordre 2 de la fonction ——, puisque par développement de Taylor de
z

cos z en zéro on a
CoS z 1 1 22
. — - — 4+ 4.

z 22 20 4l

N _, b, 1 1
P 7)) T I T a s

Enfin la fonction

présente une singularité essentielle en zéro.

Récriture en terme d’une seule série : en posant, pour n < —1, a,, = b_,,, il est parfois utile de récrire
le théoreme 4.1 sous la forme

f(z) = Zan(z—zo)" avec a, =

n€e”Z

3wt (€= () e (1.6

En utilisant par exemple cette récriture ainsi que le lemme suivant, de démonstration immédiate,

Lemme 4.1 (intégration par parties dans une intégrale de circuit) siu et v sont holomorphes sur
U contenant le circuit ¥, alors

[ v = - [ w©ouod. @)

il est facile d’établir

Proposition 4.3 (dérivation terme & terme d’une série de Laurent) si f vérifie les hypothéses du
théoréme 4.1 alors la série de Laurent de sa dérivée f' s’obtient par dérivation terme a terme de la série de
Laurent de f équation (4.1).

4.2 Théoreme des résidus

Une application puissante des développements de Laurent (4.1) est le calcul général de 'intégrale curvi-
ligne d’une fonction f holomorphe sur U ouvert privé d'un nombre fini de points singuliers®. Soit donc v+

IDe maniére générale on désigne une fonction holomorphe sur un ouvert V de la forme V=U — S ot S = {z1,--- ,2p, - }
est un ensemble de poles de f éventuellement infini mais ne possédant pas de point d’accumulation dans U comme méromorphe
sur U.
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un circuit de U dont I'intérieur contient les points singuliers z1,- - , 2, de f. Pour calculer

f(z) dz
o+
on construit un circuit reliant v* & des petits cercles isolant les points singuliers :

+

Y

SN

Comme ce grand circuit est d’intérieur entierement contenu dans le domaine d’holomorphie de f, on obtient

d’apres le théoreme de Cauchy 2.1, en désignant par 7;,--- ,7, les cercles entourants z1,--- , zp :
P
f(z) dz = Z/ f(z) dz .
el =177

Il reste a voir que chaque cercle 5 se trouve dans une couronne centrée sur zj satisfaisant aux conditions
requises pour écrire autour de zj, le développement de Laurent (4.1). En notant provisoirement a,,(2x), by, (21)
les coefficients correspondants, on a alors d’apres la définition méme de by (zx) eq. (4.2) :

f(z) dz = 27i by (2k)

M
et donc ,
/ f(z) dZZQﬂ'iZbl(Zk) .
7t k=1
On aboutit ainsi au

Théoréme 4.2 (des résidus) soient f une fonction holomorphe sur U owvert privé d’un nombre fini de
points singuliers de f, et v© un circuit de U dont Uintérieur contient les points singuliers z1,- - , z, de f.
Alors

/ f(z) dz = 2mi)_ Res(fz) (4.8)
vt k=1

ot Res(f,z) = bi(zk) est le résidu de f au point zy, coefficient de 1/(z — zi) dans le développement de
Laurent de f autour de z, :

Res(f,zr) = L/+ f(z) dz (4.9)

21

pour tout cercle i inclus dans U, centré sur zy, et ne contenant aucun autre point singulier de f.

Pour le calcul pratique des résidus, deux méthodes reposant sur des calculs de dérivées se distinguent
selon 'ordre de multiplicité du pole.
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Un pole simple est typiquement obtenu pour

_ 9(2)
quotient de deux fonctions holomorphes g et h telles que g(z9) # 0, h(z0) = 0 et h'(z9) # 0. En effet on
alors
9(2) 9(20)

Jfim 2= 20)f(2) = lim (2= 200355 = gy

finie non nulle, donc le critére de pdle simple (4.5) est vérifié, et de plus

et = Jie i) = 2.

(4.10)

Un pole d’ordre m est obtenu lorsque la fonction f admet un développement de la forme

f(z) = (2=20)"™ [bm+bm_1(z —20) + -+ b1(z — 20)™ L+ ap(z — 20)™ + a1(z — z0)™ T + -]
avec by, # 0; introduisant alors F'(z) = (z — z0)™ f(#) on obtient pour F(z) la fonction entre crochets dans
I’équation précédente, d’ou immédiatement

F(m—l) (ZO)

Res(f,20) = b = m =11

(4.11)

4.3 Application au calcul d’intégrales

De nombreuses intégrales peuvent se calculer tres aisément grace au théoreme des résidus; nous allons
le montrer ici pour trois types assez généraux d’intégrales.

+o0
4.3.1 Intégrales du type f(z) dx

Considérons une fonction f holomorphe dans
U ={z tels que Imz > —co} — {21, ,2p}

avec cg > 0, les zx supposés de partie imaginaire strictement positive étant des points singuliers de f.
Supposons de plus que
lim |zf(z)] = 0. (4.12)
|z|—o0
Alors pour R > 0, si 7;5 est le demi-cercle de centre zéro et de rayon R, on obtient
0 . .
’/ f(z) dz‘ = ‘/ f(Re™) iRe® df| < = sup |2f(2)]
+
Tr 0

|z|=R

donc?
/ f(z) dz— 0 quand R — +o0 . (4.13)
+
~

Y=

.2
-R R X

2Ce résultat est désigné comme un « lemme de Jordan » par certains auteurs.
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D’autre part pour R suffisamment grand le demi-disque ayant pour frontiére la réunion du segment [— R, R]
de I'axe réel et 72 contient tous les points z;. D’apres le théoreme des résidus 4.2 on a donc pour l'intégrale
de f le long de la frontiere de ce demi-disque :

R P
/ f(z) de + f(z)dz = ZﬂiZRes(f,zk) .
-R 7 k=1

On en déduit la convergence de l'intégrale de f sur R en wvaleur principale (« vp »), c’est-a-dire en
utilisant un intervalle d’intégration symétrique®, et sa valeur :

o} 4 P
vp /+ f(z) dxz = lim /I;f(x) de = 27ri;Res(f,zk). (4.14)

oo R— 400

Exemple : f(z) = 1/(1 + 22") avec n entier strictement positif vérifie bien |zf(z)| — 0 quand |z| — oco.
Cette fonction étant continue sur R, décroissant au moins en 1/22 & I'infini, on peut affirmer que I'intégrale
généralisée de f sur R est bien définie. Les poles de f sont les racines de 22" = —1 i.e. 2" = +i = exp(%i%)
soient

+ T ) (Qilm)
Z, =e +i—)e

k *P ( 2n P
pour 0 < k < n — 1. Commencons par traiter le cas n pair soit n = 2p. Les poéles de partie imaginaire
positive sont alors les z,j pour 0 <k <p—1letlesz, pour 1 <k <p.La formule (4.10) donnant en général

Res(f.28) = —— i
es(fzf)= —— =2k
Tk 2n(z; )21 2n
on obtient, avec o = exp(is-),
1 [T p—1 P
= — 4k 4k
o SR IO DS MY
k=0 k=1
p—1
« 4k 2
= —%(Za ) (1+a?)
k=0
_ a at? -1
B 2n a? —1
_ 1 1
nexp(izy) — exp(—igy)
_ 1
2m'sin%

Dans le cas n impair, le lecteur intéressé montrera que 'on aboutit en fait au méme résultat, d’ou pour

n € N*
oo dy _ T
w 14+x2v  nsin T’

- 2n

+o0o
4.3.2 Intégrales du type f(z)exp(igz) dz
—0oQ
De telles intégrales dites « de Fourier » se rencontrent communément lors du calcul des transformées du
meéme nom. Distinguons deux cas selon la nature des points singuliers 21, - - ,z, de f, supposée holomorphe
dans C — {21, -+ ,%p} -

3Rappelons que si une intégrale généralisée converge, alors elle converge en valeur principale. Par contre une intégrale peut
converger en valeur principale sans que 'intégrale généralisée correspondante converge.
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Premier cas : pas de point singulier sur I'axe réel, i.e. Vk, Imzy # 0.

Alors il suffit de supposer
lim f(z) = (4.15)

[z =00
pour obtenir la convergence de I'intégrale de Fourier en valeur principale
A +OO
fo) = v [ fla)explin) da (416)
— 00
deés que g # 0. En effet pour ¢ > 0 par exemple, en utilisant un contour formé du segment [—R,R] de I'axe

réel et du demi-cercle 7; de centre zéro et de rayon R, on obtient d’apres le théoreme des résidus pour R
suffisamment grand

/ f(x)exp(igz) de = 2mi Z Res(f(2) exp(igz),zk) / f(z)exp(igz) dz (4.17)
Imzg, >0

La contribution liée a ’yg peut étre majorée en module par

sup |f(z |/exp —qRsinf) R df
lzI=R

ou l'intégrale qui apparait est bornée, puisque I'inégalité sinf > 20/m valable pour 6 € [0,7/2] donne

/ exp(—gqRsinf) R df = 2R/2 exp(—gRsinf) df < 2R/2 exp(— 7) e = z(l — el
0 0 0 q
Avec (4.15) on obtient

R—oo

lim / f(z)exp(igz) dz = 0
TR
ce qui entraine d’apres (4.17) la convergence de 'intégrale définissant f (¢) pour g > 0, qui vaut alors
flq) = 2mi Z Res(f(z) exp(igz),zk) - (4.18)
Imz;, >0

Pour ¢ < 0 un calcul identique peut étre mené en utilisant maintenant un demi-cercle du demi-plan inférieur :

y

/

On obtient alors
R
/ f(z)exp(igx) de = —2mi Z Res(f(z) exp(igz),zk) / f(2)exp(igz) dz
—R Imz, <0

ou la deuxieme intégrale tend vers zéro; ainsi f (¢) existe pour ¢ < 0 et vaut alors
flg) = —2mi Z Res(f(z) exp(igz),zk) - (4.19)
Imz, <0

Pour ¢ = 0, par contre, le facteur exponentiel décroissant pour Imz — +oo disparait, et on est ramené a
une intégrale du type vu dans la section précédente; il faut donc supposer (4.12)

lim |2f(2)] = 0

| |~>OO

pour étre assuré de la convergence de f(0).
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Deuxiéme cas : il existe un point singulier sur I’axe réel, par exemple z; = 0, supposé pole simple de f.

Pour ¢ > 0 on applique alors le théoréme des résidus a un contour formé des segments [—R, — r| et [r,R]
de T'axe réel, mis bout a bout avec deux demi-cercles v,. et 'yg de centre zéro et de rayon r suffisamment
petit et R suffisamment grand :

-r

R
f(z)exp(igx) dx +/ f(z)exp(igx) dx
R r

= 2mi Z Res(f(z) exp(iqz),zr) — (z) exp(iqz) dz — /+ f(z)exp(igz) dz . (4.20)

Imz;, >0 v

-R -r

Supposant toujours (4.15), on obtient comme dans le premier cas

R—o0

lim / f(z)exp(igz) dz = 0.
Th
L’intégrale liée a v,- se traite quant a elle via un paramétrage polaire, qui donne

s
(z) exp(igz) dz = —ir/ f(re®) exp(—qrsin + igrcosf) e do .
Tr 0
La contribution de la partie réguliere f; de f tend évidemment vers zéro quant r tend vers zéro. Celle de la
partie singuliere fy de f s’écrit d’apres ’hypothese de pole simple :

s
fa(2) exp(iqz) dz = —ir/ bi(re®)~! exp(—qrsin + igrcosf) e df .
Yr 0
Comme sur intervalle [0,7] la fonction exp(—grsinf + iqr cosd) converge uniformément vers 1 lorsque r

tend vers zéro, il vient
limo fg(z)exp(iqz) dz = —ibl/ df = —imhb; = —ines(y‘,O).
" Y 0

Au bilan (4.20) montre que

T

R
lim f(z) exp(igz) dz —|—/ f(z)exp(igx) dx
R T

R—oo,r—0 J_

existe pour ¢ > 0, sa valeur étant donnée par

“+oo
flg) = Vp/ f(x)exp(igz) de = mi Res(f,0) + 2mi Z Res(f(z) exp(igz),zx) - (4.21)

- Imz, >0

En utilisant maintenant des demi-cercles du demi-plan inférieur, on montre facilement que, pour g < 0,

f(q) peut aussi étre défini et vaut

flq) = —mi Res(f,0) — 2mi Z Res(f(z) exp(igz),zk) - (4.22)

Imz, <0
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Enfin pour ¢ = 0 on est obligé de faire ’hypothése plus forte (4.12) pour obtenir la convergence des
contributions du demi cercle & I'infini; on obtient alors I'existence de f(0), sa valeur étant donnée par deux
formules qui doivent étre équivalentes :

F(0) = i Res(f,0)+ 2mi Z Res(f,zx)

Imzg >0

= —mi Res(£,0) —2mi »_ Res(f,z) - (4.23)

Imz, <0

La raison qui pourrait paraitre mystérieuse de cette double égalité sera éclaircie par le théoreme des résidus
avec point & 'infini que nous verrons section 4.4.

Exemple 1 : f(z) = 1/(22 +1) = 1/(2 — i)(z + 4) est holomorphe sur C — {—i,i} et vérifie (4.12) donc
a fortiori (4.15). Ses deux poles étant imaginaires purs, on se trouve dans le premier cas d’ou pour ¢ > 0,
d’apres (4.18), et en utilisant la formule (4.10) pour calculer un résidu en un pole simple,

f(q) = 2mi Res(agg(ij_qf),i) = mwexp(—q) .
Pour g < 0 la formule (4.19) donne de méme

o cexpligs) N\ _

flg) = —2mi Res( R z) = mexp(q) .

En s’assurant que le cas ¢ = 0 est non singulier, on obtient finalement pour tout ¢ réel

+o0 ;
exp(igx)
/_DO m dx = 7TeXp—|q| .

Notez que l'on a omis le « vp » devant I'intégrale car il s’agit d’une intégrale généralisée convergente.

Exemple 2 : f(z) = 1/z est holomorphe sur C* et vérifie (4.15). Comme elle présente un poéle simple en
zéro, on se trouve dans le deuxiéme cas. La formule (4.21) pour ¢ = 1 donne alors

+o0 ;
p e
fay = vp/ exp(i) dx = mi Res(f,0) = =i,
oo x
d’ol en prenant la partie imaginaire de cette équation

T ging
vp de = m.
x

—00

C’est un exercice classique mais non trivial que de démontrer que cette intégrale généralisée converge, ce
qui permet la encore d’omettre le « vp ».

2
4.3.3 Intégrales du type/ F(cosf,sin®) do
0

De telles intégrales apparaissent lors du calcul des séries de Fourier de fonctions périodiques. L’idée est
d’inverser le paramétrage polaire du cercle unité v caché dans I’écriture d’une telle intégrale. Pour cela on
pose z = exp(if), ce qui implique dz = iz df, et on introduit

1 2427t z—271

L F( iz ) 4.24
1G) =3 2 2i (4.24)
supposée holomorphe sur U contenant le cercle unité, sauf en un nombre fini de points singuliers z1,--- ,z,

que 'on suppose tous de module strictement inférieur a 1. On obtient alors

2T p
/ F(cosf,sinf) df = f(z) dz = 2mi Z Res(f,zk) - (4.25)
0 gal k=1
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Exemple : pour calculer

2
I :/ exp(cos ) cos(sin §) db ,
0

qui est bien définie car la fonction intégrée est continue, on introduit I'intégrale complexe

2 27
I.= / exp(cos ) exp(isinf) df = / exp(e'?) df
0 0
dont I est la partie réelle. On a alors f(z) = (expz)/(iz) d’ou

I, = 2mi Res(f,0) =2r =1 .

4.4 Théoreme des résidus avec point a I’infini

La surprenante égalité (4.23), valable lorsque zf(z) tend vers 0 pour |z| tendant vers 'infini, n’est en
fait qu'un cas particulier d’'une égalité plus générale. Celle-ci peut étre introduite pour toute fonction f
holomorphe sur C sauf en un nombre fini de points singuliers z1,--- ,z, . Ainsi f est holomorphe sur la
couronne

C = {z tels que |z| > Sl/ip|2k‘ 1,

dans laquelle on peut la développer en série de Laurent suivant? :

1

z) = apz"” avec a, = — 27" f(2) dz 4.26
=3 v 5w | (4.26)

vt étant un circuit de C' homotope au cercle |z| = supy, |zx| + 1. Dans ce développement en série de Laurent
au voisinage de 'infini, on désigne le coefficient de 1/z comme le résidu de f a linfini,

Res(f,00) = a—1 |. (4.27)

D’apres (4.26) ce résidu donne la valeur de l'intégrale de f sur 4 selon :

/+ f(z) dz = 2mi Res(f,00) |. (4.28)

Comme d’autre part la formule des résidus (4.8) donne

f(z)dz = QWiZRes(f,zk) ,

vt k=1

il vient par identification avec (4.28)

> “Res(f,2r) = Res(f,00) |- (4.29)

k=1

Dans le cas ol zf(z) tend vers 0 quand |z| tend vers U'infini, le calcul effectué pour démontrer (4.13)
prouve que

/+ f(z) dz = 0 = Res(f,00)

4Se convaincre que I’on peut sans probléeme avoir r2 = 400 dans le théoréme 4.1!... Puis appliquer la récriture (4.6).
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P
d’ou ZRes(f,zk) =0, ce qui explique (4.23).
k=1

Remarque culturelle : certains auteurs préferent définir un résidu de f a linfini Res’(f,00) par une
analogie directe avec (4.9) en considérant que c’est plutdt le circuit v~ qui entoure le point a U'infini en le
laissant « dans son intérieur » c’est-a-dire « a sa gauche ». Ils posent donc

271

Res'(f,00) = L/_ f(z)dz = —Res(f,00) .

4.5 Exercices et problemes

Exercice 4.1 Retour sur le théoréme de développement en série de Taylor

1 Soit une fonction f holomorphe dans un ouvert U de frontiere QU non vide et constituée exclusivement
de points au voisinage desquels f est non bornée (par exemple des singularités isolées non artificielles de f).

Montrez que si zg € U, le rayon de convergence du développement en série de Taylor de f autour de zg est
R = d(20,0U).

2 Quel est le rayon R du plus grand disque centré sur 0 dans lequel la fonction
f(z) = tanhz

peut se développer en série de Taylor 7 Vous ne chercherez pas a calculer explicitement les coefficients de ce
développement?®...

Exercice 4.2 Développements en séries de Laurent

1 Soit f(z) = ﬁ Dans les couronnes suivantes, développez f en séries de Laurent autour du point
central de la couronne :

l.a C,={z€Ctelsque0< |z| <1},

1.b Cy={z€Ctelsque0<|z—-1] <1},

l.c C.={z€Ctels quel < |z| < 40},

1d Cy={z€Ctelsquel < |z —1| < o0} .

2 Développez f(z) = en séries de Laurent autour de i, dans une couronne contenant 0 que 'on

(224 1)
précisera.

Exercice 4.3 Multiplication de deux séries de Laurent

Soient . .
f)= Y an(z—2)",  g(z)= Y bu(z—2)"

deux séries de Laurent dans une couronne {z € C tels que 71 < |z — 29| < r2}. Montrez que dans cette

couronne
400 —+o00 +o0o
f(x)g(z) = Z en(z—20)" avec ¢, = Z Ambr—m = Z b n—m (séries convergentes pour tout n) .
n=—oo m=—0oQ m=—0o0

Indication : utilisez les expressions intégrales (4.6) des coefficients de ces séries de Laurent.

5Ce calcul long et fastidieux est mené & bien dans I’exercice 4.4.
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Exercice 4.4 Développements en séries de Laurent grdace aux nombres de Bernoulli

z
1 Montrez en considérant g(z) = f(z) + 3 et en étudiant sa parité que, sur un domaine de C que l'on

précisera,
+oo

z z Bn n
f(z):eZ71:1_§+Z(2721)!22 '

n=1

2 Afin de démontrer que les Bag,, sont des nombres rationnels (nombres de Bernoulli), on note provisoi-
rement

z

avec By =1,By = —1/2, Ba,, 11 = 0 pour n > 0; en utilisant I'identité )f(z) =1 et les résultats de

Iexercice 4.3, obtenez une relation de récurrence sur les B,,. Concluez.

3 En exprimant cotanz = cos z/sin z en fonction de f(z), donnez le développement de cotanz en séries de
Laurent dans une couronne centrée sur zéro que 1’on précisera.

4 Pour z # nw/2 ol n € Z, montrez que tan z = cotanz — 2cotan2z. Déduisez-en le développement en série
de Taylor de tan z autour de zéro dans un disque que vous préciserez.

Exercice 4.5 Fonctions holomorphes reliées par une inégalité sur leur module

Soient f et g deux fonctions holomorphes dans le plan C tout entier telles que
VzeC, [f(z)] <lg(2)] .

Montrez qu’il exite un nombre complexe A de module inférieur ou égal a 1 tel que
VzeC, f(z)=Mg(z).

Indication : considérez h(z) = f(z)/g(z); dans le cas ol g admet des zéros, étudiez le type des singularités
associées de h.

Exercice 4.6 Singularités essentielles

1 Si f et g sont des fonctions holomorphes (non identiquement nulles) sur U montrez que h(z) = f(z)/g(z)
ne peut admettre de singularité essentielle sur U.

2 Soit f une fonction holomorphe sur U privé d’un point zq singularité essentielle de f. Montrez que lorsque
z tend vers zg, f(z) peut étre rendu arbitrairement voisin de n’importe quel nombre complexe a.
Indication : considérez 1/(f(z) — a).

Exercice 4.7 Calcul d’intégrales griace au théoréme des résidus

o0 2

rdr

1 / 5 5 5y Pour a et b réels strictement positifs. Vous vérifierez 'homogénéité du résultat
oo (@ +a?)(z% + %)

obtenu en identifiant naturellement = & une longueur.

teo dx
2 / (QTU" pour n entier supérieur ou égal a 1.
x
—o0

+oo
COS T
3 — dx .

[m 1ot ™
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+o0 :
4 / _TIMT 2 . [examen 1998—1999]
0 (2 +1)2

iz

et en utilisant un circuit avec deux demi-cercles, I'un

T 1 —cosz
5 / ——5— dx en considérant f(z) = 5
x z

— 00

de rayon r petit pour éviter l'origine, ’autre de rayon R grand pour aller a Uinfini.

+o0 1 1 9
6 / &3 dx, en calculant f(2)dz pour f(z) = LZ)S et le circuit suivant :
0 (1+2) y+

(14 2)

On étudiera les limites r — 0, — 0 et R — +o0,
et on utilisera la détermination du logarithme

définie par arg z € [0,27].

27 :
70
7 / ST 36 . [examen 1999—2000]
0

2+ sin 6
2w
do
8 —_— >b>0.
/0 a+bsinf pouta

2 sin®

9 / —————————— df pour a complexe de module différent de zéro ou un.
o 1—2acosf+a?

Indications générales : on évitera dans un premier temps les questions 5 et 6; les autres intégrales se
calculent par des applications directes du cours. D’autre part on accélérera les calculs de certaines intégrales
« trigonométriques » réelles - et, mieux, on évitera de faire des calculs faux!... - en les reconnaissant comme
la partie réelle ou la partie imaginaire d’une intégrale complexe plus simple. Par exemple, question 3,

T cosx dr — o0 exp(iz) i
oo 142t o 14zt

oo -

Exercice 4.8 Etude d’une intégrale dépendant de deux paramétres [test 2003 — 2004]

1 Justifiez pour (2 réel strictement positif et w réel quelconque la convergence de I'intégrale généralisée

[(Qw) = / T coslet)

14 202¢2 + Q444

— 00

2 Par un changement de variable adéquat, montrez que l'on déduire cette intégrale dépendant de deux
parametres d’une intégrale J(p) dépendant d’un seul parametre p que vous préciserez.

3 Calculez J(p) grace a lanalyse complexe.
Indication : vous aurez intérét a faire intervenir la fonction analytique entiere « vedette ».

4 Déduisez-en I(Q,w) pour Q) réel strictement positif et w réel quelconque.
5 Vérifiez 'homogénéité du résultat obtenu, en assimilant naturellement ¢ & un temps.

6 Que constatez vous lorsque |w| — +o00 ? Pouvez-vous « expliquer intuitivement » ce phénomene ?
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Probléeme 4.1 Intégrale comptant les zéros et les péles - Théoréme de Rouché

1 Soit f holomorphe sur U simplement connexe, n’admettant qu’un nombre fini de zéros 1, - - - ,u, d’ordre
de multiplicité respectif ny,---,n,. Montrez que si v est un circuit de U ne passant par aucun des uy,
alors

1 !
Lo,
2mi Jo+ f(2)
compte le nombre de zéros de f intérieurs & v avec leur multiplicité.

2 Si maintenant f admet aussi des poles vy, - ,v, d’ordre respectif mq,---,m,, montrez que pour v+
circuit de U ne passant par aucun des ug, vg,

1,
2mi /ﬁ f(2) d

est la différence entre le nombre de zéros de f intérieurs & v et le nombre de poles de f intérieurs & v+

comptés chacun avec leur ordre.

3 Soient f et g deux fonctions holomorphes sur U simplement connexe ne possédant chacune qu’un nombre
fini de zéros simples. On suppose que le long d’un circuit v* de U on a

1f(2) —9(z)] < lg(2)] -

Montrez que f et g ont le méme nombre de zéros dans U'intérieur de y* (théoréme de Rouché).

Indication : considérez h = f/g.
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Probléeme 4.2 Fonctions de Bessel [examen 1999 — 2000]

1 Pour u complexe fixé, précisez le domaine d’holomorphie de la fonction

U 1
z = fu(2) = exp b) Z—;
2 Quelle est la nature d’un développement de f, de la forme
+oo
ful2) = Y Ta(w)z"?

Dans quel domaine de valeurs de z ce développement converge t’il 7 Donnez une expression intégrale de
Jn(u) (fonction de Bessel d’ordre n) utilisant un circuit 4T, en précisant les hypothéses & vérifier sur
ce circuit.

3 Dans cette question on s’intéresse seulement aux fonctions J,, d’ordre n > 0.

3.a En partant de I’expression intégrale précédente montrez que, pour u € C,

k
Dy =SSV () L [t ()
MWL\ 2 ) 2w ) i)

k=0

3.b En utilisant une formule découlant de la formule intégrale de Cauchy, calculez, pour un circuit v+
vérifiant les conditions données en 2, et pour un entier n quelconque,

1
I,(u) = /+ 27" Lexp(uz)dz .
R

2mi
3.c Déduisez-en J,(u) sous forme d’une série entiére explicite.

3.d Déterminez en fonction de n € N la relation entre J,,(u) et J,,(—u).

4.a En partant toujours de 'expression intégrale générale de J,,(u), et en utilisant un contour v+ particulier,
montrez que, pour n € Z, u € C,

1

In(u) = %/ exp(tusint) exp(—int)dt .

4.b Montrez que, pour n € Z, u € C,

4.c Montrez que, pour n € Z, u € C,
1 s
Jn(u) = 7/ cos(nt — usint)dt .
0

5 En partant de l'expression trouvée en 3.c, montrez que Jy,(u) est solution d’une équation différentielle de

la forme®

!
J!(u) + —aniu) + 114+

a(n)

" Jo(u) =0 avec a(n)=-n?. (4.30)

6Les équations différentielles de la forme (4.30) interviennent naturellement lorsque 'on s’intéresse & des problémes de
diffusion en symétrie cylindrique. Les solutions en régime stationnaire par exemple apparaissent comme les fonctions g(r,6,2)
solutions de I’équation de Laplace

0? 10 1029 92
Mo =G+ ot g g =0

or ror 12090 0z
On recherche en général les solutions complexes de ce probléme linéaire sous la forme
9(r,0,2) = G(r) expli(mf + q2)]
ou m est un nombre d’onde azimuthale et ¢ un vecteur d’onde axiale. L’injection dans 1’équation de Laplace donne alors
G'(r m?
G (r)+ G _ <q2 +— |G(r)=0.
r r

Le changement de variable u = igr dans 1’équation (4.30) prise pour n = m montre que G(r) = Jpm (igr) est solution.






Annexe A

Problemes corrigés

On donne ici les corrigés des problemes 3.2 et 3.3. Il est vivement conseillé, apres avoir travaillé le cours,
de chercher & résoudre ces problemes seul (et longtemps!) avant de lire leur corrigé...

Probleme 3.2 Sur la fonction arcsinus

1 Rappelez quel est 'ouvert de départ U de la détermination principale du logarithme, et comment on peut
I'utiliser pour définir la fonction racine carrée v/ . Quel est ouvert de départ U’ de cette fonction racine ?

D’apres le cours U = C — R, et la fonction racine carrée peut étre définie par

VeeU'=U, vz = 2% = exp[(1/2)In(z)] = /2] expl(i/2) arg(2)] .

2 Déterminez I’ensemble des z complexes, soit U”, tels que 1 — 22 soit dans le domaine de définition U’ de
cette fonction racine carrée.

On veut déterminer U" de sorte que
zelU" — 1-22e¢U =C-R"-

soit par négation que
2¢U" <= 1-22¢R . (A1)

Explicitons les solutions de cette derniere condition :

1-2°eR™

— Jz e RT telque 1-2°=—=
— JzeRT telque 2°=1+=z
< Jr e RT tel que 2=+V1+zx
— z€]—o00,—1JU[1l, + o0 .
Au bilan (A.1) montre que
U’ =C - (]—o0,—1JU[l,+00]) . (A.2)

3 Montrez que, pour z € U”, iz + /1 — 22 est dans U.
Indications : montrez dans un premier temps que si iz + /1 — 22 n’est pas dans U, alors z est de la forme
1y avec y € R; déduisez en qu’on ne peut avoir, pour z € U”, iz + /1 — 22 hors de U.

Soit z € U". Supposons que iz + v/1 — 22 n’est pas dans U, et montrons que I’'on aboutit ainsi & une contra-
diction. Comme U = C — R7, iz + /1 — 22 n’est pas dans U si et seulement si

Jz e RT  telque iz4++1/1—22=—=x = x+iz=—v1—22
= =2+ 2izz=1—2

= z=1i(z* - 1)/(2z) ,

2
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en observant que le cas x = 0 ne peut se produire. Comme z est réel, z est bien de la forme iy comme annoncé
dans l'indication. Avec cette notation z = iy, iz + v/1 — 22 n’est pas dans U si et seulement si

JzeRY telque —y++/1+y2=—=z

ce qui est impossible puisque le membre de gauche de cette équation est strictement positif alors que le membre
de droite est négatif ou nul. Ainsi, forcément, quand z € U”, iz + /1 — 22 est dans U.

4 Justifiez le fait de pouvoir définir une fonction g holomorphe de U” dans C par

g(z) = —iln (zz +v1-— 22)

Si z € U”, d’aprés le résultat de la question 2, 1 — 22 est dans le domaine de définition de la fonction racine
carrée, et, d’apres le résultat de la question 3, iz + /1 — 22 est dans le domaine de définition de la fonction
logarithme. Par composition, la fonction g(z) = —iln(iz + v/1 — 22) est bien définie et holomorphe sur U”.

5 Simplifiez, pour z € U”, I'expression de sin g(z), et déduisez du résultat obtenu qu’il est 1égitime de noter

Vz2eU”, g(z) = arcsin(z) .

Pour z € U”, simplifions
sing(z) = (1/2i){explig(z)] — exp[—ig(z)]}
(1/2i) {(zz +V1- 22) Ly (iz+ 1- 22)}
(1/2i) {—z2 $1- 22420201 22— 1}/ (iz—i— 1- 22) .

Il vient que
VzeU", sing(z)=z. (A.3)

Il est donc légitime de désigner g comme une fonction arcsinus, et de noter

VzeU", arcsinz = —iln (zz +v1- z2) . (A.4)

6 Simplifiez I’expression de la dérivée de la fonction arcsin ainsi définie.

On a, pour z € U”,

arcsin’(z) = ¢'(2) = —i (ifz/\/leQ)/(iz+ 1722) = 1/v/1-22 |. (A.5)

7.a Représentez graphiquement U”. Quelle est son intersection W avec I'axe des réels ?

L’ouvert U” défini par (A.2) est la zone blanche de la figure A.lgauche (son complémentaire est représenté en
rouge) ; évidemment

W =U"nR =]-1,1] .

7.b Représentez le graphe de la fonction arcsin ainsi définie et restreinte a W.

En s’aidant de (A.5) on peut mener sans difficulté I’étude de la fonction g restreinte & W, d’oui le graphe de la
figure A.ldroite, avec des tangentes verticales en z = +1.
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arcsin X
1.5

U//

s T s x

Fig. A.1 — Gauche : I'ouvert U de définition de la fonction arcsinus est le plan privé des deux demi-droites

épaisses représentées. Droite : graphe de la fonction arcsinus restreinte 8 W = U" NR =] — 1,1[.

Probleme 3.3 Sur la fonction arctangente et le calcul de w

1 Déterminez le domaine d’holomorphie U de f(z) = tan z.

La fonction f(z) = tan z = sin z/ cos z, quotient de deux fonctions holomorphes sur C, est holomorphe d’apres

le cours sur C privé des zéros de son dénominateur. Or, pour z € C,

cosz=0 <= exp(iz) = —exp(—iz) <= exp(2iz)=-1 <= 2dz=ir+2inr < z= g—kmr

avecn € Z. Ainsi U = C — {n/2 + nm, n € Z}.

2.a Tentez de résoudre ’équation tan z = w pour z inconnu dans U et w donné dans C. Déterminez ainsi
fO).

En posant X = exp(iz) il vient

1X-X1
Sidw =1 il vient 0 = 2 ce qui n’est pas, donc w = —i n’a pas d’antécédent par f. Si w # —i il vient
. 14w
X2 = 2iz) =
exp(2iz) T

qui n’a de solution que si iw # —1, soit par exemple localement

z = lln1+iw
2% 1 —dw

en utilisant une détermination du logarithme dont la coupure évite un voisinage de (1+4w)/(1 —w). Au bilan
w a au moins un antécédent par f si w # =+i. Ceci signifie que f(U) = C — {+£i}.

2.b En revenant sur ce calcul, résolvez en général I’équation f(z) = f(z') pour z et 2’ dans U.
De ce qui préceéde on déduit que, pour z et z’ dans U,
f(z)=f() <= exp(2iz) =exp(2iz)) <= 2iz—2i =2int = z-2 =nx

avec n € Z. Ainsi la fonction tangente est périodique de période w dans U.
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2.c Définissez un sous-domaine ouvert Uy de U le plus grand possible, qui soit de forme simple et symétrique,
qui contienne 0, et tel que la restriction de f a Uy soit injective.

f sera injective sur un sous-domaine Uy de U ssi Uy ne contient aucun segment horizontal (i.e. parallele & 'axe
des réels) de longueur supérieure ou égale & 7. Le plus grand sous-domaine de forme simple et symétrique qui
vérifie cette condition et contient O est la bande

Up = {41y avec —7m/2<z<7/2 et yeR}.

2.d Calculez I'image de Uy par application g qui & z associe exp(2iz).
Si g(z) = exp(2iz) il vient
g(Uo) = {exp(2iz)exp(—2y) avec —7/2<z<7/2 et y€ R} = {pexp(if) avec p>0 et —7w <O < 7}

i.e. g(Uo) est la coupure C —R™.

2.e Déduisez de ce qui précede I'ensemble des points w qui constituent f(Up), et dessinez cet ensemble.
D’aprés 2.a on a, pour z quelconque dans Up et w quelconque dans C — {£i},

_ 1+idw
S l—gw

fe)=w = g(2)

Donc w sera élément de f(Uop) ssi (1 4 iw)/(1 — iw) ne se trouve pas sur R™, i.e.

1+w A+

+ —_

Vz e R", 17iw7é T = w?éllf:c'

Une étude de la fonction h qui & = € RT associe (1 + z)/(1 — ) montre que h(R") =] — 0o, — 1] U |1, + o],

donc, compte tenu d’autre part de ce que, depuis le début, w # +i, il vient
fUy) = C — {iy avec y €] —o00,—1] U [1,+oc0[},

i.e. f(Uo) est le plan complexe privé des demi-droites épaisses ci-apres :

2.f Donnez une expression de la fonction f~! = arctan sur f(Up) reposant sur l'utilisation de la détermi-
nation principale du logarithme.

Siw € f(Uoy) on vient de voir que (1 + 4w)/(1 — iw) est dans la coupure C — R~ qui est justement le domaine
d’holomorphie de la détermination principale du logarithme. On peut donc résoudre tan z = w i.e.
14w

exp(2iz) = T 0

sous la forme pressentie en 2.a, mais maintenant clairement valable sur tout f(Up), selon

1 1+ 4w
z = arctanw = —In -
2t 1 —w

(A.6)
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3.a Calculez, par la méthode de votre choix, la dérivée par rapport & w de la fonction arctan(w) définie en
2.f.

Premiére méthode : en partant de expression (A.6), on obtient, pour w € f(Up),

arctan’ w = l ! + ‘ = !
T2 \1l+iw  l—dw)  14+w?’
Deuxiéme méthode : on applique la formule du cours donnant la dérivée de la réciproque d’une fonction :
— /
(f7) (w) = 1/f(2)

siw = f(z). Ici

d sinz cos? z 4 sin® z
/ 2
2) = — = = 1+ tan“z
£z dz cos z cos? z
mene a
arctan’ L (A7)
I nw = .
14+ w?

3.b Donnez un développement en série de Taylor en 0 de arctan’(w). Quel est le rayon de convergence de
ce développement ?

On reconnait une série géométrique de w? : dans le disque unité du plan des w, soit D(0,1), on a
+oo
arctan’ w = Z(—wQ)" .
n=0
3.c Déduisez-en le développement en série de Taylor en 0 de arctan(w). Quel est son rayon de convergence ?

Par intégration terme a terme il vient, compte tenu de ce que arctan (0 = 0,

+o 2n41
w
v D(0,1 t = 1" A8
w € D(0,1), arctanw TLE:O( ) S (A.8)

Commentaire : au vu du domaine f(Up) et de 'existence de singularités de arctan en %+, on comprend bien
la valeur 1 du rayon de convergence.

4 FEn utilisant les formules trigonométriques établies section 3.4.4, montrez la validité de la formule de
Machin,
w/4 = 4arctan(1/5) — arctan(1/239) . (M)

Nous allons procéder par équivalence. Comme les deux membres de cette formule sont des nombres inférieurs
a 7/2, donc des éléments de Uy sur lequel tan est injective,

M) <= tan (g + arctan ﬁ) = tan (4 arctan %) .

En utilisant les formules (3.52) et (3.53) on obtient

14+1/239

1-1/5° 240 _ 24 120 120
1—-1/239

M 20 o024 120 _ 120
(M) 1-6/5211/58 238 76 T 119 119

4
5

Cette derniere égalité étant vraie, la formule de Machin est démontrée.
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5 Proposez un algorithme permettant un calcul efficace de w a partir d’opérations arithmétiques élémen-
taires. Explicitez cet algorithme en écrivant un programme dans un langage informatique de votre choix,
que vous préciserez bien entendu.

La formule de Machin combinée au résultat de 3.c permet de donner m comme la somme d’une série numérique :

“+oo
1 1 (=" 4 1
T = 16arctang —4arctan% =4 ;QnJrl <52n+1 — 2392n+1> .

Pour calculer efficacement 7 a partir de cette série on stockera les valeurs des puissances successives de

1/5% = 1/25 et 1/239% = 1/57121 dans deux variables flottantes. Un programme Mathematica (langage

C++

proche du pour ce qui nous intéresse ici) implantant cet algorithme est le suivant :

1/5.; p239= 1/239.;
4 (4 p5-p239);

p5
pi
Do[

pb*= 1/25; p239*= 1/57121;

pi+= 4 (-1)"n/(2 n+1) (4 p5-p239);

Print["n= ",n," -> pi= ",pi," <-> |pi-Pil|= ",Abs[pi-Pil]

,{n,6}]

L, . .y N . —1 N
On constate qu’en 6 itérations on a approximé m & mieux que 10 % prés.

Commentaire historique : John Machin (1680-1752), mathématicien anglais, utilisa cette formule pour
calculer les 100 premieres décimales de 7. Belle performance en effet pour ce calcul a la main pour lequel il
faut quand méme sommer jusqu’a des valeurs de n pour lesquelles

5211 > 10190 je. n ~ 50In10/In5 ~ 72 !..

Complément graphique : on peut déduire d’une étude de fonction le graphe de la fonction arctangente
restreinte & R, qui présente bien entendu des asymptotes horizontales en +m/2 approchées lorsque ’argument
tend vers +oo :

arctanx
1.5

0.5

-10 -5 5 10 X
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