ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES
D’INGEGNORAT

3™ Année préparatoiré Année Scolaire : 2001/2002
% Partiel n° 1
Module : Analyse III ." Semestre : 5 Date : 28/11/2001 Durée : 02 heures
BAREME Q11Q02!1Q3 .‘ Q410506 Q7/Q8]Q9]Q10 Observation

[1}-a) Montrer que :

+o0 +oo
. ( n§=:0un converge ) N (Z (un)? converge)

Uy, = 0 n=0

b) Le résultat subsiste-t-il si on enléve la condition u, > 07?

[II}-Discuter suivant la valeur du ou des paramétres la nature des séries numeériques :
+o0
a) Z(—l)".(n% —-1) n* ,aelR ,a<l
n==1
+o0

Z av™ +n.logn

b)
=100+ (logn)V"

, (a,b) € R x Ry

Exercice 2 :
En considérant la suite de fonctions ( fn)nen définie par:

_fzm siz€0,]]
f"(m)“{ 0 si z=0

montrer que :
1

1 .
lim n.sin (t") .dt = / sin (z) dr
n—=too g o T

Exercice 3 :

too

On pose : F(x):Z—ﬁ; ,ouzeR

n=1
1) Déterminer I’ensemble de définition de F. )
2) On note par R, () le reste d’ordre n de la série de fonctions de terme général e
Calculeralors lim R,(z) etendéduire lim F(z).

T—+4-00 T—+00

3) Etudier la continuité et la dérivabilité de F sur son ensemble de définition.

4) calculer lim F(zx).

>
=1
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ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES IVINGENIORAT.

3éme Année préparatoire Anuée Scolaire : 2001/2002

PARHLL T\”
Module : Analyse IXT  Semestre : 5 Date: ! &/’2%2 Darée 12100
Borams Q0 Q Q3 Qs Qs Qs Qr Gy Oy Quw G

JR

Exervice n¥1

Sont la série entiére

40
, ) | . [y j‘.é‘iﬂrr%
SX) = b+ Rt I Hrmaal
i Z-' (1) 4n
=

a) Calculer le rayon de convergence B de cette siéric.

i) Caleuler fa série entiére (xs(x)) — 1 pour ¥ € |-R.R[.
¢} En déduire la somme s{x) pourxy € R, R

d) Trouver une série numérique dom la somme est égale a log 2.

r' -

Exercice no Y
Soit
7 arcsinx
Hx) = ==
A

a) Former une ¢quation différenticlie gui est vérifide par /.

b) Calculer le déveioppement en série entiére en xq = 0 de la fonction £

¢) Calculer son rayon de convergence.

d) En déduire le développement en série enticre de la fonction g{x) = (arcsinx)?.

Probleme :

I) 1) Soit fune fonction définie sur R . péricdigue de période 2z, telle que

-~
} G S X = T QU X = O
S Y
Jf(f.(,} e -<‘ ‘i S1 o X < U‘
i l; Si O <X <
o=

ay vérifier que fest impaire f tracer sa représentation graphique dans un rendre orthonormé du
plan euclidicn pourx & [-4r, 4
by Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction 7.
¢} La wérie de Fourier f
i} converge-t-clie simplemend vers Famr [ 7
e-t-elle uniformement vers fsur
£73, AVeC 01N, oS ié,mn«.‘,u donndes en ¢ i

o~



20)
a) Etudier la convergence de la série de terme général :

D",
ey "N
b) Calculer
" (_! )n
2n+ 17
=0
¢)Etudier la convergence de la série de terme général :
Ll hen
(2n+1)?
d) Calculer
S e
< (2n+1)?
a=dj
1§

Montrer que la série trigonométrique
)“’“ sin nx
n® ’
n>1

avec 0 < a < n’est pas une série de Fourier.

£

( Les parties I et I sont indépendantes).
Borne chance.




ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D'INGENIORAT

3°™ Année Préparatoire Année Scolaire : 2002/2003

PARTIEL II

Module : Analyse XTI Semestre: 5™ Date: 05/Q1/2003 Durée :02 heures. ..

Exercice 1. Calculer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes:

1+224 .. +n?

n>l n| n>|

Exercice 2. Calculer le rayon de convergence et déterminer la somme des séries entiéres
suivantes:

DY sinEwn @5ps) 2) ﬂi:’;'}i-l-x . (2,5) pis.
n=) 20
Exercice 3. On considere la série entiére:
Z x3n+l
n+ 1’
n20
1. Donner le rayon de convergence R. (1 pr)
2. Etudier la convergence aux points x = +R. (1 pt)
3. Etudier la convergence normale et uniforme sur le domaine de convergence. ((1 +2) pis)
4. Calculer la somme de la série. (2pts)

Indication: utiliser le changement ¢ = x3.

Exercice 4
1. On considére la série de fonctions:

- Etudier la convergence simple. (1 pn)
- Déterminer tous les ensembles sur lesquels on a une convergence uniforme. (2 pts).
2. Montrer par ailleurs que la série de fonctions
Z sinxsinnx
n
n2l

est uniformément convergente sur IR. (2 pts)
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ECOLE NATIONAL%E&ECL”Q%%I%E AUX ETUDES

3° année prépartoire année scolaire: 2002/2003

Module: analyse I Semestre: 6 Date: 16/04/2003 Durée: 62 Heures

Qr{Q2lQ3]Q4]Qs5 Q6 [ Q7]Q8[Q9)Qlo Observation

Baréme

Exercice 1

Soit f la fonction paire de période 27 définie par f(z) = x2 + z pour z € [0, .

a)- Construire le graphe sur {-3, 37l (1pt)
b)- Déterminer un développement en série de Fourier de f. (2 pts)
¢)- En déduire la somme des séries numériques

. n+1
YOS Y (2pt9)

n21 n>1

Exercice 2

Pour z € C, on pose g (z) = exp(22) / (z — 1)3 .

1)- Développer en série de Laurent, la fonction g au voisinage de z = 1. (3pts)

2)- En déduire le résidu de g au point z = 1. (ipt)

3)- Trouver alors la valeur de Pintégrale f g(z)dz. (1pt)
|z|=2

Exercice 3

1)-Déterminer les poles de la fonction complexe
h(z) = 1/(2* +4) (Z*+4z+ 5)2

situés dans le demi-plan Im z > 0. (2 pts)
2)- Pour chaque pdle, calculer le résidu correspondant. (2 pts)
3)- En déduire la valeur de Pintégrale
+00
1 .
sd (1pt)
(22 +4) (z? + 4z +5)

—00

Exercice 4 |
Soit u(z) = exp(iz)/ (22 4 1). En intégrant u sur le contour ( ci-dessous, calculer I'intégrale
+00

sinx '
e dx ts
_/ x (2% + 1)dx (S pts)
0

1»‘6

¥~




ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’ INGENIORAT

3% Année Préparatoire Année Scolaire 2003/2004

PARTIEL I

Module : Analyse I11 Semestre : 57 Date 1$/11/2003 Durée : 02 Heures

Exercice 1 On considére Pintégrale impropre

/ ST 1 (1)
0

:Eu
ot a est un réel quelcongue.

1. Montrer que Pintégrale (1) est absclument convergente pour « € [1,2].
.-
(1 pt)

2. Montrer que Pintégrale (1) est semi-convergente pour « € |0,1]. (2,5 pts)

Indication : |sinz| > sinz.
3. Montrer que Uintégrale (1) est divergente pour o > 2. (1 pt)

4. On suppose que « < 0.Montrer que I'intégrale

3
kw4~
4 sinx
/ : dx
wa

-
2kmw4--—
4

est minorée par un nombre réel positif indépendent de k. En déduire
que U'intégrale (1) est divergente poura < 0. (2,5 pts)

Exercice 2 Calculer la somme partielle de la série dont le terme général est

n“ +3n -+ 2 .
Uy ™= LO}? (*—2:}?‘?’)‘7“? ) . (2 ptS)
En déduire la nature de cette série et dans le cas ol il y a convergence calculer
sa somme (1 pt).
Méme questions avec w, :Arctg(é;lg) (3 pts)
ntl  n
Indication : Remarquer que 21 g = JJ-K%;-
AR S

Exercice 3 Etudier la nature des séries numériques suivantes

4 n{1)2 n?
> Log(n + 1), 24(2(73.!) Y <2n ! 1) ;S omsinn (1494242 pts)

Logn 2n+95




ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’ INGENIORAT

3 éme Année Préparatoire Année Scolaire 2003 /2004

(PARTIEL I1
I

Date : 12 Février 2004 Semestre : 5

Note: Il sera tenu compte de la rédaction et de la présentation de la copie.

Durée : 02 Heures

. . . sinn, ) .
EXERCICE 1 : Btudier la nature da la série numeérique Z e eXP{— ;2-1“) (2 pts)
n=0 vkl
EXERCICE 2 : Soit la suite de fonctions ( fn) e définie par :
n-n?lz] st fz| <L
fo () =
0 si x| > 1
1) Montrer que (fy),cn- converge simplement vers 0 sur R*. (1 pt)
2) Etudier la convergence uniforme de ( Ji) pene sur | =00, —a] U {a, +oof, @ > 0. (2 pts)
A-t-on convergence uniforme sur [--a, a]\ {0} ? (1 pt)
. -
3) Calculer [7™ [, (2) dz. (1 pt)
4) Soit g une fonction continue sur R. Montrer que
.+(X)
limn / In (x) g(x)dz = ¢(0). (3 pts)
n-—+400 oo
| | (-1)"
Exzrcice 3 : Soit la série de fonctions Z ------ — exp(—nz?).
n? 41
n>0
1) Montrer qu'elle converge normalement sur R. (1 pt)
: ~1)" , , i
2) a) On note par wu,(z) = 3% exp(-nz®) le terme général de cette série de fonctions. On pose
n? +
+co
Rou(z) =" ) (z). Vérifier que Vo € R, |Ry(x)] < |l (). (1 pt)
k=n-+1
b) Déterminer sup {z exp(—naz?), 2 € Rt} (1 pt)
¢) En déduire que
[ Rn(2)] < & L veer (1 pt)
(2 : z € R. pt
TN e+ ) (n41) P
d) Conclure. (1 pt)
. L. .. = lL'n
EXERCICE 4 : Soit la série entiére 2 5 .
~ 4n? -1
n>0
1) Déterminer le rayon de convergence. (1 pt)
2) En décomposant ——- en éléments simples, calculer la somme de cette séric enticre. (1 pt+3 pts)

4n? —1



E.N.P.E.I 3 éme année préparatoire Année Scolaire 2003/2604.

ANALYSE III Durée 02 Heures Date 07 Avril 2004

Partiel 111

2
x
EXERCICE 1 : Soit f la fonction 27-périodique définie par f (z) = 1— 5

x € [—m,n]. Calculer les coeflicients de Fourier de f et en déduire les sommes
sulvantes

-n" 1 1
Z( 2) , Z;{i Z;;Z' (2pts +1pt +1 pt+ 2 pts)
n>1 n n>1 n>1
EXERCICE 2 :

I)- Résoudre dans C les équations suivantes

exp(z) = —2; cosz = 2. (1,5 pt + 1,5 pt)

IT)- Soit v (x,y) = 2y (z —2). Trouver toutes les fonctions u telle que la
fonction f(z) = u(z,y) + tv(z,y) soit holomorphe sur C. Vérifier que dans
tous les cas f est un polynoéme. (2 pts+ 1 pt)

EXERCICE 3, Développer la fonction z — T, en série de Laurent
22—z —
sur la couronne

C={z2€C, 3< 7| <4}

en envisageant tous les cas possibles. : (4 pts)

EXERCICE 4 Soit f une fonction analytique sur C.

a)- Montrer que si f est bornée sur C alors f est une fonction constante.
(2 pts)

b)- Plus généralement, montrer que si | f (z)] < P (|z|) ot P est un polynéme
alors f est un polyndme. (2 pts)



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’ INGENIORAT

3 éme Année Préparatoire Année Scolaire 2003/2004

SYNTHESE

Date : 27 Mai 2004 Semestre : 6 Durée : 02 Heures

Note: Il sera tenu compte de la rédaction et de Ia présentation de la copie.

EXERCICE 1 : (7 pts)
Calculer les intégrales suivantes

too g2 oo 1 i 1
/ 14z, / —————dx, / ——dx
o 14z o (22 +16) o 3+cosz

EXERCICE 2 : ' (3 pts)
Soit f : D — Q une application bijective et analytique sur D. On admet que f~1 est analytique sur .
1)- Verifier que Yw € Q (£71) (w) = (f (£) (w)) .
2)- Montrer la formule de Cauchy suivante :

f‘l(w) _ i Zf/ (z)

- SRS
271 Jor f(2) —w ‘

ot C' est un cercle de centre f~'(w) et de rayon R de sorte que C' est contenu strictement, dans D.

EXERCICE 3 : (6 pts)
. NZN'"
1)- Veérifier que £ (V) (2) = 5 Re (z) > 0.
2)- Ecrire une équation différentielle du second ordre vérifiée par la fonction sin (\/Z)
3)- En déduire £ (sin (v?)) (2).
Indication: utiliser sin(\/i) oY Vietla question 1°,

cos (V1)
4)- Calculer £ (T) ().

EXERCICE 4 : (4 pts)
On considére la suite de fonctions (6n) ey définie par

—n2r? g _

6.(2) ={ 1—n2z sie € [~1/n,1/n]
0 sinon

1)- Vérifier que pour tout n € N, §,, est une fonction paire et absolument intégrable sur R.

2)- Déterminer la transformée de fourier F (6,,) de 6,,.

3)- Calculer lim,,_, ;o F (6n) et F (im0 6,) . Conclure.



ECOLE NATIONALE PREPARATOIRE AUX ETUDES D’ INGENIORAT

3 éme Année Préparatoire Année Scolaire 2003/2004

CORRIGE DE LA SYNTHESE ANALYSE III

Date : 27 Mai 2004 Semestre : 6 Durée : 02 Heures

EXERCICE 1 : (7 pts)
1° Onaf+°° 11964 =/ 1+z4d:c = m(Res(lJr 1, € Z’r/“) Res(1+24, 13”/4)):% (7™t eB7/4) =
2. (2pt8)

o . +oo 1 o N
2 ) 0 de 5 oo m WZRGS(m?,ZLZ) = 7T’L( +41 3|z 4i — 256 (2pt8)
m 1 1 dz __ —
0 3+cosxdm 5 -7 3+coszd 2 §z| =1 3+ﬁy_z - 2 fz] =1 z2+6z+1 i ’/T(R,GS( 2-4-62-}-1’ =3+ 2\/—))
"44@ (3pts).
EXERCICE 2 : (3 pts)

Soit f : D — 2 une application bijective et analytique sur D. On admet que f~! est analytique sur .
1)- On a que Yw € Q f(f!)(w) = w alors en dérivant on obtient (') (w) (f () (w)) = 1. Do
o -1
(FY) ()= (f (F) (w) . (1pt)

2)- D’apres la formule de Cauchy appliquée a !
-1
f_l(’w) — 1 f (“) du

21 Jor u—w

ot C" est un cercle de centre w, et de rayon R’ de sorte que C’ est contenu strictement dans . En faisant
le changement de variable z = f~1(u) il vient que f'(z)dz = du et comme f~' est analytique sur § et que
€2 est un ouvert il s’ensuit que I'on peut toujours trouver une boule fermée de centre f~1(w) et de rayon
R de sorte que cette boule est contenu strictement dans D et en notant par C la frontiére de cette boule

il en découle que f~(w) = 5= [, T— “) du = 5= [, %—dz (2pts)

EXERCICE 3 :(6 pts)
— [t —zt oo 9 12 +00 212 ;C
1)- Ona £ (V1) (2) = [ Vie ™ dt =2 [ t?e ' dt = 1/z |, dt = 3/2, Re (z) > 0. (2pts)
2)- On a sin’ (\/1—5) = ﬁi cos v/t et sin” (\/f) = :41 (Cf}f + sm‘/) e et si on note y = sin v/t il s’ensuit que
y = (2%' + %)d’oﬁ I'équation 4ty” + 2y’ +y = 0. (1.5pts)
3)- On a L(4ty” + 2y’ + y) = 0 et en utilisant les propriétés de la transformation de Laplace on obtient
—4z0"'+(1 = 62) ¥ =0 ou ¥ = L(y) = L(sin (V) . On obtient alors ¥ (z) = K 7ze /% avec Me (2) > 0.
Comme f(t) = sin (V) — vt — 0et L(f) = L(sin vt — V1) (2) = fﬁ (Ke_1/4z — 4) et d’apres la
>

t50
formule de la valeur initiale on trouve necéssairement K = 4 en passant & la limite sur z — oo. (2pts)



4)-onal (CO—S\S_;—/Q) (2) = 2.L (sin’ V%) = \/7—re‘1/42% Re(z) > 0 (0.5 pt).

EXERCICE 4 : (4 pts)
On considere la suite de fonctions (6n) ey définie par

5.(z) = { [1)— n*z?siz € [~1/n,1/n]

sinon

1)- On a pour tout n € N*, §,, est une fonction paire car

5 (*‘.’17)— 1-—-n2 (—;[;)2 si - € [—l/n, 1/77,] _ 1"“77.21'2 SiCL‘G [__1/”,1/”]
" 10 sinon 10 sinon

= 6,(x)

et absolument intégrable sur R car 6, est continue (sur R) et & support compact [—1/n,1/n]. (1pt)
2)- La transformée de fourier de §,, notée F (6n) () est égale &

1/n 4 /7 ; 3 (
2/ (1 — nza:z) cos A\zdx = { 3 (=Acos A/n + nsin An) : i f 5 (1.5pts)
0 3n A=Y

[0 siz#0

3)- on a lim,_,, F (6,) = 0 et lim,_, o 6, (z) 1 sizeo

et par suite F (lim, ., 6,) = 0. on a

donc limy,_, 4 F (6,) = F (limpoyy06,).  (1.5pts)



Ecole Nationale Préparatoire Année 2004-2005
aux Analyse II1 3¢me année préparatoire
Etudes d’Ingéniorat Partiel 1 08 Décembre 2004

Exercice 1 (4 points) Soit x € R.

1. Montrer que la série suivante est absolument convergente (1.5 pts)
y wslng),
n>0 2

2. Calculer sa somme en utilisant exp(iz) = cos  + tsin z. (2.5 pts)

Exercice 2 (9 points) Etudier la nature des séries numériques suivantess

n?+n—2 . ] In(n)
g SISy 9 S,

n>1 >1 >
N 2n 4+ 1\" ) 1.59...4n+1) 1
4) 2 (cosnt)e™ 5) Z( 3n ) 6 D (2.6.10....(4n+2)’5)'
n>1 n>1 n>1

(1+ 1.5+ 15+ 1.5 + 1.5+ 2 pts)

Exercice 3 (3 points)

1. Ecrire en fonction de cosinus l’ezpression sinnsin(n?). (1 pt)
n

2. Calculer en fonction den la somme Zsinksin(kz). (1 pt)
k=1

sin n sin(n?)

3. En déduire la nature de la série Z

n>1

pour a > 0. (1 pt)

na

Exercice 4 (4 points) Soit a > 1. On considére la suite de fonctions définie sur Ry par :

fn(x)={ A el
0

st T>n.
1. Montrer que f, converge simplement vers 0 sur R,. (1 pt)
9. Etudier suivant les valeurs de o, la convergence uniforme de f, . (3 pts)

\(Bon courage)
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E.N.P.E.I Date: 12 Avril 2005 Durée 02 Heures
3éme année préparatoire

PARTIEL II  ANALYSE III

Exercice 1. Soit la série entiere ) izl

n>1
1- Déterminer son rayon de convergence R. 1 pt
2- Etudier la convergence aux points z = +R. 1 pt

3- Déterminer sa somme. On pourra s’aider de la relation

n 1 1
$2n+1 — m2n+1 ol 2n+2 vx 75 0.

n+1 xn+1
2 pts
Exercice 2. On définit sur C* la fonction z — f(z) = hd 5+ Y ,z=1x+1y, i2=—1.
2 +y?  z2 492

1- Montrer que f n’est holomorphe en aucun point de C*. 2 pts
1

2- Vérifier que pour tout z € C*, f(z) = =, Z étant le conjugué de 2. 1 pt
K

3- Montrer que pour tout r > 0 ¢ f(z)dz = 0 ot C(0,r) désigne le cercle de centre 0 et de

c(o,r)
rayon r. Interpréter ce résultat. 2 pts

Exercice 3. Soit f la fonction définie sur [—, #[ par :

z+7m  si —w<z<-7/2
flz)=< = si —m/2<z<7/2
—z4+7m sim/2<z<m7

On prolonge f par 27 périodicité & R et on veut développer f en série de Fourier
flz) = %9+ nZ:l (an cos (nz) + b, sin (nz))

1- Tracer f sur 'intervalle [—3m, 37]. 0.5 pt
2- f est-elle paire ? est-elle impaire ? Justifier votre réponse. 1 pt
3- Vérifier que

an =% " f(t) (cosnt) dt, b, / f(t) (sinnt) dt

/2
et en déduire les valeurs des coefficients a,, et b,,. 2 pts
4- Développer f en série de Fourier (Il s "agit d’appliquer le théoréme de Dirichlet). 2 pts
5- Calculer > Z; et en déduire ) —1—;. 1.5 pt
n>1 n>0 (Zn+1)

Exercice 4. Soit la série de fonction f (z) =3 e ™sinnz, z € R.

n>0
1- En utilisant le théoréme de la dérivation pour les séries de fonctions montrer que f est indéfin-
iment dérivable sur R i.e. de classe C* (R). 2
pts
2- Déterminer f. On remarquera que sinnz = Im (), 2 = —1. 2 pts



Etamen e 14+w/7u5ac ;

5 ik
N

< enae A Do

SPIVEY
. b \
'.&_) b'_, NG l/,q_
Lonveagin we
= 5 N f
l) Cel ko

Ler

TN

%’)u:xuu % | C CLQ- Lbue_ﬁ'w, K

-y

) S% @%{i L)

9 3

- ,
Taxowww 3,

b~

CJ;"L Ak

(4 +mkt)

(—ﬂ QI Le @ul\,}eh, &£ N

-

L= =

3 3y ¢

~

wubowe  de 0 sk ann

fn‘f&nu&. G

- @e;oeﬂdlkl’ﬂ‘» 7 (%) <
AR ( A

n

. ﬁ:uw ‘T

- @Em

£ e

‘:jﬁ duc w X I

7

R

\,b V\lC‘L (.‘}/\1:1_0 Y

e de

-l )

Vel v

vl

it
A

TLQKUM— Lfl)L k,L-'b\"/("“’\L"s.?/V\L'o_ oll QL cL’C"mu(_\,m; C,lg_

MLV LC [N

,'r():;

S Ak
h (ngLA) i'te- t+4)

.
Adtiiw n{, ‘

< 3

« - ’ T
A - /Z - - F(L'L&.cti&(r


B exam ctl
Rectangle


Ecole Nationale Préparatoire Année 2004-2005

aux Analyse II1 3¢me année préparatoire

Etudes d’Ingéniorat Synthése

Exercice 1 (5points) Donner les différents développements en série de puissances de z de la
2
z2+z2—14

, en précisant leurs domaines de validité.
Z-3)2-1 7P

fonction f(z) =

Exercice 2 (24243 points) Calculer, par la méthode des résidus, les intégrales suivantes

to gdging
Tt dx,
/2W dt
o (2+cost)?’

+oo 1 2
/ (—I—l—ﬂ-v)—d:n;a>0.
0

22 4 a?

Exercice 3 (4 points) Calculer la tronsformée de Fourier de la fonction suivante

1 sizel-1,1]

fz) = ,
0 S1non.
+oo
En déduire la valeur de l’intégrale / ST s,
x

Exercice 4 (4 points) Montrer que :

cos Nz T
Sy — _log(2sin ).
" og( sm2)

n>1

En déduire la valeur de Z (———1)—

n
n>1

Bon Courage



Ecole Nationale Préparatoire Année 2004-2005
aux Analyse I11 3¢me année préparatoire

Etudes d’'Ingéniorat Rattrapage

Exercice 1 (4points) On considére la fonction Q(z,y) = cosz shy. Déterminer les fonctions réelles

P(z,y) telles que P(z,y) + iQ(z,y) soit holomorphe dans C.

Exercice 2 (6 points) Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivantes

fz) = el ; fl@)=
1
@)= 75575

z2 +a? '

Exercice 3 (10 points) On cherche & calculer Uintégrale

+00 eikz
I(k:)=/_oo _m2+a2,a>0.

1. Montrer que cette intégrale est absolument convergente.
9. Montrer que I(k) est une fonction paire de k.

8. On se place désormais dans le cas ot k > 0, et on considére la fonction
eikz
2) = ———.
f(z) 22 +a?

Soit T le contour fermé, orienté dans le sens positif, constitué par le segment d’aze réel M

(-R < < +R) et le demi-cercle supérieur yr de centre O et de rayon R, avec R >> a.
Montrer que _ lim / f(2)dz = I(k).
R—r+00 /oy,

4. Donner une magjoration de |f|sur Yg. En déduire la valeur de _lim / f(2)dz. Le résultat
R—+00 Jyp

est-il le méme pour k < 07

g(2)

oy et en appliquant une des relations intégrales de

5. En écrivant f(z) sous la forme f(z) =
Cauchy, calculer f f(z)dz.
r

6. Déduire des résultats ci-dessus la valeur de I(k) pour k > 0. Donner une ezpression de I(k)

valable pour k quelconque.

Bon Courage




Ecole Nationale Préparatoire Année 2004-2005
. aux Analyse IIL 3¢me année préparatoire
Etudes d’Ingéniorat Partiel II, Durée 02 heures 26 mars 2006

Exercice 1 (2+2+2)

i) Pour chacune des séries entiéres dont le terme général est donné ci-dessous, déterminer le
domaine de convergence :

. 3" n. . (__”1>n n? _n

Un—ml', Un—(1+"7'-) .
ii) Calculer la somme de la série numérique _5_ ———————~(2 (;11) i
n Ty

n>0

iii) 4ii) Développer en série entiére la fonction x — sin®z et préciser le domaine de validité.

Exercice 2 (0.5 +1 +2 +3.5 ) Soit la fonction périodique de période 2 définie par f (z) =
z? — 72 pour z € [—7, 7.

1. Donner le graphe de f sur [—3m,3n].

2. Montrer que f est développable en série de Fourier et préciser la nature de la convergence
de cette série.

3. Veérifier que f est paire et donner le développement.

4. En déduire les sommes suivantes

(=1)" 1 1
Z .n2 ’ Z;{i’ Z(2n+1)27

n>1 nz1 n=0
1 1
el Dl
'nZZl (Lot (2n +1)

Exercice 3 ( 2.542)

1. Soit f une fonction holomorphe dont la partie réelle (ou la partie imaginaire ) est con-
stante. Démontrer que f est constante. En déduire que les fonctions g, h,k définies pour

tout z € C, par
g(z) = Re(2), h(z) =Im(z), k(z) = |2|

ne sont pas holomorphes.

2. Donner les différents développements en série de puissances de z de la fonction u(z) =

en précisant leurs domaines de validité.

(z=1)(z+2)(z—3)’

a:n

Exercice 4 (2.5) Etudier la convergence uniforme de lo série ; 052 (At sur
[q,:l—oo[.
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Ecole Nationale Préparatoire Année 200§-2008
aux Analyse III 3¢me année préparatoire
Etudes d’Ingéniorat Synthese, Durée 02 heures 21 mai 2006

Exercice 1 (2+3 points)

1. Montrer que pour toute fonction f, continue sur [0, )

/ fsm9d9-—2/ f(sin6)dé

2. Caluler par la méthode des résidus lintégrale :
[t an
o &+ sin’(z)’ '

Exercice 2 (5 points) En utilisant comme contour le rectangle défini par les points (—R,0), (R,0),
(R, 2m), (=R, 2m); Prouver que si 0->a>T, alors : oA L 4

too gazdy T
bpg 1€ sinam’

Exercice 3 (1+2+2 points) Soit F(p) Iimage par la transformation de Laplace def (t). On
note f(t) = F(p).
1. Montrer que si 8 > 0, f(t — 0) = e P F(p).

2. Soit
1 s262>0
n(t) { 0 sit<0
Montrer que n(t) + t.n(t — 3) = ! + (~15 + :0)—)6—37)
p p p
3. Résoudre l’équation :
{ y'(t) +4y(t)  =n()+tnt-3)
¥(0) =¢'(0) =0

Exercice 4 ((1+1)+(1+2) points) Soit a > 0, on pose
fla) = e

e ™™ six >0

9(z) ={ —e®® s1x <0
1. Trouver les transformées de Fourier de f et g.

2. En déduire les valeurs des intégrales :

0 cost 0 ¢sint
/ P dt et / PARTT
0 a +t 0 02+t2

Bon Courage
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Ecole Nationale Préparatoire - Année 2005-2006
aux Analyse 111 3¢ année préparatoire
Etudes d’Ingéniorat Rattrapage, Durée 02 heures Juin 2006

Exercice 1 (0.5 +1 +2 +2.5 ) Soit la fonction périodique de période 2m définie par f(z) = 22— =2
pour T € [—m, [

1. Donner le graphe de f sur [—3m,3n].

2. Montrer que | est développable en série de Fourier et préciser la nature de la convergence de
cette série.

3. Donner le développement de Fourier de f.
4. En déduire les sommes suivantes

—1)" 1 -1\ 1
S Y Lo s

n>1 n>1 n>0 + n>1

Exercice 2 (4 points) Donner les différents développements en série de puissances de z de la fonc-

tion f(z) = i-2-

(—3——)—(1—Z—2), en précisant leurs domaines de validite.
—z)(1—=2

Exercice 3 (4 points) En utilisant comme contour le rectangle défini par les points (—R, 0), (R,0),
(R,7),(—R,7) et en justifiant tous vos calculs. Prouver que si 0 <a <1, alors :

+o00 P T
/ d.’II = "‘""——'—_Tr—.
—00 chz sin [(a -+ 1)5]

Indication : Cet exercice ressemble d celui de la synthese.

Exercice 4 (1.5 +1.5 +1)

1. Calculer oo
1(a) = / __CosT .

o (2 Ha?)2T

2. Calculer

too cosz
J@b) = /_oo @)@ B

3. Calculer lim J(a,b). Conclure
" b—a

Exercice 5 (141 points) Soit a > 0, et la fonction f définie par :

f(x):{ 1 siz € [—a,aq]

0 sinon
1. Trouver la transformées de Fourier de f.

2. En déduire la valeur de l’intégrale :
+00

sin
dz
T

Bon Courage





