Corrigé de I'examen d’analyse complexe du Jeudi 11 juin
2015

Exercice 1. (3 pts)

a) Résoudre dans C 'équation : sin(z) = 4.

b) Calculer les déterminations principales des logarithmes suivants : log (—1 + i) et log ((—1 + i)?).
Que remarque t-on ?

Corrigé :
a) Soit z € C. On a :

eiz _ e—iz ) . .
sin(z):4<:>T:4<:> (e”)Q—sz’e”—1:0<:>X2—8zx—1:OOﬁX:ew
i
Cette équation du second degré a pour solutions X; = i(4 —+/15) et Xy = i(4+/15). Comme
4—+/15 >0, on a X; = ez2(—V1) ot de méme, X, = €37 n@+VI5) Ep utilisant que e* = e
si et seulement si il existe k € Z tel que 2’ = z + 2ikm, la résolution complete donne alors pour

ensemble de solutions de 1'équation sin(z) = 4, ’ensemble :
S = {g —iIn(4 — V15) + 2ikr; g—iln(4+\/ﬁ)+2z’kﬂ|k € Z}

b) Ona —1+i= V2e’T . Comme 33{ €| — m; ], 'argument principal de —1 + ¢ est donc 3”

On obtient donc :

: ] :
log (—1 +1i) = In(v/2) + 37% = 5111(2) + 3%

3%

i\ 2 in o, in , .
Puis, (—1+1)* = ( 2e?77w> = 2% =23 %" = 2% avec —F €]—m; 7. On obtient donc :

log ((—141)%) =1In(2) — %

On remarque alors que log ((—1 +)?) # 2log (=1 + ¢) puisque leur différence vaut —2in.

Exercice 2. (4 pts)

Montrer que : fo T szt = 27r£

Corrigé :
On utilise le paramétrage 2z = ¢, ot t € [0; 27|, du cercle unité C = C(0;1). On a dz = iedt

donc dt = dz et sin(t) = 5 (¢ — 1). Donc on a :

2m 1
I= ———dt =
/0 3+ 2sin(t) /sz(?)—l—zZ (z—1) /f

ou f(z) = m est méromorphe sur C et holomorphe sur C privé des racines du dénominateur
z = —i3+2‘/5 et zp = —i%g. Notons que seul 2, est contenu dans le domaine intérieur a C. f
est holomorphe sur un ouvert contenant C privé de z5 qui est un pole de f d’ordre 1. D’apres le
théoreme des résidus appliqué a f, on en déduit que I = 2imRes(f, z2). Ce résidu étant d’ordre

1,on a:

. . zZ— 2 1 1 5
Res(f,z2) = lim(z — z z) = lim = = = —i—
(f,2) z—m( 2)f(2) —zn(z—2)(z—20) 22—z /G 5

1



5 5
Remarquons que nous aurions pu aussi décomposer f en éléments simples et utiliser les

formules de Cauchy.

On obtient bien I = 2im (—zﬁ) — o5,

Exercice 3. (3 pts)

Calculer I = fc (—dz ou C désigne le cercle de centre 2 et de rayon s
Corrigé :
La fonction f : z € C\ {1;2} = 7 —p € C est holomorphe sur C\ {1;2}. 1 est pole

d’ordre 1 et 2 est pole d’ordre 2. Seul 2 est intérieur a C, donc d’apres la formule des résidus,
on a I = 2irRes(f;2). 2 étant un pole d’ordre 2, on a Res(f;2) = —1d ((z —2)%f(2)). Soit

(2-1)!d.
9(z) = (2 —2)2f(2) = '"(z) = — 1)2 —> —1. Donc, on obtient I = —2im.

Exercice 4. (4 pts)
Soient (a,b) € C? tel que 0 < |a| < |[b| — 1. Développer (en justifiant bricvement chaque conver-

gence) f(z) = —— en série de Laurent sur les domaines suivants :
z—a)(z—b)

a) Dy ={z € C|la| <|z| <|b]}.
b) Dy ={z€C|0<|z—a|] <1}.

Corrigé :
a) Dy est centré en 0, donc on développe selon les puissances de z. La décomposition en
éléments simples de f donne :

Pour tout z € Dy, on a : ’%‘ <let ’%} < 1. On en déduit (séries géométriques) que :

+o0 n
1 _1 B t B z
Z—CL—; _2__2271 Zzn € b__ prn+1

n=0

n=1

On en déduit le développement en série de Laurent de f sur Dy :

+oo 1 +oo

1 a 2P
VZEDl,f(Z)—a_b<Z g + W)

n=0 p=1

b) Dy est une couronne centrée en a, donc on développe cette fois-ci selon les puissances de
1a = (z — a)™! est déja développé en série de Laurent ! Puis, on écrit :

+o00
1 1 1 1 z—a)"
- - TE e g
z—b z—-at+a—-b a-b 1-7= “—~ (b—a)
car |z —al < 1 < |b] —
développement en série de Laurent sur Dy :
1 1 = (z—a)"
z 27f(z) ~_a Z—b nz_l (b_a)n+2




Exercice 5. (6 pts)
Soient m € R%, a et b deux réels tels que 0 < a < b tous trois fixés. Montrer que :

/+oo cos(max) dp — T e e—tm
o (224 a?) (224 b?) e 22 —a?) \ a b

Corrigé : '

Posons f(z) = %. Comme a et b sont strictement positifs et distincts, f admet
quatre poles d’ordre 1, ia, —ia, tb et —ib. Posons également I = 0+°° %dx et
Jr = va f(2)dz ou vg = [—R; R] UC}, est la courbe fermée simple parcourue dans le sens

direct, union du segment [—R; R] et du demi-cercle de centre O et de rayon R > 0 contenu
dans le demi-plan supérieur. Pour tout R > b, f est holomorphe sur C privé de ’ensemble de
ses 4 poles, et les deux poles ia et ib sont intérieurs a la courbe vz. Donc, d’apres le théoreme
des résidus, on a Jg = 2im(Res(f;ia) + Res(f;ib)). ia est un pole d’ordre 1 donc, on a :

eimia e—am
es(fia) = lm (= =) (2) = G (G + 50 ~ 2ia( — )
De méme, on obtient Res(f;ib) = %. Donc, on a VR > b,

Jo — 9% e—am N efbm - T e—am B efbm
e 2ia(b® —a?)  2ib(a> —b0?)) B2 —a? \ a b

D’autre part, on a Jp = ffRf(x)dx + fc; f(z)dz.
La fonction g : 2 + 5o est continue sur Extp dés que R > bet lim g(z) = 0.
(z24a?)(22+b°) |z| =+o0

Donc, d’apres le second lemme de Jordan, puisque m > 0, on a RhIP fc* g(z)emm*dz = 0. On
—+00 R

obtient donc :

™

/oo eimx q . /R gima q . 5 e—am e—bm
xr = 1m r = 1m = —
oo (22 + a?) (2?2 4+ 1?) Rotoo J_p (22 4 a?)(2? 4 b?) Rotos BT 2 — a2\ a

Enfin, par linéarité de 'intégrale et parité de f, on obtient :

+o00 +o0
[ / : cos(mx) dp = 1/ cos(mx) dp =
0

22+ a?) (22 + b?) 2 ) o (224 a?) (2 +1?)
o0 imx —am —bm
L ] — P —
2 ceo (@2 a?) (22 +1?) 202 —a?) \ a b

Fin




