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1 Exercice

Dans tout cet exercice Cpr est le carré centré en l'origine et de coté 2R, parcouru dans le sens direct.
1.1 Déterminer les singularités et les résidus de la fonction f(z) = m

corr.: Les singularités sont en 0, 1, 2, ce sont des poles simples et Rés(f,0) = (_1)1(_2) =

Rés(f,1) = iy = —1, Rés(f,2) = 55 = &.

1.2 (suite) Déterminer en fonction de R > 0 la valeur de fCR f(z) dz. Préciser les valeurs exclues
de R.
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corr.: Les valeurs exclues de Rsont R=1et R=2. Pour 0 < R<1lona fCR f(z)dz =
2miRés(f,0) = mi. Pour 1 < R <2ona [, f(2)dz =2mi(Rés(f,0) + Rés(f, 1)) = —mi et
pour R >2on a fCR f(z)dz = 2mi(Rés(f,0) + Rés(f,1) + Rés(f,2)) = 0.

1.3 Déterminer les singularités et les résidus de la fonction g(z) = m

corr.: Singularités (poles doubles) en —1 et +2. On a Rés(g,—1) = %‘Z:_l ﬁ =
1

(_2)W = 2. Le résidu & l'infini est nul car |g(z)| décroit en 2|~ donc la somme des

résidus a distance finie est nulle et Rés(g,2) = —2%, ce que l'on confirme par Rés(g,2) =
9 1 1 _ 2
0z 12=2 (2+1)2 — (_2)3_3 - T

1.4 (suite) Déterminer en fonction de R > 0 la valeur de fCR g(z) dz.

corr.: Pour 0 < R < 1 lintégrale est nulle. Pour 1 < R < 2 elle est égale a 2miRés(g, —1) =
%. Pour R > 2 l'intégrale est nulle car la somme des résidus est nulle.

22 sin(z) dz.

1.5 Déterminer en fonction de R > 0 la valeur de an )2

corr.: Il y a une singularité en m qui est en fait un poéle simple puisque sin(z) a un zéro
simple en 7. Pour R < 7 l'intégrale est nulle, pour R > m l'intégrale vaut 2mi fois le résidu

22 sin(z) 2 2

en . Ce résidu vaut lim,_, == = 7?sin/(7) = 2 cos(r) = —x2. Donc pour R > 7

'intégrale vaut —2in3.
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2 Exercice

2.1 Déterminer les racines de I'équation z* +4 = 0.

corr.: 2P +4 =0 < (2 =2ouz?=-2) < (2 =+2"*=1+iouz=
—\/ie”r/4 =—1—7o0ouz= \/ie_i“/4 =1—1iouz=—1+1). Les racines sont donc 1 + 1,
144, —-1—14,1—1.

Too dy

2.2 Détermi Y
éterminer / P

—00

corr.: Notons z; = 1 + 1, zz——1+i 23——1—z' 24 = 1 —1i. Soit R > v/2 et notons

f+1§ xfi4, notons B(R) = [,_peio g<g<r Z4+4 Par le théoreme des résidus A(R) +
Z4
B(R) = 2mi(Rés (=g p o PR )+Res(z4+4, z2)). On a Res(z4+4, zj) = (4z )yt = 43 = —352j.
Donc A(R) + B(R) = —Z(21 + 22) = %. Par ailleurs on a la majoration |B(R)| < RZ}E4
donc limp .o, B(R) = 0. Donc limp .o A(R) = 7, ce qui donne j;o wﬁlil =1
+oo
2.3 Déterminer / (D%fﬂ.
oo XA
corr.: Notons J; 'intégrale demandée et K1 = +O°Oo ‘;4+4 de sorte que J; = Re(K1) (en fait

K1 = Ji car la partie imaginaire de K; correspond a l'intégrale d’une fonction impaire et
est donc nulle). On calcule K en posant A;(R fJf iffjf, 1(R) = [._poio gcgen %.
Comme Im(z) > 0 = |e”*| <1 on a aussi \Bl( )N < 7 B et limpg_.oo Bi(R) = 0. Donc
K, = limp_o A1(R) = limp_oo (A1 (R) + Bl( ) = 2mi(Rés(5577, 21) + Rés(5557, 22)) =
2miTh(e® 2 + €%229) = =TL(el(1 + i) + e7H (=1 +4)) = Z(2isin(1) + i2cos(1)) =
12 (cos(1) +sin(1)).

+R 3
2.4 Déterminer lim —— sin(x) d.
R—+o00 _R I + 4
corr.: Notons J2(R) = _Jrg xffill sin(x) dz, et Aa(R R xf+4 e’ dz de sorte que Jo(R) =

Im(Az(R)). Posons Ba(R) = fz:Rew,ogagnzfﬁ e dz (toujours pour R > +/2). Par le
Lemme de Jordan on a limp .o B2(R) = 0. De plus A2(R) + B2(R) = 2mi(Rés(& 4+4,21) +
Res(e4f4, z9)) = 27rii(eizl+eiz2) = 7r7’A(exp(z’—1)—i—exp(—i—1)) = @ Donc lim As(R) =
7 cos(1). Donc imp oo J2(R) = Z cos(1).

3 Exercice

On considere dans le plan complexe les quatre demi-droites indiquées ci-dessous :

-1+ 1+1
—1-i 0 1-4

N
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et 'on désigne par U l'ouvert complémentaire dans C des demi-droites (et de leurs som-
mets).

3.1 Rappeler les définitions d’un ouvert connexe et d’un ouvert étoilé. L’ouvert U est-il connexe ?
est-il étoilé ?

corr.: Un ouvert est connexe si deux points quelconques peuvent toujours étre reliés par un
chemin continu. Un ouvert est étoilé lorsque I'on peut trouver un point tel que le segment
allant de ce point a tout autre de 'ouvert est entierement inclus dans I'ouvert. L’ouvert U
défini dans I’énoncé est étoilé par rapport a 'origine. Il est donc aussi connexe.

3.2 (suite) Que peut-on dire lorsque l'on a une fonction analytique g partout non nulle sur un
ouvert étoilé ? (sans démonstration) Si sur un ouvert connexe on a deux fonctions analytiques f; et
fo telles que e/t = e/2 que peut-on dire de f; — f» ? (sans démonstration)

corr.: Lorsqu’une fonction analytique g est partout non nulle sur un ouvert étoilé, on peut
trouver une fonction analytique f sur cet ouvert telle que g = exp f. Si, sur un ouvert
connexe deux fonctions analytiques fi et fp sont telles que e/t = ef2, alors fi — fo est
constante, elle vaut 27ik pour un certain k € Z.

3.3 (suite) Prouver qu’il existe une unique fonction analytique f sur U telle que exp(f(z)) = z*+4
pour tout z € U et telle que f(0) = 2log(2).

corr.: L’ouvert U est étoilé et la fonction z* + 4 partout non nulle sur U donc il existe une
fonction analytique f telle que exp(f(2)) = z* +4 pour tout z € U. On aura exp(f(0)) = 4
donc f(0) = 2log(2) + 2mik pour un certain k € Z. Posons fi(z) = f(z) — 2mik de sorte
que f1(0) = 2log2 et I'on a encore Vz € U exp(fi(z)) = 2* +4. Si I'on a une autre fonction
fo vérifiant exp(fa(2)) = z* + 4, la différence fo — f; sera constante, donc si f2(0) = 2log 2
aussi, alors fo = fi. La fonction f; est donc unique.

3.4 (suite) Soit D le disque ouvert centré en l'origine et de rayon V2. Quelle est I'image de ce
disque ouvert par I'application analytique z +— z* + 47 Justifier I'existence de la fonction composée
k(z) = Log(z* +4) sur D.

corr.: L’image du disque D par z* est le disque ouvert centré en I'origine de rayon (v/2)* =
4. L'image de D par z — w = 2* 4 4 est le disque ouvert de rayon 4 centré en 4. Cette
image est donc incluse entierement dans le demi-plan Re(w) > 0 donc on peut utiliser la
fonction Log(w) et on a I'existence de la fonction composée (analytique) k(z) = Log(z* +4)
sur D.

3.5 (suite) Prouver f =k sur D. Donner la série de Taylor de f a l'origine. Quel est son rayon de
convergence 7

corr.: Le disque D est connexe et sur ce disque on a exp(f) = exp(k) donc f — k est
constante. Mais k(0) = Log4 = 2log2 donc f = k sur D. Nous avons donc sur D :

4

f(2) = Log(2* + 4) = log4 + Log(1 + $z%) = 2log2 + Z;’;l(—l)j_l% (%)] = 2log2 +

—1)7—! ; - "y . .
Z;‘;l %ﬁz‘“ . La série a son terme général qui tend vers zéro exactement lorsque

24| < 4, c’est-a-dire |z| < v/2. Le rayon de convergence est donc v/2.

3.6 On considere le lacet v, formant le contour ci-dessous, parcouru dans le sens direct.
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Déterminer en fonction de n € Z la valeur de f f(z)z7""tdz.

Oe

\
/

corr.: La seule singularité est en z = 0 donc 'intégrale vaut 2miRés( n(+)1 ,0). Le résidu est
égal au coefficient de 2~ ! dans la série de Laurent de f(z)z~"! & Porigine donc aussi au
coefficient de 2" dans la série de Taylor de f(z) a 'origine. Donc si n < 0 ou si n n’est pas

un multiple de 4 l'intégrale est nulle. Pour n = 0 l'intégrale vaut 2mi2log2. Pour n = 43,
(=771

j > 1, intégrale vaut 27 -

4 Exercice

On considere f(z) = %277 %z4+zf %. Calculer f/, déterminer les racines de f’ et leurs multiplicités.
Vérifier f(1) = 0. Quelle est la multiplicité de 1 comme racine de f? Montrer que les autres racines
sont simples. Soit € > 0. On considere le lacet 7., qui parcourt, dans le sens direct, z = 1 + ee’?,
—% <0 < +7%, puis le segment [1 + ie, ie], puis z = e, 5 <0 < 3%, puis le segment [—ie, 1 — ie].
Montrer que quel que soit Z € C, pour tout € > 0 suﬂisamment petit, f o ne passe pas par
Z. Side plus Z ¢ [— 194,0] alors Ind(f o~.,Z) = 0;si Z € [— 194,0[ Ind(f o7, Z) = 1; et pour
Z =0= f(1): Ind(f o7, f(1)) = 3. En déduire qu'il existe, pour ¢ > 0 suffisamment petit, au
moins un z sur le support de . avec f(z) €] — =%, 0[ et aussi qu'il existe sur le support de e z1 # 22

avec f(z1) = f(z2).

corr.: On a f'(z) = 28 — 223 +1 = (23 — 1)%. Ses racines sont doubles et ce sont 1,
i = exp(27i/3), j2 = j = j~! = exp(4mi/3). On a f)y=z—5+1—-35 = % = 0.
Donc 1 est racine triple de f. On a f(j) = ( =3 +1)j — & 75 0 et au551 f(7) #0. I ny
a donc pas d’autres racines communes entre f et f/ Les quatre racines de f autres que 1
sont donc simples. Soit Z € C; il y a au plus sept nombres complexes z1, 22, ..., 27 €nvoyés

par f sur Z. Si z; est sur [0, 1] alors il n’est pas sur le contour .. Notons §(Z) €0, +o0] la
distance minimale au segment [0, 1] pour ceux des z; qui ne sont pas sur le segment [0, 1].
Alors pour 0 < € < §(Z) aucun des z; n’est sur le contour et donc f o, ne passe pas
par Z. Sur le segment 0 < z < 1 la fonction f est a valeurs réelles et elle est strictement
croissante donc f([0,1]) = [£(0), f(1)] = [~,0]. Donc si Z ¢ [—-%,0] alors pour € < §(2)
le contour 7. ne contient dans son intérleur aucune solution de ’équation f(z) = Z. Ainsi
Ind(f o7, Z) = 0. Par contre si Z € [—-%,0], Ind(f o 7., Z) est (pour € < §(Z)) égal au
nombre de solutions, avec multiplicité, de f(z) = Z, 0 < z < 1. Comme f' ne s’annule
pour ces x que pour x = 1, cela donne donc un indice de 1 pour Z € [— 14, 0[ et de 3 pour
Z = 0. Si fo~, ne coupait pas U'intervalle | — %, 0[ on pourrait déformer contintiment —%
en 0 sans couper f o~ et 'indice devrait rester constant, or il vaut 1 pour Z = —% et 3
pour Z = 0. Donc, nécessairement f o, passe par cet intervalle ouvert. Si f était injective
sur v, le composé serait un contour de Jordan, et les indices par rapport aux points du
complémentaire ne prendraient que les seules valeurs 0 et 1 (si sens direct) ou —1 (si sens
rétrograde). Or on a vu Ind(f o7, 0) = 3 (pour € petit).
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