b
F(z) < / f(t)dt

Preuve
La fonction f étant positive sur [a;b[, on a pour tous a < u < v < b

v
F(v)— F(u) = / ft)dt >0
u
Donc la fonction F' est croissante sur [a;b[; par conséquent elle admet une limite en b~ et

b
cette limite est finie si et seulement si F' est majorée. Donc 'intégrale / f(t)dt converge si et
seulement si la fonction F' est majorée. De plus ¢
b
/ f(t)dt = lim F(x) = supF
a z—b— [a,b]
d’ou .
vz € [ab, Flz)< / F(t)dt
a

sinon elle diverge. Dans ce cas, dire que 'intégrale converge revient a dire que la fonction F'
est bornée.

Exemple

Montrer que l'intégrale de f: ©z — e~ est convergente sur | — 0o, +00]
En effet, La fonction étant paire, il suffit d’étudier la convergence en 400 :
Pour tout t > 1onat?>tet:

z 2 1 2 z 2
F(x) = / et dt:/ e’ dt+/ e Vdt
0 0 1
1 9 x 1 5
< / e Udt —|—/ e tdt < / e Vdt+1
0 1 0

La fonction f étant positive, il en résulte que F' est croissante et majorée, elle admet donc une
limite en +o00. On montrera plus loin que :

+oo 5
/ e Vdt =1

—0o0

2.1 Critéres de comparaison

Théoreme
Soit f, g deux fonctions & valeurs réelles, définies, continues et intégrables sur [a, b[.
1) On suppose qu’il existe ¢ € [a;b] tel que

Vt e [e,b], 0< f(t) <g(t)
b b b
Alors si l’intégrale/ g(z)dx converge, l’intégrale/ f(x)dx converge. Si l’intégrale/ f(z)dx

b
diverge, l’intégrale/ g(z)dx diverge.
a
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2) On suppose qu’il existe ¢ € [a; [ tel que g est de signe constant sur [c,b] et
f(t) ~g(t)
b b
alors les intégrales / f(t)dt et / g(t)dt sont de méme nature.
a a

Preuve
11 suffit d’étudier le cas ou les fonctions sont positives. (Sinon on applique le résultat a — f
et —g). On a, au voisinage de b,

f(z) =e(x)g(x)
ou ¢ tend vers 1 lorsque z tend vers b. Il existe un intervalle [c, b sur lequel g est positive et

1

1) < ja) < 29(a)

Alors

b b b
e Si / g(z)dx converge, alors / 2¢g(x)dz converge, et d’apres le critere précédent / f(x)dx
a a

converge.
b b g(:l?) b
o Si / f(x)dx converge, alors d’apres le critere précédent / Tdm converge, et / g(x)dz
a a

a
converge. Les deux intégrales sont bien de méme nature.

2.2 Intégrales de comparaison

Pour pouvoir utiliser les théoremes précédents, il faut connaitre la nature d’intégrales de
fonctions simples, qui serviront d’intégrales de comparaison. Dans les résultats qui suivent on
n’a indiqué que la borne ou le probleme de convergence se pose.

2.2.1 Intégrales de Riemann

+0o0
a) Soit a > 0 et un réel; l'intégrale / o converge si et seulement o > 1.
a

b
dt
b) Soient a et b deux réels tels que a < b et un réel; alors les intégrales / i e et
—a
bodt ’
/ — convergent si et seulement si a < 1.
a (b - a)
Exemple
400 1
Justifier la convergence puis calculer l'intégrale I = / ——dt
1 ’ (-1t 1 3
Solution. On a f(t) = ——— > 0 pour tout réel t > 2 et f(t) ~ — (== > 1), d’ou
S0 = 5 > O 220t ft)~ 7 (0= > )

la convergence de 1.
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Le changement de variable t = u? donne :

£ 1 T2
I = lim ————=dt = lim ——du
z=too Jo (t—1)V1 z—+too [ 5 u? —1

. LS| 1 _ u—1\1" V241
= lim — du= lim |In =In
a—=too \ Jygu—1 u+1 T—-Fo0 u+1)] 5 V2 -1

2.2.2 Intégrales de Bertrand

Ces intégrales de comparaisons sont utiles a retenir, non seulement pour le résultat mais
aussi pour la méthode utilisée pour ’obtenir qu’on va développer dans ce chapitre.

Théoréme
Foo dx
L’intégrale / ——— converge si et seulement si 'on a un des deux cas suivants :
2@ (Inz)”
a
a>1
a=letf>1
On peut donner un critere analogue en un point a fini. Donnons le pour a = 0.
T dg
L’intégrale / ————3 converge si et seulement si 'on a un des deux cas suivants :
«
0 z%|lnz
a<l
a=let>1
Preuve

On se ramene avec le changement de variable ¢(x) = 1/x au cas précédent. En effet

/1 dz _/+°° dt
o z@|lnz|® Ji 2o (Int)’

2.2.3 Intégrales de fonction exponentielle

+oo
Soit a et a deux réels; alors l'intégrale / e “'dt converge si et seulement si o > 0.
a

En effet

—axr

€ .
/e‘axdwz - sia#0

T sia=0

Et 'on constate bien que I'on obtient une limite finie si et seulement si o > 0.

2.3 Le critere de Cauchy

Le critere de Cauchy est un critére qui permet de savoir si une fonction possede une limite en
un point, sans connaitre a priori cette limite. Nous rappelons sa formulation pour une fonction
quelconque, ce qui permettra de I’appliquer au cas d’une intégrale convergente.
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2.3.1 Critere de Cauchy pour une fonction F' définie sur un intervalle [a, )]

Si b est fini la fonction F' admet une limite finie en b si et seulement si, pour tout £ > 0, il
existe a > 0 tel que, quels que soient x et 2’ verifiant b — o < 2’ < & < b, on ait

|F(z) — F(2')| < e

Si b = 400 la fonction F' admet une limite finie en +oo si et seulement si, pour tout € > 0,
il existe A tel que, quels que soient x et 2’ dans D verifiant A < 2/ < z, on ait

‘F(w) — F(x’)‘ <e€

Appliquons ce critere a la fonction F' définie par F'(z / f(t)

Alors .
F(x)— F(2') = // f(t)at

On a donc le critere de Cauchy pour une intégrale généralisée :
Soit f continue sur [a, b[.

si b est fini I'intégrale / f(x)dx converge si et seulement si, il existe o > 0 tel que, quels

que soient x et x’ verifiant b — a < 2’ < x < b, on ait

/: f(t)dt‘ <e

si b = +o0o lintégrale / f(x)dx converge si et seulement si, il existe A tel que, quels que

a
soient x et x” dans D verifiant A < 2’ < z, on ait

/: f(t)dt’ <e

2.4 Intégrales absolument convergentes

Définition
Soit f une fonction définie continue sur [a; b[, & valeurs dans R ou C et . On dit que 'intégrale

généralisée / f(x)dx converge absolument, ou est absolument convergente, si et seulement si
a

I'intégrale généralisée [ |f(z)|dx converge.

Comme | f| est une foanction positive, les criteres de comparaison donnés dans le paragraphe
2 peuvent s’appliquer et donnent des criteres de convergence absolue. L’intérét de la notion de
convergence absolue résulte du résultat suivant :

Théoréme

Soit f une fonction continue sur J = [a,b[. Si I'intégrale / f(z)dz converge absolument,

< [ y@la
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Preuve
C’est une conséquence immédiate du critere de Cauchy et de la majoration de la valeur
absolue d’une intégrale.

Remarque

Ce théoreme reste bien str vrai pour une intégrale généralisée quelconque. On retiendra
donc que la convergence absolue d’une intégrale entaine sa convergence.

Exemple

soit @ un nombre réel. Considérons la fonction définie sur [1, +o00[ par

sinazx
xr) =
fa( ) 1,2
On a | | )
sin ax
fulw)] < 2 <
T d
Comme l'intégrale de Riemann / — converge, il résulte du critere de comparaison que
T
+o0 ! +o0
l'intégrale | fa(2)| dz converge, donc que l'intégrale / fa(x)dx converge absolument,
1

1
et finalement que cette intégrale converge.
Théoréme
Soit f une fonction définie continue sur [a; +oo[, & valeurs dans R .

k
a) S’il existe a un réel et un réel non nul k tel que f(¢t) ~ 7o U voisinage de +o00, alors f

+oo
est de signe constant pour ¢ assez grand, 'intégrale généralisée / f(t)dt converge si o > 1
et diverge si a < 1. ¢
+oo
b) S’il existe un réel o > 1 tel que tligl t*f(t) = 0, alors l'intégrale généralisée / f(t)dt
—+00
converge absolument. ¢

+oo
c¢) S’il existe un réel @ < 1tel que lim t*f(t) = £oo, alors 'intégrale généralisée / f(t)dt
a

t——+o00
diverge.
Remarques
a) Si lim t“f(t) = 0 avec a < 1 on ne peut pas conclure : avec « = = on a lim t“= =0
t——+o0 t—too ¢t

+oo t 1 +o0o
et I'intégrale — diverge, alors que lim t*— = 0 et l'intégrale — converge.
1 t t——+o00 t2 1 t2

b) Si lim t*f(t) = 400 avec a > 1 on ne peut pas conclure : avec « = — on a lim t*— =
t——+oo 4 t——+o0

+00 1 +oo
400 et 'intégrale / — diverge, alors que lim t*— = 400 et I'intégrale / — converge.
1 t t—+o00 t2 1 t2
Théoréme

Soient a et b deux réels tels que a < b et soit f une fonction définie continue sur [a; b, &
valeurs dans R.

Intégrales généralisées Walid Bouarifi ¢ ENSA Safi 10



a) S’il existe un réel o et un réel non nul k tel que f(t) ~ au voisinage de b~, alors

k
(b—1t)
b
f est de signe constant au voisinage de b, 'intégrale généralisée / f(t)dt converge si a < 1
a

et diverge si a > 1.
b) S’il existe un réel o < 1 tel que lirgl (b—t)* f(t) = 0, alors l'intégrale généralisée
t—sb—
b

f(t)dt converge absolument.

a
c) S'il existe un réel a > 1 tel que lirgl (b—t)* f(t) = +oo, alors l'intégrale généralisée
t—b—

b
/ f(t)dt diverge.

2.5 Intégrales semi-convergentes

Nous dirons qu'une intégrale est semi-convergente lorsqu’elle est convergente sans étre ab-
solument convergente. Pour de telles intégrales il faut donc utiliser d’autres moyens que les
criteres de comparaison. Nous allons commencer par donner un exemple d’une telle intégrale,
qui sera une bonne illustration des méthodes utilisées pour montrer qu’une intégrale d’une
fonction qui n’est pas de signe constant est convergente et pas absolument convergente.

Soit a un réel non nul, et g, la fonction définie sur R* par

cosat
t

ga(t) =

Une intégration par parties donne

z sinat]” T gin at
t)dt = dt
/1 ga( ) [ t L +/1 at?

/rga(t)dt:sinax_sina+/r sin;ztdt
1 ar a 1 at

c’est a dire

T sin at
L’intégrale / 2 dt converge d’apres l’exemple du paragraphe précédent. Par ailleurs
1 a

sin ax , . . . . . ,
tend vers zéro, quand z tend vers l'infini, puisque c’est le produit d’une fonction bornée,

azx
x

par une fonction tendant vers zéro. Donc / ga(t)dt possede une limite lorsque x tend vers
1

o . e oo sina T gin at
I'infini, ce qui prouve que l'intégrale ga(t)dt converge, et vaut — + 2 dt.
a 1 a

Pour montrer que la convergence n’est pas absolue, utilisons la minoration

|cosu| > cos®u

qui est vraie puisque |cosu| < 1. Alors, en utilisant la formule

9 1+ cos2u
cos”u = ————

On obtient
|cos ax| < 1 + cos2ax

x - 2z
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et donc

o(t)| dt > — + = o(t)dt
[ laiae= [ 55 [

oo gt

“+o0o
Mais l'intégrale / g24(t)dt converge d’apres le calcul précédent, et I'intégrale / o
1 1

T

diverge. Alors 'intégrale / ga(t)dt diverge.

1
Donnons le critere d’Abel directement inspiré du calcul précédent.

2.6 Critére d’Abel

Soit f une fonction de classe C'! décroissante sur [a, +oo[ et de limite nulle en +occ. Soit g
une fonction continue sur [a, 4+oo[ vérifiant la propriété suivante : il existe une constante M
telle que, quels que soient x et 2’ dans [a, +oo[ on ait

/$ . g(t)dt

oo
Alors / g(t)dt converge et, pour tout = de [a, +00]
a

<M

[ rato] < s
Exemple

+oo
Pour étudier la convergence de / tsin(t®)dt, et afin d’utiliser la régle d’Abel, on fait
0

, ) 5 . , . [T sin(u)
d’abord un changement de variable en posant u=t°> qui permet d’obtenir —du.
0 3u3
1
On pose f(u) = — et g(u) = sinwu. On a alors la convergence de I'intégrale par application
3

de la regle d’Abel.
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