Introduction

1 Définitions

Séries entieres

Nous allons nous interesser dans ce chapitre a des classes
particulieres de séries de fonctions qui joue un réle impor-
tant en mathématiques est constitué de fonctions puissances
et généralise les fonctions polynoémes : ce sont les séries
entieres que nous allons étudier dans ce chapitre consacré
a des séries de fonctions de la forme Y a,z™. On s’'intéresse
dans un premier temps aux propriétés de la somme d’une série
entiere (domaine de convergence, continuité, etc.). On verra
ensuite comment exprimer les fonctions usuelles comme des
sommes de séries entieres. Nous nous limiterons ici a I’étude
des séries entieres a valeurs réelles, méme s’il nous arrivera
de faire quelques remarques concernant le cas complexe.

On a défini dans le chapitre précédent différents types de convergence pour les séries de fonc-
tions Y f(x) de la variable réelle x, on peut donc définir de méme la convergence simple, absolue,
uniforme, normale de la série de fonctions _ a,z".

1.1 Définition d’une série entiére

Soit (ay), une suite de nombre réels; on appelle série entiére de coefficients (a,,),, la série de

fonctions Y f,(z) définies sur R par

Vn € N,Vz € R, fp(x) = apa”™

Lemme d’Abel

Soit Y a,z™ une série entiere et soit xo un réel tel que la suite (a,z{)nen est bornée. Alors
pour tout = € R tel que |z| < |zg[, la série numérique > a,z™ converge absolument.

Preuve

La suite (anxy)nen étant bornée, il existe M > 0 tel que Vn € N, |apaf| < M
Si 29 = 0, alors il n’existe aucun z € R tel que |z| < |xo|
Si 29 # 0, on a alors, pour tout z € R tel que |z| < |zg| et Vn € N

lan®"| = |anzg

X

To
converge absolument.

Or

Corollaire

< 1 donc la série géométrique ‘
Lo

n

<M

n
T

Zo

n
converge ; on en déduit que la série Y a,a"

Soit > a,x™ une série entiére et soit xy un nombre complexe tel que la série numérique Y a,z§
converge; alors Vz € R tel que |z] < |zg], la série numérique > a,z™ converge absolument.

Séries entiéres
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Preuve
En effet, comme la série Y a,xf} converge, le terme général tend vers 0 donc la suite (a2} )nen
est bornée : on applique alors le lemme d’Abel.

1.2 Rayon de convergence

Théoréme Soit > a,z™ une série entiere; alors I’ensemble
I={r >0/ la suite (a,r™) est bornée}
Le rayon de convergence de la série > a,z™ est la borne supérieure de I.

On peut remarquer deux choses :
— l’ensemble A n’est pas vide car il contient toujours 0;
— le rayon de convergence peut étre infini car ¢’est un élement de R* U {+oco}.

Théoréme

Soit Y a,x™ une série entiére; alors le rayon de convergence R de la série entiére Y a,a™ est
I'unique élément de R* U {+oc0} vérifiant les deux conditions suivantes :

— Pour tout x€ R tel que |z| < R, la série numérique Y a,z™ converge absolument ;

— Pour tout x€ R tel que |z| > R, la série numérique ) a,z™ diverge.

Exemple

e On retrouve bien dans le cas ou a,, = 1 que la série Y 2™ converge absolument pour |z| < 1.
n

e Soit, pour tout entier n, a, = 5 la série > — est convergente pour tout z positif, d’ou
n! n!
R =400

1.3 Disque de convergence

On appelle disque de convergence de la série entiere Y a,x™ le disque ouvert de centre 0 et
de rayon R,
D(0,R) ={z € R/|x| < R}

Si on se limite a I’étude de la série entiere Y a,a™ pour x réel, on appelle intervalle de conver-
gence de la série entiere 'intervalle ouvert | — R, R].

Exemples

— Le disque de convergence de Y x™ est D1 =] — 1, 1], le disque unité (ouvert).
n

x
— Le disque de convergence de Y — est C tout entier.
n

— Attention, on ne peut rien dire a priori du comportement de la série > anax™ lorsque |z| = R.

Tout peut se produire. Par exemple, si on prend, pour n € N*, a,, = —, qui donne un rayon

de convergence égal a 1, on a une série alternée convergente en x = —1 alors qu’en x = 1,
on obtient la série harmonique qui est elle divergente.
— La série entiere > |a,| 2™ a pour rayon de convergence R.

Exemple
La série entiere ) ™ a pour rayon de convergence 1; en effet si |x| < 1, la série converge
absolument et si |z| > 1, la suite (z,,)nen tend vers +oo donce la série Y z™ diverge.
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Divergence triviale

Convergence
absolue

¥
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FI1GURE 1: Comportement d’une série entiere de rayon R

Théoréme

Soit Y a,x™ une série entiere; alors le rayon de convergence R de cette série est 'unique
élément de RT U {+o0} vérifiant les deux conditions suivantes :

— Pour tout réel r tel que 0 < r < R, la suite (anT")neN converge vers 0.

— Pour tout réel r tel que r > R, la suite (a,7"), .y ne converge pas vers 0.

Preuve

Soit R le rayon de convergence de la série entiere Y a,a™; montrons que R vérifie les deux
conditions : D’apres ce qui précede, pour tout réel r tel que 0 < r < R, la série Y a,a™ converge
absolument donc la suite (a,z™),en converge vers 0. Soit r un réel tel que r > R : alors r ¢ I,
i.e la suite (a,r™),en n’est pas bornée donc elle ne tend pas vers 0.

n

Réciproquement, soit R’ vérifiant les conditions : montrons que R’ = R. Considérons un réel
r vérifiant 0 < r < R’; alors la suite (a,7")nen tend vers 0 donc est bornée : ainsi r € I, on en
déduit donc que [0; R'[C I, d’ou R’ < R.

Supposons R’ < R, alors il existe r tel que R’ < r < R : comme 7 < R, d’apres 1.5 la série
> a,r™ converge absolument donc la suite (a,7™),en tend vers 0 ce qui est en contradiction avec
le fait que » > R’ : on en déduit que R’ = R.

2 Calcul du rayon de convergence

Pour déterminer le rayon de convergence d’une série entiere, on peut notamment utiliser trois
méthodes :

— soit utiliser directement la définition de R ;

— soit utiliser le principe de comparaison ;

— soit utiliser le critere de d’Alembert ou celui de Cauchy.

2.1 Principe de comparaison

Soit Y anz™ et Y b,x™ deux séries entieres de rayons de convergence R; et Ry. S’il existe une
constante M > 0 telle que pour tout n € N, |a,| < M |b,|, alors Ry < Ry
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Corollaire
Soient (@), ey €t (bn), ey deux suites de nombres complexes. On note R; le rayon de conver-

gence de la série Y a,x™ et Ry le rayon de convergence de la série Y b,a".
a) S'il existe N € N tel que n > N = |a,| < |by|, alors Ry < Ry;

b) Si |apn| ~ |by| au voisinage de 400, alors Ry = Ra.

Preuve
— S’il existe N € N tel que n > N = |a,| < |by|, alors on a

Vz € R,Yn > N, |a,z"| < |b,z"™|

or si |z| < Rg, la série Y b,z™ converge absolument, donc par comparaison des séries
positives, la série Y a,2™ converge absolument : on en déduite que Ry > Rs.

— |an| ~ |bs| au voisinage de 400, alors pour tout x€ R*, on a |a,z"™| ~ |b,2™| au voisinage
de +oo, donc les deux séries positives Y |an,z™| et Y |b,2™| sont de méme nature : on en
déduit alors que Ry = Rs.

Exemples

— La série entiére Y sinna™ a pour rayon de convergence R =1, en effet : Vn € N| |sinn| < 1
or la série entiére Y 2™ a pour rayon de convergence 1, donc R > 1. D’autre part, la suite
(sinn)npen ne tend par vers 0, donc la série entiere Y sinnz™ diverge en = 1, d’ot R = 1.

— La série entiere ) ™ a pour rayon de convergence R = 1, en effet :

n+1

n
n+1

~ 1 au woisinage de 4+ oo

donc les séries > ™ et Y ™ ont méme rayon de convergence & savoir 1.

n+1

2.2 Régle de d’Alembert
Soit S =3 a,a™ une série entiere de rayon de convergence R.

Sil= lim |&tt

. 1 .1 1
existe, alors R = —, avec la convention — = +00 et —— = 0.
n—+oo | ap l 0

+00

Preuve
On applique la regle de d’Alembert & la série Y a,a™ :

Ap+1

Ve € R*)¥Vn > N,

n+1
] RN PN

Apx™

n

1
ainsi la série > a,z™ converge absolument si l |z] < 1i.esi|z| < 7 et diverge si x| > 1 i.esi
1 1
|| > 7ionen déduit que R = T
Exemple

n!
e Soit S =3 —=z", on applique le critere de d’Alembert Alors
n

Upy1  (n+1)! Xn”_( n >"

Up (n+1)1 " nl ~ \n+1
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Posons
. un+1
lim ——

n—-+oo Up,

| =

. n+1\" 1 e

alors Comme lim ( ) = e = — on conclut que le rayon de convergence de la série entiere
n—-+00 n l

1

estszze.

1
e La série entiere ) — @™ a pour rayon de convergence R = 400 ; en effet si on note a, = -
n! n!
on a

an+1
(2293

nl 1
(n+ 1)!‘ -

1
donchjz—i—oo

2.3 Régle de Cauchy

Soit S = a,a™ une série entiére de rayon de convergence R.

1 1 1
Sil= lim |an\1\n existe, alors R = —, avec la convention — = +o0 et — =0.
n——+oo l 0 +00

Preuve
La formule utilisant le critére de Cauchy se démontre de la méme maniere.

Proposition
Soit Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R.

a) VA € R*, la série Y A"a,a™ a pour rayon de convergence —:

Al

b) Pour tout entier p > 1, la série entiére Y a,2™ a pour rayon de convergence YR

Preuve
a) pour tout A € R*, et tout x€ R, on a Vn € N, \"a,z2" = a, (Az)"

ainsi la série Y A"a,x™ converge si |A\x| < R ie si|z| < et diverge si [Az| > R i.e si

il
Al
R - R
|| > W, donc le rayon de convergence de la série Y A\"a,z™ est m
b) la série entiere Y a,x"P converge si |z|’ < R i.esi|z| < ¥R et diverge si |z|” > R i.e si
|z| > ¥R, donc le rayon de convergence de la série 3" a,z"™ est ¢/R.

3 Opérations sur les séries entiéres

Lorsqu’on se place & U'intérieur du disque de convergence d’une série entiere > a,z™, la somme
est une fonction de x. On s’intéresse donc aux propriétés de cette somme.
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3.1 Multiplication par un scalaire

Soient Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R et A € R*; alors la série entiere
> (Aayn) ™ a pour rayon de convergence R et pour tout x€ D(0, R), on a

“+oo “+o0

Aay) "™ = A anpx”™
> (an) >
n=0 n=0

Exemple
Le rayon de convergence de Y 2n™z"™ est nul.

1
Le rayon de convergence de Y (3.4™) 2™ est égal a T
3.2 Somme de deux séries entiéres

Soient > a,x™ une série entiere de rayon de convergence Ry et Y b,z™ une série entiere de
rayon de convergence Rq; alors le rayon de convergence R de la série entiere > (an + b,) z"”
vérifie :

Si R1 7’5 RQ, R= inf(Rl,Rg)
Si Ry = Ry, R> R1 = Ry

De plus pour tout x€ R tel que |z| < inf(R;, Rz), on a

+oo +oo +oo
Z (an +bp)a™ = Z anx” + Z bnx™
n=0 n=0 n=0

Preuve

Si |z| < inf(Ry, R2) alors les séries numériques > anz™ et > b,a™ convergent donc la série
somme Y (a, + b,) 2™ converge : on en déduit que R > inf(R;, Ra) et que pour tout z tel que
|1‘| < inf(Rl, RQ)

+oco “+oo +o0o
Z (an +byp) 2™ = Zanx" + anx"
n=0 n=0 n=0

Si Ry # Rs, par exemple Ry < Ry, considérons x € IR tel que Ry < |x| < Ry; alors la série
numérique > a,z™ diverge et la série numérique

> bpa™ converge donc la série somme diverge : on en déduit que R < Ry = inf(Ry, Rs), d’on
R = inf(Rl, RQ)

Exemple
Le rayon de convergence de Y (2n + 3n) 2™ est égal & min(1\2;1\3) = 1\3.
Le rayon de convergence de > (n? — e™)a™ est égal & min(1;1\e) = 1\e.

Remarque

On ne peut rien dire sur le rayon de convergence de la série somme quand Ry = Rs : par
exemple les séries entieres Y ™ et > (—1)" 2™ ont méme rayon de convergence 1 mais leur série
somme est la série nulle de rayon +oo.
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3.3 Produit de deux séries entiéres

Soient Y an,x™ et Y b,x™ deux séries entieres de rayons de convergence respectifs Ry et R ;

n
considérons pour tout n € N ¢, = > agb,_k, alors la série entiere ) c¢,2™ a un rayon de

k=0
convergence R > inf(R;, Ry) et pour tout z € R tel que |z| < inf(R;, Rz), on a

“+o0 “+o0 “+oo
chx" = (Zanx"> <anm”>
k=0 k=0 k=0

Preuve
Si |z| < inf(Ry, R2) alors les séries numériques Y anz™ et Y b,a™ convergent absolument donc
leur série produit également ; or le terme général de cette série produit est donné par

—+oo +oo
Z (akxk) (bn,kx”_k) = Z (apbp—k)z™ = cpa”
k=0 k=0

Donc Y ¢,z™ a un rayon de convergence R > inf(Ry, R2) et si |x| < inf(Ry, R2) on 1'égalité

:Zjocnxn = +ZOO (f (akxk) (bnkx”k)> = <:Zjoanx"> (:Zjobnx">

k=0 \k=0

Exemple
Prenons, pour tout entier n, a, = b, = 1. On a alors

n

n
Cn = Zakbn_k = Zl =n-+1
k=0

k=0

Ainsi, on en déduit que le rayon de convergence de > (n + 1) 2™ est au moins 1, et que

“+o0 “+oo 2 1
Vlz| <1, (n+1)a" = (Zw) =—0

n=0 n=0 (]‘ - .’E)
Remarque

Contrairement a ce qui se passait pour la somme, ici, 'inégalité peut étre strict méme si
R, # Rp. On le voit en prenant

1sin=0
a, =1 et b, = —1lsin=1
Osin>2

Il est alors facile de voir que ¢, = 0 dés que n> 1, donc R, = 400 > 1 = min(R,, Rp).

4 Convergence uniforme d’une série entiere

Théoréme

Soit Y a,a™ une série entiere de rayon de convergence R non nul.

Alors pour tout réel R’ tel que 0 < R’ < R, la série converge uniformément sur le disque fermé
DO,R)Y={xzeC/ |z| <R}
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Preuve
Soit R’ €]0, R[ et considérons un réel r tel que R’ < r < R; alors on a

Vz € D(0,R),Yn € N, |anz"| = |a,|r" <|x|)
,

Or 0 <7 < R donc la suite (a,r™), est bornée : 3 M > 0 tel que Vn € N, |a,|r" < M
d’olt

_ I\ "
Vo € D(0,R'),Vn € N, |a,a"| = M (Jj)

/

o R'\" .
Or la série géométrique () converge puisque
r

/

< 1. On en déduit alors que la série

> anz™ converge normalement donc uniformément sur D(0, R’)
Théoreme

Soit Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R non nul; alors la somme de la série
—+oo
S(z) = Y ana™ est une fonction continue sur l'intervalle de convergence | — R, R].
n=0

Preuve
Pour tout n € N la fonction f,(z) = a,a™ est continue sur | — R, R| et la série converge
uniformément sur | — R, R[, donc la fonction somme de la série entiére est continue sur | — R, R].

n

4.1 Dérivation d’une série entiére

Définition
On appelle série dérivée de la série entiere Y a,a™ la série > na,z"~!. Remarquons que la
n>1
série dérivée de > a,a™ est aussi égale a

S na,a™t =Y (n+1)anpa®
n>1 n>0

Lemme
Soit > anx™ une série entiere, © € R, de rayon R > 0. Le rayon de convergence de la série

dérivée Y na,z""! (resp > ainlm”“) est R.

n>1 n>0T +
Exemple
xn
Considérons la série entiere Y —; on montre facilement avec la régle de d’Alembert que
n>1 T
+oo xn
R =1; alors la somme S(z) = > — est dérivable sur | — 1, 1] et on peut dériver terme & terme
n=1T1
sur | —1,1] :
“+o0 +oo 1
Ve €] —1,1[, 5 (z) = ol = " =
R Y

D'ou Vx €] — 1,1[, S(z) = —In(1 — ) Puisque S(0) = 0.
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n

or d’apres le critere de Leibniz, la série entiere Y — converge en x = —1 : on déduit alors
n>1 T

"
du théoreme d’Abel l'identité suivante : > u =
n>1 n

—In2

Théoréme
Soit Y an,x™ une série entiere, € R, de rayon de convergence R > 0. La somme S de la série
esr dérivable dans | — R, R[ (resp intégrable sur tout [a,b] C] — R, R]) et, pour tout = €] — R, R],

x
a
§ nx Tt et Stdt:§ n_gntt
na e/o (t) it
n>0

Corollaire
Soit > anx™ une série entiere, € R, de rayon de convergence R > 0 et de somme S(x). Alors
la fonction S(z) est intégrable sur tout segment [a,b] C] — R, R[ et

b +oo 400 n a™
/a Zan "d;v—Zan/ "dx—Zanb +;+1 i

n=0

Corollaire
La somme d’une série entieére de rayon de convergence R > 0 est de C* dans | — R, R[. Si

“+oo
() = 3 apaz™, alors pour tout n > 0,
n=0

Preuve

Par le théoreme précédent on peut dériver terme a terme dans Dpg.
Pour tout z €] — R, R[, on a (par récurrence sur n)
S(z) = ap + a1 + azx® + azz® + ... + a,x™ + ... = S(0) =

S'(x ) = aj + 2asx + 3azz? + ... + nay, ac” Ly =50)=a
(0

5(3)(30) =6a3 + ... +n(n —1)(n —2)a,z" 3 + ... = SG)(0) = 6ay

D’ou le résultat.

Corollaire (unicité du développement en série entiére)
Si > apx™ = > byx™ pour tout x €] — r, 7], r > 0, alors a, = b, pour tout n > 0.
n>0 n>0
En particulier : si ) anz™ = 0 pour tout z €] —r,r[, r > 0, alors a,, = 0 Vn > 0.
n>0

5 Développement en série entiére d’une fonction

Deéfinition
Soit I un voisinage de 0 et soit f une fonction de variable réelle définie et C*° dans I. La série
de Mac-Laurin (série de Taylor en zéro) de f est la série entiere

m) (0
Zf n!( )

n>0
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Définition
Une fonction f de variable réelle définie et C°° dans un voisinage de 0 est développable en série
entiere en 0, en abrégé on dit DSFE(0), s'il existe I :=] —r,+r[,r > 0, tel que f(x) = > anz™
n>0
pour tout x € I

Proposition

Soit f une fonction de variable réelle définie et C'*® dans un voisinage de 0. Si f est développable
en série entiere en 0, alors cette série est la série de Mac-Laurin de f.

Preuve

C’est une conséquence immédiate des corollaires précédents.

Théoréme

Pour qu’une fonction f de variable réelle définie dans un voisinage de 0 soit DSFE(0) il faut et
il suffit qu’il existe r > 0 tel que

(i) f est C dans I =] — r, +7]

(ii) la série de Mac-Laurin de f a un rayon de convergence R > r,

(iii) la somme de la série de Mac-Laurin de f est égale a f dans I =] — r, +r][.

Exemple
Regardons par exemple le cas de la fonction exponentielle f(z) = e”.
étape 1. On calcule les coefficients de la série de taylor de f. On a, pour tout entier n et pour

tout réel x,
1
f™(z) =e®, dota, = —
n!
étape 2. On montre que le rayon de convergence R de cette série est strictement positif. En

effet, on a

pt1 n! 1

= —
an (n+1)! n+1notoo
et donc R = +o0

étape 3. On montre que la série de Taylor de f converge effectivement vers f. La formule de
Taylor-Lagrange permet d’écrire que, pour tout z € R et n € N; il existe £ €]0, z[, tel que

NSO FYED
f(x)—kz:(:) il "+ n+1) Tt

d’ol
n+1

—~fH0) i _ . 2l
f@)_kzzo k! zhse (n+1)! n—>—+>oc

Ce qui conclut la preuve.

Exercice
Faire le méme raisonnement avec les fonctions cos (z) et sin ().

Remarque
Dans la pratique, on ne peut en général pas calculer toutes les dérivées de f en 0. On utilise
donc un certain nombre de fonction DSFE ”de référence”.
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5.1 Développements en série entiere des fonctions usuelles

Dans ce qui suit, R = 1 (par exemple) signifie que 1’égalité est vraie pour tout z €] — 1, 1[.

Somme d’une série géométrique :

1 n _
1_I:ZLE JR=1

n>0
Plus généralement, si a € R* on a

1 11 lez” "
=T E =) = o R=ld

a—x
a n>0 n>0

Par dérivation terme & terme (1) dans | — 1,1]

1
— = n+1)z",R=1
e

Par substitution dans (1) : x— —z ou en reconniassant la somme d’une série géométrique

1
=> (-)"a"R=1
1+x "0
_ =Y (-)"(n+1)a",R=1
2 = - A=
(1+x) "0

En itégrant terme & terme (1)

In(1 = Ry
n(l+z) = (-1) —

n>0

Par substitution dans (2) x — 22 | car |z| <1 <= 22 < 1

L _ d (=)’ R=1

2
1+x o

En intégrant terme a terme

x2n+1
arctan(z) = Z (-1) 1 1
n>0
En utilisant la série de Mac-laurin
xr __ xn _—
e’ = ZF’ R =400
n>0
) n x?n-&-l
sinz = Z (-1) m,R = +00

n>0

(1)
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cosT = Z (=" 2 R=+x

'7
= (2n)!
: . R N(z) .
Pour une fonction rationnelle irréductible F(z) = D) telle que D(0) # 0, on décompose en
x
éléments simples et on utilise les DSE(0) précédents. Exemples :
2+ -3 1 1 1
F(Jj) = 3 = + 5 —
(=2 @2c-1) -2 (r-2)° 2z-1
Ona 1 1 1 1 " "
x x
r—2 21-2 2 Lo Zznﬂ’ !
n>0 n>0

Par dérivation

1 nz™~! (n+1)z"
(x—Z)QZZZ"H =D g R =2
n>1 n>0

De méme

1 1 1

— = = 2”” Q= —

w—1 1-2z D> _2"a" Ry D
n>0

Comme R3 < R; = Ry le rayon de convergence de la somme de ces séries entieres est R et on a

L 4D ) e, ]
.F($)=:j£: <__2n+1 +"§;15*—F2 ).ﬂ ,f@ = 5

n>0

6 Résolution d’équations différentielles

On peut utiliser la théorie des séries entieres pour résoudre des équations différentielles linéaires
du type

U (2)y "™ + L ur (@)Y + uo(x)y = f(z) (3)

oU Ug; U1; ---; Uy, sont des fonctions polynomiales et ou f est une fonction développable en série
entiere a l'origine.
On cherche une solution y sous la forme d’une somme de série entiere

—+oo

n=0

ol les coeflicients a,, sont & déterminer : on suppose que le rayon de convergence R de la série
> apz™ est non nul et on calcule les dérivées successives de y en dérivant terme & terme sur
I'intervalle de convergence | — R; R[, puis on remplace y, y/, .y"™) par ces sommes de séries dans
Péquation (3) ainsi que f. On obtient alors deux sommes de séries entiéres égales sur un voisinage

de 0 : alors d’apres 'unicité du développement en séries entieres les coefficients des deux séries
—+oo

entieres sont égaux, ce qui permet de calculer les coefficients a,,, puis la somme y = > a,a™.
n=0

On va expliciter davantage la méthode sur 'exemple suivant :

Exemple
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Considérons 1’équation différentielle

(B) sy (z) + 2y (2) + y(z) =1 (4)

On cherche une solution y sous la forme

alors
puis

alors, en remplagant y, 3’ et y” par ces sommes dans I’équation (4), on obtient

+oo +oo +oo
Zn (n—1)anz"* + Znanx" + Zanx" =1
n=2 n=1 n=0

orn(n—1)a, =0 pour n =1, donc

+oo +oo +oo
Zn (n—1)apz" ' = Zn (n—1)apz" = Zn (n+1)app12”
n=2 n=1 n=0

en effectuant un glissement d’indice. De méme

—+oo +oo
Znanx” = Znanx"
n=1 n=0
on en déduit
—+o0 +oo “+o0
Zn (n+1)apt12™ + Znanx” + Zanx” =1
n=0 n=0 n=0

Or si on note R le rayon de convergence de la série  a,z™ (supposé non nul), les deux séries
S n(n+1)app12™ et > nap,z™ ont également R pour rayon de convergence : alors, on a pour

tout = €] — R; R|

400 +o0 “+ o0 400
Zn (n+1)apt12™ + Znana:" + Zanm" = Z [n(n+1)apt1 + na, + a,] 2"
n=0 n=0 n=0 n=0
Donc pour tout z €] — R; R, n a
+o0
Z [n(n+1)apt1 +nap, +apla”™ =1
n=0

On déduit alors

ap=1etVn>1 nn+1l)ay1+n+1)a, =0
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Donc
—a,

VYn>1, apy1=
n

On peut d’ores et déja calculer le rayon de convergence R, en effet

a7z+1
427

Vn > 1,

1
n

donc R = 400 d’apres la reégle de d’Alembert. D’autre part, une récurrence immédiate permet

de calculer an grace a (5) :
n— ai
Yn>1, a,=(-1)"""—1 _
el S A ey
D’ou
Z+Oo -1 ay

mais en mettant a;x en facteur puis en effectuant un glissement d’indice, on obtient

uz n

—+00 n +oo _o\n
Ve eR, ylx)=1+ alxz (-1)" x—| =1+ alxz( x')
n=0 n=0 ’

mais on reconnait en cette derniere série le développement en série entiere de e™* d’ou

Ve eR, ylx)=1+arze™™
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7 Annexe

7.1 Extrait du DS N°2 2009-2010

Exercice.1
1. Soit > a,z™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Déterminez les rayons de
convergence des séries :
a
2. n n . n
a,z z

2. On suppose que lim a, =[. Calculer R.
n—oo

Exercice.2
Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes
n! 2"
.Y avVia” 2. Y plnngn 3. —2" 4. —
2 2 2 22n, /(2n)! 721 2n2"
7.2 Extrait du DS N°2 2010-2011
Exercice.1
Calculer le rayon de convergence et la somme des séries entiéres suivantes :
(n+2)* | 1 2
———z" n>1 —? 2 p>1
Z(71—&—2)! T Zn(n—i—l)! T
Exercice.2
m2n+1
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere x) avec fp(r) = —————=
y g Xl avee ful#) = e,
et préciser sa nature aux points r = —R et x = R.
2. Montrer que la somme f de cette série est continue sur Uintervalle [—R, R].
3. On se propose de calculer explicitement f(x).
1 a
3a. Déterminer a et b de R tels 'on ait = + pour n € N.

(n+1)(2n+1) n+1 2n+1
3b. En déduire une expression explicite de f(z) pour z €] — R, R[\{0}. Que vaut f(0)?
4. Utiliser ce qui précede pour calculer

o0 1
ngo (n+1)(2n+1)

7.3 Extrait du DS N°2 2011-2012

Exercice.1l
Donner le rayon de convergence de chacune des séries entieres suivantes et exprimer leurs
sommes au moyen des fonctions usuelles :

5 (02 40— 3) 2" 2 PP S(1)e

n>0 n>1(n—1) n+1 n=1 \h=1

Exercice.2
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1. Trouver le rayon de convergence R de la série entiere de terme général

(-1)" 2"
(2n+1)(2n+2)

2. La série converge-t-elle pour z=R?
3. En utilisant une décomposition en élément simple, calculer la somme de cette série entiere.
4. Calculer

+oo n
(1)
2 2n+1) (2n +2)

n=0
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