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Objectif

Ce cours a pour objectif d’initier les étudiants & la mécanique classique avancée pour
obtenir des solutions analytiques a un probléme mécanique. Acquérir un esprit critique sur les
performances et les limites de la mécanique analytique.

Ce cours contient 1’essentiel du matériel couvert dans le cours de mécanique classique et
prend inspiration comme il est coutume de plusieurs livres de références. Les notes couvrent la
mécanique classique avancée, soit le formalisme de Lagrange, le formalisme canonique et le
principe de travaux virtuels (P.T.V). Les théorémes généraux de mécanique ainsi que le P.T.V
sont rappelées dans le chapitre 1. Le formalisme de Lagrange est introduit au chapitre 2, suivent
le formalisme canonique, le Principe de Moindre Action et théorie des vibrations (ELL) (chapitre
3) et finalement les oscillateurs harmonique et anharmonique (chapitre 4).

Enfin, j’espére que les étudiants de S3 de la filiere SMA trouveront dans ce support un
bon outil de travail qui leur permettra de bien maitriser cette partie du cours de la mécanique
analytique.


http://www.fsdmfes.ac.ma/
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Chapire - Principe de Travaux Virtuels

I- RAPPELS DES THEOREMES GENERAUX

1- P.E.D (2EME LOIS DE NEWTON = THEOREME DE CENTRE DE MASSE)
= (M) point matériel : > Foy =mI'(M).

= {M} systéme discret: > Fy = Zmifi (M;) = Z% avec P, =mV; etT; = %
= (S)solide : > Fy = mI(G). | |
2- THEOREME DE MOMENT CINETIQUE
= (M) point matériel : > N7gq (If ) w 5(0,M/R).
= {M;} systéme discret : Znno(#ext)"' > nno (Ifint) C(ijt GoiM;}= Z%&o (M;) avec
i

nnO(IEA/R):(ﬁ/\ Fp.
= (S) solide : Znno(lfext)zg(O, S/R).

3- THEOREME DE L’ENERGIE CINETIQUE
= (M) point matériel : > dW (Fo ) =dT(M /R)et T(M/R) :%m\72(M IR).

2
= {M;} systéme discret : T :%z m.V 2 :%zp_. avec dT = Wi, + W, .
i i M

= (S)solide : > dW (Fo ) =dT(S/R).

Remarque: Si toutes les forces dérivent d’une énergie potentielle E, =
ZdW(Ifext) =—-dU =dT(S/R) < d(T +U)=dE, =0= E_ =cste, donc E, est conservé.

4- LOI FONDAMENTALE DE LA DYNAMIQUE POUR UN SOLIDE

e

[If] _[5 (s )L ZFM= mI(G/R)—> Théoréme centre de masse
e > nngF,, =6(G, S/R)—>Théorémede moment dynamique




I1- DESCRIPTION DU SYSTEME MATERIELS

= Systeme matériel : Un ensemble de solide et de point matériels tout a fait général {S;,
M}i=1aNetj=1aM.
Les particules M; sont caractérisées par 3 parametres M;(x;, Y;, z;) par contre le solide doit

avoir 6 parametres Si(Xai, Yai, Zai,» Vi, @i, 0i). Donc on a 3M+6N = n (coordonnées généralisées)
parametres primitifs.

Remarque : Un solide libre peut effectuer 3 translations indépendantes et 3 rotations
indépendantes toutes les 6 a la fois, il y a donc 6 d.d.L : les 3 translations sont repérés par les
coordonnées du centre de masse et les 3 rotations sont repérées par les 3 angle d’Euler vy, 0 et ¢ :
y @ précision, 0 : mutation, ¢ : rotation propre.

= Espace de configuration :

On va remplacer les (X1, Y1, Z1,...., Xj, Y, Zj, Xc1, Y61, Ze1, W1, @1, 01, ...... , XGi» YGir ZGi, Vi,
¢i, 0i) , et on va les appeler, par (g1, 92, 93,----, dn, O, dn) = {Qi} €ti=21an =6N+3M.
{a; }; L., sont appelés coordonnées généralisées.

Considérons un systeme matériel dont la position est déterminée par n variables
indépendantes, ou degrés de liberté, qi1, gz, ....... iy oenen ,qn, NOtES {qi }i 150 - ON appelle espace

de configuration [’espace a n dimensions tel que la position du systeme soit caractérisée par un
point de coordonnées {q; |, ,, . Au cours du temps, ce point q = {q; } décrit une trajectoire dans

cet espace, ie VM &(S) OM =OM (q,t).

Exemple : Pour un point matériel évoluant dans 1’espace physique habituel, I’espace de
configuration s’identifie a cet espace (Fig. 1a). En revanche, il n’en est pas de méme pour un
pendule simple, dont la position est caractérisée par I’angle 0 qu’il fait avec la verticale
descendante (Fig. 1b) ou pour un ensemble de 2 particules couplées par un ressort de raideur k
évoluant sur un méme axe Ox (Fig. 1c).
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Pour un systeme constitué de N particules, en mouvement quelconque les unes par rapport
aux autres, le nombre de degrés de liberté est n = 3N. L’espace de configuration a donc dans ce
cas 3N dimensions.

Notons qu’'un point de [’espace de configuration détermine la position du systéme et non
son etat mécanique, lequel exige, en outre, la connaissance de I’ensemble des vitesses ou mieux
des quantités de mouvement.

11.1. INDEPENDANCES DES COORDONNEES GENERALISEES

e Si tous les g; sont indépendantes alors dim(S) = n.
e Si il ya’>’m?’ relations entre les g; alors dim(S) = n-m.

Exemple :
¢ Prenons le cas ou 2 points M; et M, sont indépendantes (Fig. 2a) donc obligatoirement
on a un systeme a 6 dimensions.

Ml g MZ

(b) dim=6-1=5
(a) dim =6

Fig. 2

¢ Si M; et M, sont liés par la relation M;M, = | (Fig. 2b) donc on aura un systéme a 5
dimensions car la 6°™° sera relié par une équation M;M, =1 d’ou dim = d.d.1 = 6-1 =5,

11.2. LIAISONS

Définition 1 : Un solide est soumis a une liaison si les positions qu’il doit prendre doivent
satisfaire a certaine condition.

Définition 2 : Une liaison pour un systeme (S) : toute relation (ou systeme de relation) imposée,
a priori, et indépendamment de toute conséquence des lois de la dynamique, aux parameétres
inconnues @ = {q, |

Définition 3 : Donc une liaison est une limitation de l’indépendance du mouvement d’une partie
ou plusieurs de systeme imposé par une autre partie ou bien d’autre obstacles extérieurs.

11.3. CLASSIFICATION DES LIAISONS

Toute liaison (contact, glissement nul, frottement nul, ...... , etc) est caractérisée par une

relation entre les différentes coordonnées généralisées ou certaines d’entre elles et d’autre
dg

e

parametre le temps. On exprime une liaison par des relations F(q,,q,,t)>0 ou g, = it

vitesse généralisée. Toute relation de ce genre traduit une liaison ou contrainte. Soit m le nombre
de telle relation (m < n), le nombre de coordonnées généralisées indépendantes : n—-m =s =d.d.l.



Définition 4 : Une liaison exprimée par une égalité sera dite une liaison bilatérale. Bilatérale :
traduit par une équation F = 0 ie agit sans interruption.

Définition 5 : Une liaison exprimée par une inégalité sera dite une liaison unilatérale.
Unilatérale : traduit par une inéquation F > 0 ie peut agir ou ne peut pas agir.

Exemple :

¢ Prenons le cas ou 2 points M; et M, sont liés par la relation M;M, = | (Fig. 3b ci
dessous) donc on est en présence d’une liaison bilatérale traduit par la relation M1M; = .

¢ Prenons le cas d’un point matériel ’A’’ qui se déplace dans un plan (Oxy) (Fig. 3a) : la
liaison n’agit pas quand z>0 et elle agit quand z = 0 donc on est présence d’une liaison unilatérale
traduit par la relation z> 0

A M; K M,

/./_\ ° °
@) (b) dim = 6-1=5

/S /7777 7777

Fig. 3

Définition 6 : Une liaison est dite holonome si elle se traduit par une relation entre les seuls
paramétres (Qk)k =1an (ie a ’exclusion de toute intervention de leurs dérivés) et <’t’” : F(qx,t) = 0.

= Une liaison holonome sera, donc, traduit par F(q,,t)=0 et S—F =0 Vk. C’est le cas des

k

conditions geométriques.

= Une liaison non - holonome sera, donc, traduit par F(qk,qk,t): 0=3k tq S—F #0. Cest

k

le cas des conditions cinematiques (font intervenir les vitesses généralisées dqy/dt).

Définition 7 : Une liaison est dite non - holonome si elle se traduit par les q,,q, et le temps t,

m
cette relation étant linéaire : Zaj (@04, +b;(q,)=0 ; k=1->n.

j=1
Définition 8 : Une liaison est dite semi - holonome si elle est non - holonome intégrable ie
paramétrable, autrement dit c’est une liaison qui peut se ramener au moyen d’intégrale a une
liaison holonome.

Exemple :
¢ Roulement sans glissement d’une sphére sur un plan :

%s —R(@siny —gsin@cosy) =0

' A o ] , liaisons (bilatérales) non
Ve + R(@cosy + @sinfsiny) =0

V, (S/R)=V(l eS/ﬂ%)z@@{

holonomes.
¢ Roulement d’une roue sur une droite : X+ R& =0= x+ R& =cste, liaison semi - holonome.

Définition 9 : Une liaison est dite scléronome si elle est indépendante explicitement du temps.
Elle est dite rhéonome dans le cas contraire.




= Une liaison scléronome sera, donc, traduit par F(q,,q,)=0 et % =0 Vk. C’est le cas

des obstacles fixes.

= Une liaison rhéonome sera, donc, traduit par F(qg,,q,,t)=0 et %: #0 Vk. C’est le cas

des obstacles mobiles.

Définition 10 : Une liaison est dite parfaite si elle est holonome, paramétrable (ou résoluble)
bilatéral tel que le travail de la force de liaison est nul. Elle est dite dissipative dans le cas ou il y
a perte d’énergie.

Définition 11 : On appellera liaisons principales (L.P.), des liaisons arbitrairement choisies parmi
toutes les liaisons imposees a (S) qui Vérifient les 2 points suivants :

1- F(q,,t)=0 et S—F =0 vk ie elles sont holonomes.

k
2- le systéme est résoluble ou plus généralement paramétrable ie que I’on peut effectivement les
résoudre (ou les paramétrer).
Cas particulier :

Si toutes les liaisons principales sont indépendantes du temps ie F(qk): 0= % =0, alors les

—_—

L.P sont scléronomes dOM = ZGOM dg; + ao—Mdt Zao—qu, dM :Za—qu,

i1 0Q, ot i1 00 i1 00
Définition 12 : Si il existe des liaisons autres que les liaisons principales, on les appellera liaisons
supplémentaires (L.S.).

I1.4. NOMBRE DE DEGRES DE LIBERTE :d.d.I =n

¢ Si (S) est soumis qu’aux ¢’p’” liaisons principales (L.P) = d.d.I=n=N-p.

¢ Si (S) est soumis en plus a ¢’s’” liaisons supplémentaires (L.S) => d.dl=n=N-p—-s=N-m.
Ou “°N” : c’est le nombre de parametres primitifs, ’n’> : c’est le nombre de coordonnées
généralisées et ©’m”’ c’est le nombre d’équation de liaisons.

11.5. FORMES DES EQUATIONS DE LIAISONS

= Liaison holonome= |F(q,.t)=F(q,,q,,...q,,t)=0  [1]. C’est une fonction
scalaire de n+1 variables (g, t) ; une telle relation est appelée équation de liaison holonome (elle
ne fait pas intervenir les dérivées ¢, ) entre les parametres.

= Pour une liaison holonome ?1_::0 (car F(q,.t) :Z—qk EF:O. Soit,

> a, (g, t)d, +b,(a,, 1) =0 [2], une fonction scalaire affine, ie linéaire, en d,, avec aq et by

sont des fonction de (qx, t) supposées continues et | =1 — m:indicede liaison.

S’il est possible par intégration de ramener (2) a une relation de la forme (1), la relation
(2) est alors qualifiée d’équation de liaison semi - holonome ; dans le cas contraire elle est dite
non — holonome. La liaison (1) est dite indépendante du temps si F(qx, t) est fonction des seuls gk




, a ’exclusion de t ; la liaison (2) est dite indépendante du temps si tous les ay sont fonctions des
seuls g et si la fonction by est identiquement nulle.

Une liaison holonome (éventuellement obtenue par intégration d’une équation de liaison
semi - holonome) de la forme (1) est qualifiée de principale, ou primitive, lorsque résolue en 1’un
des gk elle est utilisée pour remplacer ce gx par sa valeur en fonction des autres parameétres et
donc diminuer le paramétrage d’une unité, de telle sorte que le mouvement réelle (M.R) ou le
mouvement virtuelle (M.V) qui s’en déduit soient exprimés avec ce paramétrage réduit ; le M.V
est alors dit compatible avec la liaison principale. Une équation de liaison qui n’est pas utilisée
pour effectuer la réduction de paramétrage qui vient d’étre indiquée est qualifiée de
supplémentaire, ou complémentaire, (ceci aussi bien dans le cas d’une liaison non — holonome,
que dans celui d’une liaison pouvant se mettre sous forme holonome).

Définition 13 : Un mouvement virtuel de (S) compatible avec les liaisons principales choisies est
un M.V tenant compte uniquement des relations imposées par ces liaisons a I’instant considéré.
On dira simplement mouvement virtuel compatible (M.V.C). Le champ de déplacement virtuel

——
. . - M .
compatible correspondant s’écrit : oM = Za—chi . On rapprochera cette relation de celle
i=1 i
obtenue en écrivant (1) sous forme semi — holonome (2) :
", 5OM oM ", oF F
Za dqi+8 dt=0 < 8_qk+8_=
i1 Oq; ot o Oy ot
Remargue : Une liaison non holonome ne peut donc en aucun cas étre une liaison principale. Car
son équation de liaison est non intégrable, non résoluble.

0

I1.6. NOTIONS DE FORCES OU D’EFFORTS

On distingue 2 types de forces :
o |es forces extérieurs a (S) qui sont des forces exercées sur des éléments de (S) par des
systémes n’appartenant pas a (S). En général, il s’agit des forces actives ou données.
@ Les forces intérieures qui sont des forces exercées par des ¢éléments de (S) sur d’autres
éléments de (S) (force de liaison).

Exemple
e Force a distance (gravité) o force données.
e Force de contact (frottement) o force de liaison.

e Force conservative (gravit€) dérive d’une énergie potentielle E, = U.
e Force non conservative (frottement) ne dérive pas d’une E, = U.

F est conservative si F(F)=—gradU ().
U(F) : énergie potentiel associe a la force F(F). dW = F.dF = —gradU ().dF = —dU .

I11- PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS (NOTE P.T.V.)

Cette méthode des travaux virtuels, qui est a ’origine de la formulation lagrangienne de la
mécanique (cf. chapitre 2), s’appuie sur la notion de déplacement virtuel (noté D.V.). Elle
présente ’avantage de ne pas exiger le calcul de toutes les réactions entre les différentes parties
des systemes considérés et donc d’étre plus efficace.




I11.1. MOUVEMENT VIRTUEL (M.V) D’UN SYSTEME MATERIEL

Le déplacement réel (D.R) infinitésimal d’un point quelconque M de (S) pendant
I’intervalle dt est MM'=d(OM) = dM .

Définition 14 : A un instant t arbitraire mais fixe, on appellera mouvement virtuel (noté M.V.) du
systéme (S) la donnée d’un certain champ de vecteur G(M) : VM €S > (M) = 5(W) =M .
Ce champ de vecteur sera interprété comme étant un déplacement virtuel infinitésimal a I’instant t
et on le notera oM .

Notation: Le D.R et le D.V seront, donc, notés respectivement dM et oM .

Définition 15 : On appelle mouvement virtuel compatible (noté M.V.C.) tout mouvement virtuel
de (S) compatibles avec les liaisons principales a I’instant t fixé. Le champs de déplacement
S
. . , . = M
virtuel compatible (noté D.V.C. ) s’écrit : M = zg—.éqi.
iz 00

I11.2. LIAISON PARFAITE DANS UN M.V.C.
Définition 16 : Une liaison entre 2 solides de systéme (S) (ou entre un solide de (S) et un

obstacle) est dite parfaite si, et seulement si, quel que soit t, le travail virtuel (ou la puissance
virtuelle) des inter - efforts de liaison est nulle pour tout M.V.C. a cette liaison.

Définition 17 : On dit qu’une liaison vérifie la condition des travaux virtuels (noté C.T.V.) si le
travail des forces de liaison, pour tout M.V.C. avec la liaison, est nul.

111.3. DEPLACEMENT VIRTUEL (NOTE D.V.) ELEMENTAIRE

Définition 18 : On appelle D.V. élémentaire tout déplacement élémentaire arbitraire, de
I’ensemble d’un systéme ou de certain de ces parties, a une date fixée, compatible avec les

liaisons qui définissent le systéme considéré. On notera ce déplacement &M ou d M =d F.

Remarques :
¢ Dans un D.V. tout est permis : mouvement d’un corps en équilibre, pénétration dans des

obstacles impénétrables.
¢ Un D.V. s’effectue a temps fixe : ¢’est une déformation de la configuration (image) réel
de systéme a un instant donné.

Exemples :

d Sur une tige, le D.V. d’une masselotte est 6x alors que son D.R. élémentaire est
dx=v,.dt=xdt. On note ainsi que d&x est arbitraire et donc indépendant de la vitesse,

contrairement a dx (Fig. 4a).
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¥ Dans le plan Oxy, le déplacement du point A est (Fig. 4b) : & = &€, + r56.6, avec dr
et do arbitraires, alors que le D.R. élémentaire est dr =dr.€, +rdé.€,. Contrairement au D.R.

élémentaire, pour lequel, dr=rdt et d@=0dt, le D.V. élémentaire n’est pas, a priori,
tangent a la trajectoire.

& Si un point A coulisse sans frottement sur un tige en mouvement (Fig. 4c), la liaison
dépend de temps. Par conséquent le D.V. de A, compatible avec cette liaison a I’instant t fixé, ne
comporte pas de contribution angulaire, d’ot oF = dr.€, .

Définition 19 : Un D.V. est dit licite (noté D.V.L.) lorsqu’il respecte toutes les liaisons dans leur
configuration a un instant donné. Il est dit non licite (noté D.V.nonL.) s’il ne respecte pas toutes
les liaisons dans leur configuration a un instant donné.

Remargues :

¢ 1l y’a un unique D.R. mais il y’a une infinité de D.V., donc nous disons que le D.R. est
un cas particulier de D.V.

¥ Un D.V.L. respecte les liaisons dans leur état a ’instant t fixé, par contre un D.R.
respecte les liaisons dans le mouvement entre t et t+dt.

& Le D.R. peut coincider avec le D.V.L. si les obstacles sont fixes ie toutes les liaisons
sont scléronomes.

Exemples :

¢ Soit 2 boules liées par une tige rigide. Ce déplacement est non réalisable = D.V.nonL.

M
—o——0o—
¥ Une particule M, qui se déplace sur une courbe C;, dans un plan. Soit C; se déplace
(obstacle mobil = liaison rhéonome) et dr déplacement réel de point M qui respecte M dans son

11



mouvement : (1) D.V.L. car il respecte la liaison et (2) D.V.nonL. car il ne respecte pas la liaison
(Fig. 5a).

Y 4 1 dF, oF

C: fixe

v

(a) (b)

& Dans le cas de la Fig. 5a, le D.R. de M est un D.V.nonL., par contre dans le cas de la
figure 5b ie & obstacle fixe le D.R. =D.V.L.

I11.4. TRAVAIL VIRTUEL ELEMENTAIRE (T.V.)

Définition 20 : A une date quelconque t, on appelle travail virtuel élémentaire (noté T.V.) d’une
force F, appliquée a un point M d’un systéme, le travail élémentaire de F dans un déplacement

virtuel élémentaire, 8M, a cette date : W = F.OM .

Remargues :
¢ Attirons I’attention sur le travail non nul de la force de Coriolis, dans un déplacement

virtuel élémentaire ; en effet, 3M n’est pas a priori tangent a la trajectoire dans le référentiel non
galiléen.
¥ F L(C)=dw =F.dM =0 par contre W = F.0M = 0. Voir figure ci-dessous.

I11.5. PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS (P.T.V.)

% Soit un systéme (S) formé de particules {m,, T}, et chaque m; est soumis & des

forces de résultante R, = F, o + F, i -

% PFDpour mi: R =ma <R -ma =0=R+F =0 o0 F =-ma, cestla
force d’inertie. D’autre part R, =F, ., +F; ,, = F;(Fce.donnée)+ F, (Fce. liaison). D’ou pour
chague m; on aura :

R, +F =0« F (Fce. donnée)+ F; (Fce. liaison) + F," (Fce. inertie) = 0 (1)

12



& Soit un D.V appliqué a (S) et qui fait passer chaque T, — ;. + of; . Pour ce D.V nous
allons calculer le T.V des Forces :
* Pour m; donné : (1) & (Ifi +F + Ifi")éfi —0< F.OF + F .0F +F .6oF =0.

« Pour I’ensemble des m;i: | > F.oF + > F .o + > F .o =0 < oW, + W, + W =0
i=1 i=1

i=1

P.T.V = Principe D’ Alembert.

Enoncé : P.T.V. (Principe d’Alembert) pour un point matériel
Le travail virtuel de la quantité d’accélération d’un point matériel, dans tout D.V, est égale
a la somme des travaux de toutes les forces appliquées au point matériel.

Enoncé : P.T.V. (Principe d’Alembert) pour un systéme S

Pour un repére Galiléen et avec une chronologie absolue, pour un systeme S, pour tout
M.V. et a tout instant t, le travail virtuel élémentaire, de toutes les forces exercées sur S
(extérieure et intérieure), est égale au travail virtuel élémentaire de I’ensemble des quantités
d’accélération.

Cas particuliers :
d Systéme a liaison parfaite =pour un D.V.L éW, =0 donc le P.T.V. se réduit a [W, + W™ =0

¥ Si en plus (S) est en équilibreona SW™ =0 d’ou P.T.V, se réduit a |oW, = 0|,

Théoréme des T.V. relatif & la statique (équilibre) : Ainsi, pour qu’un systeme matériel S, a
liaisons parfaites, initialement immobile, demeure au repos (ie en équilibre), il faut et il suffit que
la somme des T.V. élémentaires des forces données soit nulle.

Remargue : L’attrait de ce théoréme est directement lié a la simplicité des relations géométriques
entre les parametres au cours de D.V. élémentaire.

& Soit (S) un systeme a liaison scléronome parfaite et a forces données (Fq4) conservatives, donc
le D.R. entre t et t+dt est un D.V.L. ={6W, + W =0 < dW, +dW " =0|:

@ Fq conservative = oW, =dW, =—-dU .

§>Avecéi::i:d—rti
dw’ = iZﬂ:miai.di_ i:1mi t'di_ ;mi it .(ri.dt)_ ;dt(zmin jdt_ dT

D’ou|dW, + W =0« —dU —dT =0« T +U = E_ = Cste|énergie mécanique.

Pour un systéme a liaison scléronome, parfaite, et a forces données (F4) conservatives et a
D.R. = D.V.L., I’énergie mécanique est une constante de mouvement. On dit qu’on est en
présence d’un systéme conservatif.

Remarques :
9 Ecrivons le P.T.V. pour le mouvement réel = dW(m.&,) = -dW " = dW (F

) +dW (F,)

ext
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- o g o (= dr, (. d(l_ .,
Or dW(m,&;) :J'miai dr, = jmiai .(ri .dt): m, E.(ri .dt):_[a(z m;T; jdt =dT .
D’ou|dT =dW(F,,)+dW(F, ) =dW, +dW, =T, -T,
2 Dans le cas ou le repére ® n’est pas galiléen, le P.T.V. s’écrit donc :
W (M, /R) = dW (F,,,) +dW (F,,. ) = W (F,) + SW (F,) + W (F,) + W (F,, )
Ou F_ etF, désignent les torseurs des forces fictives de Coriolis et d’entrainement
respectivement.

int

int

Exemples : Théoreme des T.V. relatif a la statique (équilibre)

¢ Exercice 1 : Levier a pression

On appelle levier & pression le systeme de 2
tiges (de méme masse m) articulées identiques
dont I’une a une extrémité immobile O et I’autre
une extrémité B qui peut se déplacer suivant un
axe (Fig. 6). On exerce en A une force verticale

F, =—F,.] dirigée vers le bas. Afin de calculer

la force F, =—F,.i qui doit exercer le bati en B
pour que le systeme soit en équilibre. Limitons
nous au cas particulier important ou les liaisons
en O, A et B sont parfaites. Rappelons qu’il en Fig. 6
est ainsi dans 2 cas importants, en I’absence de
frottement et en 1’absence de glissement méme

s’il y a frottement, donc W, =0.

¢ Réponse 1 :

Considérons un déplacement angulaire virtuel élémentaire da.

. I . I .
Comme: vy, =Lsina vy =§.sma s Ye, =§.sma et x; =2l.cosc .

Ilvient: dy, =l.cosa.da ,dy :lz.cos(x.da ,dye, :lz.cos(x.da et dx; =—-2l.sina.de .

On en déduit, puisque F,.0A=—Flcosa.da et F,.5B =2F,lsina.0a :

B F, +mg

PTV.= W, =0 < (- Flcosa —mglcosa + 2F, I sin a)da = 0| d’ou |F, = T
ana

On voit aisément I’intérét du systéme : pour F; donné et o faible, F, peut étre trés grand,
ce qui permet de comprimer des objets en B.
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¥ Exercice 2 :
Equilibre d’un pendule double pesant

Un pendule double, constitué de deux tiges
identiques (Fig. 7), de masse m, de longueur I, est
écarté de sa position d’équilibre verticale, grace a
une force horizontale F appliquée a I’extrémité de
la tige inférieure. Les liaisons aux 2 articulations
sont parfaites. Trouver les valeurs des angles 0, et
0, que font, avec la verticale descendante, ces
deux tiges a 1’équilibre.

L}
1
1
L}
]
1
1
[}
[
1
[}
[}
1
1
]
[}
1
[}
]
1
1
v

¢ Réponse 2 :

Le T.V. de I’ensemble des forces qui s’exercent sur le systeme doit étre nul :
SW, + W, + W =0 or forces de liaisons parfaites et systéme en équilibre :

W, =0, W =0=PTV < W, =0i={W, =mg.Kg, + Mg.Ks, + F.oy =0

I I . .
Comme : Xg, :E.cose1 , Xg2 :Icos¢91+5.c056?2 ety=Lsing, +1Ising,.
Il vient :

Kgy = —IE.sin 6,.00, , X, =—1sin6,.06, —lz.sin 6,.00, etdy=1.cosb,.00, +1cosb,.060,.

Par conséquent : oW, _( 3n;g| .sin @, + Fl cosé j56?l +(FI cosé, —ngl.sin o, ).502 =0

- : 2F 2F
On en déduit, la relation : |[tand, =—— et tand, =— =6, > 6,|
3mg mg

111.6. FORCES GENERALISEES

N —
Pour les forces données oW, =D F.&F or T =T (q,,t)= o :Z 5qk +%ét car

i i
i=1 k=1 0 k

D.V. = tfixe. n : nombre de coordonnées généralisées et N : nombre de particule de systeme.

awdzzﬁ.[zaqk ] z(zfaqk ~Sea = -3RL

i=1 k=1

& {Qx} est appelé ensemble des forces données généralisées tel que Q, = Z F.— a
=) qk

Le méme traitement peut se faire pour les forces de liaison Fr et les forces d inertie F”.

N
& {Q'«} est appelé ensemble des forces de liaisons généralisées tel que Q « = Z Fi. S—r
i=1 qk
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& {Q'« } est appelé ensemble des forces d’inertie généralisées tel que Q '« = Z Fr.— o,

i=1 aqk
¥ |F, (Fce. donnée) + If.'(Fce Iiaison)+ If."(Fce inertie)=0 Vi @] Or:
5 ;
Q +Q,+Q = ZF ZF. S EL IS E R ) T s0 @)
i i1 aqk i—1 a0, i3 aq,

Dou|Q, +Q, +Q, =0 VK (2)

Donc V R la somme de toutes les forces généralisées est nul Donc on vient de monter que (1)=>(2)
¥ Les coordonnées gk sont quelconque et pas forcément indépendantes. Donc partant de P.T.V. :

W, +W, +W =0 < Zn:Qk.a‘qk +Zn:Q'k.a‘qk +Zn:Q"k.a‘qk =0
T - -
Z(Qk +Q|'<+Q;)5qk =05Q, +Q, +Q, =0 si {g,} sont liées
Z(Qk +Q, +Q§)5qk =0=Q,+Q, +Q, =0 (2) si {g.} sont indépendants
k

Mais la relation est veérifiée V les coordonnées {qx}-

IV- DECOMPOSITION DE L’ENERGIE CINETIQUE

1 =) X o, . or, N
T=>>mR? nousremplacons F, = Z—qk +—- carf.(q,,t)
24 k=1 an ot

OntrouveT—lim Za—rq o =T,+T,+T, avec
2 & |klaq k T 8t 0 1 2

EA I o Y P |

k=1 k=1

Cas particuliers :
d Cas d’un systeme a liaison scléronome=

—

L o, T,=0 , . . e
r=r, (qk):> Fy =0=> 0 d'ou T =T,, on dit que dans le cas d’un systéme a liaison

scléronome, I’énergie cinétique est une forme quadratique de vitesse généralisée tlscleaT=T,

§ On peut montrer aisément, en utilisant le rappel ci-dessous, que Z—qk =T, +2T,

Rappel
Si f=f(x,X,, X, ) estde degré n alors ngk =nf|d’ou:
k
aT,
Z—qk = 2T, puisque T, est de degré 2
k aqk

, T, .
comme T; est de degré 1 alors Za—_lqk =T,.
k 00y
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