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Chapite - Fondement de & Meécanique Anaytigue

Dans cette introduction, nous considérons les systemes pour lesquelles toutes les forces
qui travaillent dérivent d’une énergie potentielle. En outre ces systéme seront naturels, c’est — & -
dire que les contraintes ou liaisons, ainsi que 1’énergie potentielle, ne dépendent pas
explicitement du temps ; dans ces conditions, comme nous le verrons, I’hamiltonien H s’identifie
a I’énergie du systéme

Le mouvement d’une particule et plus généralement d’un systétme matériel, peut étre
étudié a partir d’un formalisme dit analytigue développé par les mathématiciens francais A.
Lagrange et écossais W. hamilton. Ce formalisme s’appuie principalement sur deux fonctions
scalaires ayant la dimension physique d’une énergic : le lagrangien L et [’hamiltonien H. Son
intérét principal est d’une part qu’il se préte mieux a I’extension de la mécanique aux autres
domaines de la physique (optique, physique quantique, etc.) et d’autre part qu’il permet de
trouver plus facilement les grandeurs physiques qui se conservent dans le probleme considéré.

I. EQUATION DE LAGRANGE SIMPLE (Noté E.L.S.)

Définition 1 : Soit un systéeme (S) a liaisons parfaites (1) et holonomes (2), et a forces données
conservatives (3). Un tel systeme est appelé systéme lagrangien.

© Soit les coordonnées généraliseées {qx} qui sont indépendantes car (2), et on choisit un
D.V.L. {8qx}. Pour une position T, de (S) = &F = &F,(q, ) car D.V. = temps fixé et donc :

or, =
zlaq o,

=20

¢ Systéme a liaison parfaite (1)= pour un D.V.L. SW, =0 donc le P.T.V. se réduit a
W, +W" =0.
1.1. cALCUL DE Qx

o+ Ty
ot

n

oW, =YQ. &, =—dU car (3 =dU =Y. 22, carU(r)=Ula, et 7 =7 (a,)
k=1

k=1 k

Donc on aura|oW, = > Q,.&, = —Za_uaqk o Q, = _J 4)
= ia 00, aq,

1.2. CALCUL DE Q,

. NG N . n aﬁ n
W :_Zmiai'é‘ﬁ:_zmiri( _&kJ ( k:ZQk'a:]k'
i=1 i=1 i 00, k 0y k=L
N . oF
Comme gy est indépendantes donc |= Q'k ==Y mF; o (5)

i=1

(5) est la définition générale de Q, méme si les g sont liées.
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1.3. CALCUL DE Q, EN FONCTION DE T (ENERGIE CINETIQUE)

N N or N . 7
EZm Z r:Zmif}i[%j
2|:1 k i=1 i=1 6qk dt

P r N . r

o S (x ] () S d[ )
oq,  dtl g, 6qk dt q. ‘= dtldg,

Rappels
Pour tout fonction ¢ = ¢(q, ,q, ... t)

oi[%]:i(dﬁj
dt\oq, ) oq, \ dt

OJ‘%.dm:%Jﬁ.dm et j%.dm=§j¢.dm

8_‘ri = o regle de simplification par le point.
aq,  aq,
R | I NN AN N, 4 \
Donc T =) mi? = ——=>"mf,—-=>"mf, — car régle de simplification par le
i-1 o, T a3 0y
: : LN or, o  or
point. Puisque par hypothese I, = » —-q, +— carf;,(q,,t)=> —/—=—-.
20 T © T e, oo,
NCoLOF L. r N AF )
E(a_.TJZZmiﬁi_'_zmiﬁE(ﬂJZZmiﬁi_'_a_T:_Qk +8_T
dt\ oq, = 0y = dt\ oq, =) aq,  oq, aq,
Or (6)
d(or orT .
Sl I PR 6
da)a-a ®

Donc (5)<>(6) expression de la force généralisée d’inertie en fonction T.
|.4. LAGRANGIEN

Définition 2 : Considérons un systeme matériel en mouvement par rapport a un référentiel
galiléen ® , sous I’action de forces extérieures et intérieures qui dérivent d’une énergie potentielle
totale U. Le lagrangien du systéme est la fonction suivante, dépendant des parametres de position
{q}, de leurs dérivées par rapport au temps {q,} et éventuellement du temps

L=L(g,. 4. t)=T-U]|

Remargue : Cette définition n’est valable qu’en mécanique newtonienne et pour des particules
chargées qui ne sont pas en interaction magnétique. En effet, le lagrangien associé au mouvement
d’une particule chargée (charge q), plongée dans un champ électromagnétique (E, B), comporte
un terme supplémentaire : \L =T-qV + qv.A\. q étant la charge électrique, v la vitesse et (V, A)
le potentiel électromagnétique (cf. Electromagnétisme S3).
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Exemples

© Lagrangien d’un oscillateur harmonique k m
unidimensionnel. On a:

1

T=tme u=twes L()‘(,x):lmx2 L
2 2 2 2

, X étant I’allongement du ressort de raideur k. Fig.1

¥ Lagrangien point matériel en chute libre. On a:
T =%mz’2 U=mgz= L(z‘,z)=%mz‘2 -mgz, z

étant la coordonnée suivant la verticale ascendante.

& Lagrangien d 'un pendule simple. On a :

T :%mlzé'?2 U =-mglcosd = L(é,@):%mlzéz +mglcos@,

6 désignant 1’angle que fait le pendule avec la verticale
descendante.

1.5. EQUATION DE LAGRANGE SIMPLE (E.L.S)

APTV.= W, +W =0 (car oW, =0 puisque (1) L.p.)< Z(Qk +Q|'<')5qk =0 V&,
k

car liaison holonome.= qx indépendants.

Z(Qk+Ql:h:]k=0 (v, )=Q, +Q, =0 Vk car Lh
k

Or (4) = | W, =kiQk.5qk =—Z—5qk Q- ete= &

S P I RO A ED
aq,  oq, dt{ oq, dt{ oq, aqy

A Donc si I’on introduit le lagrangien de (S) : L = L(qk gt ):T —U , on dit qu’on parle
de formalisme lagrangien ie nous travaillons, avec (q,,¢,,t), dans /’espace de configuration Ey,

dont les {qx} sont les coordonnées généralisées de cette espace. Or U =U(q, ,t) = 2—U =0.
q

k
dfor) al-U) g .9() b o g o
dt| &g, aq, dtloq, ) oq

E.L.S. se sont les équations de Lagrange simple d’un systéme lagrangien.
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Remargues
e Un systéme S possédant un lagrangien est dit conservatif si % =0 ie systéme lagrangien a

liaison scléronome = systéme conservatif. L’implication dans 1’autre sens n’est pas tjrs valable
car un systeme conservatif est a hamiltonien H (voir cf. IVV) conservé = H = cste/t.
e Un systeme Lagrangien a l. scl., est a energie mécanique totale conservée : E, = T + U = cste.

|.6. EQUIVALENCES
Nous avons montré que : L.F.D.= P.T.V. = E.L.S., montrons donc les implications dans
I’autre sens. En effet :

N — — —
O PTV. = [W, +W, + W’ :O:Z(Fi +F +F )é'ﬁ =0 V4| pour j donne 8ri =0 et
i=1

5120 = (F, +F, +F JoF, =0 (VoF,)=F, +F +F =0=-F =ma, = F, +F, =R,
dou P.F.D.

@ELs. = 4[| L o0 aT LN U >Q, +Q, =0
dtog, ) o, dt\og, ) aac

Q+Q =0=(Q +Q ) =0 Vk=Y(Q + Qi =0 (Va, )= W +W, =0 doi
k
P.T.V.D’ou on aura |L.F.D. P.T.V. < E.L.S|

Remarque

Pour les E.L.S. on ne peut pas avoir 1’équivalence avec le P.T.V. que pour un systeme
lagrangien qui obéit & des conditions citées précédemment mais |L.F.D.<> P.T.V. V le systéme|

I1. EXTENSIONS
I1.1. Cas d’un systeme (S) a I.h, I.p, F4 conservatives et non conservatives :

cons

U e
- Pour les forces conservatives on associe U tel que Q,” = —2— et on peut définir le

k
lagrangien L =T — U.
n,cons
- Pour les forces non conservatives on associe U tel que Q™ = (Q, )n,cons
- Tout le traitement sera le méme que précédemment sauf que :

d aL aL H " cons n,cons
— uisque + ++ =
dt (aqk J aqk (Qk )n cons p q Qk Qk Qk Q Q

IL.2. Cas d’un systéeme (S) a L.h, semi h., parfaites + dissipatives, F4 conservatives et non
conservatives :

d( oL aL
- vk =0
Qk +Qk +Qk dt(@qJ aqk (Qk )n cons Q

cons cons oU d( oT 6T "
Avec (4) = oW, —ZQ =—Z—5qk -5, 4= dt[ j ]
k k

d.d.l. = s équations de Lagrange S|mple.
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Cas particuliers

d( oL aL
% Systéme a liaison parfaite = vk =1— s =0=>
y p Qk dt (aqk J aqk (Qk )n cons

% Systéme a liaison parfaite et force donnée conservative (ie systeme lagrangien) :

- d( oL oL
vk =0, =0 —|—|-——=0 ségs.E.LS
Qk (Qk )n,cons A dt (aqk J q

Exemple :

Trouver I’équation de mouvement du pendule
simple : une masse m fixé a I’extrémité d’une tige
OM de longueur | et de masse négligeable. En

|

coordonnées polaires on a : ’ L
x=lcosd [x=-l0sino :
A . i
y=1sin@d y =16cosé i
Que devient cette équation dans le cas de petit angle. i
v
Réponse
Le Lagrangien du pendule simple a pour expression :
E, = % ml?6?> U =-mglcosé + cste = L(é?, Q)Z%mlzéz +mglcosé +K . 0,

coordonnée généralisée, désignant I’angle que fait le pendule avec la verticale
descendante.
On montre aisément qu’il s’agit d’un systéme lagrangien a liaison scléronome

donc  conservatif = E.LS/6 = équation du mouvement  noté
doL oL . -
Lg: ———-——=0<=6+(g/l)sin@=0.0rpour 0<<1=L,:0+(g/1)0=0
' 126 20 (g/1) p 0 16+(g/1)

11.3. Systeme lagrangien utilisant les moments conjugués

e Moments conjugués ou généralisés :

Le moment conjugué p;, associé a la variable q;, est la quantité suivante :
b = oL

Lag, |

Pour un point matériel en chute libre (Fig. 2 page 20), le moment conjugué est
p, =mz ; c’est donc sa quantité de mouvement, d’ou le nom de moment linéaire donné
parfois a ce concept.

Pour un pendule simple (Fig. 3 page 20), le moment conjugué est p, = ml?@ ;
c’est donc son moment cinétique, d’ou le nom de moment angulaire donné parfois a ce
concept.
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e Expression des équations de Lagrange :

Les équations de Lagrange d’un systéme, soumis uniquement a des forces qui
dérivent d’une énergie potentielle (ie Forces conservatives), sont les n équations
différentielles suivantes du mouvement d’un systéme a n parameétres de configuration :
dp, d{éL dp, oL . .
— =] — | —F=—| Dans cette présentation, nous admettons les
dt  dt{ oq; dt  0qg;
équations de Lagrange comme nous avons admis la Loi Fondamentale de la Dynamique
(L.F.D.) sous forme vectorielle.

Exemples:

© Lagrangien d’un oscillateur harmonique unidimensionnel (Fig. 1 page 20)

1 1 d oL k
Comme L(X,x)==mx? —=kx?, =mx= — = — o X+wix=0avecw? = —

¥ Lagrangien d un pendule simple (Fig. 3 page 20)

L(é,@)z%mlzéz +mglcosé, p, = mIZQ:%(pQ):%Qéha)é sin @ = 0 avec w? =%

I11. EQUATION DE LAGRANGE AVEC MULTIPLICATEURS (Noté E.L.M.)

Soit un systéme matériel & liaison parfaite décrit par les coordonnées {q, }

k=1-n"?

liées par m relation de forme non holonome : Zak,(qk,t).qk +b,(q,,t)=0  (voir
k=1

chapitre I, cf. 11.5) I =1— m:indicede liaisonetm=n-s<nous=d.d.l
Ces liaisons peuvent étre de type :

- non - holonome pure ie non intégrable.
- semi — holonome ie non - holonome intégrable.
- holonome pure dérivées.

Quelle que soit la nature des liaisons qui interviennent dans un probleme de
mécanique, ce qui importe avant tout c’est le choix d’une bonne méthode de mise en
équation du probleme, méthode qui, méme si les forces de liaison sont mal connues,
doit permettre de déterminer le mouvement du systéme.

Nous considérons des D.V.L. {ciqk}kzbn — Zakl -, =0. On se propose, donc
k=1

d’établir n équations de Lagrange a n variables qx liées par m (liaisons) équations de
liaison, ces équations ne donneront, donc, pas seulement les équations de mouvements,
mais aussi elles serviront a déterminer d’autres quantités physiques, a savoir les forces de
liaisons.
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I11.1. Force généralisée de liaison Q,

Zn:QLO"qk =0:>{Q'k =0 k=1.--n ssi n=s(q, indépendants)
k=1

o |l.p.=> & 5 , |
oour DV.L. (O & sontliées par mégs = Q, # 0.
¢ &, obéit AUx
ZEZCQL(iJk = O ) | .
égs=> 4 K1 :Z(Qk —Z/llakl)qu -0,
=1

Zama}k:O xA, avecl=1—->m k=1
k=1

A1 : multiplicateur de Lagrange (Que 1’on introduit dans les équations de liaisons).

m

. :;[Q; —IZi;A.akljo”qk =Z(Q; —Iznjl:/l,aklja“qk + Z (QL _Izi:;tlaklquk ~0

k=1 k=m+1

e On choisit donc 1, tel que Q, —Zi,ak, =0 pourk=1am.
1=1

Donc il reste Z (Qk _Z;LI ak|j5qk =0, Or {qg, },_,,, sont liées par m équations
1=1

k=m+1

de liaison, donc on peut choisir (n - m) coordonnées qx indépendantes (k = m+1 an) =

Qc— > 4a, =0 pour m+1<k<n.
1=1

e En conclusion : |Q, - > 4a, =0 pourl<k<n=Q, => 4a, aveck=1-n
= =

e Interprétation géomeétrique :

Soit I’espace vectoriel R"
engendre

Les vecteurs {qk }—> E, . (sous espace vectoriel de R") de dimension (n-

engendre

m), avec les a,—"™“>E_ (sous espace vectoriel de R") de dimension (m) avec
Zak,aqk =0=va,, E,,LE,, onditque E _, etE_, sont orthogonaux et forme
1=1

une partition de R".
>Qd, =0=Q}LE, ,=1{Q|eE, =34/Q =Y 4a, aveck=1-n
k=1 1=1

I.2. ELM

Partant de P.T.V. :
SW, +OW, + W =0 D (Q + Qi + Q% )&, = Q, +Q +Q' =0 V &, liées.
k=1
Partant de L.F.D. :
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L.F.D. :>Qk +Qx+Q«=0 Vk=1-n en plus

d 8.I_ = (Qu )ncons + Q& ce niveau nous allons tenir compte des m liaisons :
dt{ aq, aqk

0.5, =0 [Q =0 k=1.--n ssi n=s(qg, indépendants)
Rappelons I.p.= ; kK :{ k k

pour DV Or &, sont liées par mégs = Q, = 0.

*Qk Zﬂ“akl ZF arl
I=1

En générale : *Zaquk+bl(qk,t)=0 avecl=1—-m| ou les m A sont les

x> a,4, =0 pour DV.L
1=1

multiplicateurs de Lagrange relatives a m liaisons. Il s’ensuit que :

m(n
v a.L L =(Q, ncons+z/1ak, avecil<k<n
dt\ oq, aqk nys

Les 4 permettent de calculer effectivement les forces de liaisons.
Ces “n’’ E.L.M. combinées avec “’m’’ équations de liaison.

m(n

i( 8!_ j aL =(Q,) ncons+z;t a, avec{l<k<n
dt{ oq, 6qk nys

zaquk + b| (Qk ’t) =
I=1

(n + m) équations a (n + m) inconnues qui sont {\,, qx}.
Remarque

- En éliminant les A, entre ses équations, on retrouve les
E.L.S.
Cas particulier

(3] 7’

équations du mouvement ie les

1=1

Systéme Lagrangien = =0 LN S => Aay.
dwre =0 dtl ad, aqk

Exemple E.L.M.

Un systéeme matériel S est constitué par
deux charges ponctuelles M; et M, de
masses respectives m; et m, reliées par
un fil inextensible sans masses passant
par la gorge d’une poulie fixe P non -
pesante.
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En négligeant tout frottement, déterminer 1’accélération Hf‘” de S par application :

1°/ Du principe des travaux virtuels. 2°/ D’une équation de Lagrange simple

3°/ De deux équations de Lagrange avec un multiplicateur correspondant a la
relation entre les positions y; et X, de M; et M, dans le repere non orthogonal (O, X, y).

4°/ Les equations : E.H et E.C Réponse :

Lo 1o |musine —my)|
F-Is=ped =5

IV. HAMILTON ET EQUATIONS CANONIQUES

IV.1. ESPACE DES PHASES

Dans la théorie des équations de Lagrange, les variables étaient les n coordonnées
genéralisées {gx} du point représentatif du systeme (S) matériel dans I’espace de
configuration E,. Les n équations différentielles du 2°™ ordre relatives a ces variables
formaient alors les équations de mouvements.

Dans [a théorie d’Hamilton, on s’intéresse plutdt a 1’état mécanique du systéme,
lequel dépend de 2n variables indépendantes : les n coordonnées {gx} de I’espace de

configuration E, et les n moments, généralisees, conjuguées, {pk = %} :
k
On appelle espace des phases I’espace a 2n dimensions dans lequel un point
figuratif représente [’état mécanique du systéeme. Ce nombre de variables coincide
évidement avec le nombre des conditions initiales qui caractérisent 1’état initial du
systeme : généralement n parametres de position gk et n parametres de quantité de
mouvement p.

On parle de formalisme Lagrangien lorsque nous travaillons, avec (qk,qk ,t), dans

I’e.V de configuration E, dont {qx} sont les coordonnées généralisées de cette espace.
On parle de formalisme Hamiltonien lorsque nous travaillons, avec (qk, pk,t),

dans [’espace de phase {qk » Py } ie I’e.V de configuration Ej,.

Exemples
& Oscillateur harmonique unidimensionnel.

On a: Tzém)'(2 U=%kx2:>L(X,X)=%mX2—%kX2, x étant D’allongement du

ressort.
La, g, =x et p, =mx (Fig.1, page 19). Ces variables g, et p, = p, = mx sont
reliées par D’équation de la  conservation de I’énergie = mécanique

=1

2E,,
Dans I’espace des phases, la trajectoire décrite par le point représentatif de 1’état
mécanique est donc une ellipse dont les demi-axes (2mE, )"’ et (2E, /k)"* qui

dépendent de E, représentent les valeurs maximales X, et pm de 1’élongation et de la
quantité du mouvement (Fig. 4a). Il est commode de réécrire 1’équation précédente en
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2mg, 2E

m

2 2 2 2
faisant apparaitre ces quantités : L-i- kx =le [&] +[ij =1 avec
p, =(2mE, )" et x, = (2E, /k)*
¥ Lagrangien point matériel en chute libre. On a:
T= Emz‘2 U =mgz = L(z, z)=%mz‘2 —mgz, z étant la coordonnée généralisée.
La, g,=z et p,=p,=mz (Fig.2, page 20) sont reliées par 1’équation de la

2
conservation de 1’énergie mécanique E_ = zpz +mgz = cste =mgh si initialement p,=0
m

et z=h.

Ainsi dans ’espace des phases, la courbe décrite par le point représentatif de 1’¢état
mécanique du systéme est la portion de parabole pour laquelle p,<0. Notons que la
branche positive (p,>0) correspond a la trajectoire décrite réversiblement, ie en changeant
le signe de paramétre d’évolution : le point matériel remonte 1’axe vertical a partir de sa

position la plus basse avec une vitesse initiale non nulle jusqu, a la hauteur h ou sa vitesse
est nulle (Fig. 4b).

A

A pX pz
il X Yy
N g i
(a) (b)

IV.2. HAMILTONIEN
a._Définition 3 : Pour un systeme matériel en mouvement par rapport a un référentiel
galiléen ®, sous I’action de forces extérieurs et intérieures qui dérivent d’une énergie
potentiel U(qk, t), ’hamiltonien est la fonction suivante, dépendant des paramétres de
position {qx}, des moments conjugués {px}, et éventuellement du temps t:

. oL .
H =Z Py Ak _L:za_.qk _LZH(QkI pk't) [7]
K k Oy

En effet :

s L=T(q..4,.t)-U(q,.t)=L(q,.4,.t) et {pk :%}: pk est une fonction linéaire,

k
de premier degré, de g, = p, = p, (0., d,.t) < 0, =G, (q, P..t) car il y’a des relations
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linéaire entre d, et px. D’ou [H =" p,d, (ay, Py, t)— L(ay. dc (. P 1)) =H (g, P t)
k

donc H dépend essentiellement de (g, , p, ,t)-

a Cette transformation, trés utilisée en thermodynamique, est connue sous le nom de
transformation de Legendre (cf. Thermodynamique). Elle permet de passer du

Lagrangien, fonction associée aux variables (qk o ,t), a I’hamiltonien, fonction d’état des
variables (q,, p,.t). En effet :

oL . oL . . oL
e dL= Z(—qu pr qu}Edt:Z(pkqu + pkqu)+adt et
k k

. oL
e dH = dz pqu —-dL Z)qu +depk [ q qu %koJ_Edt
k k

7

oL \' AL oL
Soit, puisque =—etp =—=dH = 3, dp, — p,dg, )——dt[[8
» Soit, puisque P, =2 = et p, = - }S(q<pk peda,) ~ dt8l

b._Cas des systemes naturels :

Un systeme est dit naturel si 1’énergie potentielle et les contraintes qui lui sont
imposees ne dépendent pas explicitement du temps (il s’agit d’un systéeme lagrangien a
liaison scléronome donc conservatif. Il en résulte que les coordonnées d’un point M
quelconque du systeme ne sont fonctions que des parametres de configuration {qx} :

OM =7(q,).
On en déduit I’expression de la vitesse de M:
L S
Vy =F=>—"q, carOM =7(q,)
k=1 0 k

et la forme quadratique suivante de 1’énergie cinétique :
oOM || 6OM \ oOM oOM
T-= 64, = Y, > a,0,0; ot a = == =
pRLICES D %3 LI LN TS » XTI

T ne dépend donc pas explicitement du temps. Comme en outre U(gk, t) = U, il
vient :

p, = a a_ZZaUqJethq,_ZZZauqu 2T =>H =>"pG -L=T+U =E,
i i ] k

Ainsi, ’hamiltonien d’un systéme naturel s’identifie a son énergie.

1V.3. EQUATIONS CANONIQUES (E.C.)
Evaluons, de deux facons, la différentielle de la fonction d’hamiltonien. En
considérant H comme une fonction des 2n variables {qx, p«} et de tempst,ona:

oH oH oH
dH = Z(aqu +adka+Edt

Si I’on identifie H a I’expression (8) établie précédemment :
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. . oL
dH = Z(depk - pdek)_Edt
k
on en déduit : qk:ﬁ,pk:_ﬁ tﬁ _oL
Py aq, ot ot
Les 2n premiéres equations du premier ordre en Qx et px sont appelées les

équations canoniques du mouvement : 4, = H et p, = Sl [9]
P, o
Résumé
Dans le formalisme lagrangienon a : Ds le formalisme Hamiltonien on
L = L(a.G.t) > {a.} a:H =H(a,, p.t) > {a, )
n variables g et n egs. de 2°™ ordre 2n variables gy et px et 2n eqgs de 1% ordre
. oH . oH oL
dfo) o _g Go=—— et Pp=———,p =
dt qu 6qk Py aq, 6Qk
dp, _dfaL) _dn oL pkzi[a.Lj@dpkzaL
dt dtlag ) dt o deog, ) dt  ag,
ELS & S2EC

JOH g dH _aH oL
ot dt o at

Remarque : dH = Z(—qu —Hdpk
o Py

Exemples
© Particule soumise a une force en une dimension.

Soit une particule de masse m se déplacant en une dimension (disons x) et soumise a une force

F =Y Nous savons que son lagrangien est L = L ~U(x)=p, = L oo x=Px,
OX 2 OX m

P Py
*+U <o H="+UX)=T+U =E,
m 2m

On en déduit I’hamiltonien: H =xp, —L = (&) P, —
m

ou T est I’énergie cinétique exprimée en fonction des moments. Ici H est, indépendant de temps
et est égal a I’énergie mécanique totale, une constante de temps.

e Ainsi, les Egs.Canonique donneront p, = % — MR X=X = M et p, = H_ Y
OX m  op, EES
e Trivialement X = Pu_ Lty S mX = _Y = F qui n’est autre que 1’éq. de Newton.
m m ox OX

¥ Particule soumise a une force en 3 dimensions.
Calculons les équations canoniques d’une particule de masse m se déplacant en 3
dimensions sous I’influence d’une force F =-VU(r).

«Nous obtiendrons de son lagrangien L = %m(x2 +y2 4+ 22)—U(x, y,2) que:
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e Son hamiltonien : H :Zi(pf + Py + pf)+U(r):T +U=E,
m

e Ainsi, les E.C. donneront (nous regardons celle en x seulement) x = H et p, = _oH = Y .
op, oX OX
- o Py 10U . ., e
e Trivialement X=-—"*= R S mX= —(VU )X =F, qui n’est autre que l’équation de
m m Ox
Newton. On vérifie trivialement la méme chose pour y et z.

& TD - Série 2

IV.4. LOIS DE CONSERVATION
a. Conservation de ’énergie .

Pour un systeme matériel naturel, en mouvement par rapport a un référentiel galileen ®,
I’hamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps. On en déduit :

H_H_ L o H-E —cste
dt ot ot

Ainsi, la conservation de I’énergie d’un systeme naturel est reliée a 1’invariance par
rapport au temps de I’hamiltonien (ou du lagrangien ou de 1’énergie potentielle).

b. Conservation des moments conjuguées :
b.1. Variables ignorables
Définition 4 : Lorsque 1’une des variables Qx n’apparait pas dans 1’hamiltonien H, le
lagrangien L ou 1’énergie potentielle, on dit que cette variable est cyclique ou ignorable ou
cachée. D’apres les équations de Lagrange E.L.S., le moment py associé est alors une constante
du mouvement :

i:ODE i =0= pk=a—!'=cste—>Form.Iag.
aq, dt\ oq, 0

k

oL . | oL oH
=% T ag oM
% % % E:O: p, =0= p, = cste - Form. hamiltonien
k
On peut supprimer les 2 équations relatives a une variable ignorable. Le systéme de 2n
E.C. se réduit a un systeme a (2n-2) E.C. (ou (n-1) E.L.S.).
Exemples )
& Particule soumise a une force en 3 dimensions. (2°™ exemple de la page 29)

Dans cette exemple, si I’énergie potentielle U(x, y, z) = U(y, z) ne dépendait pas de la
variable X ; le moment conjugué px, qui s’identifie a la quantité de mouvement de la particule
suivant Ox, est donc une constante : X = P 1U 0= mx=p, =cste.

m m OX

¥ Pendule sphérique (Voir TD)

Un point matériel M de masse m, attaché a une tige OM sans masse de longueur I, se
déplace sans frottement dans, un champs de force dérive d’une énergie potentielle Up, une sphére
(O, I) avec une vitesse angulaire @ = ¢ suivant I’axe Oz.

1. Déterminer H(M).

2. Ecrire ces E.C. en coordonnées sphérique.

& Exercices Série 4 (voir solution en TD)
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b.2. Intégrale premiére

Définition 5 : Une fonction scalaire f = f(q,,q,,t) est une intégrale premiére du
mouvement de S (noté I.P.) si, et seulement si, elle est constante pour tout solution gk(t) des
équations de mouvements du Sie f = f(q,,q,,t)= cste.
7 On vient de montrer que la conservation de 1’énergiec d’un systeme naturel est reliée a

['invariance par rapport au temps de 1’hamiltonien (ou du lagrangien ou de 1’énergie potentielle)

e dd—:l = % = —% =0= H =cste donc pour un systéme conservatif, I’hamiltonien est une
cste de mouvement.
Systéeme conservatif < H = cste donc [H :Z P, 0, — L =cste| c’est ce qu’on appelle
k

Intégrale de Jacobi ou encore Intégrale premiére genéralisée.

Remargue : cette propriété s’applique méme si U =U (qk Nep ,t)

% Danslecasou U =U(q,) = i a etH = Zpqu—L Za—qk—L

oG, g, 00,
or zqu =T,+2T, avec T=T,+T,+T, (voirchap.l,cf.IV)
k Ok
d’ou|H =T, —T, +U =cste| c’est ce qu’on appelle Intégrale de Painleve (1.P.P.).
& Si en plus les liaisons sont scléronomes (indépendantes de  temps)
=>T=T, :Z—qk_T +2T,=2T,>H=2T,-(T,-U)=>H=T+U =E c’est ce

K
qu’on appelle Inteqrale premiere de [’énergie cinétique (notée 1.P.EC.)

% Condition d’existence de ’intégrale de Painlevé
L’intégrale de Painlevé existe si :
i. Toutes les liaisons sont parfaites.
ii. Les forces qui travaillent dérivent d’un potentiel U(S).
aT(S) ou(S) oL(S) dH(S) oH(S)

iii. =0; =0=> =0 =0
ot ot ot dt ot

iv. De plus si les liaisons sont scléronomes (indépendantes de temps) cela entraine
que Dintégrale de Painlevé coincide avec l’intégrale premicre de 1’énergie
cinétique.

Remarques :

I. Un systéme lagrangien a l.scl. est & énergie mécanique totale conservée

En=T+U=cste.

I Un systéme conservatif est a hamiltonien conservé H =T, —T, +U =cste.

iii. L’hamiltonien se réduit a I’E,, que dans le cas ou les liaisons sont scléronomes.

Exemples :
I. Un systeme S a pour lagrangien :

2L = mx? + mz? + (A+ B)0? + 0? (Asm 6 + Bcos® 49)+ma) x*-2mgz-C. A, B, C, »
sont des constantes données. Existe-t-il une intégrale premiere de Painlevé?
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Réponse

% =0=3d'une I.P.P.= 2(T, +T,+T,)-2U =0, d’ou

mx? +mz? + (A+ B)6? +a)2(Asin2 0 + B cos? 6?)+ mw?x? +2mgz = H = cste
H=T,-T,+U =cste - |.P.P.

ii. Un systeme S a pour lagrangien L =T — U avec :
2T (S/R) = M|R%6? + R%p? +V2(t) + 2Rp(V (t) cose + Résin )|
U(S/R)= Mg(yol (t)+R+Rsin go)+ cste

Existe-t-il une intégrale de Painlevé ? Sinon, existe-t-il une intégrale premiére ? Donner son
expression. Que peut-on dire de la variable 6.

Réponse
ouU
oL N e . . .
rl # 0 puisque 6';[' = |.P.P3 (n'existe pas), or L= L(¢,6’,¢p):> 6 variable
— =0
ot
cyclique = p, = 2; ZL =cste > M (R20+ R%@sin (p) cste —> |.P.

iii. Reprenons le cas du pendule sphérique, on a montré que le lagrangien s’écrit de la

L= lmlz(é2 +¢°sin? 9)+ mglcosd +cste=T -U
forme : 21 ' ,car T=T, = l.scl.
H =Emlz(92 +¢sin? 0)-mglcosd—cste=T +U

T=T, = l.sc.= H = E;, = cste c’est ’intégrale premicre de I’Ec. En plus L = L(0,9,¢):> )

variable cyclique = p, = S—L = cste < ml%@sin? @ = cste — 1.P.P.
Q

V. PRINCIPE D’HAMILTON OU PRINCIPE DE MOINDRE ACTION (P.M.A))

Les n équations de Lagrange auxquelles satisfait un systeme matériel conservatif a n
d.d.l. peuvent étre formulées de facon variationnelle, comme I’est le principe de Fermat en
optique géométrique (cf. Optique). Cette formulation est connue en mécanique sous le nom de
principe d’Hamilton. Son énoncé est le suivant :

V.1. ACTION LAGRANGIEN
Définition 6 : On définit I’action Lagrangienne par A = I q,,q, ,tﬂt
Définition 7 : entre deux instants t; et t,, le mouvement d’un systéme matériel est celui qui

réalise une valeur stationnaire de I’action lagrangienne A : 0A =0 avec A= .[ qI o} ,t)ﬂt

Le mot stationnaire a la méme signification que dans le principe de Fermat. Retenons
que, pour toute partie suffisamment petite de la trajectoire réelle, I’action est minimale. Ainsi, ce
principe est — il généralement connu sous le nom de principe de moindre action (noté P.M.A.)
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Définition 8 : P.M.A. : Pour un systéme Lagrangien, 1’action lagrangienne est stationnaire dans
le mouvement réel.

Remarque : L’avantage de cette présentation, qui est équivalente aux précédentes vectorielle ou
Lagrangienne, est précisément d’établir des liens étroits entre les différentes disciplines de la
physique, ici entre la mécanique newtonienne et I’optique géométrique (cf. Optique).

V/.2. CALCUL DE LA VARIATION DE A : A

5A:J.: (g;,4;,t)t or oL = Z( & + —EqK] %6’[ or D.V.= temps fixe = 5t=0.

oq, aq,
D’ou L = Z[@qk +%5qk]
. oL . oL , OL d
U o, Jedt j—ﬁqk } j—aqk zj N S

or S| 2 o= (2 o) | -2 5 2 zLdt[an -

Car M, et M, sont fixes (par hypothése) = 8qx(t1)= 8ak(t2)=0 X, (t,) = &, (t,) = 0 < DV.

oL
D’ov = — dt=0 Vvk car ELS.=/A=0 PM.A
onA=3 [ {8% dt(ﬁq H&k

Réciproquement si|A=0 V(t,,t,); V&, PM.A= E.LS.

P.M.A. : Pour S Lagrangien, I’action lagrangienne est stationnaire dans le mouvement réel. A
est nulle dans le mouvement réel signifie que A est minimum.
Enfin, soulignons que : P.F.D<E.L.S&P.M.A.

V.3. ACTION HAMILTONIENNE:

A=[TL qk,qk,t)dt—j (Z P —H (G Py )jdtﬁéA [ [Z Py & + A, D, —édet
OrI P&, dt = .[ pk éqk)dt [pk(&k)]tf_J.t:_(pk)(é‘qk)'dt:_z.[t: Py, ditcar M fixe

H
Et H = —o= — car DV.
Z[ e ey ] Z( 2q et a‘pk]
t, oH . oH t, oH
oA = t Zk:q_a_ pk:|&]k { k}é‘pkj'dt=_,|; Zk:qa j|a.']k |:T_qk:|ﬁ)kJ
. OH . oH , . . .
A=0s4q, = . et p,=———, E.C.H sesontles équations canonique d’Hamilton.

k k
E.C.= 8A =0; P.M.A. dans I’espace des phases.
Enfin, soulignons que : P.F.D.<P.T.V. ©E.L.S. ©E.C.H<P.M.A.
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V.4. APPLICATION
& Equation d’Euler
En mathématique, il se pose souvent le probléme suivant :
Trouver une courbe (€) d’équation y=y(x), avec y’=dy/dx, reliant deux points fixes A et B, qui

rend extrémale 1’intégrale définie par | = IXZ F(x, y(x),y'(x))dx dans laguelle F est une fonction

de la variable x, de la fonction y(x) et de y’(x) la dérivée de y par rapport a x.

Il est évident que I’intégrale I, apres évaluation du membre de droite ne dépend plus de x.

L’intégrale I ne dépend que de la fonction y(x) c-a-d du chemin choisi dans le plan xOy
pour aller du point A(X=x1) au point B(X=Xy).

A chaque chemin yi, Yo, ....est associée une valeur Ij, Iy, ...de ’intégrale. Cherchons
donc, parmi I’ensemble des courbes y=y(x) qui méne de A a B, celle pour laquelle I est maximale
ou minimale ie 31=0 et précisons les conditions que doit verifier la fonction F pour que I soit
extrémale. On montre qu’une Condition Nécessaire et Suffisante (C.N.S.) pour que 31=0 est que

d oF oF A .
d ok _oF =0« C.N.S. pour que 8 =0|cette équation porte le nom d’Equation d’Euler.

dxoy oy
¥ Courbe brachistochrone = courbe d’une cycloide
Sous 'action de la pesanteur seule, un point matériel de masse m glisse sans frottement dans un plan vertical.
Quelle est 'équation de la courbe joignant 2 points, O et A, dans le temps le plus court 7
La grandeur & minimiser est &videmment

A A g T T
il L1+
5= dt = f == f X "i_y i
e} o v 0 v egy

of1 la variable x joue encore le réle du temps et le "lagrangien” est

. I|I 1+ y.lﬂ
Liy.y') =4
11'. 2gy
lci, x est cyclique, ce qui implique la conservation de la grandeur
ol —1
H=ye= L= —m———
dy v 2yl + y™)

ce qui fournit (1 + y™) = a oi1 a est une constante.

On peut résoudre cette équation en donnant une forme paramétrique yi#), =(#). Pour cela, on pose
u =y, ce qui fournit

we ] 0n—y
Vo
Essayons la fonction d'essai y = asin® #, clest & dire u = xa. Alors, dr = i_fl = M =afl —
cos20)df et on obtient aprés intégration
] .
r = E[EH — sin 24)
a
¥y = E[l — cos 28

qui est I'équation d'une cycloide.

& Plus petite distance dans un plan = Géodésique

42



Cuelle est la courbe yix) qui minimize la distance entre deux points A et B dans un plan ?
L'élément infinitésimal de distance est ds = 4/dx2 4+ dy?. La grandeur & minimiser est alors

B T B
5= f ds = f W1+ gy ldr
A T4

Ici, la variable x joue le rdle du temps et le "lagrangien” est
Liy)=+v1+y"

La variable ¥ est cyclique done le moment conjugué p,, est constant, c'est i dire

ALy
TV

O obtient done que 3" = dy/dr est une constante, c'est & dire l'équation d'une droite.

% Lois de Descartes (la lumiere prend toujours le chemin le plus court)
& Cas particulier systéme scléronomique
Systeme scléronomique = liaisons et énergie potentielle indépendants de temps.
H=T+U=E, =csteetL=T-U=L=2T-E,

t, t, t,
SA=["oLdt=["5(2T)dt=0 onpose A, =["2T.dt= A, =0

A Action manperérisienne.
P.M.A.: L’action manperérisienne est stationnaire. Ay pour un systéme lagrangien
scléronomique.

VI. EQUATION DE LAGRANGE LINEARISE (E.L.L.)
VI1.1. DEFINITION ET CONDITIONS D’EQUILIBRE

Définition : On dit qu'un systéme (8) décrit par les coordonnées généralisées (q] est en équilibre/repére (R). si
toutes les qg sont des constantes au cours de temps.
- lorsqu’on parle de qx ie on a choisit un repére donc la notation d’équilibre est relative / repére
(R).
& En générale dans un repére Galiléen ; 1’équilibre est dit absolu.
& Dans un repere qlq (en mouvement/repere absolu) on parlera d’équilibre relatif.
- Il existe une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour I’équilibre d’un systéme :
& C.N.S. : le torseur des forces extérieur est nul & toute partie de (S) :

= Zlfext =0
F. [ = =
[ ]o znnoFext =0

& C.N. : il est nécessaire, pour que (S) soit en équilibre, que :
- les obstacles (auxquels S est en contact) sont fixes.
- les liaisons scléronomes (ie indépendantes de temps).
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- les liaisons holonomes (ie liaisons géométriques).
- S décrit par {q«} indépendants.

a- SYSTEME A LIAISONS PARFAITES

-P.T.V: Wy +éW|' + W =0. Or (S) en équilibre = SW =0 et liaison parfaite
k

- (S en équilibre et a 1.p) < Q=0 vk C.N.S. pour I’équilibre] (1)
Q(q,.....q,)=0
vy ) =0 — or.
- [ % (ql : qn) systéme a n équations a n inconnues avec (Q = Z Fi ﬁ i
: i k
Q, (9.0, )=0

& En générale, nous avons un nombre fini de solutions {qx} qui sont les positions d’équilibre.
& Dans certain cas, on peut avoir un ensemble infinie de solutions : dans ce cas on parle
d’équilibre indifférent.

Exemple :
une infinité des positions

d’équilibre

une seule position d’équilibre 2 positions d’équilibre

00QQQ - 00
. . oU .
- Lorsque les forces données dérivent d'un potentiel U: Qy :_8_:0 donc les positions
Ok
- o ou
d’équilibre rendent U stationnaire.— a— =0 (2) > gk (C.N.S)
Ok
Exemple :
1°" cas d’une seule coordonnée généralisée x = U = U(X).
U(x)
A
X On a 2 valeurs de x qui rendent U
? T > X stationnaire = 2 positions d’équilibres.
s '
X1
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\ oU
2°™ cas U = cste = (V) o =0 donc toutes les positions d’équilibre qx sont des
Ok
positions d’équilibres. On dit qu’il y a des positions d’équilibre indifférent :
00QQQ e Q0.

Ce gu’il faut savoir

2 méthodes pour déterminer les positions d équilibre Qg d’un systéme S décrit par les {qg} :

2§ 1- gi = cste dans les équations du mouvement de S —> Je

26 2- U, solution de [équation =0, lorsqu’on dispose de [expression de ['énergie potentiel.

o

b- SYSTEME AVEC FROTTEMENTS :
- (S) soumis a des forces de résistances passives
- si il y’a frottement sur les parois, on aura une plage de position d’équilibre.
- L’effet de frottement est d’élargir la plage des positions d’équilibre.

SS frottement avec frottement

1a position d’équilibre plage de position d’équilibre

- on a 2 type de frottement : solide - solide ou fluide — solide.

Exemple : Pendule d’une horloge.

- Pendule soumis a 2 types de frottement : o
o [’effet de la résistance de I’air (qui
a pour effet de freiné le mouvement de
pendule) frottement visqueux.
e Frottement solide — solide qui a
pour effet d’élargir les positions d’équilibres S~
en O.

!

V1.2. CAS DES SYSTEMES CANONIQUES

On suppose que I’origine est une position d’équilibre (, = 0.
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VI1.2.1. DEFINITION ET LINEARISATION DES EQUATIONS DE LAGRANGE

Soit (§) un systéme mécanique a liaison holonomes (L.h), scléronomes (Scl.), parfaites et a forces

conservatives avec le lagrangien indépendant explicitement de temps ( E =0 ) Un tel systeme, est

un systéme canonique.

- Nous choisissons n coordonnées généralisées gx indépendantes.
- Soit le mouvement de (S) décrit par les gk indépendantes

- Considérons maintenant 1’Ec: T(C] q) T, = Za”q g; j (c’est une forme
27

quadratique des vitesses genéralisées car I. Scl). j; = ajj (q) car aj; est une fonction

de gk d’autre part @j; = ¢ j; donc T( ) ZOI.J( )q d;-

- On suppose que U (6)2 0, ie I’origine 0 est posmon d’équilibre stable ie M.L.S., et
on va s’intéresser aux petits mouvements (P.M) du systeme au voisinage de sa position
d’équilibre (V Q). Pour cela on choisit ¢ tel que :

e Soit £>0/ ﬂ\q” ( &, HC_]H ( g}. U(q) dépend de J et oj aussi.

e Développement de Taylor

B O!” (Q) alj

-U(@)= Z%&()% zljaql 0 (O)qu+9( )

car U stationnaire =0 -0 car O position d’équilibre
-D’ou:

(c_] q Za” (O)q q; + 9( ) on pose a;; (6):aij
PY.

0g;0q

_ azu _
u(g)= zlzjlaql a0, (O)Qiqj +6’(83), on pose

(6): bij

j

e Soient :

T= Zaijqiqj énergie cinétique réduite.

1]

N |-

~

U=

N~

_ZbijQin énergie potentielle réduite.
j

~ ~

- On définit le lagrangien réduit par L=T-U.
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- On choisit A:laijJ matrice symétrique définit positive et lebijJ matrice
symeétrique.

L(@.4)=LC(@q)+6(*)

d(oL) oL dfoL) eL 3 n.ooo0 3
Li—| — |- —==—| = |-=+0l®)=0= a4 +Db.q. +0l®)=0
I dt[@q,) aql dt[aqu 8q| ( ) EI. 1]4) jZ:;I.” J ( )

La linéarisation des équations de Lagrange consiste a se l[imiter a des termes de 1¢ ordre : (1.P.M) on

n n
obtient donc Li . Zaqu +Zbquj :O iﬁ)(eetj=1—>n. A=(aij) et B z(bij)
j=1 j=1

Approximation des Petits Mouvements (A.P.M) : A§ + Bdq=0— E.L.L
1)

VI1.2.2. REDUCTION A LA FORME CANONIQUE DESE.L.L
VI1.2.2.1. RAPPEL D’ALGEBRE

Définition : On appelle transformation orthogonale de R" toute application [linéaire bijective
f @ R"-SR" tel que la matrice associée P vérifie tpP=lsP=Pt

Théoréme : Toute forme quadratique F = Zai j0iQj associe & une matrice A= [ai i J symétrique
i, ]
peut étre réduite au moyenne d’une transformation orthogonal, de matrice B, a la_forme canonique

F= Za,’(q,’ )2 . P est dite matrice de passage tel que tp=pt
i

[q]-[a]=P [a]l="Pla]l= [al=Plaq]et ‘[P [ [a]P.

pou F='q.Aq=("qP)AP.q)='q(P.AP)q='q.A.q = A='P.AP
A’ est diagonale A’ = (ai’). Si en plus A définit positive = a,)0 dans ce cas on dit que
A matrice fondamentale (car F fondamentale) ie définit positive symétrigue.

VI1.2.2.2. REDUCTION DE T

~ 1
- T =E_Zaijqiqj forme quadratique et A:[aijj matrice fondamental, par
1]
conséquent on peut appliquer le théoreme : donc il 3 F transformation orthogonal (de
_ F:A—2 A =diag[a/] ~ _
matrice P;) tel que: 5 et donc T  devient
g ——0i
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D’ou

|_\

. . -~ 1 vl oy ,
—Z G0, — 2T =§Zai(qi)2 avec a/)0.
i,] i

- Nous allons effectuer une 2°™ transformation linéaire qui va faire passer

P. A
i —>—>0q/=0qia ifixe] .
5 . L’intérét de cette transformation c’est de rendre les

AN —251='P,.A"P,
~ 1

' 1 . 1 (A7 N/
ceefficients @ =1. Donc [T = EZ uquj :Ezai (Qi)2 :EZ(qi)z
1] |

En résume
O N N SV S
_T:EZaijquj—l>T:Ezai(Qi) 52( )
0] i i
A APy
—qg—>q—2 g =q./a avec A='P.AP, etI='P,.A"P,

VI.2.2.3. REDUCTION DE U

~ 1 ~
U= EZbijq-qj : faisant subir a U les transformation orthogonales P; et P,.
Ny

—TH A SN2 AT
~U#:B—L 5B —2 3B"=A avecA=[4]

But : Diagonaliser A et B moyennant la transformation P;0P,=P.

1 Y 1 ] ' T 1 n
=¥ bygiq;—>U :Ezbi(%)z—w ZEZ%(Q )’
1 1

on pat de |AG+Bg=0

- Soit T=Q0"=r=q i=1-n.

0 lour+Ar=0

= Zaqu + Zbquj =0 etonarrive & r, + ﬂ,iri =
1 1
(2) systeme non couple.
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Ce qu’il faut savoir

A.1. méthodes pour déterminer les E.L.L

L& 17 méthode

Lorsqu’on dispose des équations de mouvements, les E.L.L s'obtiennent directement de ces derniéres :
- en considérant Qj €1 Q; comme infiniment petits ie \q,\ ((let \q, ‘((1

- en effectuant un D.L au Vq _g dans les équations du mouvement et on ne garde que les
o=

termes du 1¢ ordre/ a O, Qj, 0; .
L& 2¢me méthode

~ 1 . :
- L'Ec réduite T :Ezaijqiqj est obtenue en faisant un D.L au V _g et on ne
P e
1]
garde que les termes quadratiques en (; .

~ 1 ]
- De méme [Ep réduite U = — > 1;;0;q; est obtenue en faisantun D.Lau Vi _g et
2 ] Qe =
on ne garde que les termes quadratiques en Q) .

A.2. Réduction a la forme canonique des E.L..L

Pl "L P2 L |=P3 P=P10P20P3
—( >q >q

>r

I &
~T= %Z(r, FetU = %Z/’Li (r,)* ceci moyennant la transformation P = P,oP,0P;.
| 1

- Les équations de mouvements s'écrivent donc I; + A;1; =0 i fixe allant de 1 a n.

- Sous forme matricielle T + AF =0

t f P I - =
se transiorme s+ Ar — O

- Donc le systeme AT + B = 0

V1.2.2.4. AUTRE METHODE

Qui permet d’aboutir au systeme d’équations découplées (2) :
- A fondamental = 3 AT = A~ [Aq +Bg= ﬁ]z g+A'Bg=0.
- Si on admet que A'B est diagonalisable = 3I P [/
P‘l(A‘lB)P = A diag.et g =P.F car F =P q.
G- >F=Pi+(ABPr=0=PPi+P (A'BPr=0cF+Ar=0
avec P71 (A_lB)P =A.
- 1j est appelé coordonnée normale.
- A=[4], 4 valeur propre de systéme (les A; sont des valeurs réelles).
- On a donc découplage des équations de mouvements avec les coordonnées normales.
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V1.3. INFLUENCES DES FORCES DISIPATIVES

Définition : Les forces de dissipation sont des résistances passives qui sont toujours opposés d
la vitesse = forcement travail négatif. V <—---®---— F = —KkV

Se sont donc des forces associées a des matrices D = [dijJ symeétriques et qui
sont toujours opposes a la vitesse.

VI1.3.1. EQUATIONS AUX PETITS MOUVEMENTS : E.P.M

Considérons un systéeme canonique (S) soumis a des forces dissipatives
généralisées, supposé force linéaire de vitesse généralisée (Fce de frottement
visqueux/fluide).

- QdiS,i :_Zdquj <:>Qdis,i :—D.(j OL‘J D:[dij]avec d'J :dji = D:tD, donc
J

D symétrique.
- Le signe (-) car force de résistance passive.
- Les forces conservatives Qs dérivent d’une énergie potentielle U avec L=T-U.

d( oL oL . .
Lii—| —— |-——=-2.d;q; ,i fixeet j=1-.n
dtl oq; ) oq; i
- Dans I’A.P.M, on peut I’écrire sous la forme : L; : Zaijq'j + Zdijqj + Zbijqj =0
j j j
D’ou‘Aﬁ+ Dq + Bq:ﬁ‘ (6)
(6) est appelé E.L.L d’un systéme canonique soumis a des forces dissipatives
- On peut introduire une fonction appelé fonction de dissipation de Rayleigh définie

(forme quadratique) par :
1 I 4 . a¢ 1[; -~

¢=_2.d;jdidj = Qqisj =—>_d;jd; =—_~avecg=_"qDg
2% j=1 o 2

Remargue :

Comme on ne peut pas diagonaliser les 3 matrices A, B, D en méme temps (ie
en utilisant une seule matrice de passage), on va chercher une solution particuliére

g= C_]OeSt ou s est un nombre complexe.

- 0 =0ye™ solution particuliére tel que s racine complexe. = 0,e™ dans (6) on

obtient (SZA+ sD + Bho =0=P(s)= det(SZA+ sD + B): 0 puisque Gy # 0
Dou|P(s) = det(s?A+sD + B)=0 )

- P(5)=P2n(s) : équation caractéristique du systéme (S), de degré p=2n ou n est le nombre
de coordonnées géneralisées du systeme étudié.
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- Les ceeifficients de P(s) sont réels = ses +, racines, sont soient réelles, soient
complexes conjuguées 2 a 2.

- Les V s de P(s) sont appelé encore V, (Valeur propre) du systtme tq
VK =1---2I’1, Sk =0k +ia)k (8) dont RE(Sk)zak;lm(Sk)=a)k

V1.4. INFLUENCES DES FORCES GYROSCOPIQUES

Définition : Les forces gyroscopiques sont des vecteurs qui sont tjrs L a la vitesse => dWy, = 0.

- Se sont des forces associées a des matrices G = lg ijJ antisymetrique et qui sont

toujours perpendiculaire a la vitesse avec 'G=—G< Jij =—9ji

Les forces gyroscopiques sont données par
Qgyri =— 2,04 =-G.qcarG= lgij J antisymétrique.
j=l.n

- Considérons un systéme canonique soumis a des forces gyroscopiques et écrivons
ses équations de Lagrange linéarisées au voisinage de la position d’équilibre

q=0,=0.

- Dans I’A.P.M, on peut I’écrire sous la forme : L; : Zaijq'j + Zgijqj + Zbijqj =0
J J J

- Que I’on peut écrire sous forme matricielle : AG +Gg+Bg=0 9).

(9) c’est les E.L.L en présence des forces gyroscopiques

- Cherchons une solution particuliere de la forme qzdoeSt ou s est un nombre

complexe, ce qui donne 1’équation caractéristique : P(s)=det(32A+ sG + B):O
(10).

- On sait que 'G=-G, ‘A=A ‘B=B car G est antisymétrique et A, B sont
symétriques.

P(s) = det(t(szA+ sG + B)j - det(sZtA+stG+tB): det(sZA— sG + B): P(-s)=0

Par conséquent, si (s) est racine de P(s), (-s) I’est aussi = P(S) ne contient que les
puissances paires de

n .
i=0
- Changeant de variable et posons u=s’= réduction de degré de P(s) de 2n & n et donc on
aura :
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n .
Pn(5)=Q,(U) = Y Pys® 2 =Pyu" + Pu" ™ + P,s" % 4. + Py, =0[(12).
i—0

VI.4.CE QU’IL FAUT SAVOIR

A- Systéme canonique
Soit (S) un systeme mécanique. O est une position déquilibre. T = (qi )i _1 p variables
indépendantes.

LS Les EL.L au Vq _g §écrivent A('_Z]' +BQ = 0 avec A symétrique Définit positive >0 et B
o=

symétrique. Soit le polynéme caractéristique P(ﬂ)Z det(B — ﬂA)Z 0 et {MFiz1n les racines
réelles de P(\)

B- Influences des forces dissipatives

Soit (S) un systeme mécanique. O est une position déquilibre. T = (q, )i _1 n variables
indépendantes.

N2 : = O (_') = oA
28 Quis :_Zdijqj = F-a—Qé\N F )= F.0A=Qyjs,i- N
]

7\£l/< En présence des forces dissipatives les E.L.L au Vq -0 s’écrivent A(._:i + D(;] + B(_] -0 avec
o=

A symétrique Définit positive >0 et B et D symétriques.
- On  peut introduire la  fonction de dissipation de Rayleigh :

1 I 4 . a¢ 1[; =
¢=—2.d;jdidj = Qqisj =—>_d;jd; =——_~avec g=-"qDg
2% o og 2
- Soit le polynéme caractéristique P(S) = det(szA +sD + B)Z O et s racine complexe,
VK =1---2n, S, =0y + 1@y avec n=nb de coordonnée généralisée, de P(s) alors :
= [ =aole

akteia)kt O'kt

- 81 ¢ = G g-+iedg est une racine simple : Q) = qoeskt =(0pe
- s’appelle p.m. propre de (8).
- Si s est une racine multiple : G = Toe ™" x Po_y =l | = [Tl €". |Pon_4]
- La solution générale est une combinaison linéaire des p.m. propres {qk } = Z Ok

k

C- Influences des forces gyroscopiques

L% Les Fgyr sont données par Qg =-— | le 9;jd; =—G.gcarG= lgij J
j=l.n

antisymétrique.

- en présence des Fgyr les E.L.L sécrivent donc de la forme Aa + Gd +Bq=0
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- Soit le polynéme caractéristique P(S) = det(sZA +sG + B): 0 et comme (s) et (-s) sont
v de P(s) alors

n .
P (8)=Q,(u) =Y Pys® 2 =Pu" + Pu"  + P,s" % -+ Py, =0
i-0
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