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Chapire Il Oscillteurs a un Degré de Libeté (1 D.D.L)

Parmi tous les mouvements rencontrés dans la nature, le mouvement oscillatoire (ou
vibratoire) est un des plus fréquents. L’expérience courante montre qu’une particule légerement
écartée d’une position d’équilibre stable, effectue des oscillations autour de cette position
d’équilibre. Le mouvement d’un pendule est oscillatoire. Un poids suspendu a un ressort tendu se
met a osciller lorsqu’on le lache. Les atomes dans un solide vibrent les uns par rapport aux autres.
De méme, dans les molécules les atomes vibrent les uns par rapport aux autres.

De tous les mouvements oscillatoires, le plus important est le mouvement sinusoidal, non
seulement, parce qu’il est le plus simple a décrire mathématiquement, mais encore, parce qu’il est
une représentation assez précise de beaucoup de phénomenes d’oscillation rencontrés dans la
nature.

A- INTRODUCTION A L'ETUDE DES VIBRATIONS

I. GENERALITES
1.1. DEFINITIONS

S Les vibrations sont de petites variations
d’une grandeur, qui se répétent plus au moins
rapidement, autour d une valeur moyenne.
S Grandeur:

® Mécanique : déplacement x(t), angle S (t)

e Acoustique : élongation s(t)

o Electricité : tension u(t), courant i(t)

@ Les vibrations sont en général
produites par un systeme physique que
I’on a perturbé (mis hors d’équilibre) et
qui retourne a sa position d’équilibre.
Ces systemes physiques sont des
oscillateurs.

@ Quand D’évolution d’un oscillateur
peut étre décrite par n variables
indépendantes, I’oscillateur posséde n
degrés de liberté.

@ Un oscillateur est lineaire si son
mouvement est décrit par une équation

lyee] + (1 + Dy _ T,
différentielle linéaire. —To4la;+ (T, 4 Mo, =0

]
=
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I.2. L’OXILLATEUR MECANIQUE ELEMENTAIRE

< L’oscillateur élémentaire linéaire posséde un seul degré de liberté.

< Un oscillateur est libre s’il oscille sans interventions extérieures pendant son retour a
I’équilibre.

< Un oscillateur est forcé si une action extérieure lui communique de 1’énergie.

< Un oscillateur dissipe de 1’énergie quand il retourne vers son état d’équilibre : il est amorti.

Il. ESPACE DES PHASES, ORBITES
11.1. DEFINITION

S En cinématique, Lespace des phases est un espace de dimension 6 construit a partir de espace des
positions et [espace des vitesses.

S Un point de Lespace des phases représente [état du systéme a Cinstant t.

S Il posséde 6 coordonnées, 3 pour la position [X(t) y(t) z(t) en coordonnées cartésiennes] et 3 pour la

vitesse|:X(t)— X v)=D 2(t)= dz}.

St dt T dt

S L'orbite est, dans [espace des
phases, la trajectoire décrite par le

point représentatif entre [instant =
initial et instant final.

S L[’orbite est orientée dans le sens
de (évolution

I1.2. EXEMPLES D’ORBITES

2 Exemples d’orbites

X(t) = Vot + X .
Mouvement rectiligne uniforme — 5

1
Mouvement uniformément accéléré 2

vitesse

position
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B- OXILLATIONS LIBRES NON AMORTIES : L'OXILLATEUR HARMONIQUE

Définition : On appelle oxillateur harmonique, oxillateur libre et non amorti, tout systéme mécanique (S)

décrit par une équation de type : | X + a)g X =0|a)

- X étant I’unique coordonnée généralisée de (S) et wo est une constante caractérisant (S), appelée
pulsation propre (ou naturelle) du mouvement de 1’oxillateur libre.
- La résolution de 1’équation (1) conduit a la solution X(t) = A, COS (a)ot + (p) ou A, et ¢|deux

constantes determinées par les conditions initiales (C.1).
- Ainsi I’amplitude d’oxillation Ag dépend des C.I, x(t=0) et la vitesse v(t=0).

I. EQUATION DU MOUVEMENT : EXEMPLE DU PENDULE ELASTIQUE
I.1. DESCRIPTION DU SYSTEME

On considére un solide ponctuel de masse
m suspendu a un ressort vertical de masse o
négligeable et de raideur (constante d’élasticité : elle
représente la force nécessaire pour déplacer la particule g
d’une distance unité) K. La position d'équilibre du

systéeme constitué du solide correspond a l'instant _
initial. | oscillation

.....

On étire ou on comprime le ressort, puis on £ it :
A . i . Posiion
lache le solide. T extréme

1.2. MISE EN EQUATION
On utilise la relation fondamentale de la dynamique :

Z Ifext =ma - k
Dans le repére (Ox) considéré, on fait le bilan des forces T
qui s’exerce sur la masse m.
- Lepoids|P=mg, "
= |a force de rappel du ressort T= —k(I -1y)E,
{x
= A I’équilibre, [K(Is —1p) =mg
= Relation fondamentale de la dynamique: |[ma = P+T (2) TP
d?l
< Mma= md—2 =mg —Kk(l —1y)=mg —k(l —1.) —k(l, —y) ou a est I'accélération de m.
t

= On appelle x(t) ’¢longation du ressort a partir de sa position d’équilibre : . et
d’l d*x Lk )

—2:—2. L’équation (1) devient: |[X+ —Xx=0< X+0)§X:0 (3)
dt® dt m

(C’est une équation différentielle du deuxiéme ordre. De ce qui précéde, on déduit que chaque fois qu'un
systéme physique obéit a une équation type (3) c’est qu'il décrit un mouvement sinusoidal. Un tel systéme
physique est appelé oscillateur harmonique.
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1.3. SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE (3)

L’étude mathématique des équations différentielles permet de montrer que la forme

générale des solutions est | X(t) = Ae" | oi r et A sont des constantes.
2 () =rAe™ =rx(t) et  X(t)=r2Ae™ =r?x(t)

k .
M r’Ae™ + = Aert 0 r’x(t)+oix(t)=0=>r?+wf =0 o =1jay,
M La solution x(t) est alors une combinaison linéaire des deux solutions particulieres :
joopt
x,(t) =1t et x, ()= = x(t)= Aux.(t)+ Ay X, (1)

1 Les deux constantes A; et A, sont déterminées a partir des conditions initiales que sont les
valeurs de I’¢longation x(t=0) et de la vitesse v(t=0).

I Pour obtenir une forme simplifiée de x(t), on choisit d’utiliser 2 autres constantes Ag et ¢ qui

sont reliées a A, et A, par les relations 2A; = Aoej(” et 2A, = Aoe_j(”

1 . o ]
[JOn obtient alors I’équation horaire du mouvement: X(t)= E[AOG(JCOOHW + Age (Ja)OH(p)_

M Soit X(t) = A, COS (a)ot + (o) (4)|. Ao et o étant 2 paramétres arbitraires déterminés pour

chaque probleme physique particulier par ses conditions initiales :
¢ X(t) est une fonction sinusoidale du temps
* Aj est ’amplitude du mouvement

* o est la pulsation des oscillations, elle est fonction de la période Ty du phénomeéne qui

, 27
est telle que x(t+To)=x(t) Vt = (d’aprés (4)) |y Ty =27 & @y = —

0

¢ ¢ est le déphasage a 1’origine, elle dépend du choix de ’origine sur I’échelle des temps.

* oot + ¢ définit la phase du mouvement.

1.4. REPRESENTATION DU MOUVEMENT

Le solide accroché au ressort effectue des oscillations périodiques non amorties de part et
d'autre de sa position d'équilibre : le systeme (solide) est un oscillateur harmonique non amorti.

AWAWA
L i/ \/ VA

Pemcde 1
temps

élongation
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# Dans le cas du systeme masse - ressort, la période propre dépend de la raideur du ressort et de

la masse du solide. [T,

27

2

: AN : k=0,2 N.m™ et m=800g = To=12,565

= 27[.\/E
k

1.5. ORBITE DE L’OSCILLATEUR HARMONIQUE

X(t) = A cos(ayt + @)

et v(t) = X(t) = —ay Ag sin (ot + @)
RO

< x(t)+ 2.a)gv (t)=1

C’est I’équation d’une ellipse.

vitesse

pasition

1.6. AUTRES OSCILLATEURS HARMONIQUES

O Pendule de torsion

Fil de torsion de constante du torsion C avec un

disque de moment d’inertie [=mR?,
L’¢équation différentielle s’obtient en écrivant le :
théoreme du moment cinétique :

ZONi /\Ifi,ext

ZMO(IEext):g(OvS/R)
_ dg6(0,S/R)

=10+CH=0 s

dt

La période dépend de la constante de torsion du fil C et du moment d’inertie I du systéme.

To

Wy

2

A(t)= A, cos(awyt + @)

.et

= 27z\/I
C

O Pendule simple

¢ 29

Masse “’‘m

attachée a une tige rigide sans masse, de
longueur I, se déplacant dans le vide.

Le pendule simple peut étre considéré comme un oscillateur
harmonique pour les faibles amplitudes3 quand sin9 ~3. La

2z

2]

période est : [T,

=27z\/I
9

et

O(t)= Ay cos(mgt + @)

car Th.<>168=—mglsin@=ml?F,e | est la longueur du

pendule.e g est I’accélération de la pesanteur.
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Il. ETUDE ENERGETIQUE DU PENDULE ELASTIQUE
11.1. EXPRESSION DE L’ENERGIE MECANIQUE DU SYSTEME MASSE+RESSORT

L’énergie mécanique du pendule
élastique est la somme des énergies
potentielles de la masse et du ressort et de
I’énergie cinétique de la masse.

a. Energie potentielle élastigue :
Lorsque le ressort est allongé ou
comprimé, il posséde une énergie potentielle

1 2
E,.=—k({l -1 .
pe 2 ( 0)

Ex : l,=1m, k=9.81 N.m™*, m=0.2 kg, A;=0.5m
(voir relation 4)

b. Energie potentielle de pesenteur :

La masse m située dans le champ de
pesanteur terrestre possede une énergie potentielle

Epp=—mg(l-1)|

Comme cette énergie potentielle est définie
a une constante prés, on a choisit Epp(le)=0.

c. Energie cinétique :

La masse m posséde une énergie cinétique :

E. :%mv2 or v:% =~y Ay Sin(ayt + @) <

E.= % mAga)g' sin 2(a)ot + (p)

d. Energie mécanique

Energie potentielle élastique (1)

Energiz potentiellz éladique (]

Enemie cinétique [J}

Pesition

d'équilibre

M
o

n

0.5

W/AW/&W/[“\\ :

tempsis)

n

SAVAVYAVIVAVAR::

=]
=]

=]
in

/KVX\/XVX\/XVX\/X\ -

o
o

o 0.5 1 15 z
temps(s)

25

3

0.8 4

0.6 4

0.4 4

0.2 4

0.0

En=Ep+Ep+E, < Ey =%k(| ~1,)* —mg(l —Ie)+%m>'<2

On introduit x = I-le. L*énergie mécanique devient donc :

= :%k(x+le —1,) - mg(x)+%m>‘<2

U

1 1 1
E,, :Ekxz +Ek(le —1, ) +yh<—|o)—/w>;;<+5mx2
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A I’équilibre, on peut écrire k(l-l¢) = mg

Em=EWZ+EMQ—bf+lmﬁ=1b@+lmﬁ+mﬁe
2 2 2 2 2
%kx2 :%kAg cos®(wyt + ) et %mx2 :%mﬁéa)g sin % (@t + (p):%kAgsin (wpt + @)
U

Em=%W€+%Mg—bf=%W%+wm=Cw

L’énergie mécanique est une quantité constante. Au cours d’une oscillation, i y'a donc échange
permanent d énergie potentielle et cinétique.

La valeur de la constante dépend de la position de référence pour 1’énergie potentielle.

. 1
Souvent, on choisit cette constante pour que E, = 5 KA.

En effet I’énergie potentiel 16 i
U =%kx2 +Cste| (on travail avec origine 14 = Yy
ressort chargé en équilibre). Par convention, on B m ﬂ 12
prend U=0 quand x=0, d’ou |U =%kX2' Par . A {\ {\ (\ A "0

0.8+ 08

contre ’énergie cinétique peut s’écrire de la

0.6

=
=

Energie cinétique (J)
Enérgie potentielle totale (J)

e 1 2 1 o 20 2
forme.EC—EmV —Ema)o(Ao —X)|. .

=
.

L’énergie total est donnée par:

Em=EC+Ep:%ma)§A§:%kA§ Zj U U U U\JU -0_0

] 0.5 1 1.5 2 25 3
temps(s)
11.2. OBTENTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE A PARTIR DE L’ENERGIE MECANIQUE

=
o

15 2 L ,
E,= > kx~ + > MX*~ = CSte.|avec origine a partir de 1’équilibre chargé.

aE, :kx%+m>'<%:0<:>x'+£x:x'+a)§x:0
dt dt dt m

X+ a)g X =0 qui est I’équation différentielle du mouvement pour un oscillateur harmonique.

Remarque : On peut obtenir la méme équation en utilisant le Lagrangien L = T-U dont E.L.S

Eax OX

o , d (oL oL . 2
serait I’équation du mouvement : — |-—=0&X+apyXx=0
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C- OSCILLATIONS LIBRES AMORTIES A UN DEGRE DE LIBERTE
l. EQUATION DU MOUVEMENT : EXEMPLE DU PENDULE ELASTIQUE
1.1. DESCRIPTION DU SYSTEME

Le solide ponctuel de masse m est suspendu au ressort vertical de —
raideur k et est soumis & une force de frottementF;. Si le

frottement est solide, la force de frottement est constante et
opposée au mouvement. Lorsque le frottement est fluide, la force
de frottement est proportionnelle a la norme de la vitesse et

Position

opposée au mouvement : | F¢ =—hV =—hx oo

- X désigne le déplacement de m a partir de sa position d’équilibre
(équilibre chargé en présence du ressort et d’amortisseur).
- h est une constante appelée cceifficient d’amortissement

I.2. MISE EN EQUATION (FROTTEMENT FLUIDE (OU VISQUEUX)

On utilise la relation fondamentale de la dynamique : Z Foi =Mma =mXi
- La masse m sera donc soumise aux forces :

% Fros = —KXT o
1) 4% Fpo =—hxi —2E2 smy=—kx — hx < X +— X+ —x = 0| ég. M.
. m m
*ma = mX.l
- Posons 24 =—et a)g =—avecr= Z constante de temps d amortissement :
m m

- D’ou I’équation du mouvement devient donc : |X + 2AX + a)gx =0 (2

Remarque : (2) est I’équation du mouvement d’un pendule simple amorti.
Question : Quelle est la nature du mouvement de la masse et quelle est sa pulsation ??

Il. SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE @)
11.1. FORME GENERALE

M On recherche des solutions de la forme : X(t) = Ae" il r et A sont des constantes.
2 X(t)=rAe™ =rx(t) et  X({t)=r’Ae" =r2.x(t)

M rPAe™ +2arAe™ + i Ae =0 |r? +2Ar +wf =0 (3)|:  cest  Céquation
caractéristique dont la résolution donnera les valeurs de 1, donc la forme de x(t).
[ Les 2 solutions ry et r, sont :

n=-A+vAetr,=—1-+vA ol A est le discriminant réduit tel que|A = 22— a)g 3)
M La solution x(t) est alors une combinaison linéaire des deux solutions particuliéres :
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x (t)=e" et x,(t)=e?" = x(t)= A.x (t)+ Ay X, (1)
1 Les deux constantes A; et A, sont déterminées a partir des C.I. : x(t=0) et v(t=0).
M L’expression mathématique de x(t) dépend du signe du discriminant, donc de la
constante d’amortissement A. On distingue trois régimes :

< Le régime apeériodique : A>wmy, I’amortissement est important, r; et r, sont réels.

< | e régime apériodique critique : A=ay , I et r, sont réels et égaux a (-A)

< | e régime pseudopériodique : A<y, I’amortissement est faible, ry et r, sont complexes.

I1.2. REGIME APERIODIQUE — AMORTISSEMENT FORT

A .
- On pose {17 = —|. Pour le régime apériodique, 7)1= VA = @, 772 -1
Wo

A0 = 2 racines réelles = h,=—-4% a)ow/nz -1

Et donc X(t) = e"“[Ale“‘/Z + Aze‘“/z} —e M [Acosh(\/Z)t o Bsinh(\/Z)t]

- Les constantes A; et A, ou A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.

- Le retour a la position d’équilibre se fait sans oscillation : mouvement apériodique.
L’¢élongation décroit et s’annule sans oscillation.

11.3. REGIME APERIODIQUE CRITIQUE — AMORTISSEMENT CRITIQUE

Régime apériodique

- Pour le régime critique A =0 => racines

doubles=>r =1, =-4 R

- La solution est donc: £ ——fort amortissement
—Jt .E 10 4 . o

X(t) =€ [Ait + A2] £ amortissement critique

- le retour & la position d’équilibre est plus 2 .

rapide dans le cas d’amortissement critique < 61

que I’amortissement fort. Le mouvement est 3 4|

également apériodique mais le retour a 2 )

I’équilibre s’effectue plus rapidement que °

précédemment et sans oscillation 0

0 0.5 1 1.5 2

temps (unité arbitraire)

11.4. REGIME PSEUDOPERIODIQUE — AMORTISSEMENT FAIBLE

- My < n{1=> A(0=>2 racines complexes = o, =-A% jog1- n® avec j2=-1

- On pose @ = @y+1— 772 appelé pseudo pulsation. La solution de 1’équation différentielle (2)
est donc :
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X(t) — e—ﬂt [Al_erlt + Azerzt J: e—ﬂt lAEI_e+Jwt + Aze_ja)t_
x(t) =e *[Acos et + Bsin wt]
x(t) = Aje M cos(awt + @)  (4)

- A et ¢ sont deux constantes réelles. Régime pseudopériodique
- (4) c’est I’équation du mouvement d’un
oscillateur faiblement amortie.
e On parle d’oscillation pseudo périodique n

de pseudo période T = 2n/w. (\
e On dit pseudo périodique car il s’annule a [\ [\ N
V U UAVA,\/,‘.\I{\_J\MQVBVKJXM’

des périodes de temps égaux mais

Amplitude

I’amplitude varie.
e L’amplitude  diminue de  facon

exponentielle. u
e La décroissance de I’amplitude tient du fait

que le frottement dissipe a chaque oscillation Temps
une fraction d’énergie de 1’oscillateur pour la T
transformer par exemple en chaleur. x(t) = Aje " cos(at + ¢)

I11. ETUDE DU REGIME PSEUDO PERIODIQUE
111.1. PSEUDO PERIODE

- La pseudo période est par définition l’intervalle de temps qui sépare 2 passages
consécutifs dans le méme sens par la position d’équilibre.

- L’¢longation du ressort passe par des maximums a des intervalles de temps égaux. Mais
ces maximums ont des valeurs décroissantes. Ce mouvement n’est pas pseudo périodique.

21 21
- La pseudo période est : [T =— =

_ Ty
B 2 2
@y \/ 1-7 \/ 1-7
- Cas d’amortissement trés faible (A<<wmy=mn<<1), on obtient une expression approchée :

2 2 2
T:TO[1+%J:TO 1+2’1— (5) et = op| 1—

2 2
Wy 2(00

- Donc Lamortissement a pour effet non seulement de diminuer (décroitre) lamplitude (de fagon oscillatoire)

mais aussi [a pulsation du mouvement. A noter que 0o est la pulsation du mouvement en absence de frottement.

111.2. DECREMENT LOGARITHMIQUE

1 X(t T
Définition : On définit le décrément logarithmique par : |[A =—1In L =AT =—| (6).
n | x(t+nT) T

La décroissance de 1’amplitude des oscillations est caractérisée par le décrément logarithmique A.
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1 Age™ ™ cos(at + ) } 1 In{ A, cos(at + @) } T
- |-

-Car|/A==In
n | Ae " cos(wt+nT)+9)| N | Aje™™ cos(at + ¢

- Or t=1/A constante du temps d’amortissement qui donne une indication sur la variation de

T
I’amplitude en fonction de t. D’ou |[A = AT =—| (7).
T

-Sit=r=> Aoe‘M = Aoe_/lf = i : taux d’amortissement.
e

- Si Pamortissement est trés faible (n<<1), on obtient une expression approchée :

n_s To A 2x _ 2%

= = n=2
2 e i

111.3. ORBITE D’UN OSCILLATEUR LINEAIRE SOUMIS A UN FROTTEMENT FLUIDE

donc (1= A=AT =27 (1)

- X(t) = Aye ™ cos(at + ) < x(t) = —Aje [ Acos(ak + @) + wsin(wt + )]
) 2 C =y
-Onpose Csina=AetCcosa=wor w=wy/1-n° =1 .
Sina =n

- Donc X(t) = —/%a)oe_’1t sin(at + ¢ + a) — courbe en bleu.

- Si a =0ien =0 (A=0) autrement dit
e en absence d’amortissement on obtient
‘ I’équation d’une ellipse d’équation :

Vitesée

i
Position

1 1 .

2X2+ 5 2X2:1 — courbe
Ay Ay oy
en noir.

111.4. ETUDE ENERGITIQUE

111.4.1 Energie mécanique
= [’¢énergie mécanique du pendule élastique est la somme des énergies potentielles de la masse
et du ressort et de 1’énergie cinétique de la masse. On a vu que cette énergie mécanique peut se

1 1 .
mettre sous la forme |E, = E kx? + E mx? = cste. avec origine a partir de I’équilibre charge.

= X(t) = Aje " cos(at + @) < x(t) =—Age " [Acos(at + @) + wsin(at + @)]
C=o

< Csina=AetCcosa=wor w=awy\1-n> =4 _  ° avec:
sina =7

- - E,(t)= %kAée"It [cosz(cot +¢)+sin?(ot + @+ a)]
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- En (1) :%kAge_z’u[l—sinz(a)t + @) +sin®(wt + ¢ + a)]
E,()= %kAge_z’lt [1+[sin(wt + @) + sin(wt + @ + & )][sin(wt + ¢ + o) —sin (et + p)]]

- E, (1) :% 26221 1 4 sin ¢sin Z(a)t +o+ %ﬂ

|E (1) = % 2621 1+ psin Z(a)t + o+ %H 8)

; T ; SR, S -2t
= La relation (8) indique que I’énergie mécanique décroit comme e ™.
Energie Mécanique

Em

Temps

_ 1
= Si I’amortissement est trés faible (n<<1) = |E,, (t) = Eye 22 avec Ep = EkAg =C'

111.4.2 étude de variation de E,,

dstm :%[EC + Ep |= (M + k) x = —hx® @ (mg + hx + k) = 0
dE, .2 o
D’ou =—hx“ <0car h)0 = E_, décroit quand t augmente.
. - . dx dx W frott
or —hx? = —hxx = —hxa . Ffmtt.a =P(Ffron) = T”’
dg, dwW
Drou| = = dft“’“ & dE,, =dW g =dW, (9)

Remarque : La relation (9) montre que le mécanisme de dissipation est dii a la force de viscosité, et la perte
d’énergie du systéme est due au travail des forces de viscosité (frottement)

111.4.3 Facteur de qualité
O Un oscillateur est un réservoir d’énergie. Si les pertes sont faibles, 1’oscillateur est de

bonne qualité.
O On appelle Facteur de Qualité Q le rapport entre 1’énergie mécanique a I’instant t et la

perte d’énergie entre les instants t et t+T :
02z En _p, E,, () _ 27:1T
AEm [Em (t) - Em (t +T)] (1—6_ )

(10)
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O Si [l’amortissement est trés faible, donc d’aprés

(1= A=AT =271 = A<<1 doue?*~1-2A donc:

27 27 2r 1

Q= (:L_(_J_z/ﬁ)z (:l__e—ZA)z 2A z%

D’ou I’expression du facteur de qualité dans le cas d’amortissement faible :

27 r 1

Q= e M)A 2

(10)

D- OSCILLATIONS FORCEES AMORTIES A UN DEGRE DE LIBERTE

I. EQUATION DU MOUVMENT : EXEMPLE DU PENDULE ELASTIQUE

1.1. DESCRIPTION DU SYSTEME

- Le solide ponctuel de masse m est suspendu au ressort
vertical de raideur k et est soumis a une force de

frottement |F¢ =—hV = —hx

- Comment se comporte t’il lorsqu’on lui applique une

force excitatrice sinusoidale ? |[F = Fy sin(@gt + ¢)

- L'excitation est plus générale qu'il y parait car une excitation
peut se décomposer en une somme d excitations sinusoidales par
Canalyse de Fourier.

la relation (7°)

Position
d'équilibre

1.2. MISE EN EQUATION (FROTTEMENT FLUIDE(OU VISQUEUX)

- L’oscillateur est soumis a une force extérieure |F (t) = F cos wgt

qui va imposer le

mouvement de 1’oscillateur = le mouvement forcé aura la méme fréquence wg que celle de la

force d’excitation.

- On utilise la relation fondamentale de la dynamique :

Z Ifext =ma

et posons x = I-l ie

on travaille avec origine ressort en équilibre chargé. Prenant, aussi, a I’instant t=0 quand la force

est maximum (=Fy) et dirigee vers le bas (vers les x positifs).
- La masse m sera donc soumise aux forces :

* F = Fy cos(mwgt).i

F
& X‘+£X+£x:—°cos(a)Et)
m m m

* I:ress = —kx.i
#Fro =—hxi  —2E2smy =—kx — hx + Fy cos(wgt)
*ma = mx.I
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h k F
- Posons |24 = — et a)g =—avec Ay = 91 En électronique F(t) est appelé entrée.
m m m

- D’ou I’équation du mouvement devient donc : |X + 2AX + a)g X=Ajcoswet =F(t) (11)

I1. SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE (11)
11.1. FORME GENERALE

- Pendant le régime transitoire, la forme générale de la solution de 1’équation
différentielle est la somme de la solution de 1’équation sans second membre (SGyp) et d’une
solution particuliére de I’équation du mouvement avec second membre.(SP) = SG = SGy + SP.

-SGy =S.G.E.S.S\M
= e‘/“[Ale“JZ + Aze‘ta] si A>ag

—e M [Alt + Az] Si A=wg
= Ae ™ cos(y t + ¢)si A<wy
- SGy — =0 commee™.

- Donc SG = SGq + SP = SP = x(t) tel que, avec n<1:

x(t) = Ae™* cos(m t + ¢)+ X, COS(wet + @, ) avec m, = wy~/1— 1 ety = a
W

» Ae M coS(w t + @) est la solution de I’équation sans second membre. On a vu que cette

solution s’amorti et devient négligeable au bout d’un certain temps.
®» X, CoS(wgt + @, ) est la solution particuliere qui correspond au régime forcé car 1’oscillateur

oscille avec la méme fréquence que ’excitation. @, est le déphasage entre x(t) et la force
excitatrice. D’une maniere générale, c’est le déphasage entre la « réponse » et I’ « excitation ».

11.2. ETUDE DU REGIME FORCE

Pour résoudre 1’équation (11) on passe en notation complexe :
42 + 2 =Fg (1) (12)
On utilise la méthode des complexes. En écrivant :

X(t) = Xo coS(wgt + @, ) = Re(xoej("’E”“’a) ): Re(>‘<oej“’Et ): Re(x")
Fe (t) = Ay coswgt = Re| Aje I “&!

Xo = xoej(”a , amplitude complexe de I'oscillateur.

On cherche une solution de la forme [X = )_(oej"’Et (13), puis on injecte dans (12).

Ao

(a)g - a)é) + 2 jlog

Donc (13) dans (12) donne : X, = xoej‘/’a =
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-2
D’out |Xg = A et tang _ _T2hoe (13)
0 2 2.2 2 2 a 2 _ 2
\/(a)o —wg)” +4X w¢ @y — OF )

La solution générale est donc |X(t) = X COS(@gt + ¢,)  (14)|tel que la relation (13°)
En resumé :
- La solution permanente de I’équation X + 2AX + a)g X=Aycoswet =Fg(t) (11) est
X(t) = Xo cos(wgt + @,) (14) qui correspond au régime forcé. Donc le mouvement
forcé a la méme fréquence we que la force d’excitation.

— X(t) = Xg cos(wet + @,)

- |(A5)1—Xq = Ao

V(@5 - 02)® + 4220}

2 2 2 2
(0§ — wg) (0§ — wg)

—1tan P, = _ZA =@, = _Arctg [ﬂ}«)
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