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ﬂ CHAPITRE 1: FORMALISME LAGRANGIEN

Objectifs péedagogiques

Introduire Ia notion d’action

Comprendre le principe de moindre action

Etablir les equations d’Euler-Lagrange

Etudier les proprietes physiques du lagrangien




ﬂ CHAPITRE 1: FORMALISME LAGRANGIEN

Notions abordées

Coordonneéees géneraliséees

Espace de configuration

Vitesse generalisee

Lagrangien ou fonction de Lagrange
Action

Principe de moindre action (PMA)




ﬂ CHAPITRE 1: FORMALISME LAGRANGIEN T

Notions abordées - suite

Propriéetes physiques du lagrangien
Variable cyclique

Integrale premiere du mouvement

Theoreme de Noether

Impulsion generalisee




CHAPITRE 1: FORMALISME LAGRANGIEN T

PLAN DU CHAPITRE 1

1- Coordonneées generalisees

2- Espace de configuration

3- Lagrangien d’un systeme

4- Calcul variationnel

9- Action - Principe de moindre action
6- Equations d’Euler-Lagrange

7~ Proprietes physiques du Lagrangien
8- Symetries et lois de conservation




Notions de base

- Coordonnées généralisées
- Vitesses généralisées

- Degreés de liberté

- Equations de liaison

- Espace de configuration

- Lagrangien d’un systeme




« Ces notions représentent la pierre
angulaire du formalisme lagrangien.
D’ou l’intéerét de les bien assimiler »







Definition : Les coordonnées Généralisées sont I'ensemble de vamables reelles indégendaﬂtes ou liees
permettant de décrire et configurer tous les éléments du systeme a tout mstant t
Par exemples :

# un point matériel libre dans I'espace peut étre détermmné par 3 coordonnées généralisées (x, v, 2);

# un corps solide peut étre détermmé par 6 coord. génér. ; a8
o 03 coordonnées relatives au centre de gravité; E‘\ Y,
o 03 coordonnées lices aux angles d'Euler (¢, 1, 8). Tpe
7 Les coordonnées généralisées d'un systéme de P points \0 ‘

matériels et () corps solides sont défini parj N = 3P + 60 \ W

On note :

Les coordonnées généralisées : g, (£), g5(t), .. oo ... Oy (1)-

Les vitesses généralisées . Gy(£), 6, (£), e e . Gy (£).




i N.B

En mécanique analytique, on ne fait pas de distinction entre les
coordonnées de position ((x, y, z) pour un point matériel) et les

coordonnées d’orientation ((¢/, 6, ¢) pour un solide).
On utilise une notation identique pour les deux types de coordonnées,

c’est-a-dire, on généralise et on note:

(G, G5O )

ou N est le nombre de coordonnées généralisées.




1.2.2 Degre de liberte
Definition : Le degré de liberté est le nombre de coordonnées sénéralisées indépendantes. nécessaires pous

contigurer fous les eléments du systeme a tout istant: d = N

O, le nombre de coordonnées généralisées liées. pour configurer tous les éléments du systéme 4 tout stant
moins (-) L nombre de relations reliant ces coordonnées entre elles

d: Degré de liberté

N : Nombre de coordonnées généralisées

1"+ Nombre de relations reliant ces coordonnées entre elles.

Exemples ;
— 1
; : . |
v Undisque de masse m et de rayon . roule sans glisser sur un plan horizontal,
le1 on a deux coordonnées généralisées X ¢t 6 done N =2, g

et B sonfliées avec une relation: ¥ = 8 donc:r=1.
Le nombre de deorés de bberte d =N-1=1.
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l Quelques exemples classiques ‘




" Unsysteme meécanique constt de 02 potats matrels My f My reés 'une tge e longuene |

(¥, 7):3

Wy(xy)01):3 2=

#

Ueqution e iatson: [ = | (5,-1,) 24 (-, 14 (5= )p =" M

=3r=1=24d=)







Coordonnees physigues
(X, Y, 2)

Equations de liaison
z=0

y =(—-tanfd)x +a

Nombre de de degré de liberté
3-2=1

Coordonneée generalisée
q=X




Espace de configuration

Un systeme matériel est repéreé par les N

coordonnées généralisées indépendantes

(44, q55--=5 qy)- Ces coordonnées déterminent la

position du systeme mateériel dans un espace

vectoriel de dimension N appelé espace de

configuration. Chaque position du systeme est

représente par un point P (q,, q5;---5 qy)-




Lagrangien d’un systeme

L’ élement central du formalisme lagrangien est

la fonction de Lagrange notée L et définie par:

" L=y

Lagrangien Energie cinétique Energie potentielle

Pour Ia petite histoire Lagrange notait: Z=T-V




Attention

R R )

Les( ,( etle temps t sont des variables indépendantes.

& Le lagrangien est une fonction d’état




N.B.
Pour pouvoir déterminer le lagrangien d’un systeme mécanique
quel qu'il soit, Il est impératif de maitriser le calcul de ’énergie
cinétique et celui de P’énergie potentielle.




Energie cinetique




Définition et calcul de I'énergie
cinétique d'un solide

* L’energie cinetique s’exprime en Joules (J=W.s). Elle est definie

1 —2. . l—l.- \ P
1‘% | =MV |‘GE3RH[+;Q;._%gj-["fﬁ(‘g)]Qi__%fg,,t
Wl 9, - _




Démonstration

* (On obfient la relation utile de la planche précedente en développant la
vitesse de M dans 'intégrale :

2{%3 mrf wesy |pdV = jﬂ(rf[4c/]+ﬁm] ‘Llf)zper
S HACARCATC AR R PARE N

=MV (aesp | +2MV {5y (O 5 | A AM |+ 57 | [[] 4V (3%, | AM Jodv

S
1

D2oM 7,
* Les 2 premiers termes ne dépendent pas de M et sont donc
sumplement multipliés par la masse

» Le 3°€ ferme nécessite une permutation circulaire sur les termes du
produit mixte et fait apparaitre 1"opérateur d mertie [J,(S)] (voir
. 2
cours de L2) it de prendre A=G

sculiers il
Pour les 2 cas particuliers araissent logiquement

ou A=O et certains termes diSP




Organigramme de calcul de Pénergie cinetique

Calcul de T(5/R)




Exemple 1: session de rattrapage de mars 2015

Barre de longueur 2a, de masse m et de centre d’inertie G




—— |x=acos¥
0G = _
y=asmé

x=—-afsmé

::aﬁ(Gs’R):{

y=abcosl

1

T(AB/R)=Sm(¥ +37) +

1

2

1.6’

i

@ Calcul effectué en G car le solide n’admet pas de point fixe.




Exemple 2: un ancien examen de mécanique du solide
(Janvier 2012)




Au cours du mouvement, on a toujours tanf =——= 6 = Arc ta_u‘ = 1 =Cte
y g

T(S/R,) =="(S/R)ME LS I Ry)

= %W: sin” @ +£;{'qi'-*+ yrcos@)°

@ Calcul effectué en O qui est un point fixe.




Energie potentielle




Définition et calcul de ’énergie potentielle

L'énergie potentielle mécanique est une énergie qui est échangée

par un corps lorsqu'il se déplace tout en étant soumis a une force
conservative.

Elle est exprimée en joules (c'est-a-dire en newton metre).

Cette énergie potentielle, définie a une constante arbitraire preés, ne
dépend que de la position du corps dans l'espace. Cette énergie est
appelée potentielle car elle peut étre emmagasinée par un corps et
peut ensuite étre transformée par exemple en énergie cinétique lorsque
le corps est mis en mouvement.

De manieére plus précise, la variation d'énergie potentielle d'un corps
lorsqu'il se déplace entre deux points est I'opposé du travail fourni par
la force a laquelle il est soumis entre ces deux points. Ainsi le travail
d'une force conservative veérifie la relation:




Chaque force conservative donne naissance a une énergie potentielle.
On peut ainsi distinguer:

Energie potentielle de pesanteur,

Energie potentielle gravitationnelle,

Energie potentielle élastique,

Energie potentielle électrostatique,

Energie potentielle magnétique,

Energie potentielle de pression




1- Calcul de ’énergie potentielle de pesanteur

V es = TMQz+ Cte

'+ mgzsi|'axe de projectionest ascendant
—mgzsi |'axede projection estdescendant

\

Exemple




2- Calcul de P’énergie potentielle élastique

e

,b:%ka—5f+cm

Pour calculer I’énergie cinétique élastique, il suffit de déterminer
la longueur | du ressort a un instant t donné.




Organigramme de calcul de PP’énergie potentielle

Calcul de 1'énergie potenticlle

11 suffit de détermuner 1




Exemple: session de rattrapage de mars 2015

V= FPE.T + FE;IF avec F_p-s.':: =mgy = mga ":-]I_IIH er Vé{
Doun:

V =mgasin @+ gk[ﬁ cos@—1,)°

ék[f —1;) ot [ =acos@




Remarque importante concernant la constante

L'énergie potentielle est définie a une constante additive pres.
Celle-ci n'a aucune influence sur les résultats puisque I'énergie
potentielle est utilisée dans des opérations de dérivation (calcul
d'une force conservative) ou de variation (calcul d'un travail). Ces
deux opérations faisant disparaitre la constante, le choix de cette
derniéere est donc purement arbitraire et sa détermination se fait
généralement de facon a simplifier les calculs.

(&=

NIBI
En mécanique analytique, on ne se préoccupe pas de la
constante sauf mention contraire.







3- Las dun oscillateur harmonigue unidimensionngl

La coordonnée généralisée est ¢ =x . Le lagrangien correspondant est
l I
- 2 )
L(x.x) = DX —Ek’{




b- Particule en chute libre




e- Pendule simple




d- Assaciation de | oscillateur et du pendule

Les coordonnées seneralisées sont g

. 1
£(3.6.x.6) ==

5 1 : -
=_(u1+M).\';‘ +::1111£"1I|':\2 + mx6/ cos B-

=xetqp=0 =
1

4

kx* +mglcosB

Ep




Calcul variationnel
Equation d’Euler
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l’ Introduction ‘I




Les principes variationnels permettent de considérer
Pévolution des phénomeénes naturels comme des

problemes d’optimisation.

Exemple: principe de Fermat (1606-1665

Fermat a étudié Poptimisation du chemin optique emprunteé par
un rayon lumineux.

I.1-1 Cas de la réflexion de la lumiére




Le chemin reel SIC = SIC’ est le plus court
et qui correspond a une duree minimale.

Resultat: L’angle d’incidence est éegal a
I’angle de reéflexion.

Loi de Snell-Descartes [Mathematicien,
Physicien et Philosophe francais : 1596-
1650] pour la reflexion.

sin( 1) = sin( r




I.1-2 Cas dela réfraction de la lumiere

Ce probleme n’a eté résolu par Fermat que
vers la fin de 1661 (25 années apres) [de
1637 a 1661].

Zy

Fermat proposa de chercher optimum de
la duree du trajet* SIC:

nysiniy =n, sini,




@r& agit toujours selon
le\svoies les plus courtes.

Ce principe quasi-phvlosophique est appele:
principe de moindre temps

ou principe d’économie naturelle

ou Principe du meilleur
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Calcul variationnel




Ph: On veut trouver la fonction y(x) qui minimise (ou maximise) l'intégrale /
ol les extremités sont fixes. [ est une fonctionnelle |

Problémes typiques:

- Mirages

- Corde pesante

- Films de savon
- Brachistochrone

- Géeodeésiques

= minimise le temps de parcours de la lumiere

= minimise I'énergie potentielle de pesanteur

= minimise I'énergie potentielle de surface

= minimise le temps de parcours dans le champ

de pesanteur

= minimise la distance entre deux points sur une surface

10



La condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale

f=f ' f(y5,2) do

soit stationnaire avec les conditions y(x, )=y, et y(x;)=y, est que

I'équation différentielle dite d’Euler

soit satisfaite.

(%4.1)

y(x)

(X2.¥2)

L'inconnue est une fonction |

"

Equation d’Euler



Démonstration

of d _x d(of .\ d(of
=a-[|5a *aydx(“”}dx‘fx[ 5 ol 559l

_pdof o dfaf
_J‘xl{ay@ dx(ay




Faites bien attention a faire la distinction entre dy et J(y): dy est
une variation de y = y(x) due a une variation de x, tandis que o(y)
est une variation de y au sens ou Pon change de fonction: on passe
de y(x) a (y + 5)/ )(x) pour toutes les valeurs de x: cette opération

sur y se fait a x constant (voir figure).

xR

W(x) est un chemin possible entre 5 ef R, yix) + Sy(x) en est un antre infiniment voisin. Tous
ces chemins passent par les points S et R,




X

=0 car (%) = (x,) =0

Xy

of  d (of
gy dx\oy
gf,j:o CQFD




Generalisation a Elusieurs variables

£Z2
I = / f(yla Y2y een,s ?Jm@l:ﬁifﬂ-p seey Z}m-ﬁﬂ) dax
ry

S = =2 Ly ey

Systeme d'equations differentielles couplees du deuxiéme ordre en vy

Equation d’Euler généralisée (Presencedel/)

12



Remarque importante

Supposons qu’on fait le choix des variables suivant:

X - 1

y =Vy(X) - q=q(t) ‘ f(yi’yi’x): L(qi’qi’t)
y=Yy(X) - g=q(t)

X : t :
alors, la fonctionnelle | devient: || = —[xl (Y, Y, X) = S= J.tl L(g;.G.t)

La nouvelle grandeur notée « S » est appelée « action » ou « action
hamiltonienne ». Dans ce cas ’équation d’Euler s’écrit:

Ces équations sont appelées les équations d’Euler-Lagrange




Propriétés:
equation différentielle du second ordre

of dof
dy  dx 0y




Démonstration de la formule de Beltrami

Caleulons :

8 O B T
dy’
;r"ii'f T
o e

—J-I- —y" —y E_ [&&,dy‘f

Y

D'apres 'equation d'Euler, le terme entre crochets est mal, ce qu démontre la
formule.

Remarque

La relation de Beltrami va étre utiliser lorsque nous aborderons le
chapitre 3 sur les intégrales premieéres, en particulier lorsque nous

étudierons l’'intégrale premiére de Jacobi.
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2 exemples classiques




Distance minimale entre deux points
sur un plan.
Geéodeésique




Applications du principe variationnel

Distance minimale entre deux points sur un plan

Le probleme est de détérminer la distance minimale entre deux
points A et B dans un plan.

— la quantité a minimiser :
— Minimiser la fonctionnelle
B rQ
g = f ds :/ V1+y2dz et
A T A

y est cyclique ce qui implique

est constant ce qui implique v’ = dy/dx est constant et donc
y = f(x) est une droite.



Exemple historique

La brachistochrone




Un peu d’ etymologie et d’ histoire

Le mot brachistochrone vient du grec
brakhistos « le plus court » et s'écrit
avec un i et non un y, et de chronos
« temps ».

+ $ ) 2

Elle fut étudiee et nommeée ainsi par
Jean Bernoulli en 1718 et Euler en
1736.




En juin 16%, Jean Bernoulli (1667-1748) posa la question suivante au monde scientifique de son
epoque I étant donnes deux points A et B situés dans un plan vertical, quelle doit étre la trajectoire d'un

point matériel M pour que, partant du point A, 1l atteigne le plus rapidement possible le pomnt B sous le seul

eftet de son poids ?




Le mot brachistochrone désigne une courbe dans un plan
vertical sur laquelle un point matériel pesant placé dans un
champ de pesanteur uniforme, glissant sans frottement et
sans vitesse initiale, présente un temps de parcours minimal
parmi toutes les courbes joignant deux points fixés : on parle
de probleme de la courbe brachistochrone.




Applications du principe variationnel

la brachistochrone

M glisse sans frottement sur un plan vertical sous I'action de son
poids. Quelle est I'équation de la courbe joignant deux points O et
A pour laquelle le temps mis par le point matériel est minimum ?

— la quantite a minimiser : le temps dt = ds/v, v étant la vitesse
du point matériel :

] 4 ds
D ¥

)
B /.1'"1 s’l 4 yf:l dI
0 2qy

ou v = +/2¢qy, déduite a partir du théoreme de |'énergie cinetique.




Applications du principe variationnel

la brachistochrone

Le “lagrangien”

ne dépend pas de z, qui joue le role du temps, = dL/dx =0 et
donc le hamiltonien est une intégrale premiere

ce qui donne finalement y(1 + ") = a, oll a est une constante.
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Principe de moindre action
Equations d’ Euler-Lagrange




« La nature agit toujours par les voies les plus
courtes»
Pierre de Fermat

« Au commencement etait ’action»

Johann Wolfgang Von Goethe




Bref historique

Ce principe s’est développé pendant un siecle sur la base de

Poptique et de la mécanique, commencant avec Fermat puis
Maupertuis et continuant sur un plan mathématique avec Euler,
Lagrange, puis Hamilton (1740-1840).

Il sS’est étendu dans la seconde moitié du 19eme siéecle a
hydrodynamique, Pélectromagnétisme et la thermodynamique.




Introduction

Dans sa Mécanique analytigue, en 1787, un siécle aprés les Principia de
Newton, Lagrange propose une facon nouvelle de considérer les problemes de
mecanique. Au lien de déterminer la position r(t) et la vitesse v(t) d'une
particule a I'instant ¢ connaissant son état imitial »(0), ©(0), Lagrange se pose
la guestion sous 'angle suivant : quelle est la trajectoire effectivement suivie
par la particule si, partant de r; a I'instant ¢, elle arrive en r2 & t27

AX  trajectorre réelle X779
Fia. 15.1: Exemples de trajectoires

partant de x1 a I'instant #1 et aboutis-
sant en o a l'instant ta. Parmi toutes

ces trajectoires, la trajectoire phy=igue
trajectoire possible x(f) effect vement SHRVR: Paf la pn_:'ucule est
X1.01 celle qui rend 'action 5 extrémale.
4

-




On postule I'existence de la fonction de Lagrange L(g;.q;,t) et on
définit I'action par




Considérons 2 trajectoires infiniment voisines I'une de |'autre :

qit)
A

af,

sqt),

e ;(t) trajectoire effective
e (1) + dg; () trajectoire variée

— 0Og;(t) un accroissement infi-
nitésimal,

— Oqi(t1) = 0qi(ta) = 0 les
deux trajectoires se confondent en
ces points.

Principe de moindre action




Principe de moindre action - calculs

Calculons l'accroissement de l'action :
t:.?

55 — f (L(q: + 83, ds + 8, 1) — L{as. ds, 1)) dt
t1

f.E
oL oL dbq; )
Zﬁ l (aqi T By, at

nous avons utilisé oq; = dog; /dt.

d 0L oL 1%
0S5 —— | dq;dt + [ - 5@1}
2/1 (é‘qz dt 3&-) 0q; |4,
arL 1%
éi}t(fl) — ﬂgl(t}l) =0 = [ 5QI:| = 0
9q; |4,




sachant que les dg; sont arbitraires et indépendants

68 =0
¢

Ce sont les equations d’Euler-Lagrange



Equations d’Euler-Lagrange (EEL)

Géneralement les equation d’Euler-Lagrange sont
mises sous la forme suivante:

&

(&=

Voir applications pedagogiques




Attention

Il y a équivalence entre le «<PMA » et les «EEL »
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| 2 exemples classiques I




Exemple 1.3 : Pendule simple

Considérons le pendule simple de l'exemple 1.1 ci-dessus. Les coordonnées (x, y,z) du pendule s'expriment
ainsi en fonction de la coordonnée généralisée @

x=Ising y=lcosy z=0 (1.30)

Notez que y est défini positif vers le bas. Donc les composantes de la vitesse dépendent de ¢ et ¢ de la maniére
suivante
I=Ipcosy y=-lgsing z=0 (1.31)

et 'énereie cinétique prend la forme

(1.32)




L'énergie potentielle gravitationnelle est, quant a elle,

Le lagrangien est donc
(1.34)
et ['equation de Lagrange prend alors la forme suivante :
dl |
—=-melsing , (1.35)
ey
ol encore _
: |'
§+w'sing=0 ol mzv% (1.36)

C'est 'équation bien connue qui gouverne ['oscillation d'un pendule. Sa solution ne peut pas s'exprimer par
fonctions élémentaires, sauf dans ['approximation des petites oscillations ( < 1), ou I'équation devient

G+etp=0= p(t)=Acos{wt +£) (1.37)

les constantes A et £ étant fixées par les valeurs initiales (0] et p(0).




Exemple 1.6: Pendule double

L lagrangien du pendule double (exemple 1.2 ci-haut) dépend des deux angles ¢, et . et de leurs dérivées.
Les coordonnées des dewy masses sont :

X, =1 sin =, cos
1=4 - W =4 s, (151)
X, = lsing, +x; Yo = Leosg, +,;
et lE'lJT'S VILESSes sont i I
Xy = [;\f, COSI i ==L, 50
1= L, COSE, ¥i = -4, s, 15)

Xy =L, cosp, + 1, Ya= =L, sing, +J;




De sorte que I'énergie cinétique prend la forme

T'=2mV, +mv, = 2 (my +my)l; +3malg, +mllg, ¢, cos(p; - g,) (1.53)
et ['énergie potentielle la forme
Vi=—glm,y, +myy,)=—(m, +my)gl cosp, - mygl; cos, (1.54)

Done
L= {m1+mzﬁ‘ﬂf T3 sz[Pg+mzfllz¢1‘?1m5{[ﬁ‘%H[m]+m1]EI1fﬂ5ﬁl?1+szIsz‘Pz (1.55)

_— ———————————————
Les termes de I'équation de Lagrange sont

dl

G0 —(m, +my)gl; sin, — m,l, L, ¢, sin(y, — ;)
1

dl

dp,

oL 2

E = (my +my)l7§, +myly L, cos(p, — ;)
1

gL
dig,

= —my gl sing, + myl; L4, sin(ig; — @4)

(1.56)

=m F[H. +myly Ly, cos(ip, — ;)



——=(m, +m=~}If‘F’ Myl 1, €08(p, — 91) — Myly Ly, sin(ip, — 9,)(¢, — 92

1 30 Iﬁ?z +myl Ly G, cos(ip, — @y Iyl Ly, sin(igy — g,y - )
fﬂ@z

Les équations de Lagrange pour les deux coordonnées généralisées sont donc

(m, +mz]ﬁﬁﬁ'1 +myly L cos(9; — ;) + Myl ‘!Eiﬁismfﬁﬂl — Py} +(my +my)gl; sing, =0

(L.57)

Myl P +myl L Py cos{p; — ) — myl Ly sin(p; - 9,) +mygly sing; =0
=

Il s'agit d'un systéme de deux équations différentielles du deuxieme ordre couplées, dont la solution est bien
dvidemment impossible. Une simplification importante intervient si on suppose que les angles g, et g, sont

petits, Dans ce cas, on peut se limiter aux termes du premier ordre en ,, et en leurs dérivées. On peut
dgalement remplacer sing, , par ¢, , et cosy, , par 1, Dans cette approximation, on obtient donc ['équivalent
de deuwx oscillateurs harmoniques couplés et les équations du mouvement deviennent alors

(1 +mg ) + ol L+ (my +my gl =0

1.58
F‘Fz"'mzl gy +my8lp, =10 =
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Propriéetés physiques du lagrangien




Propriétés physiques du lagrangien

Les équations du mouvement ne changent pas si L
est multiplié par une constante

La forme de L doit obéir aux symétries du systeme
physique (invariance par translation dans le temps
et dans PPespace)

Les équations du mouvement restent inchangées si
Pon ajoute au lagrangien une dérivée totale d’une
fonction des coordonnées et du temps :

dF (q;,t)

L'=L +
dt

Le lagrangien de deux systéemes indépendants est
égal a l]a somme de chacun des deux systemes :

L=L, +L,







Application pédagogique 1

& Non unicité du Lagrangien

Invariance de jauge

Montrons que si




Démonstration

OF(4.0) , , OF(a.0
0qg, ot

L'(g.6.t) = L(q,q,t) +

—

oL' oL  0%F . (GF(qi,t)
— + > qi +
dg, dg  Oq dq ot

ot oL’ _ aL aF(q,,t) oL ) _d|fdL oF (g ,t)
aqi } dq dt o]  dt aq, dt aq

2
_dfoL), O°F@., , 09y
dt| ag aq o\ aq

0°F(q,t) _ 9°F(q;,1)
otoq ogot

dfoL} oL _dfdL|_oL _
dt{dqg ) dg  dt{0qg aq|

Puisquet , 1l vient:




Application pédagogique 2
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Symetries et lois de conservation
Theoreme de Noether







A la variable généralisée g, on assocte I impulsion généralisée o moment conjugué p;. défin par
b =6L(fli-fli-t]
1 a(.ll

. l ., 1. d .. .
- Oscillateur harmonique E{}L.}{}=—?IIL‘;' —:lc{'et P, =E£(H‘E}=HE

8(6.6)

I, ] i 7
£(8.6)=—m/"8" +mel cosh et ps=——=mlD
2 oo

- Particule en chute libre : £(Z.7) =%mi:' —mgz et p, =q—Eif_‘,(i. Z)=mz
0z







Une variable ¢;. est dite cyclique si le lagrangien ne dépend pas
explicitement de cette variable

Or, en utilisant les équations de Lagrange,

doL _ _d
diog, 't =

Le moment conjugué d’'une variable cyclique est
&= conservé.




Lagrangien indépendant du temps
Systeme ferme




Si le lagrangien d’un systéeme est indépendant du temps, alors:

(systeme ferme)

(ﬂm )

a L
Efjj_

ﬁ__fr')+——

ol ..

L:hfir.E
aL
ot

ll'j'-; )

arL







.\ oF 7 7 7
Ha Y"1 g a, {Pa) - Pa ) (OTa) .
(%) 22(%) (50)i 2 (o) (&) i

i.]

D Lo cas de contrantes seléronomes ¢ = 0, énereie cmetigue est umquement une fonction quadratique
e g, C'est & dire

l i
[= ﬁZ M )00
T




(b) Lorsque V (g, q),

| ona




Naissance 23 mars 1882 - Erlangen (Allemagne).
Déces, 14 avril 1935 (a 53 ans)




Le théoreme de Noether exprime I'équivalence
qui existe entre les lois de conservation

et I'invariance des lois physiques en ce qui
concerne certaines transformations
(typiquement appeléees symetries).

Etabli en 1918 par la mathématicienne Emmy

Noether, ce théeoreme fut qualifié par Albert
Einstein de « monument de |la pensée
mathématique » dans une lettre envoyeée a

David Hilbert en vue de soutenir la carriere de
la mathématicienne.




A toute transformation infinitésimale qui laisse invariante l'intégrale d'action correspond
une grandeur qui se conserve |

& B |.r-"'l:' # L) . # . b i A 4
Soient ¢, des coordonnées généralisées qui dépendent contintiment d'un

L | @ s ¥ # i iy ® |_-"=:| hl".:] L
parametre s. Si le lagrangien L est indépendant de s c¢’est-a-dive L(q,"", q; ', t) =

L(q

A0) ; i - ay 8L rJ'ri".'h:' _ S, : s
o) alors ¢ I(giy i) = ﬁ;—rﬁ,— est une integrale premiere.

8 :.“

(1)

i

:._Théoréme de Noether

Symetries d'espace-temps, dites « externes »
- Translations d'espace et de temps, rotation d'espace

RQ: |l existe aussi des symeétries dites « internes » (jauge)




L indépendant de s :

Z Al dg; | 1:1[ u:i!’.q,

dq; ds = 9g; ds =0

_ ddq VI, i b o Bl :
Or, 42 — = - et, avec I'équation de Lagrange i, = A OO ohtient

d OL d; = AL d dg;
dt gg; ds O, dt ds

dL dq.
— Y =) =0
; L';'.i'q1 ds




31 ; = 1 est une longueur, alors p, = ma est [mpulson associee, L mvanance de L par rapport & we

translation selon x se tradut donc par la conservation de la quantite de mouvement,

315 = st um angle, alors i = [0 st le moment cunetique asoci, L mvartance de L par rapport & e

rotafion d'anele 6 mphoue la conservation d'ne composante du moment cinet

——a =

I8,

Supposons g systeme soit mnvartant par translation dans une direction x. On peat alors fire un
changement de coordommees tel que g 5) = g+ &, pour i tel que g; soit assocte &  coordonnee X de chiaque
pertcale i systeme et gy(s) = g pour es autres, Alrs, € ares e theoreme de Noether,

est 1 ATt 't [a somme des composantes x des tmpulstons géneralsees.



o1 i systeme est mvartant par translation dans les trots directions, alors on peut répeter e e ef on
obtent que [ mpulsion totale

est e ntéarale premiere. A moter que cect est valable ponr ls quantites de mouvement comme pour s
moments cunetiques d un systeme, lnvarance par rotation autonr d'm axe O mplique Ja conservation de

4 compasante selon 7 du moment cnetique total du svsteme, Un systeme possédant une symetne spherique
A 1 mioment canetigue fota

L)

CONSETVE.



Pour un sxstéme fermé il ya 7 intégrales Eremiéres

(E, P, M)

Energie totale
(1 quantité conservée)

o Moment cinétique
Quantité de mouvement (3 quantités conservées)

(3 quantités conservées)




|' Fiches de synthese ||

£ Ce qu’il faut absolument savoir







el =

Action I

Principe de moindre action
(PMA)

Equations d’Euler-Lagrange
(EEL)







Invariance du lagrangian par une,, | L'intégrale premiére associée est,.

translation spatiale: la variable cycliqueest | |a quantité de mouvement le long de e

une coordonnée cartésienne, | de latranslation,

rotation spatiale: la variable cyclique estun | e moment cinetique le long de axe dea
angle, rotation,

translation termporelle: | varablecydique est | ['emergie mécanique du probleme,

letemps,




Calculer T
Calculer V
Construire L
Ecrire les EEL

(&=

Les calculs se font de droite a gauche




Mise en ceuvre

Voir applications pedagogiques

(&

Lagrange




Et maintenant, c’est a vous de jouer

A vos dossiers pedagogiques
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