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CHAPITRE 3 : INTEGRALES PREMIERES ﬁ]

Objectifs pedagogiques

*~  Introduire la notion d’intégrale premiére
& Decomposer I’energie cinetique

= Etudier les intégrales premieres linéaires

5~ Etudier les integrales premieres quadratique




CHAPITRE 3 : INTEGRALES PREMIERES

Notions abordeées

Integrale premiere linéaire

Integrale premiere de Jacobi
Decomposition de I’energie cinetique
Convention d’Einstein

Theoreme d’Euler

Fonction homogene
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Notions abordeées - suite

Degre d’homogeéeneéite

Identité d’Euler

Integrale premiere quadratique
Theoreme de I’énergie cinetique
Integrale premiere de Painleve

Integrale premiere de I’energie cinetique
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PLAN DU CHAPITRE 3

1- Integrale premiere lineaire

2- Integrale premiere de Jacobi

3- Decomposition de I’energie cinetique
4- Theoreme d’Euler - Identite d’Euler
9- Integrales premieres quadratiques




Préambule

« Nous connaissons le grand interét de rechercher
des intéegrales premieres lorsqu’ on a etudie les

theoremes genéraux. Les equations de Lagrange
permettent leur recherche quasi systematique »




Définition

On appelle integrale premiere du mouvement toute

fonction f (G, ,( ,t) qui reste constante au cours du

femps:







1- Intégrale premiere linéaire en C]I
oT

S’il existe /i tel que Q; = 0eta— =0 ; Ia coordonnée correspondante
g

q; est appelée coordonnée cyclique (ou cacheée).

L’ équation de Lagrange relative a q, se réduit a :

Ce qui donne







2- Intégrale premiere de Jacobi

oL

Dans le cas d’un systeme isolé cad — — Oona Pintégrale
premiére suivante: ot

di(q, ) _ oL
dt

oL . d
| qi +—q e g—







1- Convention d’Einstein

« L'espace est R3
- les indices de coordonnées varient toujoursde 1 a 3

- le signe Z est inufilell
=1

convention de sommation sur les indices repetes

(=convention d’Einstein) : si un indice apparait deux fois dans la

meme expression, il prend systematiquement les valeurs 1, 2 et 3

o E:x;errwgle:

33
abc. = Z Z ab,c; =abyc +aDb,c, +abc; +a,byc +..+asbyc,
i=l j=1




Convention d’Einstein

* indice repété = indice muet, Il peut changer de nom

= exemple : position du point | OM =x.e, =x,e, =x€ +x,€, +x,¢,

« exemple : produit scalaire




2- Décomposition de I’énergie cinétique T

GCHD

aOPq
dq,

PD(S)
_ 0OP 0OP, |. . 0OP 0OP
=2 dmlqq, +| | m

PO(S) aqi aqj PO(S) aqi ot
=T, +T,+7T;




1 f dOP 9OP
2 v 00 0Q;

deqiqj = termequadratiqe de T en g

0P
ot

2
] dm=termeindependande g




Pourquoi? a@ a@
2PD(S) aqi aqj

Pour mieux comprendre, prenons le cas de 2 parametres q, et (..

S — B, dJOP 0OP . 9OP
OP =0OP(a..q,.t) = V(P) = 1+ —
(0,0, 1) (P) o, o} oq, g, + ——

—\2 — s\ 2
- 00P 00P 00P
V2 P — o2 + o2 +
=>V*(P) [aquql [aqzj% [atj

20@ acﬁqq”acﬁ acﬁq”a@ a@q
g, \ 0o, ) ° | og )\ ot ) g, | ot )"




2 — s\ 2 Ly
00OP 0OP
.2+ .2+2
qu [f?qz]qz [O%][
JOP ). dOP | 9OP ).
P q1+2 +




En effet:

acTP’acTP’qq :aoﬁaoﬁqq +acTP’acTP’qq
dg, a9, ' ' 9q, dg, = dq, oq, - -

JOPOOP . . OOPOAOP . .
+ +

0q, 0q, "2 og, ag, ™
_(a0P 2q2+ JOP 2q2+zaoﬁ>aoﬁ>qq
0, )~ |(dg, ] © o0g, og, -

La multiplication est commutative.




Remarque

Si le parameétrage ne fait pas intervenir le temps t, alors:

| T est alors une fonction homogene du second degre ‘




Théoreme d’Euler

Degre d’homogeéneéite
Identite d’Euler




1- Théoreme d’Euler relatif aux fonctions homogénes

A- Fonction homogeéene

Une fonction f de n variables q,,..., q, est dite homogéne de
degré n si:

n est appele degre d’homogeéenéite

B- Théoreme d’Euler:

Le théoreme d’Euler stipule que si f est une fonction
Homogene de degré n, alors:




2- Degrée d’homogeéencéite - Identité d’Euler

A- Autre formulation de P’énergie cinétique







T, =cC

Déeterminons a present, le degré d’homogéneéite de T,, T, et T,




B- Degré d’homogénéité de T,, T, et T,

) ) ) 1 L 1 ..
T,(19,,10,,..., 40y ) :Eaij/]CIiAqJ' :Azaaﬁqu' :AZTz

= T, estune fonction homogenede degre 2

T1,(44,,19;....,49y) =B (4q ) = Ab g = AT,

= T, estune fonction homogenede degre 1

T, nedependpasdesq

= T, estune fonction homogenede degre O




C- Identité d’Euler

D’apres le théoreme d’Euler, on a:




§-5-

Integrales premieres quadratiques




1- Théoreme de P’énergie cinétique

Les éequations de Lagrange s’écrivent:




ou encore




dT 9T oT oT
T=T '1.i’t —:—°i+—."i+—
(g.6.t) = i aqiq aqiq o
. dT oT . aT
o] -

g,

G




(11) s’écrit:

Cette relation représente le théoreme de I’énergie cinétique et
est valable dans le cas ou le systeme est conservatif ou non.




2- Intégrale premieére de Painleveée

Hypotheses

H1- 1l y a une fonction de force U

H2- les liaisons sont toutes parfaites




ou encore:

d 0
— (T, -T,-U)+—(T +U) =0 (m

T+U =T -V =L =lagrangie




H3- Lagrangien indépendant du temps

Dans ce cas, on a:

1, -1, -U =Cte




Remarque importante




Conditions d’existence de PIP de Painlevé

&

H1- Les liaisons sont parfaites

2- Les forces derivent d’une fonction de force U

3- Lagrangien independant explicitement du temps:




Exercice d’application

Les énergies cinétique et la fonction de force d’un systeme
meécanique (S) sont données par:

T(S/R) :%m(x2 + y° +a’yy’ cos’ w)+§(¢2 + 62 sinzw)
+ % (¢ + Qcosz,a)2
! U(S) =mg(asind — xcosé) + K

On suppose que toutes les liaisons sont parfaites.

1- Le systeme possede-t-il ’intégrale premiéere de Painleveé?
Si oui donner son expression.

PRTRTINLEYY O=mt et X=a, oll ® est une constante positive.

Existe-t-il, dans ce cas une intégrale premiére de Painleveé?
Si oui donner son expression.




= Toutes les liaisons sont parfaites

= Toutes les forces dérivent d’ une fonction de force

oL _

P —(T U)=0

Donc I’l.P de Painlevé existe bien et son expression est :

%rr(xz + V2 +a%)’ co§w)+§(¢2 +6’Zsir?w)+g(¢+6’cosﬂ)2
—mgdasind—xcodd) =K =Cte
(T, =0




2- Dans ce cas on n’ a plus l’intégrale premiére de Painlevé, en
effet :

oL
ot

U = mg(asinat —acosat)

oU
ot

0
= T+U)#0
at( )

Puisque

= mg(awcosat + awsinat) #0




3- Intégrale premiere de ’énergie cinétique

(&= On suppose que les hypothéses de l’intégrale premieére de
Painlevé sont satisfaites et on ajoute une hypothese
supplémentaire:

H4- Paramétrage indépendant du temps:

d0OP
ot

0

Dans ce cas:




alors, Pintéegrale premiere de Painlevé s’écrit:
y




Remarque

Pintégrale premiere de P’énergie cinétique traduit la
conservation de PPénergie mécanique, en effet:




Exercice d’application

Session de rattrapage de 2016

(89

Uit




Données du probleme:

T(2/R)=T(A/IR)+T(B/R,)

=M, 2 +%|226"22 +mJ,|,8,6, cos(8, — 6,)

2

Vit (2) =V es(2) Vg

pes

=—(m, +m,)gl, cosf, —m,gl, coso, +%k(|18in6’1 ) IO)2

A-t-on Pintégrale premiere de ’énergie cinétique?
Si oui Peécrire.




Solution
Oui on a PL.P. de Pénergie cinétique car le systeme est
conservatif (toutes les forces dérivent d’un potentiel V).

+ .
T-U=T+v="0" 292 b

s Y
262

2 2
+mJ,1,6,0, cos(6, — 6,)

- (m, + m,)gl, cosf, —m,gl, coséd,

+% K(l,sin6, —1)? = Cte

Remarque




Fiche de synthese 2

(&=
Ce qu’il faut absolument savoir




Les 4 intégrales premieres a connaitre absolument

Integrale premiere Conditions Forme

Intégrale premiere oT
linéaire AR =0; etQ =0 — =Cte
oq aq

Intégrale premieéere oL
de Jacobi — =
ot

Intégrale premieére - Les forces dérivent d’un
potentiel

- Les liaisons sont O _ T2 = TO —-U =Cte
parfaites et E = O

0 H:ZQQ—L:CIE

de Painlevé

Intégrale premieére Liaisons indépendantes du
de ’énergie cinétique | t®™MPS T-U-= Cte‘




Mise en ceuvre

Voir application pedagogique

Intégrale premiére = Intégrale premiére
de Painleveé de I’énergie cinetique




Et maintenant, c’est a vous de jouer,

a vos dossiers pedagogiques.
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