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CHAPITRE 5 : FORMALISME HAMILTONIEN T

Preambule

« Le formalisme hamiltonien transforme le systeme des n
eéquations du second ordre de Lagrange en un systeme de 2n
eéquations du premier ordre qui nécessite la connaissance des
conditions initiales permettant de determiner les 2n constantes

arbitraires issues de leur integration »

R. Hamilton
(1805-1865)




CHAPITRE 5 : FORMALISME HAMILTONIEN T

Objectifs pédagogiques

Introduire le Hamiltonien d’un systeme

Etablir les equations canoniques de Hamilton

Comprendre les transformations canoniques

Introduire Ia notion de crochets de Poisson

Comprendre le formalisme de Hamiltonj-Jacobi




ﬂ CHAPITRE 5 : FORMALISME HAMILTONIEN T

Notions abordées

Impulsion géeneralisee
Espace des phases
Fonction de Hamilton ou Hamiltonien

Equations canoniques

5= Crochets de Poisson-Structure symplectique

& |dentité de Jacobi
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Notions abordées - suite

Transformations canoniques
Fonctions generatrices

Integrale premiere du mouvement
Equation de Hamilton-Jacobi (EHJ)

Equation caracteristique
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PLAN DU CHAPITRE 5

1- Introduction

2- Formalisme de Hamilton

3- Crochets de Poisson

4- Transformations canoniques

9- Formalisme de Hamilton-Jacobi
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Formalisme Hamiltonien
Equations canoniques




|I Introduction ]I

Le formalisme hamiltonien n’introduit rien de nouveau dans
les concepts de la physique ; il ne simplifie pas énormément
la résolution des équations de Lagrange qui décrivent les
phénomeénes de la mécanique, mais il a permis des avancées
considérables dans la résolution des problemes en mécanique
classique avec la théorie de Hamilton-Jacobi et les calculs
des perturbations.

C’est de plus le langage par excellence de la mécanique
statistique et de la mécanique quantique.




Décrire le systeme par les variables (q| : pi ), au lieu (q| : ql)

Exprimer (} en fonction des [ €t Q




Hypotheses :
=

(&

Possibilité d’indépendance du temps

= } Existence d’un potentiel \
(&= } Liaisons parfaites \




Formalisme canonique de Hamilton

Définition 1: impulsion généralisée
On appelle impulsions généralisées, moments généralisés ou encore
moments conjugués, les quantités définies par:

Définition 2: espace des phases
On appelle espace des phases du systeme PPespace (q;, p;) 2 2n
dimensions. L’état dynamique du systeme a un instant t est entierement
aractérisé par un point de cet espace. Lorsque le temps varie, le point
eprésentatif du systeme décrit une courbe dans ’espace des phases,
appelée hypertrajectoire.
oute hypertrajectoire correspond a des conditions initiales déterminées




Définition 3 : Hamiltonien
La fonction de Hamilton ou Hamiltonien H est pléfini comme la
transformée de Legendre du Lagrangien L en (J :

ou les  sont remplacées en fonction de leurs expressions

H est en définitive une fonction des q, et des p, :







oL , .
-— . n équations

g,

-~ N éequations

oH
Si H ne dépend pas explicitement du temps, E =0.

On sait que la trajectoire physique obeéit a Pequation
d’Euler-Lagrange:




Ce qui donne

(&

I‘ Equations canoniques “

La dynamique du systeme est régie par 2n équations
différentielles du premier ordre. Ces 2n équations remplacent
les n équations d’Euler-Lagrange.




Remarque

L’apparition du signe (™) entre les equations pour les q; et celles
pour les moments conjugueés, s’appelle symétrie symplectique.




Remarque 1

Les moments conjugués des variables cycliques sont des
intégrales premieres, ce qui donne:

Si le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, alors
il y a conservation de PPénergie mécanique totale du systeme:

H=T+V =Cte




Remarque 2




Equations canoniques a partir du principe de moindre action

Nous allons établir cette fois-ci les équations canoniques de
Hamilton a partir du principe de moindre action :

9 = r/Ld‘f = /(pkfjk — H) dt
On prend le cas d’un systeme a 1 ‘degré de liberté, |I'accroissement
de I'action due au chemin varié est

0S5 = 5/(1Jkrjk—H)dt
dog OH . OH _
= / (qrjg}+;1 i 9 0q — rf)p(jp) dt
. OHY . . oH
— / [(q = f)j}‘) op — (ji i B4 ) r)g] dt + [;mq 1
comme dg(1) = 0¢q(2); p et ¢ sont indépendantes et arbitraires,

alors 0.5 est nulle si

oOH ' oH

P+ =0 = p=-24
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Impulsion généralisée




Meéthodologie a suivre pour résoudre un
probleme en utilisant le formalisme
hamiltonien (voir TD4)

1- Calculer H
2- Calculer p;

3- Exprimer g en fonction de p;
4- Reporter le résultat dans H et Pexprimer en

fonction de(q, p.t)
5- Ecrire les equations canoniques




Mise en ceuvre

Voir applications pedagogiques




Application pedagogique n° 1

Hamiltonien en coordonnées polaires

On considere une particule de masse m placé dans
un potentiel de la forme :




1- Ecrire le lagrangien puis le hamiltonien du systeme
an coordonnées polaires r et .

2- Exprimer le hamiltonien H en fonction deP etP..

3- Pourquoi H = E = Cte, pourquoi Pe est une constante
du mouvement.

4- Ecrire les équations canoniques et exprimer 9 etr
en fonction de P, et P.







3-H=E = Cte car

ot

P@ = Cte| car est une variable cyclique.










Application pedagogique n° 2

Hamiltonien en coordonnées spheériques

Soit une particule de masse m, soumuse a ['action d'un champ de forces. Son energie
potenttelle est donnee par

7 2
I,

|- Etablir le Hanultonien en coordonnees spheriques
2 Determuer les equations canoniques de Hanulton.




! =%m(r‘2 +126° +r7sin” 6p°)

V(r,8,¢)=f(r)+ 9(2‘9) . (@)
r

r’sin’é@

H =T +V = m(r? +1%6" +1°sin’ 6°)
+ 1)+ 39, @)

r r’sin? @




Impulsion généralisée et moments conjuques

p- _wor=h
or

6I—! = mr6 = 0 = ;

06

x

P, =

=mrésin“8g = @ =
0¢ p=9 mr’sin® @




Hamiltonien

’

N

P2
2 g
Pt t

9(0)
+ f(r)+ +
(") >  r°sin’é@

2 o2
rsmH/

n(g)




2- Equations canoniques

OP,  mrisin?d







Et maintenant, c’est a vous de jouer.

A vos dossiers pedagogiques.
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Crochets de poisson




Crochets de Poisson

« On introduit la notion de crochets de Poisson pour leur
analogie avec les commutateurs de la mécanique quantique »

(&~ C’est un pont vers la mécanique quantique

Denis Poisson (1781-1840)




Il est intéressant de reformuler les eéquations
canoniques a Paide des crochets de Poisson. Ce
formalisme s’avere en particulier tres utile pour
comprendre le passage de la dynamique classique a
la dynamique quantique, que le systeme possede un
nombre fini de degrés de liberté, comme c’est le
cas dans ce chapitre, ou qu’il possede un nombre
infini de degreés de liberte.

Par ailleurs, la dissymeétrie apparente entre les
deux jeux d’équation de Hamilton peut étre cachée
pudiguement en introduisant Iles crochets de
Poisson.




On appelle crochets de poisson entre deux fonctions

f(gq,p.,t) et f(g,p,t) définies dans I’espace des

phases ’expression suivante :

of g of 0
(f,g}=> =8 %

—0g, 0p, Jp, dq,

Cette notation permet d’écrire pour toute fonction des
g et p et éventuellement le temps, la relation bien

plus générale :




of dp Of
+ + —
op, dt ot

(équations
canoniques)




Si f ne dépend pas explicitement du temps :

Pour qu’elle soit une intégrale premiere, il suffit que :

{f,H}=0




Ceci permet de mettre les équations canoniques de Hamilton
sous forme plus symétrique :

En effet :

variables
indépendantes




On en déduit que le hamiltonien lui-méme veérifie :

Ce qui établit que le hamiltonien garde une valeur constante
(Pénergie) si il ne depend pas explicitement du temps.

Plus généralement, on appellera « constante du mouvement »
tout opérateur ne dépendant pas explicitement du temps et
dont le crochet de Poisson avec H est nul.




Structure symplectique et transformations canoniques

Le crochet de poisson est un élement central de
Papproche hamiltonienne, qui met sur un pied

d’égalité les 2n variables dynamiques. Du point de
vue mathématique, il s’agit d’un produit bilinéaire
antisymetrique qui dote PPespace des phases d’une

structure algébrique dite structure «symplectique ».




On constate que dans le cas particulier ou

et on obtient les crochets de Poisson entre les
variables conjugues :




Nous présentons quelques propriétés

{f,9}
{f.c}
{fi+ fa.9}
1f1f2. 9}
=1{f. 9}
{f i}
{f,-p.,,;}

—{9. 1}

0  (c est une constante)
{19y +{f2. 9}
fgffmg}ﬂL{f%aQ}fz‘
b .

i

E’}Qt

On appelle par l'identité de Jacobi, I'expression suivante

{f{g.h}}+{hAf. g}t +{g.{h. f}} =1




94 85 34 3B

. _E}g!. &, op, 'a'fi’;'_

B A1 AR A4 |
— +

o1l oz, o, &y 'a'fi’;'_




S 4 B+ = (A BYH{AC)

00y~ 5[ B 2O 242810

i=]
»laai{as acy aa{az acl
PPt
= | A\ A dpy ) dpc\ dyy g

dy; Op;  Op; Oy ody; oy Opy O,

34 3B a4 EE}ZH'.FH A ad ar:'}
=\, B B By | D A B B B,
= {4, B} +{A,C)

_(EH a8 ad EEJ+(5H 8 ad ar:]_




(A BCY = B{AC+{A BT

M AHECY adaB Oy
=y E'qz- .Eil;;-!. 5}::-!- E?gr!-

E&CEJ_ o4 {EEWEJ
&}i IE;II‘."-'!"!- IEJI‘.?!-

o

oy ooy Oy O
84 8B 84 3B
=\ &, B A
= B{A,C} +C{4,B)

f; Op;  Opy O,
poy|240C_ a4 &
i | dg, dp, b, O, |

(a4 a0 a4 ac 34 a8 A a8y




Propriéte n° 4

(&

A8 CH HC A5 {50, A=

A, O LA 5]+ {50, A

=3 {aq 48,3 [aqﬂapr:'— apﬂaqr:']— 3, 43, {Z[aqﬂapc 8,83, r:*]ﬂ
i=] i=]

1=]

]

+2, aqr:'ap; 9,48,8-9,43,8 |- 9,04, { . 9,48,8 8,49, B]J

¥y aqﬂapi[aqcapﬂ—apcaqﬂ]—apﬂaq{” 19,09,4-8,00 ﬂ]}
' i=] =]




(A48, O {0 A B P84T, A1
= 3,48,|8,80,0-9,83,C |-9,49,(8,83,0-2,80,C

+8,C8,[8,49,8-8,48,8|-8,C8,[8,48,8-3,43 8

+3,88,(8,08,4-23,08,4|-23,83,]8,08,4-9,08,4
= 3,48, B3,C+8,48,88, ,C~8 43, B3 .C-3,48, 83, ,C
-3, 49, B3,C- 8,48, 83, ,C+8,40, B3, C+3,43 83, C
+8,08, ,A48,8+8,08, 48, ,B-8,C3, 48, B-3,00, 43, 5
-3,08, ,48,8-8,08, 48, ,B+8,C8, 48, B+3,00,48, 5
+8 B3 C9 A+d BI CA A-9 B3, Cd A-3 B3 CA A
8,83, ,08,4-8,83,C8, ,A+3,83, ,C8, A+3,83,08, A




m
0
0
S
J
0
T
0
=
)
c
0
2
-
N
9
o




Mise en ceuvre




Et maintenant, c’est a vous de jouer.

A vos dossiers pedagogiques.
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Transformations canoniques




|‘ Transformations canoniques (TC) 'I

De méme que dans un espace vectoriel euclidien,
on peut s’intéresser a des « isométries », c’est-a-
dire a des transformations qui conservent Ia
structure euclidienne. Dans Pespace des phases,

on peut considérer des transformations qui
conservent le crochet de Poisson et qui sont alors
appelées « transformations canoniques ».

Translation, rotation, homotheétie,...etc.




On dit que des g; et des p; que ce sont des variables canoniques generalisées. Ce n'est pas
un euphémisme puisqu'il n'y a pratiquement aucune limite a ce qu’elles peuvent représenter
physiquement. Nous en verrons d'ailleurs a quelques exemples. Puisque tel est le cas. il dot
exister des transformations entre ces différents choix. Nous noterons ¢J; et F; les nouvelles
variables canoniques obtenues suite a une telle transformation.

On n'est pas surpris par contre de constater que ces transformations sont soumises a des
condifions assez severes. En effet. les g; et p; sont généralises mais obeissent a

(4.89)

Gi=7—; D= (4.90)
- @ n ot Q}’?s dg; :
sont mvariantes de forme. Ainsi. a la suite d'une transformation des g; et p; vers les Q; et B
et définissant un nouvel hamiltonien que nous noterons H'(Q;. B;). ¢’est-a-dire

gi, i, Hlgi, pi) = Qi Fi, H(Qi, F)




l‘ Transformations canoniques (TC) 'I

‘} Principe de base N

‘ Changement de variables dans Pespace des phases : \
(%, p) M -(Q,R)




Soit le systeme canonique associé a Phamiltonien H(q;, p;; t)




Définition

Une transformation canonique est une transformation inversible des
2n variables (q;, p;) en 2n variables (Q,, P,), tel que les équations du
mouvement soient encore canoniques. C’est-a-dire qu’il existe une

fonction K(Q,, P, t) telle que:

« Le hamiltonien change mais pas les équations canoniques »




Condition suffisante pour qu’une transformation soit canonique

Soit F(q;, Q,) une fonction quelconque, et considérons la
transformation:

C’est une transformation des variables (q;, p;) en les variables
(Q;; P)-




Pour qu’une telle transformation soit canonique, il
suffit que 'expression suivante :

pdq - RdQ =dF

soit une différentielle exacte a t constant.

Voir déemonstration




En effet:




Fonction génératrice :

La fonction o) est appelée fonction génératrice de la
ql ] I

transformation canonique.

Le choix de la fonction F conduit a des équations implicites tres
simples pour la transformation canonique.

On exprime cette fonction au moyen des variables (q,, Q,, t) et on
note cette fonction F,(q,, Q,, t) qui est eégalement une fonction
génératrice.

De facon analogue, on peut introduire les différentes fonctions
suivantes:




Variables Variables
iﬂdépendantes dépendantes




Etudions un peu plus en détails les cas Fy(¢;. Q;.1), Fo(¢;, B;.1). Dans le cas F (g;. Q. 1)

iF JF,

o {F;, }qwa— (4.108)
Y o, O .
B q;-l—z % Qit— (4.109)

Ici, il est suffisant de comparer les fonctions & intégrer dans 0 f ; Lat =0, ce qui donne

(4.110)

Cette equation est satisfaite st on identifie, g;. Q); et donc ¢; et (); comme étant independantes.




Les facteurs de ces variables independantes. doivent donc etre identiques

d
f}_ﬁ‘iFl{?LQj]t) = pi(9j,Qj, 1)

d
—EF1('IH1Q}¢1=P¢((H1Q;-H (4.111)

dF;
ot
Clatrement ces lots de transformation nous permettent d’ecrire les 2n variables dependantes
(ici les p; et P;) en fonction des 2n variables indépendantes (ici les ¢; et ;). Ces 2n équa-
tions peuvent se mettre sous la forme plus habituelle
¢ = ¢i(@;.F;,t): néquations (4.112)
pi = pil@;,F;,t): néquations (4.113)

H+

ce qui permet de calculer H'
H'(Q;i,F,t) = H(q(Qj,F;t),m(Q;, B t),1)

d
+= F1(ai( @5, By, t), @ 1)- (4.114)




En etudiant les equations de transformation obtenues ci-dessus, on constate que

b 0 (R &R

0Q; an(ath)_m:
or, 9 ( OR\ &R
dgi a_tﬁ(_a_%)__aﬂ?jaqi

ainsi donc. un test du caractere canonique de la transformation
pi = pilgj,@;.t): néquations
P, = PFig;,Q;,t): néquations

est qu'elle doit satisfaire

3;}1- 8 P}
dQ; g

ce qui est equivalent a

{Qi,Qj} =0={P, B} et {Qi P} =0




Dans le cas Fy(g;, F;. 1) ce sont les g; et les P, qui sont considerés indépendants. On
calcule
ng c]Fg aFg SFE
Z t o
Ici la comparaison des fonctions a u1teg1e-r i est pas suﬁsante et nous devons récrire au
complet

(4.121)

7 [ n
éf ) mg-H

+Z %P -I—%}dt.

Le probleme vient de ce que les (); ne sont pas constderes mndependants ici et donc les ); ne




le sont pas. Integrons par partie le premier terme a droite

2 n 2 n 2 n
ﬁf Y PiQudt = a/ (%Z&QJ dt—fi/ ) PQidt.  (4123)
Ty 1 i I
Tl 2 ‘Z i
= ) PQi| -9 / ) PQudt (4.124)
. 153

i 1
— a—
=0 peq points fixes

Marntenant nous pouvons comparer les fonctions a integrer

(4.125)

et identifier les facteurs des variables independantes. g; et P;




= pilg;; Fjit)

Qi(‘i’..'r P 1)

Ici encore les variables dépendantes apparaissent exprimeées en fonction des variables in-
dependantes. Comparant les expressions pour p; et ¢J;. le test du caractere d’une transforma-

tion de type F5 est

donc

On peut verifier alors que

{9}};' s 3’ 3F2) o HEFE
3Pj - BPJ E-'qz- - EqiﬂP_,
8Q; 8 SFQ) R
qu,,;- B 3?1 .S'P_? - 3(}'3an
dp;  OQ;
OP;  Jgi
{Qi.Q;} =0={F. P} et {QiF;}=0y
(9;.Qj.t) = pilg;.Qj,1)

(g;,@j.1)

Fi(g;.Qj,t)

(4.127)

(4.128)

(4.129)




D¢ [a meme facon. on

. Generateurs

Filg, 0.t

11 TOUVE

Transformation

Eqﬂ (e laTC.

il |
;. Q)
;. f;

Bylgi, Bt

it
Fnl(Pn ¥ )

| B =F+
H=H+8




Remarque importante

Les transformations F,(q,, Q, t), F,(q,, P,, t) etc., ne génerent
pas de transformations différentes mais simplement des
facons differentes de générer une transformation donnée.
Evidemment, deux fonctions F, différentes par exemple vont en
général générer des transformations difféerentes.




Dans la pratique, il suffit de se donner une fonction F.(i=1,...,4)
de deux groupes de variables. Les deux premieres équations
expriment les nouvelles variables en fonction des anciennes,
et la troisieme donne le nouveau hamiltonien en fonction des
nouvelles variables.

Si une transformation est engendrée par une fonction F,, on dit
que F, est une fonction génératrice de cette transformation.




Crochets de poisson et transformations canoniques

Lorsqu’on opeére sur un systeme une transformation canonique:

Que deviennent les crochets de Poisson entre les nouvelles
variables?

Theéeoreme

Les crochets de Poisson sont indépendants du jeu de variables
canoniques dans lequel ils sont exprimés, ainsi:




Remarque importante

Les crochets de Poisson peuvent étre utilisés pour véerifier le
caractere canonique d’une transformation. En effet:




Quelques transformations canoniques particulieres

—————

1. Transformation identité:
La transformation canonique F5 ayant la forme

donne

dF;
Qr = B_ﬂ_qk
aF
H = H+__:_-H

Ic1 F5 correspond donc a la transformation identite.




2. Transformations ponctuelles
Une transformation canonique de la forme

(4.131)
mmplique
Pk = g—izzfig;:)ﬁ
Qr = g%i:fﬁ:{?:ﬂ
B o= He

genere des nouvelles coordonnees () qui ne dependent pas des moments, Une telle trans-
formation est dite ponctuelle. On note que les f; etant arbitraires. toute transformation

ponctuelle est alors canonique!




3. Echange coordonnée-moment
La transformation de type F; avant la forme

mene aux relations

correspondant a un echange entre coordonnée generalisee et moment. Comme on le con-
state. la notion de coordonnge spatiale et quantite de mouvement se confonde en me-
canique hamiltonienne puisque elles peuvent etre tout aussi assignees a la coordonnee ou
au moment generalise.




Fiche de synthese 2

(&=
Ce qu’il faut absolument savoir




Variables
indépendantes

Fonction
génératrice

Equations de transformation

(9.Q)

Fl(qi ’Qi)

p|:

OF . po Ry,
aq. Q ot

(g,R)

F(q,R) P

_ Ok, Q= ai K= H + oF,
aq, oP ot

(P, Q)

F(p.Q)

_OF;. oF, ok,

G = P=-—2: K=H+

op’ ' aQ’ ot

(P, R)

F,(p, R)

0% g 0 oy 85
op, R’ ot




Mise en ceuvre

& Voir applications pedagogiques

pdgq — PdQ =dF {f,0}.,={f.9)or

Condition suffisante Condition nécessaire

Nouvel Hamiltonien
(Kamiltonien)




Montrer que cette transformation est canonique de
deux manieres differentes. En déduire la fonction
géneératrice correspondante.




- Premiere méthode

1 da- qd
pdg—- PdQ = pdq—a(p + )[p 1= pj
p° +q°

1 1
= E(pdq+ qdp) = d(i qu =dF(p,q)

1
F(p,q)=§ ol

F est la fonction géenératrice correspondante.




- Deuxieme meéthode

Q,P|=

9Q dQ 0P oP

. . 1
0q op 0dq dp

En effet:




Et maintenant, c’est a vous de jouer.

A vos dossiers pedagogiques.
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Formalisme de Hamilton-Jacobi







Preambule

« Il s’agit d’une méthode d’intégration d’un systeme
canonique. Jacobi avait remarqué qu’un systeme
canonique est le systeme différentiel associé a une
certaine equation aux dérivées partielle du premier ordre
(systeme appelé systeme caracteéristique) ».




Soit la transformation canonique : (ql y pl) — (Q| y R)

oF

Et soit le nouvel hamiltonien:|K = H + —

ot

Principe : opérer une T.C. tel que les (Q,P) soient
précisément 2n constantes du mouvement.
Dans cecasona: [ K

Q=°-=0 (1) -Q=4=Cte




Pour y arriver nous cherchons la fonction génératrie, ici choisie de typ F(q, p;t)
donc du typeF,(q,a,t) que nous noterons decém standard S(g.4;.t) tel que:

De cette facon K = 0 nous assure gue les equations€iL}2) seront
satisfaites. La T.C. est de type Jet donc :

0S
. J—=+H=0 o
Le but recherche esj ot , Ce seratreéguation fondamentale

apres remplacement des;mlans H.




C’est I'égquation de Hamilton-Jacobi, une équation dferentielle pour S. Cette
Equation differentielle du premier ordre en n variables nécessitera n constantes
d’intégration qui sont précisément les constantegr. .

Une fois solutionnée, c.a.d. une fois que I'on connat il ne reste qu’a opérer les
T.C.

-

_ 03(q;,a,,t)
0q
0S _03(q;,a,,t)

Qi:'gi:a_Pi_ oa

B =p(q;,a;,t)

i :Qi(qj’aj’t):ﬁi




Ces n équations peuvent s'inverser 4 G = § (O’j ,,Bj ,t)-

Ou on identifie 'un des @; , ici@; comme valr numeérique (constante) de H:

S(q,a;,t) = —ait +W(q, a;)

oH
Une simplification apparait lorsque 3¢ ~

Dans ce cas, par séparations de variables, on peutiés:

0.

H=a,
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(&=
Ce qu’il faut absolument savoir







Mise en ceuvre

& Voir applications pedagogiques




Et maintenant, c’est a vous de jouer.

A vos dossiers pedagogiques.
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