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MECANIQUE ANALYTIQUE
- Paramétrage et Puissances virtuelles -

Exercice 1:
R= (O,;c, ;1, 2) : Repére fixe/sol

(T) est une tige homogéne de longueur L et de masse m. L'extrémité A de (T) est reliée a un ressort
(r) (sans masse, de raideur k et de longueur naturelle ly) et elle se déplace sur 'axe 0 z.

A I'autre extrémité de (T), on fixe un point matériel (P) de massem. Y = (T )U (P)

— - - 5
1) Paramétrer le systéme matériel 2.  OA = }\m 5 Q @vnie V +

2) Ecrire les équations de liaison imposées a Z sous la forme
f(g,t) =0ou f(q,q,t) = 0. Indiquer la nature de ces liaisons.

3) Donner, si possible, un paramétrage complet du systeme.
4) Déterminer le nombre de degré de liberté de Z.
5) Déterminer les énergies cinétique et potentielle de Z.



El malki
Typewritten Text


Exercice 2

On se propose de déterminer le couple I' nécessaire A appliquer & un
rouleau cylindrigue qui remonte une pente en roulant sans glisser :

Le rayon de la base du rouleau et le moment d'inertie du rouleau par rapport
& (G, Z) sont notés respectivement r et J.
D'autre part, seuls m, a, r, J, et ¥ sont connus.

1. Ecrire le principe des fravaux virtuelles en choisissant une rotation
virtuelle - §6 dans un premier temps puis un déplacement virfuel §x
dans un deuxieme temps.

2. En tenant compte de la condition de roulement sans glissement de la
roue sur la pente, déduire I'expression du couple I' en fonction des
données.

3. De méme, appliquez le principe des puissances virtuelles en choisissant
une vitesse de rotation virtuelle —8*Z et une vitesse virtuelle x*%

Exercice 3

Soit un double pendule représenté sur la figure ci-dessous. On se propose
d'appliguer le principe des puissances virtuelles :

« pour calculer la valeur des couples moteur C, et €, & installer sur chaque
axe d'articulation pour obfenir des trajectoires imposeées,

« pour déterminer la tension dans le premier pendule,
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MECANIQUE LAGRANGIENNE
- Equations de Lagrange -

Exercice 1

Soit le régulateur a boules représenté sur la figure ci-dessous :

Gl,m

Gz,m

7

On suppose toutes les licisons parfaites.

Le coulisseau a pour masse M et coulisse le long de la tige verticale entrainee
suivant une loi imposée y(t) autour de (0,%Z;). Son moment d'inerfie par
rapport & (0,%,) est négligé. Les tiges mobiles de masses négligecbles, de
longueur b sont articulées respectivement en 0,et 0,, (0,0, =&). A I'extrémité
de ces tiges sont montées des sphéres identiques de masse m et de moment
d'inertie par rapport & leur diometre égal a 1.

1.

Exercice 2

R, = (0,x,0.2,) - repere fixe/sol

Montrer que g = (8) est un paramétrage complet du systeme formé par
les masses m ef le coulisseau M.

2. Calculer I'énergie cinétique et I'énergie potentielle de ce régulateur.
3.
4. Trouver une condition suffisante d'existence d'une integrale premiere

Ecrire I'équation du mouvement par la méthode de Lagrange.

de Painlevé. Ecrire I'intégrale premiere.

{Po) est un plan horizontal confondu avecx Oy, -

(S) est un solide de révolution homogéne constitué d'un hémisphere et d'un
cylindre de méme base.



Dans son mouvement /R, (§) reste en contact, par sa partie spherique
uniguement, avec le plan (P,). Ce contact s'effectue sans glissement.

On donne :

M la masse de (S), ale rayon de la base, G le centre de masse de (S), | le
point de contact entre (S) et (P,). HG = hZ

A et € sont les moments d'inertie de (S) respectivement par rapport a GX et
GZ.3 = (5)

1.

2

Ecrire I'équation de ligison (¢) fraduisant le contact geométrique entre
(S) et (Py).

On suppose gue le contact S—P, au point I s'effectue sans
frottements.

a. Ecrire les équations de Lagrange du mouvement de (S) en
choisissant la licison (#) comme principale et un CV.V
compatible avec (#).

b. A-t-onl'intégrale premiére de I'énergie cinétique ¢

c. La ligison (#) étant prise comme complémentaire. Ecrire les
équations de Lagrange en utilisant un C.V.V non compatible
avec (#). Quel est I'intérét de cette méthode ¢

On suppose que le contact en I est sans glissement.

a.
B.

d.

Ecrire les équations (£,.) qui traduisent le non glissement.

Ecrire les équations de Lagrange en ufilisant un C.V.V compatible
avec la liaison principale (£) et non compatible avec les la liaison
complémentaire (£.).

'Indiguer comment est modifiée la mise en eéquation si (£) et

(¢,) sont complémentdaire et sile C.V.V est non compatible avec
(&) et (£0).
A-t-on l'intégrale premiére de I'énergie cinétique ¢

M




Exercice 3 :

Un point matériel de masse m glisse sans frottement le long d’un rail en
forme d’hélice dont les équations en coordonnées cylindriques sont :
r=a ; z=Db8 (1)

At =0,labilleestalarrétenr = a, 6= 0, z = 0. On suppose que Z est
orienté vers le bas. La bille est soumise a I'accélération de la pesanteur g.
1. En utilisant les équations de liaison (1), écrire le Lagrangien L, en
fonction de la seule coordonnée z.
2. En déduire z(t).
On souhaite maintenant déterminer les forces de liaison dues & la
liaison z = bA. Dans ce but, on réécrit I"équation de liaison holonome
f(z,8) = 0 avec f(z,0) = z— b, et on se propose de traiter cette liaison
a l'aide d'un paramétre de Lagrange.
3. Déterminer le Lagrangien Ly, du systéme en fonction des variables @ et
Z.
4. Ecrire les équations de Lagrange du systéme a l'aide d'un paramétre
de Lagrange A1 .
5. Déterminer A.
6. En déduire les composantes L, et L, de la force généralisée.
7. En utilisant la méme méthode, déterminer la force généralisée L, due 3
la liaison r'= a
' 8. En déduire les composantes R,; Ry; R, de |a réaction du rail sur la bille m
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(Oscillateurs harmoniques)

Exercice 1
L'une des extrémités d'un ressort, de constante de raideur k et de longueur a vide g, est

accrochée & un support vertical fixe. On vient attacher a l'autre extrémité un bloc de masse m.
Le tout est immergé dans l'eau et le bloc est choisi de maniéte a ce que la poussée
d'Archiméde compense exactement son poids. Le poids du ressort et les forces de frottements

sur celui-ci sont négligées.

A

lo
Schéma du dispositif.

1. Le bloc est écarté d'une distance a, de sa position d'équilibre. Il est ensuite laché sans
vitesse initiale. Déterminer I'équation différentielle régissant I'évolution du mouvement du
bloc. On prend en compte la force de frotiement dans Ieau qui est de nature visqueuse, de
norme proportionnelle a la vitesse du bloc et de sens oppos¢é a celle-ci (f =—X7, Aestle

coefficient de frottement). On négligera tout autre effet.
; 1) . ; —
2. On se place dans le cas ou k.m > (-2—) . Qualifier le mouvement, résoudre I'équation

différentielle et représenter 'évolution temporelle de la position du bloc.

Exercice 2

On considére un bloc solide de masse m attaché par un ressort de constante de raideur k
fixé & un support vertical. L'ensemble repose sur un support horizontal. A 1'équilibre, le
ressort n'est pas comprimé de sorte que sa longueur est égale 4 sa longueur a vide.

A linstant ¢ = 0, on met en marche un systéme mécanique permettant de moduler de maniere

sinusoidale la position du bloc tel que la force appliquée sur celui-ci s'écrit

1



F = F,.cos(wt) .7 ol @ est la pulsation du forgage (ou de la modulation).

On suppose que le bloc est soumis & une force de frottement de type fluide de norme

proportionnelle & sa vitesse et de sens opposé & celle-ci (}? = —A.7 , A est le coefficient de

frottement). On notera g I'accélération de la pesanteur.

a ’équilibre _\/\/\/\/\__m 0

e Sy
b LM
o0 BAANNTE )
0 7 X
Schéma du dispositif.

1. Btablir l'équation différentielle décrivant 'évolution de la position x(t) du bloc se
déplagant le long de l'axe Ox . '

2. On suppose que l'oscillateur étudié est tel que la solution de l'équation précédemment
établie s'écrit :

—y.t

x(t) = Age 2 .cos(wg. t + @) + A(w).cos (wt + p(w)), ¥ = -&
Expliquer clairement a quel type de réponse de T'oscillateur correspond chacun des deux
termes composant la fonction x(t). Que pensez-vous du facteur de qualité de l'oscillateur
¢tudié ? Est-il possible de négliger I'un des deux termes et si oui, expliquer a quelle(s)
condition(s) ?
3. Déterminer A(w) en utilisant la notation complexe.
4. On considére que les frottements sont négligeables de sorte que y~0. Que devient

l'amplitude des oscillations du bloc lorsque @ — wq? Nommer le phénoméne physique

auquel se rattache le comportement obtenu.

Exercice 3

On considére deux blocs de masses respectives my et m, liés l'un a l'autre par un ressort
de constante de raideur k5. Le bloc de masse m; est 1ié 4 un point d'attache fixe par
lintermédiaire d'un ressort de constante de raideur k et, a l'autre extrémité du systéme, le
bloc de masse m, est 1ié & un point d'attache fixe par l'intermédiaire d'un ressort de constante
de raideur k3. La masse des ressorts est négligeable et tous les frottements sont considérés

comme négligeables.
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Schéma du dispositif.

1. Etablir le systéme d'équations différentielles décrivant I'évolution de la position des deux

blocs dans le temps.
2. On considére désormais que les blocs sont de masse identique de sorte que my = my; = M
et que les ressorts ont la méme constante de raideur ky =k, =kz = k.

2.2) Ecrire le systéme des deux équations différentielles obtenu a la question 1 sous la forme

. a*x 3 : :
vectorielle : —— = A.X et déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de 4.

2.b) Montrer que la solution générale du systeme d'équations du mouvement s'écrit sous une
forme simple.

2.¢) Préciser le ou les mode(s) propre(s) de vibration du systéme d'oscillateurs et donner la ou
les pulsation(s) propre(s) de vibration du systéme.

3. Alinstantt = 0:

3.a) Le bloc de masse m, est écarté d'une distance do > 0 de sa position d'équilibre tandis que
le bloc de masse m, en est écarté d'une distance —ap < 0. Les deux blocs sont lachés en

méme temps sans vitesse initiale.

- Donner les lois horaires d'évolution de la position des deux blocs. Préciser la nature du mode
propre de vibration excité par ces conditions initiales.

3.b) Les blocs de masse my et m; sont écartés de leur position d'équilibre d'une distance
a, > 0. Les deux blocs sont lachés en méme temps sans vitesse initiale.

- Donner les lois horaires d'évolution de la position des deux blocs. Préciser la nature du mode

propre de vibration excité par ces conditions initiales.

Exercice 4

Considérons deux pendules simples constituée chacune d’une masse m qui peut osciller
librement sous ’effet de son poids —mg autour d’un axe. La distance entre le centre de masse
de chaque pendule et 1’axe de rotation est dénotée par 1. Les deux pendules sont couplés par

un ressort horizontal de constante de rappel k & une distance a de I'axe de rotation.



Schéma du dispositif.

1. En utilisant le théoréme du moment cinétique, établir les équations du mouvement pour
chacune des deux pendules.

2. En introduisant les changements de variables suivants :
L= %(‘1’1 + @) et @p = _?z‘(q)z =@k

2. a) Ecrire les deux équations différenticlles en ¢, et @5.

2. b) Donner les solutions de ces deux équations différentielles en précisant les pulsations de
chaque mode de vibrations du systéme.

3. Alinstant # =0 :
3.a) Les deux pendules sont écartés de leur position d’équilibre d’une rotation de ¢g. Les
deux pendules sont lichés en méme temps sans vitesse initiale.
- Donner les lois d'évolution de la position des deux pendules. Préciser la nature du mode
propre de vibration excité par ces conditions initiales. Donner la période d’oscillation
correspondante.
3.b) Le pendule 1 est écarté d'une rotation de ¢y > 0 de sa position d'équilibre tandis que
le pendule 2 est écarté d'une rotation de -¢pg < 0. Les deux pendules sont lachés en méme
temps sans vitesse initiale.
- Donner les lois d'évolution de la position des deux pendules. Préciser la nature du mode
propre de vibration excité par ces conditions initiales. Donner la période d’oscillation

correspondante.
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Propagation des ondes

Exercice 1

Une corde homogéne et inextensible de masse linéique p est tendue horizontalement
avec une tension constante Ty. Déplacée de sa position d'équilibre, la corde acquiert un
mouvement décrit par le déplacement quasi-vertical (X, t), mesuré a partir de la position
d'équilibre. A l'instant ¢, la tension T(x, t), exercée par la partie de la corde a droite d'un point
M d'abscisse x sur la partie gauche de la corde & gauche de M, fait un petit angle 8(x, t) par
rapport & l'horizontale (voir Figure). On négligera les effets de la force de pesanteur et des

forces de frottements devant celui de la force de tension.

e
corde en mouvenieni Tin

v i

N}

o corde qie repos

Schéma représentant la corde & l'équilibre et en mouvement.
1. En considérant un trongon infinitésimal de la corde compris entre x et x + dx, montrer
que : T(x,t).cos(8(x, 1)) = T(x + dx, t).cos (0 (x + dx, t)) = To
2. Montrer que le déplacement transversal ¥(x, t) obéit & I'équation d'onde

W) 1 97W(x,0)
axz  c?  0t?

Exprimer ¢ en fonction de 4 et To.



3. La corde semi-infinie est le sidge de la propagation d'une onde progressive sinusoidale, de
pulsation , se déplagant dans le sens des x croissants telle que : W(x,t) = A.cos (wt — kx).
- En vérifiant que cette onde est effectivement solution de I'équation d'onde, domner

l'expression de la relation de dispersion et de la vitesse C.

Exercice 2

Deux cordes de masses linéiques gy et 2 sont attachées en un point de jonction O pour
former une longue corde tendue hotizontalement suivant l'axe Oz avec une force de tension
T,. Le point O se situe en I'abscisse z=0.

Une onde transversale progressive se propageant dans le sens des z croissants (l'onde
incidente) arrive au niveau de la jonction O. Il s'agit d'une onde sinusoidale d'amplitude 4; et
de pulsation @. Elle donne naissance 3 une onde réfléchie se propageant dans le sens des z
décroissants ainsi qu'a une onde transmise se propageant dans le sens des z croissants. Ces

deux ondes sont aussi sinusoidales et progressives (voir figure).

npde incideste
T

‘onde fransmise

ek

W i {’:?. ==}, z} i!}}g(ﬁ "”-'-“"f}, I} : 1 i 7 fz= i, i}

EEERE——

onde réfiéchie gwfl

s
Schéma représentant la propagation d'une onde transverse & la jonction de deux cordes.

1. Donner, en notation réelle, les expressions des ondes incidentes, réfléchies et transmises.
Quelle est la relation de dispersion dans la corde de masse linéique z4?. Quelle est la relation
de dispersion dans la corde de masse linéique p 7

2. En s'appuyant sur les conditions de continuité caractérisant le passage de l'onde de la- corde
1 vers la corde 2, déduire les deux équations liant les amplitudes des ondes incidentes,
transmises et réfléchies.

3. Donner le coefficient de réflexion 7 et de transmission / en amplitude en fonction de yy et

de sz .



Exercice 3

A Torigine des temps, une piano de masse linéique u et de longueur L, tendue le long
de I’axe horizontal x ’x, est frappée par un petit marteau de largeur e « L entre les abscisses a
et a+e. Ce coup de martean communique aux points de la corde frappés une vitesse initiale u
transversale a partir de la position d’équilibre, et une vitesse nulle pour les autres points.
1. Donner I’équation de propagation que satisfont les petites élongations transversales z(x,2) le
long de la corde. Cette derniére se trouvant fixée & ses deux extrémités, quelles sont les
solutions de cette équation ? Ecrire la solution générale.
2. Compte tenu des conditions initiales, déterminer les amplitudes des harmoniques présents.
3. En admettant que le spectre d’intensité sonore est proportionnel A ’énergie cinétique

moyenne de la corde montrer qu’il est proportionnel & (n4,,)? .

Exercice 4
Un tuyau cylindrique de longueur infinie et de section constante S, contient un fluide

qui, au repos, est a la pression Py, a la température 79 et & une masse volumique py.

On considére une tranche de fluide qui, au repos, est située entre les abscisses x et
x+dx. Le passage de l'onde acoustique s'accompagne d'un déplacement d'ensemble des
molécules contenues dans le plan d'abscisse x. Soit #{x,#) ce déplacement a l'instant ¢. La

tranche de fluide considérée se trouve ainsi a l'instant ¢ entre les plans d'abscisse x + ¥x,1) et

x + dx + Hx+dx,t) (voir figure).

Schéma représentant la tranche de fluide au repos et a l'instant .



On notera :

& u(x1), la vitesse de déplacement de la section d'abscisse x & l'instant ¢

@ p(xt), la surpression acoustique liée au passage de l'onde en x a l'instant £. Ainsi la

pression s'écrira P(x,1) = Py + p(x,1)

@ p(x1), la masse volumique du fluide a l'abscisse x & l'instant /.
On se limitera aux mouvements de faibles amplitudes : le déplacement particulaire #(x,?) , la
surpression acoustique p(x,2), la variation de la masse volumique p(x,¢) - oo et leurs dérivées
peuvent étre considérés comme des infiniments petits du premier ordre (on négligera dans la
suite tous les infiniments petits d'ordre supérieur ou égal & deux). On négligera l'action de la
pesanteur ainsi que toute viscosite ou frottements.
1. En raisonnant sur la tranche de fluide considérée et en précisant la loi utilisée, retrouver

3?w(xt) _ _ op(xt)

'équation :
I'équation : o =73 e

2. En supposant que l'évolution de la portion de fluide est isentropique, le coefficient de
compressibilité isentropique d'un fluide est défini par : ¥ = — -‘1; (—g—;—) ou V est le volume du

fluide et P sa pression.

Pour le fluide contenu dans le tuyau cylindrique, on supposera que ' est une constante.

3 1 0¥ (xt
Montrer que l'on peut écrire p(x, £) = - —)E——-agx——l
5

3. ) En utilisant les résultats des questions 1) et 2), établir 1'équation d'onde a laquelle
satisfait la grandeur ¥ (x, t). Exprimer v (vitesse du son) en fonction de pg et ¥s .
b) Montrer que les grandeurs p(x,1) et u(x,t) satisfont & la méme équation de propagation que

e t) .

Exercice 5

Un tube cylindrique de longueur infinie et de section constante S, contient deux fluides
(1) et (2) de résistivité acoustique Z; = p;¢y et Z, = p,C,, respectivement. L'origine O du
repére est placé a l'abscisse x = 0 de sorte que le fluide (1) soit dans la région des x <O et le

fluide (2) dans la région des x >0 (voir figure).




Schéma représentant le trongon de tube a la jonction des deux milieux.

Une onde acoustique plane progressive se propageant dans le sens des x croissants
(I'onde incidente) arrive au niveau de la jonction en O. Cette onde s'accompagne d'une
surpression acoustique s'écrivant sous la forme p;(x,t) = A;.sin (wt —k;.x) et étant
solution de I'équation d'onde :

?py(xt) _ 1 9pi(xit)

dxe g2 dite
1 5 ; . . '
avec C; = ﬁ , 4 la condition que k; = % (relation de dispersion pour k4 > 0). Elle
1

donne naissance & une onde réfléchie se propageant dans le sens des x décroissants ainsi qu'a
une onde transmise se propageant dans le sens des x croissants. Ces deux ondes sont aussi
sinusoidales et progressives.

1. Donner, en justifiant votre réponse, les expressions réelles des surpressions acoustiques

associées aux ondes réfléchies et transmises.

p(xt)
u(x,t)

2. La résistivité acoustique d'un fluide a l'abscisse x et & l'instant 7 s'écrit : Z =
a) En s'appuyant sur les conditions de continuité caractérisant le passage de l'onde du
fluide (1) vers le fluide (2), déduire les deux équations liant les amplitudes des ondes

o

b) Donner le coefficient de réflexion r et de transmission 7 en amplitude en fonction de Z;
etde Za.
3. La puissance sonore moyenne véhiculée par chaque onde acoustique est donnée par la
relation : (Py =S [{p(x, t).u(x, t))|.

-Déterminer le coefficient de réflexion R et de transmission 7 relatif aux puissances

incidentes, transmises et réfléchies.

acoustiques. Quelle remarque peut-on faire au sujet de ces coefficients?
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Université Chouaib Doukkali

Faculté des Sciences

Département de Physique

Année Universitaire 2015-2016

Solution TD de Physique de vibrations — Filiere SMP5

Exercice 1

a

l'équilibre

b
—

at=1a0

Série N°I

Oscillateurs harmoniques

Il
=

ﬂax

Schéma du dispositif avec bilan des forces dans un référentiel galiléen

1. 1.a) En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur la masse m, il vient :

md=P+P,+T + f

—+ —
La loi de Hooke donne T = —k.OM

La force de frottement visqueux s'écrit :

7o  dOM
T
- d’oM
avec a =
dt?
dLOM
.
de?
—
avec OM =

— -+ E——
=P+ P, —kOM - A

dOM
dt

x.iet apres projection sur l'axe horizontal (), on obtient :



dx dx .

— i =004+00—kxi-Ad—.i — mi=—-kx-Adx
= dt

I.

Finalement :

as N ¥
i+yi+wyx=0
[k 2
aveC wg = m et)/:;

ou w, est la pulsation propre et y est le taux d'amortissement.
2. Pour k.m > (%)2, ona:
¥y - 4.&% < ()
Le discriminant de I'équation caractéristique associé a l'équation différentielle est alors
négatif. 1l s'agit donc d'un mouvement oscillatoire amorti ou pseudo-périodique.
Une solution réelle est de la forme :
=y.t
x(t)y=Ae 2 . cos(w.t+ )

avec

ou w est la pseudo-pulsation.
A et ¢ sont les constantes d'intégration a déterminer a partir des conditions initiales.
La vitesse est obtenue en dérivant x par rapport au temps :
=Y.t i
.E’T. cos(wt + ©) —A.w.eT. sin(w.f + )

W) = () = — X

T
Les conditions initiales donnent :
x(t =0) = ay = A.cos(g) (1)
A .
i(r=0)=0=-"L cosp) - Aw.sin(g) (2)

D'apres I'équation (2),tan(¢) = _ﬁ
D'apres I'équation (1), A = co:(()<p)
avec
1 _ m A=ay.4|1+ r
cos(@) 4.7



D'ou :

5 =Y.t
X)) =ap. 41 + ~.¢ 2 . cos(w.t + @)
4.-
Avec tan(p) = —Y etw=w, [1 _¥
2.w 0 4w}
x(1)
)
gy
e
ay To=2n/o

Représentation graphique de I'évolution temporelle de la position du bloc.

Exercice 2

a
l'équilibre

at=g

Schéma du dispositif avec bilan des forces dans un référentiel galiléen

1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique a fquelconque, il vient :
md=P+R+T+F+f
. ] —_—
La loi de Hooke donne T = —k.OM
La force de frottement visqueux s'écrit :



B} dOM

= =/1.

dt
avec d = 4”0
T dt?
— —
d_(}.ﬂw —+ —+ — —+ d(}.ﬂ”
m=———=P+R-kOM+F - |.——
dt- di
ey 7 .. . .
Avec OM = x.i, et aprés projection sur l'axe horizontal (Jx, on obtient :
dx . txleF Y id_r-_,
. Jd = =K+ LCOs(wr)a — A =—1
dr 0 dt
Finalement :

.. . . F{fl
X+ yxX+ wyx = —.cos(wl)

m
’k A
aveC wg = ~ et:;,

ou w, est la pulsation propre et y est le taux d'amortissement.
2. Une solution réelle de cette équation s'écrit :

—y.1
X)) = Apg.e 2 . cos(wp.t) + Alw). cos (wt + D(w))
Le premier terme correspond a la réponse transitoire consécutive a la mise en marche du
forcage.
Le second terme correspond au régime permanent sinusoidal.

La réponse transitoire (premier terme) correspond a un mouvement oscillatoire amorti. On
. a s 1
peut donc dire que le facteur de qualité Q > >

La réponse transitoire peut étre négligée aux temps longs. L'oscillateur est alors dans un
régime permanent sinusoidal équivalent a un oscillateur harmonique de pulsation égale a celle
du forcage w.

3. En régime permanent, on a en notation réelle :
x(1) = Alw). cos (wt + O(w)).
Cette solution s'écrit en notation complexe :
M) = %.éqyec X = Alw).e™
En remplacant dans I'équation du mouvement du bloc obtenue a la question 1, on a:
: Fy .
Y o . - Y
(= w X +iywk + w i) ¢ = —
m
D'ou :
Fy
¥ “ -
m.(w; — w” +iyw)
A(w) étant le module de X, il vient :

xX=



Fy

Alw) =

% “» 2 v I |
n. '\x(ﬂ.}a - w-) + Yowe
De la méme facon, @(w) étant I'argument de X, il vient :

M) = — arctan (F—wﬁ)

wy —w*
4, Avec y = 0, on obtient :

Aw) il
W)y —
m.(w] - w?)

Lorsque w = wq, A(w) — . C'est ce que I'on appelle le phénomene de résonance.

Exercice 3

|’|. I)‘"

Schéma du dispositif avec bilan des forces dans un référentiel galiléen

1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique a fquelconque, il vient :
_pour my: my.di =P, +R + T, + T,
- Pour My; M.y = Py +Ry+ T3 + ﬁl

La loi de Hooke donne :

—+ ——

T, = —k.OM,

) = ko (M Ma — 0,05)

Ty = —ko.(MM> — 0,0)

_, —

Ti= k3. 0-M-

Afin d'obtenir I'équation du mouvement dans les reperes d'origine 0, et 0,, il faut exprimer

L

-+ = =+ —+ —_— —_—
Ty T» Tset Tyen fonction de O1 Mietiou O Ma:



s = ko (M Mo — O r)«) = ko [(My O + 0 0> + ()«M«) —0,05] = k>.(O2 M5 — ()]M]}
Ty = —ky. (M, Ms — 0,09) = ~ka.[(M, 0, + 0101 + OsMa) — 0,01 = —k»..(OsMs — Oy M;)

29 v
Avec d; = 0M1 et d, —d;:;wz
- Pourm, :
——
JI()]M] —+ —* | - - =
HI].T =P +R - [1{] +1‘.'1].ﬂ] M, +J{'j.{)ij
- Pour m, :
LPO-M,
mg.T = +1£."r U] M] —J{"f f}"rM"r —1{ U*‘rMﬁ

P Y +

f]] M] = X1, f}ij = Xa.l

et aprés projection sur l'axe horizontal (Jx, on obtient :
mp.x1 = —(ky +hk).x + koo
”Ej._f‘_‘r = Jf(j._:f] — (1{1 + J{(_;].Ij

2. a)Onam1=m2 =m etk1:k2:k3 :k

En divisant par m, les équations obtenues a la question 1, on obtient :

. k k
X = —2.—.1] + —.X2
m m
.k k
Xy = — 0 — 2.—.11
m m
Sous forme vectorielle, ce systéme s'écrit :
d*X AR
drr
avec :
Lk k
m mn
A=
koo Lk
m m
et

—+ Xt
P (1) ‘
xa(t)
On cherche alors une solution réelle de la forme : X = Xﬂ-é"”r

En dérivant deux fois cette solution par rapport au temps et en remplacant dans I'équation
vectorielle, il vient :

W Xp.e" = A Xpe™ — W Xg=AX,



En posant A = w?, on a alors un probléme aux valeurs propres A.Xp = A4.Xp avec A valeur
propre de A et )?0 vecteur propre de A.
Pour déterminer les valeurs propres, il faut résoudre : det(A - A.1d) =0,

LA X
m m
=0
X 2X
m m
D'ou :
k 2 k2 5 k k2
2=+ -5 =0> P+4—-143.—5=0
m m- m m-
On a alors une équation du second degré avec deux solutions possibles :
k
.rl] = =-—
m
3k
flj = =
m

Ce sont les valeurs propres de A.

Pour déterminer les vecteurs propres, il faut résoudre : A.X; = 4. X et AX> = 2.X5,
Ici :

(kK k
-‘HI P X] k | 0 X]
k Lk Y, Lo Y,
b Am m
([ (X, +Y) =0
n
— X] = 1;]
k
—(X;=Y)=0
Yoom

On choisit en général I'unité pour la valeur de X;, soit :

an

De la méme fagon :

k k L
—2; ; X: 3k 1 0 Xj ;(Xj + Y:]I =0
m R i " - “ (X +Y2) =0
m m m
Soit :
e |
<[ 1)
Onaalors:



el 2z 8 k
-X, = G) le vecteur propre associe a la valeur propre 4, = — -
1 AN 3k
-X, = ( 1) le vecteur propre associeé a la valeur propre 1, = -—
b) La solution générale du systeme d'équations est de la forme X = X,.e“t. Avec 1 = w?, il
s'agit d'une combinaison linéaire des solutions aux valeurs propres telle que :
X =ad VWX, +be VX, 4 eVl X, 4 d e VI X,

ou a, b, c et d sont des constantes.

Ici :

X = (:Eg ) = a.cj f”J.( : ) + b.er ”11.( :
o
_ia| — 1

de VYm ( _1 )

Dou :

LY m

([ |k ) [ |3k )
xa(f) = Ay.cos —. 0+ |— Al cos —.t+
I
v

LY m

[ |k ) [ [3k )
x(f) = A cos —.t+ |+ Al cos E.I+4,ﬂj
'

ot Ay, A2, @iet ¥2 sont les constantes d'intégration.
c) Le mouvement peut étre décomposé en une superposition (somme) de mouvements

harmoniques appelés modes propres (ou modes normaux) de vibration.
On reconnait ici des solutions d'un oscillateur harmonique du type q(t) = A.cos(wt + ¢).

Les modes propres du systéme sont alors :

q:1(t) = Ay.cos(w,t + @4) avec w; = \/% sa pulsation propre.

q2(t) = A,.cos(w,t + @,) avec w, = \/S;k sa pulsation propre.

On peut donc écrire les équations du mouvement obtenues a la question 2.b de la fagon
suivante :
x1(8) = q1(8) + ga(t)

Xa(t) = g1(1) — galr)
3. a) Avec les conditions initiales énoncées, on a :

x1(t =0) = +ap = g1(0) + g2(0) L@ (=0
o(t = 0) = —ag = ¢,(0) - g2(0) :(0) = a



et
{ H(t=0)=0=q0)+¢0) _ { Gi1(0)=0

B =0) =0 =g, (0) - g(0) G2(0)=0
Alors :

g1(0) = Aj.cos(e) =0 _

{ G1(0) = —A,.wy.sin(g) =0 A =0

Soit : q.(t) =0
Et:

g2(0) = Aa. cos(y2) = ag L A=

g>(0) = =As.wa. sinfws) =0 w: =0
Soit : q2(t) = ay.cos(w,.t)
Ce qui donne :

x1(t) = ag. cos(wa.r)
xa(t) = —ag.cos(wa.t) = ap.cos(wa.t + 1)

Ici, seul le mode g, (t) est excité par ces conditions initiales puisque q,(t) = 0. Dans ce cas,
les deux masses se déplacent avec la méme amplitude et en opposition de phase. Le ressort
central exerce une force de rappel sur les deux masses.

b) Avec les conditions initiales énoncées, on a :

{ xt=0)=a=q(0) +q0) _ { q1(0) = ag

0t =0) =ay =g (0) — g2(0) g-(0) =0
Et
X1t =0) =0=g1(0) + g2(0) . Ggi1(0)y=10
Xt =0) =0=¢g(0) = g>(0) Gg2(0)y =10
Alors :
(_.f][ﬂ] = Ar.cosl(gr) = ap . Al =ag
(_.T](U) = —A].w]. Si[’l[gﬂ]) =0 w = 0
Soit : q1(t) = ay.cos(w;.t)
Et:
g2(0) = Az cos(ga2) =0 B
{ 2(0) = —An.oy. sin(gy) =0 427 0
Soit : q,(t) =0
Ce qui donne :



x1(t) = ay. cos(w;.t)
{xz(t) = a,.cos(w;.t)

Ici, seul le mode g, (t) est excité par ces conditions initiales puisque g,(t) = 0. Dans ce cas,
les deux masses se déplacent avec la méme amplitude et en phase. Il n'y a pas d'effet du

couplage di au ressort central.

Exercice 4

1/ L’équation du mouvement se détermine en utilisant le théoréme du moment cinétique :

dz_zﬁ
dt

OuL=10n p est le moment cinétique, et M = [ AF est le moment des forces (13 = —mg,
T = —kAx).

-

p . quantité de mouvement (p = m. V)

[: longueur entre 1’axe de rotation et le point d’application de la force.

Ona:
M=-IAmg— dnkhx et L=IAm73

Pour le pendule 1 :
— - T -
M = —mgl.sin®,.e, — akAx.sin(@; + E).el

€, . vecteur unitaire perpendiculaire a L et F.

10



L’¢longation du ressort Ax s’obtient par des considérations géométriques :
Ax = a.sin@, — a.sin@, = a. (sin@; — sind,)

D’ou:

M = —mgl.sin®,.8, — ka?.(sin®, — sin®,).cos@,.8,

Pour des oscillations de faible amplitude, on utilise I’approximation :
cosp =1 et sin® = Q.

Ainsi :

M = —-mgl.9,.8, — ka?. (9, — ©,).8,.

Am.v

~l
~i

Puisque [ est perpendiculaire 3 7 (v = 1)

L=ml?p,.8,

L’équation du mouvement s’écrit :

mi?@, = —mgl®, — ka?. (0, — @,) 1)

On trouve de la méme facgon, I’équation du mouvement pour le pendule 2 :
mil2@, = —mgl®, — ka®. (9, — ;) (2)

2/ En introduisant les changements de variable suivants :

91 =2 (91 +0,) et ;=2 (81— 8,)

a/ Equations différentielles en ¢, et ¢, :

1)+ (2) = mi2(@, + B;) = —mgl. (9, + 0;)

Soit:  ml®y; +mgl.o, =0

= ¢1+%-<P1:O

¢1+w12-§01=01 w1=\/%-

(1) - (2) = ml* (@, — B,) = —mgl. (B, — 0;) — 2ka®(@; — ;)
Soit:  ml*p, = —(mgl + 2ka?). ¢,

mgl+2ka?

= sz + mil?

@, =0

11



. /mgl+2ka2
(pz + (l)zz.(pz = 0, (l)z = —ml2 .

b/ - Les solutions sont données par :

o1(0) = Apcos(it +8),  w = [

/m [+2ka?
(pz (t) = Az. COS((I.)zt + 62), (l)z = ngT

Avec A4, A,, 8, et §, sont des constantes détérminées par les conditions initiales.

- Les solutions de I’équation du mouvement pour le pendule 1 et 2 sont donc de la forme :
01(t) = @1(6) + @2(0)
P2 (1) = 91() — @2 ()

Soient :
?,(t) = Aj.cos(wqt + 1) + A,.cos(w,t + §5)
?,(t) = A;.cos(wt + 6;) — A,.cos(w,t + §5)
3/ A linstant t = 0
a/C.1.:9,(0) = 0,(0) =@y et ©,(0) =0,(0) =0
@1(0) = Ay.cos(6;) + A,.cos(8,) = ¢1(0) + ¢,(0) =By (a)
?,(0) = Ay.cos(81) — A,.cos(6,) = ¢1(0) —,(0) =@, (b)
81(0) = ¢1(0) + ¢2(0) = 0 (c)
82(0) = ¢1(0) = ¢2(0) =0 (d)

(€) +(d)= ¢.(0) =0 =—-A,w;.sin(6;) = 6; =0
(@) + (b) = ¢1(0) = @ = A;.cos(61) = Ay = @, (puisque §; = 0)

(©)-(d)= ¢,(0) =0 =—-A,w,.sin(6,) = 6, =0
(@)- (b) = ¢,(0) =0 =A,.cos(5,) =4, =0
D’ou:
B,(t) = B,(t) = @,(t) = By. cos(w,t)
11 s’agit d’une oscillation a une seule fréquence. Le couplage ne joue aucun role, puisque le

ressort reste toujours dans le méme état de tension. Il est alors naturel qu’on trouve la période

du pendule simple.

12



21 g
Tw1=w—1=271'\/;

b/C.1.:3,(0)=0, 9,(0)=-0, et @,(0)=0,(0)=0
:(0) = ¢;(0) + 9(0) =0 (3

02(0) = ¢1(0) — 92(0) = =@, (b)

9:(0) = 91(0) + ¢,(0) =0 ()

92(0) = ¢1(0) — ¢(0) =0 (d)

(€)+ (d) = ¢,(0) =0 = —A,w,.5in(d;) = 6; =0

(€)- (d) = ¢,(0) =0 = —A,w,.sin(6) = 6, =0
@)+ (b) = ¢1(0) = 0 = A;.cos(8;) = A; = 0 (puisque §; = 0)
(@)- (0) = ¢2(0) = 0 = A,.cos(8;) = A, = @, (puisque &, = 0)
D’ou:
P1(t) = —0,(t) = @1(t) = By. cos(w,t)

Il s’agit d’une oscillation a une seule fréquence mais le couplage entre les deux pendules

résulte en une diminution de la période (équivalent a une augmentation de la fréquence).

2T ml?
[ = =

==y —
Wy n mgl + 2ka?

13
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Solution TD de Physique de vibrations — Filiere SMP5
Série N°I1
Propagation des ondes

Exercice 1

B(x+dx.t)

Schéma d'un troncon de la corde avec bilan des forces

1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le trongon, il vient :
dm.d = f{x, )+ f[}: +dx.t)
Apres projection sur I'axe horizontal Ox, on obtient :
dm.a, = =T(x, ). cos(B(x. 1)) + T(x + dx.t). cos(B(x + dx. 1))
Le mouvement de la corde étant quasi-vertical, I'accélération selon x est quasi-nulle :
a, ~ 0, alors T(x, ). cos(Bx,1)) = T{x+ dx.t).cos(Bx +dx. 1)
De plus, les angles étant petit ( & = 0) : Cos(B(x, 1)) ~ cos(B(x + dx. 1)) ~ 1
Donc, la projection sur .x des vecteurs tensions est environ égale a leur norme T,
Finalement : T(x. t). cos(B(x. 1)) = T(x + dx.1). cos O(x + dx. 1)) = Ty
2. En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le troncon, il vient :
dm.d = f{):, 1+ f[}: +dx. 1)

Apreés projection sur I'axe Oy et i étant le déplacement vertical de la corde, on obtient :



Fy . cos(f(x, 1)) .
dm. P = —T(x.1). sm(H(,r,r]}C—DS(H(L ) + Ti(x + dx.f).sin(@(x +
cos(Bx +dx, 1))

4% 0) SO v dx 1)

Soit :
P
dm. Py = -T(x.0).cos(Bx, ). tan(@(x. 1) + T(x + dx.1). cos(B(x + dx, ). tan(8(x. 1))
Avec T(x, f). cos(Bx, 1)) = T(x+ dx, ). cos(f(x + dx. 1)) = Ty
Et tanf = n ,
ox
on obtient :
Py oy ay

dm, :T(— ——)

" ar? 0 O L eat ax ly

L , . dm |
Or, la masse linéique s'exprime = 0 d'ou :

(3_”-” _ |9 )
aj‘.'l'l'rf a{llff a['.l_r{ ) aj‘.'l'l'rf Tﬂ a_l— X+ x {a_.'f ¥
p.dx. ﬁ:T{;.(— - | —==—
- ox le+dx ax lx - i dx
Finalement :

Fu 1Py c=J§

axt ¢ Ot avec H

3. Vérifions qu'une solution réelle de cette équation d'onde est de la forme :
U x, f) = A. cos(wt — k.x)

ouk = 27” est appelé nombre d'onde.

3.a) En dérivant deux fois 1 (x, t) par rapport au temps :

P ) )
P = —w-A.cos(wt — kx) = —w - 4f(x, 1)
En dérivant deux fois ¥ (x, t) par rapporta x :
aj ¥ ¥
l'f = —k~A.cos(wt — kx) = =k~ x. 1)
ax?
En remplacant dans I'¢équation d'onde, il vient :
- —w?. X f o w?
e = LD
o2 2

Alors, Y(x,t) = A.cos(wt — kx) est solution de I'équation d'onde a la condition que

k= i% : c'est la relation de dispersion.



Ici, la corde est semi-infinie, il n'y a donc pas de réflexion. L'onde se propage seulement dans
le sens des x croissants. Le terme —kx de la phase ( w.f — k.x) traduit alors forcement un
retard (on récupére I'onde au bout de la corde forcement apres qu'elle ait été émise puisque

qu'elle parcourt le chemin entre la source et le récepteur a vitesse non infinie). —kx doit étre

w

négatif, soit k > (). Dans ce cas, la condition devient unique : k = —

c .

Exercice 2

1. Une solution réelle de I'équation de propagation :
Pz 1 Fdlz1)

a2 ¢z o
peut s'écrire :

o pour l'onde incidente (sens des zcroissants) : ¥r{x. 1) = Ay.cos(wt — ki)

o pour l'onde réfléchie (sens des Zdécroissants) : Wr(x.t) = Ag. cos(wt + k;2)

o pour I'onde transmise (sens des Zcroissants) : ¥r(x.1) = Ay. cos(wr — k22)

avec k; > k, > 0, la condition pour que chaque onde soit solution de I'équation (relation de

dispersion) est unique pour chaque milieu :

ki=w\ﬁetk2=w\/£
U1 Uz

2. Larelation de continuité du déplacement transversal en Z = 0 donne :

Uiz=0.0+p(z =0.0 = ypiz=0.1) — Ajcos(wrt) + Ap cos(wi) = Ay cos(wt)
Soit: Ay + Ag = Ay
La relation de continuité de la force et sa direction en Z = 0 correspond a :

tan(0apane(z = 0)) =tan (Baprés(z = 0)), avec tan(0(z)) = Z—f il vient :

;(w?-(z,r})‘__ﬂ — kg A;sin(r) — kA sin(wn)

3
S + urG)| =
k2 A sin(ewt)

Soit :
A —Ag= 2y
! R = 3 1
3. On sait que :
Ap Ay
F=— f=—
Ay Aj



A - AR_Eﬂ,
D'ou
ks ks
A;—AH_TLM+AM-4A4L-E):A41+Ej
Soit :
Ay 2Kk
A k+h

Finalement, avec :

T T
J‘.] = 0 J{“r = L
Vﬁl V#~

r= ,U“'

=

—F T

Remarque : on Vérifie bien t — r = 1 a ne pas confondre avec la relation des coefficients en

puissance T + R = 1.

Exercice 4

Onpose:x; =x+P(x,t)etx, =x +dx +P(x + dx,t).

_____ x x+dx o

x" Q x

——————— e R et
X X2

_____ — — R

x’ O Uy Fl FQ x

------- — e >

Schéma repreésentant la tranche de fluide au repos et a I'instant t avec bilan des forces.



1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur la tranche de fluide, il vient :
dm.d = F, + F,
Apres projection sur I'axe horizontal Ox, on obtient :
dm.a, =F, — F,
Le plan d'abscisse x au repos est a I'abscisse x + ¥ (x, t) a l'instant ¢t et & I'abscisse
x +Y(x,t +dt) alinstant t + dt. Alors, la vitesse acoustique est égale a :
(x+ (e, t+d))— (x+(x, ) wilxt+d)—wix ) dp(x i)
dt - dt T o

;s = - ' . . 'z R az ,t
En dérivant la vitesse, I'accélération s'écrit: a, = ‘;’t(:‘ )

]’l. =

Avec la conservation de la masse de la tranche de fluide, il vient :
dm=p.5(x2—x1) = pg.Sdx
avec la force de pression F = S. P, il vient :
dplx + il x. 1).1)

Fi—F, =S.|Px +i(x.0).0) — P(x +dx +if(x +dx. 1), 0] = -S.dx.

ax

or P(x,t) = Py + p(x, t) avec P, constante, d'ou :
OP(x +ylx,0), 1)  plx +dl(x, 1), 1)

dx ax
Sachant que ¥ (x,t) < x, on peut faire un développement au 1* ordre tel que :
ap(x, 1)
plx+dix 1) 1) = plx.t) + i x. 1) .
Dou :
Ap(x +(x.1).1) N ap(x.t) N ap(x,1) dp(x. 1) . (_L”@:;}(_t, f)
ax ax ax ax ax?

En négligeant les termes du 2°™ ordre, on obtient :
dp(x +lx.t).t)  dp(x.t)

ax T o
Alors :
2. Dans le cas de mouvements de faible amplitude, on peut écrire :
o Lavy 1 AV
A= _F(_P)t - _F{] E =0

Il faut donc déterminer la variation de pression et de volume entre la tranche de fluide au
repos et a ’instant ¢.

o aurepos: V, =S.dx etlapression est P,



o alinstantt: V =5.(x, —x;) et P =P, +p(x,t)
D'ou: AP = Py + p(x,t) — Py = p(x, t)

i x,

AV =S|ix+de+i(x+de, ) —(x+@ix.0,0)] - S.dx =~ S.dx. Yix. 0

X
Alors :
o Og(x,t)
] Sdxr— oty o L BUD
= - = plx.f) =~ ——
A Sdx  pxD Pt Xy Ox

3. a) En combinant les formules obtenues a la question 1) et 2), il vient :
Pl x, 1) B J ( 1 ol x, :))

0.

e Ox Ys Ox
En supposant que y, est une constante, on obtient finalement :
Fy 1 Fy
a2 &2 o
avec:c = 1
VPoxs

b) En dérivant par rapport a x I'équation d'onde obtenue a la question 3.a) et en supposant que

les dérivations par rapport a x et t commutent, on a :

a P a,1 & & oy 1,y
o) = nlzar)  aela) = 2 5le)

En supposant que les dérivations par rapport a x et t commutent, on a :
F ooy 1 & o
aan) = Zonlan) o

Avec:p(x,t) = — 1 b (voir question 2) et y, est constante, on obtient :
Fp 1 &p
e 2o

En dérivant par rapport a t I'équation d'onde obtenue a la question 3.a), il vient :
a,Py, 8,1 F Y Py 1 oy
7o) =7z " a2 wlE)

En supposant que les dérivations par rapport a x et t commutent, on a :
&+ o 1 & oy
aelar)=zo(5)

Avec: u(x,t) = %, on obtient :



Fu 1 Fu
b Rt

Exercice 5

’p(xt) _ 1 9*p(x0)

. eut s'écrire :
0x?2 c? ot2 P

1. Une solution réelle de I'équation de propagation

pour I'onde incidente (sens des xcroissants) ; Pr(X, 1) = Aj. sin(wt — ky.x)

pour I'onde réfléchie (sens des xdécroissants) : Pr{X: 1) = Ag. sin(wt + kyx)

pour I'onde transmise (sens des xcroissants) : Pr(X.1) = Ay.sin(wf — ky.x)

Avec kq,k, > 0, la condition pour que chaque onde soit solution de I'équation (relation de

dispersion) est unique pour chaque milieu : k; =§ (i=1,2).

a) La relation de continuité de la surpression en x = 0 donne :
prix=0.004 prlx=0,1) = pr(x = 0,1) = A;sin{wt) + Ag sin{wt) = Ay sin(wf)
Soit: Ay + Ag = Ay
La relation de continuité du débit volumique en x = 0 correspond a :
Su(x=0,t) +S.ug(x =0,t) =S.up(x = 0,¢t)
S u(x=0,t) +ug(x =0,t) =up(x =0,¢t)

P;(x=0,t) _ Pr(x=0,t) __ Pp(x=0,t)

om0 41T T im0 22 T wrmony et (Z est une constante dont le

Avec Z; =

signe dépend du sens de propagation), il vient :
prix=0.1 prix=0.00 prix=0.1 Ay sin(wt) — Apsin(wt) Ay sin(wt)
-— = — -

. Z
Soit : AI - AR = Z_:AT

. A A
b) On sait que r=-2ett ==L etona:
Ap Ap

A; +A;,; = ;"-'11'

Aj-Ag==A;

¥

N Z Z Z
D'OU:AI_AR:Z_:(AI-l_AR)_)AI( _Z_;):AR(I‘I'Z_;

. Ap 27
Soit: t = =&+ = — |
A Zy+74



- el : L. P
2. a) Le coefficient de réflexion en puissance s'écrit: R = {Fr)

(Pr)
_ _ P;(x=0,0) __ PrRx=08) . .
Avec (P) = S|{p(x, t).u(x, t)), Z1 = =0.0) et Z, = iRm0’ il vient :
R
< prlx, r].( - Prx )) = -
_ S| < prlx.t)ug(x, 1) > | . YA B | < =pplx.t) >|

S| < prle Dy (e n > | | < pA(x. 1) > |

< pylx, r}.(‘w?’ r}) >

1

Or, P3(x,t) = A%.sin?(wt + k,x) et sina est une fonction périodique du temps variant
entre 0 et 1, donc :
|

< 8N @ >= 3
Dou :
A A
R=—-& - (_"'
Az Ay
Soit :
L — Z] 2
R=|—
(Zj + 7 )
Le coefficient de transmission en puissance s'écrit :
< Pp>
<P >
_ __ P;(x=0,0) _ Pr(x=0t) .. . .
Avec (P) = S|{p(x,t).u(x, )Y, Z1 = =00 et Z, = (=0 il vient :
(X, ¢
< ;}T'LYJJ.(; A ]) > 5
Sl <prixtyur (e >| Z> 7 | < pp(x.1) = |
Sl < prx g > | Tt _Zj < pxf) >
| < pilx. )y, 1) > | {;};(I,r).(‘m; })}‘ | < pilx.) > |
1

Or,
;}3(1, ) = Af. sin?(wt — ky x) p%.(l, f) = A% sin(wt — k> x)

et sin”a est une fonction périodique du temps variant entre 0 et 1, donc :

. ¥
< sin“ @ >= =
2



D'ou :

Z\A7 Z (ﬂ)z _Z,

T A A 7
Soit :
47, 7>
T (Z + D)
Si on calcule la somme des deux coefficients :
P 7P L 4an Z3+ 27} =227, + 47,7, _@&+z)p
(Zy + 2 (Z) + L) (Z) +Z,)* (Z) + Z)*

S'il y a conservation de I'énergie, on doit avoir R + T = 1: cqfd.




Solution del’exercice 3 sériell (Propagation des ondes)

1. L’ équation de propagation des petites élongations transversales z(x, t) le long de la corde :

1 9%z(x,t) 9%z(x,t) 0 T
- _— = , c = —
c? ot? 0x?2 u

La corde est fixée a ses deux extrémités (corde de longueur finie) : ondes stationnaires qui
vont avoir lieu.

= solution avariables séparées: z(x,t) = f(t).g(x)
C.L.:z(x=0)=0etz(x=L)=0VtL.
La solution est sous forme sinusoidale & une dimension :

z(x,t) = A.cos(wt + @).cos (kx +@") ,k =

w 21 21
?,

T=231==
w

C.L.:z(Lt)=0Vt = A.cos(wt+ @).cos(kL+@')=0=>cos(kL+9@")=0=
sin(kL) =0

zOt) =0Vt = A.cos(wt+ @).cos(@)=0= cos(@')=0 =0 = —%

. nm w nmc
sin(kL) =0 = k":T:Tn = Wy =

2L

Ann

On définit donc un mode propre associé a la pulsation propre w,, = % :
Zp(x, t) = Ay,. cos(wpt + @) sin (k,x)

nmc . nm
zp(x,t) = A,.cos (Tt + (Dn) .sin (Tx)

La solution générale est une combinaison linéaire de tous les modes propres :
- - nrmc . nm
z(x,t) = Z Zy(x,t) = z A, cos (Tt + (Z)n) .sin (Tx).
n=1 n=1
2.Détermination des amplitudes des harmoniques 4,, :
C.l.: z(x,0) =0

= 2(x,0) = Ny 2,(x,0) = L5y Ay cos(@y,). sin (72) = 0

A, #0 = cos(Q)n):O:Q)n:—g



Lasolution générale s écrit donc :

z(x,t) = Yg=q A, sin (% t) .sin (%x).

0z(x, t)) _ Z nmc nm {u pour a<x<a-+e
t=0 =

Jt An ! (T x) = 0 sinon

n=1

Cette expression se présente comme le développement en série de Fourier de la fonction

az(x,t)

T)tzo par rapport a la varaible x. cette fonction est impaire et chaque terme possede la

période spatide A, = % Ains, le fondamental a pour longueur = 2L (n = 1). Donc, les

fonctions de x définissant les conditions initiales doivent étre impaires et périodiques de

période 2L.

0z(x,t)

Comme
at

)e=o N est définie qu'entre les positions x = 0 et x = L, il est possible de la

prolonger de x = —L ax = 0 en larendant impaire. On la prolonge par suite par périodicité
pour la rendre définie partout et donc décomposable en série de Fourier. Les constantes 4,
pourront alors étre déterminées en procedant par identification des coefficients de chacun des

termes du dével oppement. On écrit donc :

0z(x,t) - . onm
FR Ve=0 = Z a,.sin (Tx)

n=1
. _ 2 L 0z(xt) . (nm
Avec: a, = — I, " t=0Sin (Tx) dx

Du fait de la parité:

2u nma nr(a + e)
tay = —— |cos (_L ) — cos <—L >]

En utilisant larelation trigonométrique suivante :

q) sin (?)

_ . (P
cosp — cosq = —2sin



On obtient :

a, = i—z sin (%) .sin (% (a+ g))

L’ identification des coefficients des deux séries de Fourier donne:

La, 4ul _/mme\ | (NI e
A, = o = —27g .sin (Y).sm (T (a+ E))

3/ Pour un mode propre donné I’ énergie cinétique moyenne de la corde S obtient a partir de la
vitesse correspondante et s écrit :

1

(&n) = Ef(an) .dm = %f:((%)z).dx

L
(&) = 54 CT sin? (L) | sin? () i

. 9 _lT . 9 _l
Or (sin x)—TfO sin®x dx =~

D'ou:

2C2

(En) ==

- (nA,)>.

(&,,) est proportionnelle a (n4,,)?.
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