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Solution TD de Physique de vibrations – Filière SMP5 

Série N°I 

Oscillateurs harmoniques 

 

 

Exercice 1 

 

 

 

Schéma du dispositif avec bilan des forces dans un référentiel galiléen 

1. 1.a) En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur la masse 𝑚, il vient :  

 

La loi de Hooke donne  

La force de frottement visqueux s'écrit :  

 

avec 𝑎⃗ =
𝑑2𝑂𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡2
 

    

avec et après projection sur l'axe horizontal , on obtient :  
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Finalement :  

 

avec 𝜔0 = √
𝑘

𝑚
   et 𝛾 =

𝜆

𝑚
 

 

où 𝜔0 est la pulsation propre et 𝛾 est le taux d'amortissement.  

2. Pour 𝑘. 𝑚 > (
𝜆

2
)2, on a :  

  

Le discriminant de l'équation caractéristique associé à l'équation différentielle est alors 

négatif. Il s'agit donc d'un mouvement oscillatoire amorti ou pseudo-périodique. 

Une solution réelle est de la forme : 

  

avec 

  

où  est la pseudo-pulsation.  

 et 𝜑 sont les constantes d'intégration à déterminer à partir des conditions initiales.  

La vitesse est obtenue en dérivant 𝑥 par rapport au temps :  

 

Les conditions initiales donnent : 

  

D'après l'équation (2),tan(𝜑) = −
𝛾

2.𝜔
 

 D'après l'équation (1), 𝐴 =
𝑎0

cos (𝜑)
 

 avec 
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D'où :  

   

Avec  tan(𝜑) = −
𝛾

2.𝜔
  et 𝜔 = 𝜔0√1 −

𝛾2

4𝜔0
2 

  

 

 

Représentation graphique de l'évolution temporelle de la position du bloc. 

 

Exercice 2 

 

 
Schéma du dispositif avec bilan des forces dans un référentiel galiléen 

1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique à quelconque, il vient :  

 

La loi de Hooke donne  

La force de frottement visqueux s'écrit :  
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avec 𝑎⃗⃗⃗ =
𝑑

2
𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗⃗

𝑑𝑡2   

 

Avec , et après projection sur l'axe horizontal , on obtient :  

 
Finalement :  

 

avec 𝜔0 = √
𝑘

𝑚
   et =

𝜆

𝑚
 , 

où 𝜔0 est la pulsation propre et 𝛾 est le taux d'amortissement. 

2. Une solution réelle de cette équation s'écrit :  

 
Le premier terme correspond à la réponse transitoire consécutive à la mise en marche du 

forçage.  

Le second terme correspond au régime permanent sinusoïdal.  

 

La réponse transitoire (premier terme) correspond à un mouvement oscillatoire amorti. On 

peut donc dire que le facteur de qualité 𝑄 >
1

2
.  

La réponse transitoire peut être négligée aux temps longs. L'oscillateur est alors dans un 

régime permanent sinusoïdal équivalent à un oscillateur harmonique de pulsation égale à celle 

du forçage 𝜔. 

 

3. En régime permanent, on a en notation réelle : 

 .  

Cette solution s'écrit en notation complexe :  

avec . 

En remplaçant dans l'équation du mouvement du bloc obtenue à la question 1, on a :  

 
D'où : 

  
𝐴(𝜔) étant le module de , il vient :  
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De la même façon, ∅(𝜔) étant l'argument de , il vient :  

 
4. Avec 𝛾 ≈ 0, on obtient : 

 .  

Lorsque 𝜔 → 𝜔0, 𝐴(𝜔) → ∞. C'est ce que l'on appelle le phénomène de résonance.  

 

Exercice 3 
 
 

 

Schéma du dispositif avec bilan des forces dans un référentiel galiléen 

 

1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique à quelconque, il vient :  

- Pour :    .  

- Pour :    . 

La loi de Hooke donne :  

                        

Afin d'obtenir l'équation du mouvement dans les repères d'origine 𝑂1 et 𝑂2, il faut exprimer 

, ,  et  en fonction de et/ou :  
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Avec 𝑎⃗1 =
𝑑2𝑂1𝑀1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑑𝑡2
 et 𝑎⃗2 =

𝑑2𝑂2𝑀2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗

𝑑𝑡2
 

- Pour 𝑚1 :  

. 

- Pour  𝑚2 :  

. 

,  

et après projection sur l'axe horizontal , on obtient :  

 

2. a) On a : 𝑚1 = 𝑚2 = 𝑚  et 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 𝑘.  

En divisant par 𝑚1 les équations obtenues à la question 1, on obtient : 

 

Sous forme vectorielle, ce système s'écrit : 

 , 

 avec :  

 
et 

  

On cherche alors une solution réelle de la forme :  

En dérivant deux fois cette solution par rapport au temps et en remplaçant dans l'équation 

vectorielle, il vient : 
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En posant , on a alors un problème aux valeurs propres  avec  valeur 

propre de  et 𝑋⃗0 vecteur propre de .  

Pour déterminer les valeurs propres, il faut résoudre : .  

 
D'où : 

  
On a alors une équation du second degré avec deux solutions possibles :  

 
Ce sont les valeurs propres de .  

Pour déterminer les vecteurs propres, il faut résoudre :  et .  

Ici : 

 
On choisit en général l'unité pour la valeur de 𝑋1, soit :  

 
De la même façon :  

 

Soit :  

 
On a alors : 
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- 𝑋⃗1 = (
1
1

)  le vecteur propre associé à la valeur propre 𝜆1 = −
𝑘

𝑚
  

- 𝑋⃗2 = (
1

−1
)  le vecteur propre associé à la valeur propre 𝜆2 = −

3𝑘

𝑚
  

b) La solution générale du système d'équations est de la forme 𝑋⃗ = 𝑋⃗0. 𝑒𝜔𝑡. Avec 𝜆 = 𝜔2, il 

s'agit d'une combinaison linéaire des solutions aux valeurs propres telle que :  

  

où a, b, c et d sont des constantes.  

Ici : 

 
D'où :  

,  

où , ,  et  sont les constantes d'intégration.  

c) Le mouvement peut être décomposé en une superposition (somme) de mouvements 

harmoniques appelés modes propres (ou modes normaux) de vibration.  

On reconnaît ici des solutions d'un oscillateur harmonique du type 𝑞(𝑡) = 𝐴. cos (𝜔𝑡 + 𝜑). 

Les modes propres du système sont alors : 

𝑞1(𝑡) = 𝐴1. cos (𝜔1𝑡 + 𝜑1) avec 𝜔1 = √
𝑘

𝑚
  sa pulsation propre. 

𝑞2(𝑡) = 𝐴2. cos (𝜔2𝑡 + 𝜑2) avec 𝜔2 = √
3𝑘

𝑚
 sa pulsation propre. 

On peut donc écrire les équations du mouvement obtenues à la question 2.b de la façon 

suivante :  

 

3. a) Avec les conditions initiales énoncées, on a :  
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et  

 

Alors : 

 , 

 Soit :             𝑞1(𝑡) = 0 

 Et :  

,  

Soit :               𝑞2(𝑡) = 𝑎0. cos (𝜔2. 𝑡) 

Ce qui donne : 

                         

Ici, seul le mode 𝑞2(𝑡) est excité par ces conditions initiales puisque 𝑞1(𝑡) = 0. Dans ce cas, 

les deux masses se déplacent avec la même amplitude et en opposition de phase. Le ressort 

central exerce une force de rappel sur les deux masses.  

b) Avec les conditions initiales énoncées, on a :  

 

Et 

  

Alors : 

 ,  

Soit :             𝑞1(𝑡) = 𝑎0. cos (𝜔1. 𝑡) 

Et :  

,  

Soit :              𝑞2(𝑡) = 0 

Ce qui donne :  
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{
𝑥1(𝑡) = 𝑎0. cos (𝜔1. 𝑡)

𝑥2(𝑡) = 𝑎0. cos (𝜔1. 𝑡)
 

Ici, seul le mode 𝑞1(𝑡) est excité par ces conditions initiales puisque 𝑞2(𝑡) = 0. Dans ce cas, 

les deux masses se déplacent avec la même amplitude et en phase. Il n'y a pas d'effet du 

couplage dû au ressort central.  

 

Exercice 4 

 

 

1/ L’équation du mouvement se détermine en utilisant le théorème du moment cinétique : 

𝑑𝐿⃗⃗

𝑑𝑡
= ∑ ℳ⃗⃗⃗⃗ 

Où 𝐿⃗⃗ = 𝑙 ∧ 𝑝⃗ est le moment cinétique, et ℳ⃗⃗⃗⃗ = 𝑙 ∧ 𝐹⃗ est le moment des forces (𝑃⃗⃗ = −𝑚𝑔⃗, 

𝑇⃗⃗ = −𝑘Δ𝑥⃗⃗ ⃗⃗⃗). 

𝑝⃗ : quantité de mouvement (𝑝⃗ = 𝑚. 𝑣⃗) 

𝑙 : longueur entre l’axe de rotation et le point d’application de la force. 

On a : 

ℳ⃗⃗⃗⃗ = −𝑙 ∧ 𝑚𝑔⃗ −  𝑎⃗ ∧ 𝑘Δ𝑥⃗⃗ ⃗⃗⃗    et     𝐿⃗⃗ = 𝑙 ∧ 𝑚. 𝑣⃗ 

Pour le pendule 1 : 

ℳ⃗⃗⃗⃗ = −𝑚𝑔𝑙. 𝑠𝑖𝑛∅1. 𝑒⊥ −  𝑎𝑘Δ𝑥. 𝑠𝑖𝑛(∅1 +
𝜋

2
). 𝑒⊥ 

𝑒⊥ : vecteur unitaire perpendiculaire à 𝑙 et 𝐹⃗. 

𝑣⃗1 𝑣⃗2 

−𝑚𝑔⃗ −𝑚𝑔⃗ 

𝑘. ∆𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑚 
𝑚 

𝑙 

𝑙 
𝑘 

𝑎 𝑎 

−𝑘. ∆𝑥⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑎. 𝑠𝑖𝑛∅2 

𝜙2 
𝜙1 

𝑎. 𝑠𝑖𝑛∅1 
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L’élongation du ressort Δ𝑥 s’obtient par des considérations géométriques : 

Δ𝑥 = 𝑎. 𝑠𝑖𝑛∅1 − 𝑎. 𝑠𝑖𝑛∅2 = 𝑎. (𝑠𝑖𝑛∅1 − 𝑠𝑖𝑛∅2) 

D’où : 

ℳ⃗⃗⃗⃗ = −𝑚𝑔𝑙. 𝑠𝑖𝑛∅1. 𝑒⊥ −  𝑘𝑎2. (𝑠𝑖𝑛∅1 − 𝑠𝑖𝑛∅2). 𝑐𝑜𝑠∅1. 𝑒⊥ 

Pour des oscillations de faible amplitude, on utilise l’approximation : 

𝑐𝑜𝑠∅ ≃ 1   et    𝑠𝑖𝑛∅ ≃ ∅. 

Ainsi : 

ℳ⃗⃗⃗⃗ = −𝑚𝑔𝑙. ∅1. 𝑒⊥ −  𝑘𝑎2. (∅1 − ∅2). 𝑒⊥. 

𝐿⃗⃗ = 𝑙 ∧ 𝑚. 𝑣⃗ 

Puisque 𝑙 est perpendiculaire à 𝑣⃗ (𝑣 = 𝑙∅̇) 

𝐿⃗⃗ = 𝑚𝑙2∅̇1. 𝑒⊥ 

L’équation du mouvement s’écrit : 

𝑚𝑙2∅̈1 = −𝑚𝑔𝑙∅1 − 𝑘𝑎2. (∅1 − ∅2)                                   (1) 

On trouve de la même façon, l’équation du mouvement pour le pendule 2 : 

𝑚𝑙2∅̈2 = −𝑚𝑔𝑙∅2 − 𝑘𝑎2. (∅2 − ∅1)                                     (2) 

2/ En introduisant les changements de variable suivants : 

𝜑1 =
1

2
(∅1 + ∅2)                  et                    𝜑2 =

1

2
(∅1 − ∅2) 

a/ Equations différentielles en 𝜑1 et 𝜑2 : 

(1) + (2) ⟹ 𝑚𝑙2(∅̈1 + ∅̈2) = −𝑚𝑔𝑙. (∅1 + ∅2) 

Soit :        𝑚𝑙2𝜑̈1 + 𝑚𝑔𝑙. 𝜑1 = 0 

⟹    𝜑̈1 +
𝑔

𝑙
. 𝜑1 = 0 

𝜑̈1 + 𝜔1
2. 𝜑1 = 0,             𝜔1 = √

𝑔

𝑙
. 

(1) - (2) ⟹ 𝑚𝑙2(∅̈1 − ∅̈2) = −𝑚𝑔𝑙. (∅1 − ∅2) − 2𝑘𝑎2(∅1 − ∅2) 

Soit :        𝑚𝑙2𝜑̈2 = −(𝑚𝑔𝑙 + 2𝑘𝑎2). 𝜑2 

⟹    𝜑̈2 +
𝑚𝑔𝑙+2𝑘𝑎2

𝑚𝑙2 . 𝜑2 = 0 
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𝜑̈2 + 𝜔2
2. 𝜑2 = 0,             𝜔2 = √𝑚𝑔𝑙+2𝑘𝑎2

𝑚𝑙2 . 

b/ - Les solutions sont données par : 

𝜑1(𝑡) = 𝐴1. cos (𝜔1𝑡 + 𝛿1),              𝜔1 = √
𝑔

𝑙
 

𝜑2(𝑡) = 𝐴2. cos (𝜔2𝑡 + 𝛿2),              𝜔2 = √𝑚𝑔𝑙+2𝑘𝑎2

𝑚𝑙2  

Avec 𝐴1, 𝐴2, 𝛿1 et 𝛿2 sont des constantes détérminées par les conditions initiales. 

- Les solutions de l’équation du mouvement pour le pendule 1 et 2 sont donc de la forme : 

∅1(𝑡) = 𝜑1(𝑡) + 𝜑2(𝑡) 

∅2(𝑡) = 𝜑1(𝑡) − 𝜑2(𝑡) 

Soient : 

∅1(𝑡) = 𝐴1. cos(𝜔1𝑡 + 𝛿1) + 𝐴2. cos (𝜔2𝑡 + 𝛿2) 

∅2(𝑡) = 𝐴1 . cos(𝜔1𝑡 + 𝛿1) − 𝐴2. cos (𝜔2𝑡 + 𝛿2) 

3/ A l’instant 𝑡 = 0 

a/ C. I. : ∅1(0) = ∅2(0) = ∅0   et    ∅̇1(0) = ∅̇2(0) = 0 

∅1(0) = 𝐴1. cos(𝛿1) + 𝐴2. cos(𝛿2) = 𝜑1(0) + 𝜑2(0) = ∅0   (a) 

∅2(0) = 𝐴1. cos(𝛿1) − 𝐴2. cos(𝛿2) = 𝜑1(0) − 𝜑2(0) = ∅0   (b) 

∅̇1(0) = 𝜑̇1(0) + 𝜑̇2(0) = 0   (c) 

∅̇2(0) = 𝜑̇1(0) − 𝜑̇2(0) = 0   (d) 

(c) + (d) ⟹ 𝜑̇1(0) = 0 = −𝐴1𝜔1. sin(𝛿1) ⟹ 𝛿1 = 0 

(a) + (b) ⟹ 𝜑1(0) = ∅0 = 𝐴1. cos(𝛿1) ⟹ 𝐴1 = ∅0  (puisque 𝛿1 = 0) 

(c)- (d) ⟹ 𝜑̇2(0) = 0 = −𝐴2𝜔2. sin(𝛿2) ⟹ 𝛿2 = 0 

(a)- (b) ⟹ 𝜑2(0) = 0 = 𝐴2. cos(𝛿2) ⟹ 𝐴2 = 0   

D’où : 

∅1(𝑡) = ∅2(𝑡) = 𝜑1(𝑡) = ∅0. cos(𝜔1𝑡) 

Il s’agit d’une oscillation à une seule fréquence. Le couplage ne joue aucun rôle, puisque le 

ressort reste toujours dans le même état de tension. Il est alors naturel qu’on trouve la période 

du pendule simple. 
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𝑇𝜔1
=

2𝜋

𝜔1
= 2𝜋√

𝑔

𝑙
 

b/ C. I. : ∅1(0) = 0 ,   ∅2(0) = −∅0   et    ∅̇1(0) = ∅̇2(0) = 0 

∅1(0) = 𝜑1(0) + 𝜑2(0) = 0      (a) 

∅2(0) = 𝜑1(0) − 𝜑2(0) = −∅0   (b) 

∅̇1(0) = 𝜑̇1(0) + 𝜑̇2(0) = 0        (c) 

∅̇2(0) = 𝜑̇1(0) − 𝜑̇2(0) = 0       (d) 

(c)+ (d) ⟹ 𝜑̇1(0) = 0 = −𝐴1𝜔1. sin(𝛿1) ⟹ 𝛿1 = 0 

(c)- (d) ⟹ 𝜑̇2(0) = 0 = −𝐴2𝜔2. sin(𝛿2) ⟹ 𝛿2 = 0 

(a)+ (b) ⟹ 𝜑1(0) = 0 = 𝐴1. cos(𝛿1) ⟹ 𝐴1 = 0  (puisque 𝛿1 = 0) 

         (a)- (b) ⟹ 𝜑2(0) = 0 = 𝐴2. cos(𝛿2) ⟹ 𝐴2 = ∅0  (puisque 𝛿2 = 0) 

D’où : 

∅1(𝑡) = −∅2(𝑡) = 𝜑1(𝑡) = ∅0. cos(𝜔2𝑡) 

Il s’agit d’une oscillation à une seule fréquence mais le couplage entre les deux pendules 

résulte en une diminution de la période (équivalent à une augmentation de la fréquence). 

𝑇𝜔2
=

2𝜋

𝜔2
= 2𝜋√

𝑚𝑙2

𝑚𝑔𝑙 + 2𝑘𝑎2
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Solution TD de Physique de vibrations – Filière SMP5 

Série N°II 
Propagation des ondes 

 
 

Exercice 1 

 

 

   

Schéma d'un tronçon de la corde avec bilan des forces 

1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le tronçon, il vient : 

 

Après projection sur l'axe horizontal 𝑂𝑥, on obtient : 

 

Le mouvement de la corde étant quasi-vertical, l'accélération selon 𝑥 est quasi-nulle : 

𝑎𝑥 ≈ 0, alors  

De plus, les angles étant petit ( ) :  

Donc, la projection sur  des vecteurs tensions est environ égale à leur norme 𝑇0  

Finalement :  

2. En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur le tronçon, il vient : 

 

Après projection sur l'axe 𝑂𝑦 et 𝜓 étant le déplacement vertical de la corde, on obtient : 
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Soit : 

 

Avec   

 Et   𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝜕𝜓

𝜕𝑥
  ,                 

on obtient : 

  

Or, la masse linéique s'exprime =
𝑑𝑚

𝑑𝑥
 , d'où : 

 

Finalement :  

avec  

3. Vérifions qu'une solution réelle de cette équation d'onde est de la forme : 

 

où 𝑘 =
2𝜋

𝜆
  est appelé nombre d'onde. 

3.a) En dérivant deux fois 𝜓(𝑥, 𝑡) par rapport au temps : 

 

En dérivant deux fois 𝜓(𝑥, 𝑡) par rapport à 𝑥 : 

 

En remplaçant dans l'équation d'onde, il vient : 

 

Alors,  𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝐴. cos⁡(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥) est solution de l'équation d'onde à la condition que 

𝑘 = ±
𝜔

𝑐
 : c'est la relation de dispersion. 
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Ici, la corde est semi-infinie, il n'y a donc pas de réflexion. L'onde se propage seulement dans 

le sens des  croissants. Le terme −𝑘𝑥 de la phase ( ) traduit alors forcement un 

retard (on récupère l'onde au bout de la corde forcement après qu'elle ait été émise puisque 

qu'elle parcourt le chemin entre la source et le récepteur à vitesse non infinie).⁡−𝑘𝑥 doit être 

négatif, soit . Dans ce cas, la condition devient unique :  𝑘 =
𝜔

𝑐
. 

 

Exercice 2 

1. Une solution réelle de l'équation de propagation : 

  

peut s'écrire : 

o pour l'onde incidente (sens des croissants) :  

o pour l'onde réfléchie (sens des décroissants) :  

o pour l'onde transmise (sens des croissants) :  

avec 𝑘1 > 𝑘2 > 0, la condition pour que chaque onde soit solution de l'équation (relation de 

dispersion) est unique pour chaque milieu : 

𝑘𝑖 = 𝜔√
𝑇0

𝜇1
 et 𝑘2 = 𝜔√

𝑇0

𝜇2
 

2. La relation de continuité du déplacement transversal en 𝑍 = 0 donne : 

 

Soit :  

La relation de continuité de la force et sa direction en⁡𝑍 = 0 correspond à : 

 tan(𝜃𝑎𝑣𝑎𝑛𝑡(𝑧 = 0)) = tan (𝜃𝑎𝑝𝑟è𝑠(𝑧 = 0)), avec tan(𝜃(𝑧)) =
𝜕𝜓

𝜕𝑧
   il vient : 

 

 

Soit : 

 

3. On sait que : 
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et on a :  

 

D'où :  

 

Soit : 

  

Finalement, avec : 

        : 

           

Remarque : on vérifie bien  à ne pas confondre avec la relation des coefficients en 

puissance . 

 

Exercice 4 

 

On pose :⁡𝑥1 = 𝑥 + 𝜓(𝑥, 𝑡) et 𝑥2 = 𝑥 + 𝑑𝑥 + 𝜓(𝑥 + 𝑑𝑥, 𝑡). 

  

 

Schéma représentant la tranche de fluide au repos et à l'instant t avec bilan des forces. 
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1. En appliquant le principe fondamental de la dynamique sur la tranche de fluide, il vient : 

𝑑𝑚. 𝑎⃗ = 𝐹⃗1 + 𝐹⃗2 

Après projection sur l'axe horizontal 𝑂𝑥, on obtient : 

𝑑𝑚. 𝑎𝑥 = 𝐹1 − 𝐹2 

Le plan d'abscisse 𝑥 au repos est à l'abscisse 𝑥 + 𝜓(𝑥, 𝑡) à l'instant 𝑡 et à l'abscisse               

𝑥 + 𝜓(𝑥, 𝑡 + 𝑑𝑡) à l'instant 𝑡 + 𝑑𝑡. Alors, la vitesse acoustique est égale à : 

 

En dérivant la vitesse, l'accélération s'écrit :   𝑎𝑥 =
𝜕2𝜓(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
. 

Avec la conservation de la masse de la tranche de fluide, il vient : 

 

avec la force de pression 𝐹 = 𝑆. 𝑃, il vient : 

 

or 𝑃(𝑥, 𝑡) = 𝑃0 + 𝑝(𝑥, 𝑡) avec 𝑃0 constante, d'où : 

 

Sachant que 𝜓(𝑥, 𝑡) ≪ 𝑥, on peut faire un développement au 1
er

 ordre tel que : 

 

D'où : 

  

En négligeant les termes du 2
ème

 ordre, on obtient : 

  

Alors : 

  

2. Dans le cas de mouvements de faible amplitude, on peut écrire : 

 

Il faut donc déterminer la variation de pression et de volume entre la tranche de fluide au 

repos et à l’instant 𝑡. 

o au repos :  𝑉0 = 𝑆. 𝑑𝑥  et la pression est 𝑃0  
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o à l'instant 𝑡 :  𝑉 = 𝑆. (𝑥2 − 𝑥1)   et  𝑃 = 𝑃0 + 𝑝(𝑥, 𝑡)                                

D'où : Δ𝑃 = 𝑃0 + 𝑝(𝑥, 𝑡) − 𝑃0 = 𝑝(𝑥, 𝑡)  

 

Alors :  

 

3. a) En combinant les formules obtenues à la question 1) et 2), il vient : 

 

En supposant que 𝜒𝑠 est une constante, on obtient finalement : 

 

avec : 𝑐 =
1

√𝜌0𝜒𝑠
                                       

b) En dérivant par rapport à 𝑥 l'équation d'onde obtenue à la question 3.a) et en supposant que 

les dérivations par rapport à 𝑥 et 𝑡 commutent, on a : 

 

En supposant que les dérivations par rapport à 𝑥 et 𝑡 commutent, on a : 

  

Avec : 𝑝(𝑥, 𝑡) ≈ −
1

𝜒𝑠

𝜕𝜓(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
   (voir question 2) et 𝜒𝑠 est constante, on obtient : 

 

En dérivant par rapport à⁡𝑡⁡l'équation d'onde obtenue à la question 3.a), il vient : 

 

En supposant que les dérivations par rapport à 𝑥 et 𝑡 commutent, on a : 

 

Avec : 𝑢(𝑥, 𝑡) ≈
𝜕𝜓(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
, on obtient :   
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Exercice 5 

1. Une solution réelle de l'équation de propagation  
𝜕2𝑝(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
=

1

𝑐2
.
𝜕2𝑝(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
  peut s'écrire : 

pour l'onde incidente (sens des croissants) :  

pour l'onde réfléchie (sens des décroissants) :  

pour l'onde transmise (sens des croissants) :  

Avec  𝑘1, 𝑘2 > 0, la condition pour que chaque onde soit solution de l'équation (relation de 

dispersion) est unique pour chaque milieu :  𝑘𝑖 =
𝜔

𝑐𝑖
⁡⁡(𝑖 = 1, 2).                  

a) La relation de continuité de la surpression en 𝑥 = 0⁡donne : 

 

Soit :  

La relation de continuité du débit volumique en 𝑥 = 0 correspond à : 

𝑆. 𝑢𝐼(𝑥 = 0, 𝑡) + 𝑆. 𝑢𝑅(𝑥 = 0, 𝑡) = 𝑆. 𝑢𝑇(𝑥 = 0, 𝑡) 

→ 𝑢𝐼(𝑥 = 0, 𝑡) + 𝑢𝑅(𝑥 = 0, 𝑡) = 𝑢𝑇(𝑥 = 0, 𝑡) 

Avec  𝑍1 =
𝑃𝐼(𝑥=0,𝑡)

𝑢𝐼(𝑥=0,𝑡)
 ,  𝑍1 = −

𝑃𝑅(𝑥=0,𝑡)

𝑢𝑅(𝑥=0,𝑡)
, 𝑍2 =

𝑃𝑇(𝑥=0,𝑡)

𝑢𝑇(𝑥=0,𝑡)
, et (Z est une constante dont le 

signe dépend du sens de propagation), il vient : 

 

Soit :  𝐴𝐼 − 𝐴𝑅 =
𝑍1

𝑍2
𝐴𝑇             

b) On sait que  𝑟 =
𝐴𝑅

𝐴𝐼
  et 𝑡 =

𝐴𝑇

𝐴𝐼
  et on a : 

  

D'où :𝐴𝐼 − 𝐴𝑅 =
𝑍1

𝑍2
(𝐴𝐼 + 𝐴𝑅) → 𝐴𝐼 (1 −

𝑍1

𝑍2
) = 𝐴𝑅(1 +

𝑍1

𝑍2
)             

Soit :  𝑡 =
𝐴𝑇

𝐴𝐼
=

2𝑍2

𝑍2+𝑍1
  . 
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2. a) Le coefficient de réflexion en puissance s'écrit : 𝑅 =
〈𝑃𝑅〉

〈𝑃𝐼〉
 . 

Avec 〈𝑃〉 = 𝑆|〈𝑝(𝑥, 𝑡). 𝑢(𝑥, 𝑡)〉|,⁡𝑍1 =
𝑃𝐼(𝑥=0,𝑡)

𝑢𝐼(𝑥=0,𝑡)
 et  𝑍1 = −

𝑃𝑅(𝑥=0,𝑡)

𝑢𝑅(𝑥=0,𝑡)
, il vient : 

. 

Or, 𝑃𝑅
2(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑅

2 . 𝑠𝑖𝑛2(𝜔𝑡 + 𝑘1𝑥)  et 𝑠𝑖𝑛2𝛼  est une fonction périodique du temps variant 

entre 0 et 1, donc :  

 

D'où : 

  

Soit : 

  

Le coefficient de transmission en puissance s'écrit : 

  

Avec 〈𝑃〉 = 𝑆|〈𝑝(𝑥, 𝑡). 𝑢(𝑥, 𝑡)〉|,⁡𝑍1 =
𝑃𝐼(𝑥=0,𝑡)

𝑢𝐼(𝑥=0,𝑡)
 et  𝑍2 =

𝑃𝑇(𝑥=0,𝑡)

𝑢𝑇(𝑥=0,𝑡)
, il vient : 

 

. 

Or, 

 ,  

et  est une fonction périodique du temps variant entre 0 et 1, donc :  
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D'où : 

  

Soit :  

 

Si on calcule la somme des deux coefficients : 

 

S'il y a conservation de l'énergie, on doit avoir : cqfd. 
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Solution de l’exercice 3 série II (Propagation des ondes) 

 

1. L’équation de propagation des petites élongations transversales ݖሺݔ, ሻ le long de la corde : ଵ௖మݐ . డమ௭ሺ௫,௧ሻడ௧మ െ డమ௭ሺ௫,௧ሻడ௫మ ൌ 0,            ܿ ൌ ටఓ் 

La corde est fixée à ses deux extrémités (corde de longueur finie) : ondes stationnaires qui 
vont avoir lieu. ֜ solution à variables séparées : ݖሺݔ, ሻݐ  ൌ  ݂ሺݐሻ. ݃ሺݔሻ ܥ. .ܮ ݔሺݖ :  ൌ 0ሻ ൌ ݔሺݖ ݐ݁ 0 ൌ ሻܮ ൌ  .ݐ ׊ 0
La solution est sous forme sinusoidale à une dimension : ݖሺݔ, ሻݐ ൌ .ܣ cosሺ߱ݐ ൅ .ሻ׎ cos ሺ݇ݔ ൅ ݇ ,  ᇱሻ׎ ൌ ఠ௖ , ܶ ൌ ଶగఠ ߣ , ൌ ଶగ௞  

C. L. : z (L,t) = 0 ܣ ֜   ݐ ׊. cosሺ߱ݐ ൅ .ሻ׎ cos ሺ݇ܮ ൅ ᇱሻ׎ ൌ 0 ֜ cosሺ݇ܮ ൅ ᇱሻ׎ ൌ 0 ֜   
           sinሺ݇ܮሻ ൌ 0          

z(0,t) = 0 ܣ  ֜   ݐ ׊. cosሺ߱ݐ ൅ .ሻ׎ cos ሺ׎ᇱሻ ൌ 0 ֜  cosሺ׎ᇱሻ ൌ ᇱ׎ ֜ 0 ൌ െ గଶ sinሺ݇ܮሻ ൌ 0 ֜  ݇௡ ൌ ௡గ௅ ൌ ఠ೙௖   ֜    ߱௡ ൌ ௡గ௖௅ ௡ߣ  ൌ ܮ2݊
 

On définit donc un mode propre associé à la pulsation propre ߱௡ ൌ ௡గ௖௅ ,ݔ௡ሺݖ :  ሻݐ ൌ .௡ܣ cosሺ߱௡ݐ ൅ .௡ሻ׎ sin ሺ݇௡ݔሻ ݖ௡ሺݔ, ሻݐ ൌ .௡ܣ cos ቀ݊ܮܿߨ ݐ ൅ ௡ቁ׎ . sin ሺ݊ܮߨ  ሻݔ

La solution générale est une combinaison linéaire de tous les modes propres : 

,ݔሺݖ ሻݐ ൌ ෍ ,ݔ௡ሺݖ ሻஶݐ
௡ୀଵ ൌ ෍ ௡ܣ cos ቀ݊ܮܿߨ ݐ ൅ ௡ቁ׎ . sin ሺ݊ܮߨ ሻஶݔ

௡ୀଵ . 
2.Détermination des amplitudes des harmoniques ܣ௡ : 
C. I. :                 ݖሺݔ, 0ሻ ൌ 0  

 ݖሺݔ, 0ሻ ൌ ∑ ,ݔ௡ሺݖ 0ሻஶ௡ୀଵ ൌ ∑ ௡ܣ cosሺ׎௡ሻ. sin ሺ௡గ௅ ሻஶ௡ୀଵݔ ൌ 0 

௡ܣ ് 0           ֜      cosሺ׎௡ሻ ൌ 0 ֜ ௡ ൌ׎ െ గଶ 



2 
 

La solution générale s’écrit donc : 

,ݔሺݖ ሻݐ ൌ ∑ ௡ܣ sin ቀ௡గ௖௅ ቁݐ . sin ሺ௡గ௅ ሻஶ௡ୀଵݔ . 

,ݔሺݖ߲         ݐሻ߲ݐ ሻ௧ୀ଴ ൌ ෍ ௡ܣ ܮܿߨ݊ . sin ሺ݊ܮߨ ሻஶݔ
௡ୀଵ ൌ ቄݎݑ݋݌ ݑ  ܽ ൏ ݔ ൏ ܽ ൅ ݊݋݊݅ݏ       0݁  

 

Cette expression se présente comme le développement en série de Fourier de la fonction డ௭ሺ௫,௧ሻడ௧ ሻ௧ୀ଴ par rapport à la varaible ݔ. cette fonction est impaire et chaque terme possède la 

période spatiale ߣ௡ ൌ ଶ௅௡ . Ainsi, le fondamental a pour longueur ൌ ሺ݊ ܮ2 ൌ 1ሻ. Donc, les 

fonctions de ݔ définissant les conditions initiales doivent être impaires et périodiques de 

période 2ܮ. 

Comme డ௭ሺ௫,௧ሻడ௧ ሻ௧ୀ଴ n’est définie qu’entre les positions ݔ ൌ 0 et ݔ ൌ  il est possible de la ,ܮ

prolonger de ݔ ൌ െܮ à ݔ ൌ 0 en la rendant impaire. On la prolonge par suite par périodicité 

pour la rendre définie partout et donc décomposable en série de Fourier. Les constantes ܣ௡ 

pourront alors être déterminées en procédant par identification des coefficients de chacun des 

termes du développement. On écrit donc : ߲ݖሺݔ, ݐሻ߲ݐ ሻ௧ୀ଴ ൌ ෍ .௡ߙ sin ሺ݊ܮߨ ሻஶݔ
௡ୀଵ  

Avec : ߙ௡ ൌ ଶଶ௅ ׬  డ௭ሺ௫,௧ሻడ௧ ሻ௧ୀ଴௅ି௅ sin ቀ௡గ௅ ቁݔ  ݔ݀

Du fait de la parité : 

௡ߙ ൌ න ܮ2 ,ݔሺݖ߲ ݐሻ߲ݐ ሻ௧ୀ଴௅
଴ sin ቀ݊ܮߨ ቁݔ ݔ݀ ൌ න ܮ2 ௔ା௘. ݑ

௔ sin ቀ݊ܮߨ ቁݔ  ݔ݀

௡ߙ ൌ ݏ݋൤ܿ ߨ݊ݑ2 ቀ݊ܮܽߨ ቁ െ ݏ݋ܿ ൬݊ߨሺܽ ൅ ݁ሻܮ ൰൨ 

En utilisant la relation trigonométrique suivante : 

݌ݏ݋ܿ െ ݍݏ݋ܿ ൌ െ2 sin ൬݌ ൅ 2ݍ ൰ . sin ቀ݌ െ 2ݍ ቁ 
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On obtient : 

௡ߙ ൌ ߨ݊ݑ4 . sin ቀ݊ܮ2݁ߨ ቁ . sin ቀ݊ܮߨ ሺܽ ൅ 2݁ሻቁ 

L’identification des coefficients des deux séries de Fourier donne : 

௡ܣ ൌ ܿߨ௡݊ߙܮ ൌ ଶܿߨଶ݊ܮݑ4  . sin ቀ݊ܮ2݁ߨ ቁ . sin ቀ݊ܮߨ ሺܽ ൅ 2݁ሻቁ 

3/ Pour un mode propre donné l’énergie cinétique moyenne de la corde s’obtient à partir de la 

vitesse correspondante et s’écrit : 

ۄ௡ߦۃ ൌ 12 නݒۃ௡ଶۄ . ݀݉ ൌ 2ߤ න ݐ௡߲ݖ൬߲ۃ ൰ଶۄ . ௅ݔ݀
଴  

ۄ௡ߦۃ ൌ 2ߤ ܮܿߨ௡ଶሺ݊ܣ ሻଶ. ܮܿߨଶሺ݊݊݅ݏۃ ۄሻݐ න ܮߨଶሺ݊݊݅ݏۃ ௅ۄሻݔ
଴  ݔ݀

Or ݊݅ݏۃଶۄݔ ൌ ଵ் ׬ ݔ݀ ݔଶ݊݅ݏ ൌ ଵଶ଴்  

D’où : ߦۃ௡ۄ ൌ ఓగమ௖మ଼௅ ሺ݊ܣ௡ሻଶ. ߦۃ௡ۄ est proportionnelle à ሺ݊ܣ௡ሻଶ. 
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