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. Chers ¢tudiants, comme promis voici le document que vous altendiez depuig le
début de I'année, 11 regroupe tous les examens de méeanique analytique que jy
l"'“P.“Sé ces deux derniéres années avee leur corrigé détaillé. 11 comporte aussi e
corrigé d*une application pédagogique (un ancien examen). Toutes ces épreuves vous
(lu.n nerontune idée sur la philosophic générale et Pesprit dans lesquels je congois mes
3"]‘.:15 (|"£'.\'ume||s et vous permettront, i coup stir, de micux préparer votre examen
de Janvier. En espérant que vous en tiriez le meillenr profit, je vous souhaite bien du
plaisir, du tourage et aussi une bonne dose de chance pour vos examens.

Rachid MESRAR
Agadir le 20/11/16
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0P\ LTE DES SCIENCES
MENT DE PHYSIQUE - AGADIR 2014/2015

Examen de mécanique analytique et vibrations
Session normale - Février 2015
SMP5

Durée : 1h 30'

U

Sujet thémati . .
e muvreu. r'o 0sé : stabilité d'un cerceau autour d'une nutation uniforme
Sy par la méthode des équations de Lagrange avec multiplicateurs
b”ug 2 %03 Vor 2o ) 0 Tepére orthonormé direct supposé galiléen avec(0,Zy) vertical ascendant lié a

”? a fixe (Sa} [{n cerceau (S) de centre d'inertie G, de rayon a et de masse m roule sans glisser Sur le
plan(m) =(0,X,, ,). On repére sa position par les coordonnées (x, y, ) de G et par les angles d'Euler
habituels (y,0,¢). On désigne par R,(G,ii,v,2,) ef R,(G,ii, w,Z)les deux repéres intermédiaires et
,rfr: R(G.X,y,Z) le repére orthonormé direct lié a (S). Le point de contact entre (S) et () est noté I avec

IG = aw. L'axe(G, 7) est normal au plan du cerceau et la réaction de(mr) sur (S) est représentée par un
(liaison sans frottement).

glisseur dont le support passe par le point I'et de résultante R, = ZZ,

‘i\?w‘-/
X y “
! )
~

Figure : description générale du systéme

Construire les figures de caleul. En déduire l'expression de £2(S/ R,) par ses composantes dans la
base(ii, W, Z)- :
Montrer que la condition gdéométrique de contact entre le cerceau (S) et le plan(m) est :

z=asinl (Lp)

Préciser la nature de cette liaison,

analytique

e ——— e

— i
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Dans (a suite i probléme, (u fiaison géométrique (L,) sera prise comme primitive,

Quel est le nombre de degrés de liberté du systéme ? Proposer alors un champ de vitesses virtuelles 33

(C.V.V.)adéquat & Vétude de ce probléme.

44 Calculer lénergie cinétique du cerceau T(S/Ro). X o déduire lo

54 Calculer 1q puissance virtuelle des efforts extérieurs appliqués au systéme. £n déduire les

composantes des forces généralisées Q, et l'expression de la fonction de force U. o
Calculer la vitesse de glissement en I de (S) par ses composantes dans la base(ii,V, Z, ).

[@ Ecrire les équations cinématiques de liaison traduisant le non-glissement en I.

On notera (L) la liaison cinématique formé par ces deux équations.
08] En déduire la relation

X*+y? = g sin? 962 +a’(¢ + i cos 0) (1

[@ Ecrire l'intégrale premisre de lénergie cinétique et montrer, compte tenu de (1), que cette intégrale
se met sous la forme:

2(¢ +yrcos 9)° +26%4 il/izsin'? 0 =—2£—",-ig—sin9 (2)
2 2 ma a

ol E est une constante représentant l'énergie mécanique du systeme.

Y-

Dans [a suite du problme, la Laison cinématique (L) sera prise comme complEmentaire.

En utilisant un C.V.V. compatible avec la liaison primitive (Lp) et la liaison complémentaire (Le),
écrive les équations de Lagrange avec multiplicateurs. On notera A, et 4, ces deux multiplicateurs.

Montrer que 'élimination de x, y, A, et A, conduit aux équutivns différentielles suivantes:
§sin@ - 20p =0 (3)

. " - e e
s wlihs =
i 1

(3.

v

Zg-(@+y}cusﬁ)—éq)sin9=0 (4) (o, LS TR ‘ T
{)

A partir des équations (3) et (4) étudier les mouvements pour lesquels le cerceau (S) garde une
inclinaison constanted = 8,. Conclure. _

& op rappelle que la matrice centrale dinertie du cerceay est représentée par :

(ma" 0 0 )
2
ma’
hf}f' = T 0
0 0  ma’
\ /i w8)
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Examen de mécanique analytique et vibrations
Session normale - Février 2015
SMP5

Solution détaillée

=
=

o
Ny

R 1)

On en déduit que 2(S1 R,) = yZ, + Gii + 7
0
S, R)) =y, + O+ ¢Z = yrsin @

. _=,gb+|,i/c030

—_—

013, =0=(0G+GI)Z, =0

avec OG = x%y + y¥, +2Zy ¢! GI =-aw

D'ol :

s cauation géométrique de contact
z=asiné I (Equation g 1 )

Nature de la liaison : ¢'est une équation de liaison holonome.

Le nombre de parameires de position de (S) ¢5t siv  {x,v.z,p,0,p) mais compte fenu de 'équation de
Jigisonz = asind, le nombre de degrés de liberté est réduil a cing qui sont:

(x, v, 0.0) et e C.V.V. est 0w 00)

o .

] 2
: ma - . . ma ; "
7(S/R,) = ém(i) 7 +a’? cos’ 0) +T(0’ s’ 0) + == (p -y cos )’

e — i S —— et e e

; FSRAR {nnales Ih'émaﬁ Hes corrigees de mécanigue analylique
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P (F,) =P (P)+ ' (R) avec P'(R,)=0 (liaison sans frottement)

dU

P'(P)= -mgz, V' (G) = —-mgz,.(Xx, + py, + (JBLOS&,,) = —mgGUCOSO ng 0 d o (—mgasm 9)

> ou:\w—] Q,=0,=0,=0,=0¢t |U(t9) = —mgasiné

VoI,SIR)=V(IeSIR)=V(GeSIR,)+D(SIR,)AGI

V(GeSIR,)= XX, + 3P, + a6 cos &, e Gl = —aw

D'oi :

V(1eS/R)= ["CCUSV’+j'5inw+u(q’: +yr cos 0) i -f-[*.fSiIll}/-l*j’COSf/f -l-aésin&Jﬁ

La condition de roulement sans glissement s'écrit ; P—’R (I,S/R) = 0
D'oii :

{icosw+j)simy+a(qb+ij/cosé?)=0 0
—Xksiny + ycosy +alsinf@=0 (2)

(L gl jaL A

m ! '-L—«—-~J-\JJ lu ulté iz "'me__;' |
A = R . . & "‘-\.ur Lo

{x CoOsSy + ysiny = —a(;o + {7 COS 8) (' . 1‘ _____ _

—Xsiny + ycosy =—afsind (2) (7 ' Tl ;
N+ = 2+ §7 = a’sin® 067 + a’ (¢ +y cos )’
-L ‘intégrale prenuere de I'énergie cinétique s'écrit : T+ V =T—-U = Cte = |
Soif :

.7 . ma’
m(%’ + 3° +a’6’ cos (9)+——(9 + 7’ sin” @) + ma (o +yrcos B’ +2mgasing = 2F
En remplagant m(x* + 3°) par ma’ (¢ + 7 cos @)’ ... de la relation (1), on obtient :

2y = B 2 3 2A2 ”f”‘, D S = ;
2ma’ (p +ycos @) +5ma o + wosin® £= 2mgasint + 2F

. g Fas J oy 28 2g
Ou encore | 2(p +y cos )’ + =07 + 4’ sin’ == - L ¢ng
2 2 ma’
Les équations (Lc) sont ;
xcosy + ysing +a(p +ycosf) =0 (I)'x A,
—ksing + peosy +absinf@=0 (2)x A,

D’otr les éguations de Lagrange avec multiplicateurs ;
Rachid MESRAR Annales thématiques corrigées de mécanique analytigue
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sMX = A, cosy - A, sings
my =2 (Siny ¢ A, cosyr

cd | ma’
. 5y & :h[ P sin’ Oyr 4+ ma (l;ﬂ-l-l/l u)«.())co‘;O} Aacos@
P— a4 [nm (
ot P+ yr cos())] Aa

1 | ma’ )
Ly~ R s ) ma
p d[ 3 0+ ma’ cos 09] =

= dasingd - mga cos @

kD]

L élimination de A, entre les 2 ¢quations L, et L donne :

yr? sin 0 cos 0 + ma’ys sin O(¢p + 7 cos ) + ma’0’ sin O cos 0

d
cos@— i [+ cosf]= —:—f[-!— sin’ O + (¢ + 47 cos ) cos &‘}

CGS()E [gp +yr cos 8] = Esin’ Oy + sin @ cos 00y + cos()il—[(j) +17 €08 0] - (¢ + 17 cos O) sin 60
di

Soit : Esm) Oy ~sin@0p = 0 = sin@ = 0 = 0 = kx (solution exclue car le cerceau est posé sur le plan)

O -%yfi' sin@ = Og| c’est la relation (3) demandée.

La dérivation par rapport au temps de I’¢quation (1) donne :
a—[p +yrcos 0] = —Fcosy — Jsiny + Xyrsiny — iy cosys
dr
la relation (2)° = ¥siny — yeosy = asin 00, soit en reniplagant dans I'équation ci-dessus

a —L{-[c;o + 7 COS 0]= —Xcosys — ysiny + u(}q} sind
dt

G b A
D’autre part, Ly et Ly donnenl X cosy/ + ysinys = ps

i o T
Et L,donne : ¥cosy + ysiny/ = “E [ +y7 cos 6]
Finalement on obtient :

2 ff'.(,{'; +yrcos0) - Oy sin@ =0 (4)
dt

R12-
0=0,=0=0;3)=j=0= /= 2
(1) => =0 ==,

Conclusion
s, muuuemcnts pour lesquels le cerceau gar de une inclinaison constante ) = 0,sont tels que :

v - ur lesquels le cerceau a une vitesse de précession constante et
[..1,; _% et '_rp q:,,| ¢id Jes mouvements pour lesq ;

une vitesse de rotation propre constanle.

e —————

les thématiques corrigdes de mécanique analytique
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FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE PHYSIQUE - AGADIR

Examen de mécanique analytique et vibrations
Session'de rattrapage - Mars 2015
SMP5
Durée : 1h 30’

J

:;ul thématique pro 056 : étude d'un mécanisme pendulaire

ise en cuvre par les formalismes lagrangien et hamiltonien
PARTIE A - ETUDE PAR LE FORMALISME LAGRANGIEN

Le Systeme étudié est composé d'une barre (AB) de masse m, de longueur 2a et de dewx charniéres de
masses négligeables. Les deux extré :

J O\ mités A et B de la barre peuvent glisser, sans frottement, sur les
axes (O, X) et (O, j) gréce a ces deuy charnitres. Le centre d'inertie G de la barre est [ié au point fixe C
lastique de raideur k et de longueur initiale lo (Io > a). Au cours du
mouvement le ressort demeure horizontal ef paralléle & l'uxe (0, %) (voir Jigure). La configuration du

systeme est complétement détermingde parl'angle 0 que fait la barre (AB) avee l'axe des abscisses. On

de laxe(O,¥) par un ressort ¢

:_k
noteraw, = —,
m

-y

Figure : description générale du systéme

1 Caractériser mécaniquement le systéne,

24 Exprimer les coordonndées (x, y)du centre d'inertie G de la barre AB en Jonction de .
3 Donner Fexpression de l'énergie cinétique du systéme,

4 Etablir son énergic potentielle.

5.
64 Déterminer léquation d'Fuler - Lagrange du mouvement. On noterg (L, ) cette équation.

Aprés avolr justifié son existence, écrive lintégrale premicre de l'énergie cinétique.
[Q—B_-] Montrer que cette intégrale se raméne a une équation du type 6° = f(o.
@ A quoi servirait une telle équation ?

1

En déduire son Lagrangicn,

1

Rachid MESRAR
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ARTIE

B — ETUDE PAR LE FORMALISME HAMILTONIEN

Calculer l'impulsion généralisée p,.
11
12

En wtilisant la transformée de Legendre, déterminer le Hamiltonien H du systéme.
H représente-t-il l'énergie totale du systéme ? Justifier votre réponse.
Q131 Déterminer les équations canoniques du mouvement.

Q144 En déduire I'équation du mouvement(L,) déterminée  la question 6 de la partie A.
Conclure.

+

PARTIE C — LINEARISATION ET RESOLUTION DE L'EQUATION DU MOUVEMENT

Dans cette partie on suppose que 6 << 1.
Linéariser (L,) et montrer qu'elle se raméne d une équation du type :
6+2°0=C (E)

ot 2 et Csont des constantes a préciser.

0164 Quel est le sens physique de la grandeur £2? t
017 Résoudre l'équation (E) et donner l'expression de (). On notera A et B les deux constantes
d'intégration.

Question bonus

. . ; ion d ujet
Aprés ce long travail d'analyse, Faites une synthése, trés succincte, en gutse de conclusion a ce su
thématique.

On rappelle que e Hamiltonien 7 d’un systéme mécanique n’est autre que [a transformée
de Legendre du Lagrangien Len g :

H=2(L)=p4 -L
q=2p

L P il N Faied #isil &

1T e
i)
R %)

1 idiair ] s eora raiouté. en plus, a la note obtenue.
(*) Question subsidiaire de 1 pomnt qut .';CJ(II(I_}UH[C,(!II plus, a

E;E‘E}ﬂm-k AR Annales thématigues corrigées de mécanique analytique



Examen de mécanique analytique et vibrations
Session de rattrapage - Mars 2015
SMP5 '

Solution détaillée

PARTIE A - ETUDE PAR LE FORMALISME LAGRANGIEN

@ Le systéme esy conservatif et holonome et il a | seul degré de liberté.

5] 7= |Y=acos®  _ ¢ = —afsi
OG:{ D S PGIRy = X a.05m0
Y=asing y=abcos0

. ] .
TCABIR) = Ln(s 4 )4 éfma’

5 47 3 2
avecl,, = Ir’dm = 2[ Pdr=21 Ethiy g
. 3], 24 77

Pe( AH)
Do ;

2
. o 3 L
T(AB/R):-;mazéJ" + m; 0’ =§-ma’9"

V= Vpes + Vel avec V.. =mgy =mgasin@ et £y =-;—k(i—1,,)"m'; ! =acosé
D’ou:

V =mgasin@ + %k(a cosd —!,,)2[

L=T-V =—§-nrc:292 —mgasiné?——i-k(acosé%iﬂ

Qé =-mgacosf + k(acos@ -1, )asin

a0
_6_L. = ima"é
00 3

D’oll :

i;-aJ(-')' +gucosO - w; (acos - lyasin@ =0 (L,)

L'intégrale premiére de l'éncrgic cinétique existe car le systéme est conservatif, d'of :

T'+V=K=Cte soil:

Rachid MESRAR Annales thématiques corrigées de mécanique analytique

10



= T
T+V=-?~ 9? i d
S ma 2] +mgnsm()+—z—k(acpst’?—!ﬂ)’ = K'

A TR . l
3mn @ e X —mgasm()~—’-k(ncos(}-—!,,)’

D’ou ;

3

9': - 2 ol / 2
27| -—ga.smﬂ-—gm,, (ucosﬂ-f,,)?]= J(0)

22

Cette ¢quation sert 3 remplacer 1*¢quation Ly).

PARTIE B - ETUDE PAR LE FORMALISME HAMILTONIEN

oL 4 5 . 3P
S—==—ma'0| =g=_""
0g 3 dma’

. . "3 :
H=PO8-[ = Pﬂ—?ma’&’ +mgasin9+—3k(ucos€-iﬂ)’

3P, 2 P, Y !
=P % g .. = 2 4 i 2 - 2
o }ma x(‘;ma}J + mgasin@ + 5 k(acos@-1,)
D’ou:
3P,
1H= 2 +mgcrsin6’+ik(acosﬁ—f,,)"
Sma 2
Oui H représente | 'énergie totale du systéme car (-,;— =,
ol
pi].?:l ’
- 3P . oH ; ,
G=-==L.l7] Py=-—=-myacos@ » ka(ucos® -1 )sind| 2
’ or, dma’ F ¢ a0 l’_:_ B _/(_t“____ U)___“ ()

[ki4]

(]) = [‘L :%I}!ﬂ‘}g

{2y = ]':? = %ma"(—j‘ =—mygacosO+ ka(acost -1, )ysint? Q '
D’ou : S -
E{ a’l+ gucosd - m,f (acos@ -1 asind = () (L,)
Rachid MESRAR i Annales thématiques corrigées de mécanique analytique
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PARTIE C ~ LINEARISATION ET RESOLUTION DE L'EQUATION DU MOUVEMENT
ks

O=<<1=3sin0~0 ¢t cos@~ |,

d i B Jg
(L)) = ~a’0+ ga - wy(a=1)a@=0 soit; |0+ -3&(1,, -a))=- e
3 4a da

Dol :
0+02°0= C| (E) avec 2° = @9—(.’” -a) et C .
du da

R16-
Q représente lu pulsation lice aux oscillations de la tige (AB).

|0 = Acos 2 + Bsin @+ D] avee [D=-—25
' (Uu(l”—(l)

Question bonus (*)

La conclusion qui s'impose est que les formalismes lagrangien et hamiltonien conduisent a la méme
équation du mouvemen.

Rachid MESRAR Annales thématiques corrigées de mécanique analytique
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BACUITE DES SCIENCES
" DEPARTEMENT DE PHYSIQUE - AGADIR

2015/2016

Exanten de mécanique analytique et vibrations
Session normale.de Jarivier 2016

~ SMPS

Durée : 1h 30’

J

Sujet thémati ue proposé : étude dynamique et énerqétique d'un systéme pendulaire complexe

Mise en wuvre par la méthode des & vations de Lagrange
Soit Ry(0,%,, 3. Z,) un repére orthonormé direct supposé galiléen avec(0, z,) vertical ascendant lié @

un bétifixe (So). Le systéme mécanique étudié () est composé:
" dundisque homogéne (D) de centre C, de rayon a et de masse M,

® dune tige (T) sans masse, de longueur I, dont une extrémité reste en C (liaison parfaite),
" dun point matériel (P) de masse m, fixé i l'autre extrémité de la tige.

'y

b4

=

_.\
<

(0,%,)

Figure : description générule du systéme

Le disque roule sur une droite matérialisée (4) confondue avec l'axe (0, 3, )et le systéme reste dans le
plan (0, 3,,%,) (voir figure).
La droite(d)est animée d'un mouvement de translation rectiligne telle que la vitesse d'un point

quelconque de (A)soit égale a V(d) = a(f)y, ot a est une fonction qui dépend explicitement du temps t.

Rachid MESRAR Annales thématigues corrigées de mécanique analytique
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Dans tout le problme, on supposera que [z disque roule sans glisser sur (2 droite mobile (4 °

P

Soit A un point lié qy disque (distinct de C) et ii = —Cl) un vectewr unitaire, on pose alors:
g

0= (j;o:a),lp = (a’!}), y =0f = ;)oaﬁc et E)_C,: = yj’fﬂ + ZE”.

| @artie A - Ttude cinématique et détermination analytique des équations de haison ]
Proposer un paramétrage adéquat pour le systéme (L),
Donner l'expression de E(D /R,).
Déterminer la condition géométrique de contact entre (D) et l'axe(4).

Dans la suite du problme, on notera (Ly) cette équation géométrigue de faison.
Q4] CalculerV(C ¢ DIR),V(IeDIR,) et F(PIR,)

Calculer la vitesse de glissement en I du disque sur (4). En déduire la condition de roulement sans
glissement de (D) sur(4).

Dans (a suite du problme, on notera (L) cette équation cinématique de faison.
Partie B - Etude dynamique-I: o CVV est compatible avec (L) mais non compatible avec (L) :
&

Prendre comme CVV e champ(y°,0°,¢")

6 Calculer I'énergie cinétique du point matériel (. P) dans son mouvement par rapport a (Ro).
21 Calculer Uénergie cinétique du disque (D) dans son mouvement par rapport @ (Ro).

‘Qﬁ_ En déduire l'énergie cinétique du systeme(2') dans son mouvement par rapport a (R,,).
@ Sans faire de calcul, donner | expression deV" (1) (vitesse virtuelle du point I).

Calculer les puissances virtuelles des efforts extérieurs.
En déduire les expressions des Jorces généralisées Q.

Ecrire les équations de Lagrange. Mettre en évidence l'existence de deux coordonnées cycliques.

Partie C - Etude @nfzmiqt_:e-ﬂ : le CVV est compatible {a fois avec (Ly)et (L)

£ Prendre comme CVV le champ(y”,¢")

Calculer I'énergie cinétique du systéme (X7) dans son mouvernent parrapport a (Ry).
Monlrer que T(Z/R,)=T,+T,+ T, ot To, T\ et T, sont des expressions Q préciser et g définir.
Calculer les puissances virtueiles des efforts extéricers,
En déduire les forces généralisées Q, et une fonciion de Jforce U,
& Ecrire les nouvelles équations de Lagrange. En déduire vne mtégrale premiére dy mouvement,
164 A-t-on l'intégrale premiére de l'énergie cinétigiic ? Justifier voire réponse.
174 A-t-on l'intégrale premicre de Painlevé ? Justifier votre réponse.

" Ma® 3
e B @
2
: i . . (m A’{ﬂ}
On donne la malrice centrale d'inertie du disque : M{!" =| 0 T 0
| 0 D Mu’
k 4 )‘ili-flﬂltu]
Rachid MESRAR Annales thématiques corrigées de mébcm}que a;al;;iqm;
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Ex r .
amen de Mecanique analytique et vibrations
Session normale - Janvier 2016
SMP5

Solution détaillée

Qartie A : étude cinginse ,
tude cinématique et détermindtion analytique des équations de faison

Le systéme peur ¢

ire paramétré par les coordonnées généralisé
— - i . ces généralisées (y,0,p).
R23GD/R,) =k, ekl

Ef:] La condition 8éométrigque de contact s'écrit -

Oul.2, =0 & (O,C + TN 3, & (35, + 2, —aZ,) 3, =0 z-a=0

Ly

D'on :

I?(C/RU)=|:dOC =[d(J’I’a+"En)] =i
dt 13 dt A
|V(fepmﬂ)=ﬁ(CeD/R,,)+é(D/Ro)Aar'=m+éEOA(—aEg)=(y+aé)ﬁa

V(PIR,)= [d—gf_’

ity

5;F’=5{,_C.'+a3=yj}n+aEﬂ+Iﬁ=yjz,,+aE”+I(—-cos¢Eﬂ+sinqz}7,,)

=(y +Ising)y, +(a-Icosp)z,

. dOP . o gt

V(P/Rn)=[TJ =(y+lpcosp)y, +lpsingz,
1y

Vitesse de glissement en [ :
VileD/Ay=V(IeDIR)-V(IedlR)=(y+al)y,-o(¥,
Dot ;

V(IeD/!A)=(y+al-a()y,

e e e e 1 e

Partic B : étude dynamique-1: [ CVV est compatible avec (L) mats non compatible avee (L,)

b= l’ 5 = 2 . )
T(P/R,)= émV"(!’Hﬂa) = —2-111[(}' +lpeosp) +(ir,osmq))‘]

D'oir :

T(PIR)) = ém(jﬁ + 1207 + 2ppcosp)

Rachid MESRAR B Amnales thématiques corrigées de mécanique analytique
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- 7 s
T(D/R) = éMV’(C! R,) +-;-‘":zwg’>g =

D’oi: ;

—

T(D/R,,)__My M; 0

.

[ .
— My’ +=(6,0,0)
2MV +2(

TZ 1 R) = S(M +myy

+ émi(t@? + 24y cosp) + %"—

9'2

[Rs]

-Puissance virtuelle due aux poids ;

=@ +qé‘)j?o_

P = -Mgz, 7" (C) - mgz, " (P) = ~MgZ,.3" 5, —mgz, (7" +1¢" cos p)F, + 19" singz, )

Do ;

Py = ~mgl¢"sin g

-Puissance virtuelle due i In réaction en I :

Py =R, V'(I) avec R =Y, + Zz, car il y a frottement,

Py = (5, + Z )M +a6")9,)=Y(3" +ad")7,
Dot :

P =Y +af")
Finalement, on a :

B'sP' +P =Yy +a¥d" - mglsinpp’

D’otl les forces généralisées :

0,=Y10, =a¥ Q, =-mglsing

Equations de Lagrange
orT

y dor ot ¥
Ay g ?:(M+m)y+mlqbcos¢9
Ag

=0

Lyt (M +m)j +mlgcosp—mlj? sinp=¥

) est une coordonnée cyclique

Rachid MESRAR
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20 Qy M M, O est une coordonnée cyclique
0 2
N =aY | ou encore E ‘—”ﬁ(ﬂz Y
(o —
o f_f_f_)L _ar 0@’ =-mlgysing
dt dp dp Qo Nor o
-(-j—(; =ml’p+mlycosp

Ly:1¢+jicosp = -gsing

®artie C: étude dynamique-I1 : le CVV est compatible d (a fois avec (L;) et (L)

Le CVVest (3,6 ) = al = a(t) - y
Dot :

B 1
T(A /Ry = -3(3;1-1' +2m)y’ + %ml(!g&’ + 2gp cosp) -—; Ma(t)p + —3 Ma’(1)

1 "
T, = -; (M + 2m)£" + % ml(lp* + 2¢w cos @) forme quadratique.

; ! ;
1, === Ma(t)j forme linduire.

T, = § Ma’(1) forme de degré zéro.

144 Puissances virtuelles
-Puissance virtuelle due aux poids :
P = -Mgz,. V(C)y—mgz, V' (P)= - Vs, 0 Py - mg':',,.(( vl cosp) T, + 19" sin ;"3{,)

D'ou:

P = -mgly’ sinﬂ

_Puissance virtuelle due i la réaction en 1 ;
[’ = R V(1) =0car v “(1)=0car le CVV est compatible avee (Le)

D'oit:
[72=0]

Finalement, on d !

S

1'! —J' ]’ =—m;J sunprp

Dot les Jorces généralisées :

y— H}f—g(:l_l( “Anmales thématiques corrigées de mécanique analytique
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P = —mgl sin pg' = dlmglcosg) _ dU

dt dt
Equations de Lagrange

0, =
Ly 49" _or _ aT_,
aw oy % =y
-ay—,=-:’;(3M+2m)y+m!¢cos;o——;-Ma(t)

L

[Z—z- GM +2m)y + mlpcosp - —éMa({)’ = Cte| Intégrale premiére du mouvement

[ 0, =-mglsing
' f}z——-ml@bsingo
e " Ea;—a—(—;:Qw 4 6(0

T ; ;
-c'i—g; =mi’p + mlycosg

Lytlp+ycosp = -gsing

Oui on a l'intégrale premiére de | ‘énergie cinétique, en effet le théoréme de | ‘énergie cinétiqgue nous

permet d'écrire :
dT(Z/R,) - P(F,) =.‘.’£:, dT()Z'/RO)__il'fi=0: d(T -U) —0
dt dt dt dt dt

Intégrale premiére de énergie cinétique

, . 3 i O . oT, aT,
Non nous n'avons pas lintégrale premiére de Painlevé car — =0 pmsqne—a—' 20et—L2 20
0! !
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Examen de mécanique analytique et vibrations
Session de rattrapage ~ Février 2016
SMP5
Durée: 2 heures

J

Mwmmgim et hamiltonien

Soit Ry(O, %,, 7,,Z,) un repére orthonormé direct supposé galiléen avec(0, %,) vertical descendant lié a
un bati fixe (So). Le systéme mécanique étudié () est composé de deux tiges rigides (OA) et (AB) de
masses négligeables et de longueurs respectives I, et I, (1, # 1, ). La tige (OA) est articulée en O et porte,

en son extrémité A, une masse ponctuelle m,. La tige (AB) est articulée en A et porte, en son extrémité
B, une masse ponctuelle m, (m, + m,). Afin d'amortir les oscillations du double pendule ainsi constitué,
un ressort élastique de raideur k et de longueur a vide l, est accroché entre le point A et le point C
appartenant al'axe (0, X,) (voir figure). La liaison en C est telle que le ressort reste toujouis horizontal.

Le systéme mécanique, composé des deux tiges et du ressort, oscille dans le plan (0, %,, ¥,)-

(0,%,) (S ;
(‘\ V2 o

Rall
=
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Tigure: description générale du systéme

e ~N.B, L#S-Zdéu{paﬂiesﬁ et B ne sont pas indépendantes.

PARTIE A — ETUDE PAR LE FORMALISME LAGRANGIEN

Q1 Quelles sont les coordonnées généralisées du systéme? Justifier votre réponse.

2- Calculer la vitesse du point matériel A.

234 En déduire l'expression de l'énergie cinétique de la particule A.

4 Calculer la vitesse du point matéricl B.

51 En déduire I'expression de l'énergie cinétique de la particule B.

6+ Montrer que 'énergie cinétique de (2 peut étre mise sous la forme quadratique suivante:

T = 4,6 + B,0} +C,6,6, cos(0, - 0,)

Oli Ao, B, et Cy sont des constantes déterminer.

Préciser leur dimension. Que représentent-elles physiquement?

7 Calculer I'énergie potentielle de la pesanteur du systéme.

Qf_ Calculer l'énergie potenticlle élastique emmagasinée par le ressort.

9- Donner alors I'expression de | énergie potentielle totale de (X).

Q104 En déduire l'expression du Lagrangien du systéme.
114 Déterminer les équations d’Euler-Lagrange.

PARTIE B — ETUDE PAR LE FORMALISME HAMILTONIEN

; '@: Dans cette partie, on enlve [ ressort et on ne garde que [ dbu51é pendule.

0124 Sans faire de calcul, donner la nouvelle expression de I'énergie potentielle totale V.

013 Calculer les impulsions généralisées p, et p. assocides aux coordonnédes O, etd,.

Que représentent physiquement p, et p, ? Justifier votre réponse

En déduire les expressions de 6, et 0, (vitesses généralisées en Jonction de p,, p., 6, et0,.
Montrer que l'énergie cinétique du systéme pout 3tre miss sous la forme :

b ; 2
T= E(Pfgj + p,9,)

En déduire que H = T + V oil H est le hamiltonien du systéme.
Interpréter physiquement ce résultat.

ExprfmerH en fonctionde p,, p., 6,, 0,, 6, et 0,.

En déduire l'expression définitive de H en fonction de p,, p., Oret 0,.

En se servant cfes équations canoniques, déterminer les vitesses génélraHsécs 91 et 9}.
Commenter le résultat obtenu.

Rachid MESRAR Annales thématiques corrigées de mécanique analytique
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Examen de mécanique analytique et vibrations
Session de rattrapage - Février 2016

SMP5
Solution détaillée
'I'IE A — ETUDE PAR LE FORMALISME LAGRANGIEN
t 6, car la particule A est repérée par 0, et la particule B est repérée par 0,
- da—-A . . X - .‘
P(AIR,) = [——— avec 0= |70 L) as R, ye [CEE Y
dr ] p, |1 sin6, n,| 116, cos 6,

R3]
e P
T(A!Ro) s EDI,V:{A/RO) £ %m:[fgf

(BIR,) =[ﬁ"%] avec Ofi=
Ro

l,c0s6, +1,cos8,

[,sind, +1,sin0,

Ry
=|V(B/R,)= ‘!{9'5“‘9*“’2,‘92““92

; ) 110, €056, +1,0, cos B,
RS-

T(B/R,) = %mf"(B/Ro) = %m,[zféf #1202+ 21,1,6,0, cos(6, - 6,)]

[Re]
oy +m,

7 A m 3 -
T(E/Ry)=T(AIR)+T(BIR,) === 1707 + 2136} + m 1, 1,6,6, cos(6, - 6,)

m 4y
— (]

M, ., v
Doit: 4, = B, :—}il‘, eET =mslil s

D'aprés leur dimension(M.12) ils représentent des moments d'inertie,
k) |
Ve (2) =V (A +V (B)=-m,gl, cost/, - mi.g(l, cos€, +1,cos0,)

s

— 1 gl . cos' 0
Vi (Z) =—(m + m,)gl, cos &8, —m,gl, ‘.ol(;l

k8]

V= %k(lj sing, ~1,)’

R9]

I, ;
V2=V (Z) 1V =~y m;)gl) cosb,; = mygl; eos6, + S k(] sin 0, ~1y)

pes
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L=T-y0*m,,

- m . i
767+ SH0] 4 mid 16,0, cos(6, - 0,)+ (m, + my)gl, 036,

!
+ mygl, cos @, ~ 5k, sin6, -1,)’

——

a0, myl\1,0,0, sin(6, - 0,) = (m, +m,)gi, sin@, - k(l,sin@, -1,)(I, cos9,)

oL ; P
= () + m )70, +m,l,1,6, cos(6, - 6,)
!

D’oni:

(my +my),6, + m,yl 0, cos(8, - 6,) + m;{,éf sin(6; ~ 6,) +(m, +m,)gsin b, +kl, sin, cos 6, —kl,cos8, =0

oL s X
55; =myl\1,0,0,sin(6, - 6,) — m,gl, sin 0,

!
D'ou:

aL _ 2A -
™Y myl360, +m,l,1,6, cos(0, - 6,)

1,8, +1,6, cos(6, = 6,) ~ 1,6} sin(8, - 0,) + g sin 6, = 0

PARTIE B — ETUDE PAR LE FORMALISME HAMILTONIEN

12

Vi (Z) =V, () + V= ~(m, +m,)gl, cos 0, —m ,@ESCB}

=£=(m +m )0, +m,l 1,6, cos(f), - . )
2 PY: J 2 i :

i

P = -——[; = '?f;ljé: + ”’21:!291 cos(6; - 6;)

2

p: et p. représentent les composantes du moment cinétique/ a l'axez,des particules A et B

respectivement car les variables 0, et 0, sont des angles.

m,l,1, cos(0, -0,)) 6,
0,

P (mt, +m)l}
p,) \mli,cos(0,-0,)

2
m,l;

Rachid MESRAR
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’;( (m, +m,)I? n:zl,!,cos(a,h()))'
: m,l,l‘,cos(ﬂ,—()z) m, |} ]

.:D v ’":(’:’:)2_"1, + sin’((}, -0,)

B

D'ot;

P "L cos(d, -0 L my |1
l, P; cos( ;) —--I—p,cos(é{.—G,)-r ]+—-— l’ P;
2

1= ct 9 =
myl] +m,l} sin ', -0 )) | A md} +myl] sin’ (0, - ‘9:)

RIS

LR ) . : % _ : :
"2“([3;9‘) +p,6;)= E[(mI +my)] 6, +myl 1,0, cos(6, - 5,)}), + -;—[m?!;Q, +m,l, 1,0, cos(, — 6, )}9,

m +n!-, - m " o
= - _f-——-—2 = Ifﬁf +—2115’8§ +m,l,1,0,0,cos(6, -0,)=T

R16]

H = p,6, + p,0,~(T -V) = p,6, + p,6, ——-(p,é’ +p,¢9,)+V_-(p,e, +p,0)+V =T +V

Interprétation physique : le hamiltonien représente l'énergie totale du systéme car le systéme est

isolé, en effet : %— ={0.

[R17]

H=T+V = jj(p,(j, + p,8,) = (m, +m,)gl, cos8, —m,gl,cosb,

18

H= é(p,é, + p;,ﬁ"‘,) —(m; +m,)gl, cosB, —n,yi. cosd,|

SR

Or _ _

. ! m, \1?
P - ‘:"‘ p,cos(8, - 6,) - f cos(0, - 0,)p, + [" * ;L] == p;

Ia.
. . 2 2ha
0, = 2 - et |0, = cor s

" m ] A myl] sin(0, - 0,) ml; +myl; sin”(0, - 0,)

(d'aprés Ri4)

Dot ;

2 2
%_'4-%(“.‘"”};2 P - j pp;cos(0, - 0,)
= Iy 2 —(m, +m,)gl, cos & —m,gl,cos0,
s my? 4 m,l} sin’(0, - 6,) A L

e e e
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| p, - ;'— p,cos(0, - 6,)
0, = :
p _on e "omd? vl sin’ (0, - 0,)
"9 ! b
@ _ —}i P, cos(0, ~(),)+[! +g!-’-]f; P;
()J £ 2 2/
{ md} +myl}sin’ (0, - 0,)

Commentaire : on retrowwe les mémes expressions de 0} et 6, caleulées dans la question 14.
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