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QUESTIONS DE COURS ' (6 points)

1. Principe de Maupertuis La trajectoire d'un systeme conservatif est déterminée

par Uextrémisation de l'action réduite Sp.
Reprenons l'expression de la loi de Maupertuis et éliminons les moment conju-

gués. Sachant que pour un systeme conservatif, V. = V(q) et que l'énergie
cinétique, est une fonction homogéne d'ordre 2 de gx, T = 1/2 Zl.’j mii(q)qiq
alors
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L'action réduite d'un systéme conservatif peut étre exprimée en fonction des co-
ordonnées généralisées comme suit

Solqi P) = [ V2= Vig)ds
a1

2. L'état mécanique de la particule est décrit par son action S(q, t; P) qui s'exprime
en fonction de l'action réduite, puisque le systéeme est conservatif, par

ce qui donne

S(q.t;P) = So(q; P)— Et.



Considérons les lieux de l'espace ot l'action S(q, t; P) a l'instant t est constante;
S(q, t; P) = Cte. Ainst S(g, t = 0; P) = So(g, P). Cherchons S(q’, t + dt; P) :

S(q, t+dt;P) = So(q; P)— E(t+ dt)
= Solq + dq; P)— Et — Edt
= Solq; P) + dSo — Et — Edt

= S(q.t; P) + dSy — Edt

comme la surface considérée de l'action est constante et a la méme valeur et

dSy =+/2(E — V)ds =+/2(E — V)y/mdq, alors
2m(E—-V)dg—Edt = 0= v, = — = —(——
( ) vodt 2m(E — V)

La surface d'action se propage dans l'espace des configurations avec la vitesse

Vo = ——£t
2m(E-V)

L'action joue dans l'espace dual, l'espace des configurations, ce que joue la phase
dans l'espace des positions,

3. Partant de la dualité entre la surface d'action dans l'espace des configurations

1.5pt et la phase de l'onde dans l'espace des positions, nous avons
e(f,t) = (k-F—2nvt) =21 )\—_Vt — S(q, t; P) =So(q; P) — Et
0
ou L(r) = nr est le chemin optique et n l'indice de réfraction du milieu, Ay est
la longueur d'onde dans le vide.
En comparant terme a terme, on peut déduire que l'énergie mécanique est pro-
portionnelle a la fréquence
E = hv
et le coefficient de proportionalité h est la constante de Planck. Partant de cette
relation, on peut déduire la relation entre l'impulsion de la particule au vecteur
d’onde comme suit
B 27 2mv
A Ve
2mvmyv 27w
= ——— =—p=p=hk
E h
1.5pt 4. En partant de 'équation de propagation des ondes électromagnétiques,

n? 0?
A-T 2 My = o
( czatz)

déduite des équations de Maxwell, et stipulant l'universalité de cette équation,
trouvons l'équation décrivant l'évolution de la particule si elle est décrite par une
onde W. En effet, sachant que la dépendance temporelle de ¢ est toujours de la

2



forme e™™!, méme dans le cas d'un espace inhomogéne, 'équation précédente

devient
2,2
n“w
(A+ > )LlJ = 0.
c

En utilisant les relations déduites de la dualité entre l'espace des configurations
et l'espace des positions,

n?w? w?  Arivim*v?i o p?
c? V(% E? h?

nous avons utilisé les relations démontrées dans le paragraphe précédent vv, =
E/m et E = hv. Aussi, nous obtenons,

2
(A+p—2) W o= o0
h

On peut déja souligner qu'a partir de cette derniére relation, étant donné que
l'équation est valable V W = p? = —h?A = —h?V? = (ihV)? qui n'est d’autre
que le principe de correspondance g — ihV.

Continuons notre quéte de l'équation de W. Or nous avons

2
H:T+\/:§—+V:>pz:2m(H—V) @
m

ce qui donne

[A + 12 2m(H — V))] W =0

h
I-2
TAr(H-v)|w = 0
2m
—h?
= HY = —A+VIWY
2m

qui n'est d'autre que l'équation de Schrodinger. Si le systéeme est conservatif
alors, H = E et l'équation devient

—h?
HY = | —A+ V|V =EY.
2m

EXERCICE 1 (4 points)

On considére la transformation

Q = pq°
P = pYq°

telles que g >0 et p > 0.



1. Pour que la transformation soit canonique il suffit que les nouvelles variables

2pt verifient les relations des crochets de Poisson , {0, 0} ={P,P} =0 et
{O, P} =1. Aussi,
0Q0P 00Q0dP
(o.py = 205 200
gadp dpdg
= Bpp"lyp"'q° —a p*~'q"op¥q°”
— (By _ (15) pa-i-y—1q/9+6—1
et
y = 1—«a
{Q.P} = 1= o = 1-PB @
By —a0 = 1
et en substituant les deux premiéres équations dans la troisiéme équation, on
obtient
B(1l—a)—a(1—B) = 1=L—-—a=1
y = 11—«
=4 0 = —«a
B = 1+«
ce qui donne finalement comme transformation
Q = pig*
P = p1—aq—a.
2. On cherche la fonction génératrice de type deux associée a cette transformation.
2pt Aussi, on a

9Gy(q, P)

0= 2548P) (o5,
op ' 0P

or en utilisant les relations de la question précédente, on a

o (g, P
0 = p°'te = IDTaq'Ii_a = % — Gu(g, P)=(1— a)(pq)ﬁ—a + f(q)

et

G, =Gy(g,P)etp =

et donc

Gi(q, P) = (1—a)(Pg)™ +C



EXERCICE 2 : POTENTIEL CONIQUE (10 points)

Considérons une particule de masse m astreinte a se déplacer sur un plan. La
position de la particule est repérée dans le référentiel R(O, xyz), considéré galiléen,
par les coordonnées (x, y). Le potentiel auquel la particule est soumise est de la forme
V(r) = ar, avec r’* = x*> + y? et a une constante positive. On utilise les coordonnées
polaires (r, 8) comme coordonnées généralisées.

ot 1. Connaissant le potentiel \/(r) cIont déri lV(—,‘ la f0|ce et en écrivant le gradient en
P

coordonnées cylindrique 2 V= 6, +1 - 096‘9 + o ez, on a
R > ov(r
F = =V (V(r) =- 0( )8,. = —aé, t
-

sachant que les autres termes sont nuls puisque le potentiel est radial. Or
— — — r P .
r=ré = & =< ce qui implique

N
- r
F = —a-

E

ce qui veut dire que la direction de la force passe tout le temps par lorigine O
et donc F est centrale.
Le théoréme du moment cinétique nous donne

dL —_ F >

dtlr r

— —

ce qui implique que le moment cinétique est conservé. Or L = PAmV(M[R) =
P — —

PAm(ié + rgpég) = mr’0k et donc L = L,k est conservé ( en module, en

direction et en sens).

2. L'énergie cinétique est donnée par T = ImV*(MIR) = 1m (i + r?6%) et l'éner-
gie potentielle est V(r), ce qui donne pour le lagrangien de la particule

L = T—V:%m(i‘z—l—rzéz)—ar.

Calculons les moments conjugués

D —%—mi‘eta —%—mrz@
Pr="9r = ’9_09_ '

3. Le hamiltonien est donné par

2 2
Py Po
2m  2mr?

H(r,0,p,,pg) = T+V= +ar.

On remarque que le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, ce qui
implique que l'énergie mécanique est conservée et donc une intégrale premiere.
De méme, la coordonnée généralisée 6 est cyclique ce qui implique que pg est
conservé et donc une intégrale premiere aussi. On en conclue que 'H et pg sont
des intégrales premieres.

2. On peut utiliser aussi les coordonnées cartésiennes
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4. De lexpression précédente on en déduit que

Hir 0 pops) = T+V =20 1 Vi) avec V) = P2 4+
r,o, p,, = = r) av r) = .
PriPo 2m 2mr?

5. Pour démontrer qu'un mouvement circulaire stable est possible, il suffit de mon-
trer que r = rg est une solution de l'équation du mouvement et que le potentiel
effectif V/(r) est minimal en ry. En effet, L'équation du mouvement est

2
. OH _ pr y = __9H _ Po __
r= op, — m Pr = ar — mr3 a
) — 9H _ Ppo ), —
6 = dpg ~ mr? Pe = 0
ce qui donne pour l'équation du mouvement
2 2
: . P . p a
pr = mr= 03—a:>r— 263—|——:0
mr mr3 - m

ainsi l'équation du mouvement circulaire r = ry est une solution avec

1/3
P P
s =0a0=1r9= .
mry am
1/3
2
Doncr=ry = 5—;’1 est une solution de l'équation du mouvement. Vérifions

sa stabilité. En effet,

1V(r 2
avin =_Fe +a=0=r=n
dr mr3

et comme

d?V(r) _ 3 p%
dr? mrt

> 0Vr = V/(rp) est minimum.

Ce qui est le résultat recherché.

6. Reprenons l'équation du mouvement avec r = ro + 0r = i = O0i et i = OF.
Nous avons aussi pg = mr’6 = L, ce qui donne

2

moi — ~*————=+0a=0
m .
1‘8 (1 + ‘7—0)

en utilisant le fait que ‘E—O’ — 0 alors W ~1— 3%, on obtient
142L
0

L2 2
moi — —* +3—"0r+a =0
mry mry

2

L = 1 s 1z .
or —= = g ce qui donne finalement l'équation
0

ma\'?
mor + 3a (?) or=20

)



qui est une équation différentielle d'ordre 2 sans second membre a coeffi-
cients constants dont le descriminant de l'‘équation caratéristique est négatif.
La solution donc sont des oscillations autour de ry avec une pulsation propre

/ 13
wo =1/ 3a (”L’—f’) et donc de fréquence

wo 1 2\
Vhp = — = — _
O~ 27 " 27\ 27ma*
7. Soit S(r, 6, t; P,, Pg) l'action hamiltonienne. Par séparation des variables, on a
S(r, 0, t; P, Pg) = So(6; Pg) + S:(r; P;) — Et.
— On sait que l'action hamiltonienne vérifie

dS 05y
IJQ_%_%_C:SG_CQ
— On rappelle que l'équation de Hamilton-jacobi est
dS 0SS, 09S
H(IIQIE'%)+E =0

ce qui donne

2 2
! (05) + ! (g) +ar=FE

2m \ ar 2mr? \ 06
et en séparant les variables sachant que So = C6, on obtient
1 (0S,\° aS, c2\ "
- ! - = E — ! = 44 2 E - ") — — .
2m ( ar ) 2mz T ar ( m ar) rl )

— On integre d'abord l'équation précédente et on obtient

2\ 1”2
Si(r; P) = 4_—/ (Zm(E—ar)— 1_2) dr

ce qui donne pour l'action hamiltonienne

c2\ 12
S(r,0,t, P, Pg) = i—/ (Zm (E—ar)— —2) dr+ C6— Et.
-

8. Le mouvement circulaire de la question 5 a pour équations r =rget pg =1L, =
Constante, ce qui donne respectivement comme portrait de phase :
— dans le plan (r, p;), comme i = 0 = p,, alors le portrait de phase est un point
de coordonnées (ry, 0).
— dans le plan (8, pg) l'équation est pg = C et donc le portrait est une droite
horizontale, parallele a l'axe des 6, qui passe par pg = C.
Si Les petites oscillations radiales sont permises, alors r = ry + acos(wt — )
ce qui donne i = —awsin(wt — @) = p,/m ce qui donne
2
&rz = a’w’sin’(wt — o)
m

= a’w’ (1= cos’(wt — ¢))

- -\2 2 - -)\2
_ CIZCL)Z 1— (I IO) — Py (I IO) -1
a? 2

a’w?
m?

qui est l'équation d'une ellipse de centre (ry, 0) et de demi axes respectivement
selon les directions de r et de p, sont a et aw/m.




