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Questions de cours : 2points

Exercice 1: 10 points

1. Le nombre de dégré de libértés de m est 2 puisqu’il faut deux coordonnées pour décrire le mouvement
de m (0.5point). Les coordonnées généralisées & ufiliser sont r et 6, les coordonnées polaires de m

(0.5point). Considérons la base polaire (W, 7).,
2. (1point)
oM = r7@
=7 = U +r07

ce qui donne pour I'énergie cinétique (1point)

T

5m (7’“2 + (r9)2)

3. (1.5 point) Le ressort exerce sur m une force de rappel T = —k(r —lp)@. Le potentiel est donnée par

av = —Fdl
= k(r—1o)W(dru +rdf7)
= k(r—1lo)dr
V() = k <% (r? =13) = lo(r — lo))
1
= k(- lo)?.
Le lagrangien de m est égale &
; ) — l .2 AN l EERY
L(r,7,0,0) = 57 (T + (r6) ) Qk (r—10)".

4, (2 points) En appliquant les équations de Lagrange, on obtient
%g—ﬁ—g—ﬁ = mi—mrf* 4+ k(r—1lp) =0
T T
doL oL  d 25

la deuxieme équation du mouvement donne mr26 = const = L, quin’est d’autre que la conservation
de la composante du moment cinétique selon 0OZ. On peut obtenir ce résultat en constatant que 6

est une variable cyclique.

5. (1 point)w = 6 = const implique que r = const = 7 = 0 et # = 0. Soit r = r, alors

k(ro —lp) = mrow?
(ro —lo)(k —mw?) = klgw?
mlgw?

= (ro —lo)

k — mw?



6. (3 points) Si le ressort est perturbé par des petites oscillations paramétrisées par ¢(¢) alors en reprenant
I’équation du mouvement avec r = ry + €(t)

mé(t) —m(ro + e(t))w? + k(ro +et) —lp) = 0
= mé(t) + e(t) (k: — mw2) = mrow? —k(ro —1lp) =0

k
= &t — —w?et) = 0
ét) + (3 ) elt)
On pose wi = k/m ce qui donne pour la pulsation des petites oscillations
Wos = wg — w?
= Vps = v — 12

avec v = w/2x. Si la fréquence de rotation de la masse m devient grande, v, devient imaginaire et la
solution n’est plus physique ce qui veut dire que le ressort ne sera plus fixé a l'origine.

Exercice 2 : (8 points)

1. (1 point) Le principe de Hamilton stipule que I'action définie pour la quantité & minimiser est extremale,
ce qui donne
B
s = / dt
A
[

a4 v(y)

/.B /1 + y/g p

————ax
A v(y)

d’ou la quantité & minimiser ou bien le Lagrangien associé a la frajectoire est

Ly,y,z) = V1i+y?J/1+y

Le Lagrangien ne dépend pas explicitement de la variable z, quijoue le réle du temps. Le Hamiltonien
est donc conservé,

2. (1.5 point)
oL
Dy = a_y,
y'VI+y

comme H = p,y’ — L ce qui donne

H(y,py) = M1+y<_iL___VT:?ﬂ
Vity

1+y/2

Comme le Hamiltonien ne dépend pas de z, il est conservé.
3. (4.5 point) H = K alors

14y 2
1+y/2 = k
14y — k2
12 _
=Y = T
Yy 1

= =

V1+y—k? k>



En intégrant on obtient

1
2\/1+y—k/’2 = E$+C
1o\ o,
= _— - _1.
=y (%J:-i-Q) +k

Explicitant y(z) pour les coordonnées des points A et B on obtient

-1 C\* .,
— 4= ~1
(3e+5) +*

1 c\* .,
= (=+= —1
(2k+2) T

En sommmant les deux équations obtient C/k = 0 = C = 0 ce qui donne pour I'égquation

= s

1 2 2

Pour déterminer k, il suffit de prendre cette équation au point A ce qui donne

1 1
- = —4k-1
4 4k2 +
5 1
=k -SK+- =0
4 + 4
et les solutions sont )
ke {#l,+5}
ce qui donne les équations du mouvement suivantes
1 2
y = Zl’ pour k==+1
3 1
y = xQ—Z pour k:i§

Ainsi le temps nécessaire pour parcourir les frajectoires dans les deux cas sont

1 1 2
13
/ V14 y? 1+yd$:/ (1+x—)dz—
-1 -1 4 6

14

1 1
1
/ \/1+y’2\/1+ydx:/ (§+2x2)dx:€
—1 —1

les deux temps sont [égerement différents.
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