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Série N° 1 
Rappels et Compléments Mathématiques 

 
 
Exercice 1 

 Dans un repère orthonormé direct ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , on considère les vecteurs : 

jiv
rrr

331 += , kjiv
rrrr

++= 32 , kjiv
rrrr

23 +−=  et kiv
rrr

−= 24  

1. Représenter les vecteurs 1v
r

 et 2v
r

. 

2. Calculer 1v
r

, 2v
r

 et les produits 21 v.v
rr

et 21 vv
rr

∧ . 

3. Calculer l’angle formé par les vecteurs 1v
r

 et 2v
r

. 

4. Montrer que le vecteur 3v
r

 est perpendiculaire au plan (P) formé par les vecteurs 1v
r

 et 2v
r

. 

5. Montrer que le vecteur 4v
r

 appartient au plan (P) 

6. Déterminer le vecteur unitaire u
r
 porté par le vecteur ( )21 vv

rr
+  

7. Calculer le produit mixte ( )321 v,v,v
rrr

 et montrer qu’il est invariant par permutation 

circulaire. 
 
Exercice 2 

On considère dans le plan xOy deux vecteurs unitaires perpendiculaires v  u
rr

et , tournant 

autour de l’axe (Oz). Soit R(O,x,y,z) un repère muni de la base O.N.D )k,j,i(
rrr

. En posant 

θ=
→

)u,Ox(
r

 ( tωθ = , ω est une constante). Soit kt+j  btsin+i btcosr 2
rrrr

=  une fonction 

vectorielle et ate)t( −=λ  une fonction scalaire (a et b sont des constantes) 

1. Exprimer les vecteurs v  u
rr

et  dans la base )k,j,i(
rrr

. 

2. Déterminer le vecteur w
r

, tel que le système )( w,v,u
rrr

 constitue une base O.N.D 

3. Calculer 
RR

d

vd
 

d

ud

θθ

rr

et  dans la base )k,j,i(
rrr

 puis dans la base )w,v,u(
rrr

. 

4. Calculer 
RR

td

vd
 

dt

ud
rr

et  dans la base )k,j,i(
rrr

 puis dans la base )( w,v,u
rrr

. 

5. Calculer
R

dt

)r (d
r

λ
 et 

R
dt

)ru(d
rr

∧
 dans les bases )k,j,i(

rrr
 et )( w,v,u

rrr
. 

 
Exercice 3 

1. Considérons deux points A et B, définis en coordonnées cartésiennes par : ( )222 ,,A  et 

( )010 ,,B . 

Donner les coordonnées cylindriques ( )z,,ϕρ  et sphériques ( )ϕθ ,,r  de ces deux points, 

respectivement dans les bases ( )ze,e,e
rrr

ϕρ  et ( )ϕθ e,e,er

rrr
. 

2. Dans un repère orthonormé direct ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , un point M est repéré, à tout instant t, par 

ses coordonnées sphériques ( )ϕθ ,,r  telles que : 

( ) 












+=

−
1τ

t

eatr , ( ) tt
τ
π

θ
4

=  et ( )
3

π
ϕ =t  

 (a et τ  sont des constantes positives) 

Tracer qualitativement la courbe (C) décrite par les positions successives du point M 
quand t varie de 0 à τ2 . 
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Exercice 4 

Considérons un repère orthonormé direct ( )k,j,i,O
rrr

ℜ . En tout point M(x,y,z) de 

l’espace, on définit une quantité physique f telle que : ( ) 2rz,y,xf = avec OMr =  et 

kzjyixOM
rrr

++=  

1. Calculer le gradient du champ scalaire f, fgrad , et la différentielle totale de f, df. 

2. Montrer qu’en tout point M, OMdfgraddf =  ( OMd  est le vecteur déplacement élémentaire) 

3. Considérons le champ scalaire f, donné en tout point de l’espace par : 

( ) ( ) ( ) ( )ϕθθ 23 23 sincossinrMf =   

Exprimer fgrad  dans les bases sphérique ( )ϕθ e,e,er

rrr
 et cartésienne ( )k,j,i

rrr
. 

4. Soit une fonction vectorielle )z,y,x(f
r

 définie dans la base )k,j,i(
rrr

 par : 

kzjzxyiyzx)z,y,x(f
rrrr

++= 22  

Calculer fdiv
r
 et frot

r→
. 

 
Exercice 5 

Un enfant achète un cornet de glace. La glace fait une demi 
boule (sphérique) et remplit le cornet (de forme conique) de hauteur h 
= 11cm et d’angle °= 302α (figure ci-contre). 

1. Calculer le volume Vb de la demi boule en fonction de h et tan(α). 
2. Calculer le volume Vc du cornet en fonction de h et tan(α). 
3. En déduire le volume total de la glace (exprimé en litre) que mangera 
l’enfant. 
 
 
 
 

devoir à la maison 
Exercice 1 

 Dans un repère orthonormé direct ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , on considère deux vecteurs u
r
 et v

r
 

définis à tout instant t par : ( ) ( ) ktjtcositsinu
rrrr 22 ++= , ( ) ( )ktsinjtcosiev t

rrrr
332 +−= −  

1. Déterminer 
ℜ/dt

ud
r

 et 
ℜ/dt

vd
r

 à l’instant t = 0. 

2. Déterminer l’instant t1 où le vecteur ( ) ( )ktsinjtcosiew t
rrrv

3233 −+=  est perpendiculaire à v
r
. 

 
Exercice 2 

Dans le plan horizontal (xoy) d’un repère orthonormé direct ( )k,j,i,O
rrr

ℜ , un point M est 

repéré à tout instant t par ses coordonnées polaires ( )ϕρ ,  telles que ( ) ( )tcosat ωρ =  et 

( ) tt ωϕ =  (a et ω étant des constantes positives, ρρeOM
r

=  et 







=

∧
OM,Oxϕ ) 

1. Dans la base polaire ( )ϕρ e,e
rr

, calculer le vecteur 
ℜ

=
/dt

OMd
v
r

 

2. Dans la base polaire ( )ϕρ e,e
rr

, déterminer puis représenter les vecteurs OM  et v
r
 à l’instant 

( )s/t ωπ 4=  

 
 
 
 
 
 

 

O  

h  α  α  

z  
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Solution de série N° 1 
 
Exercice 1 
1.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.  

 - 2318033 222
1 ==++=v
r

 ,  11131 222
2 =++=v
r

 

 - 1210331321 =×+×+×=v.v
rr

 

 - ( ) ( ) ( ) kjikjivv
rrrrrrrr

63313331013301321 +−=×−×+×−×−×−×=∧  

3.  

 









=










=














=







 ∧

22

4

1123

12

21

21
21 arccosarccos

v.v

v.v
arccosv,v rr

rr
rr

 

 Ou bien 












=













=













 ∧
=







 ∧

11

3

1123

54

21

21
21 arcsinarcsin

v.v

vv
arcsinv,v rr

rr
rr

 

⇒ =






 ∧

21 v,v
rr

31.48° 

4.  

 3231
32

31 et 
0211311

0201313
vv vv

v.v

v.v rrrr
rr

rr

⊥⊥⇒




=×+×−×=

=×+×−×=
⇒ ( )Pv ⊥3

r
 

5.  

Kjijikiv
rrrrrrrr

−−−+=−= 33324  ⇒ 214 vvv
rrr

−=  ⇒ ( )Pv ∈4

r
 

6.  

53

64

21

21 kji

vv

vv
u

rrr

rr

rr
r ++

=
+

+
=   ⇒  kjiu

rrrr

53

1

53

6

53

4
++=  

7.  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )213132321

213213

132132

321321

18

18

18

v,v,vv,v,vv,v,v

vvvv,v,v

vvvv,v,v

vvvv,v,v
rrrrrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

==⇒








=∧=

=∧=

=∧=

 

⇒ ( )321 v,v,v
rrr

 est invariant par permutation circulaire. 

 
Exercice 2 
 
 
 
 
 
 

O  

K
r

 

j
r

 

1v
r

 

2V
r

 

i
r

 

z  

y  

x  

i
r

 

j
r

 
u
r

 
v
r

 

k
r

 •  θ  
θ  

y  

x  
z  
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1.  

( ) ( )jsinicosu
rrr

θθ += , ( ) ( )jcosisinv
rrr

θθ +−=  

2.  

Pour que le système )( w,v,u
rrr

 constitue une base O.N.D, if faut 1=== wvu
rrr

 et wvu
rrr

=∧  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) kjcosisinjsinicosvu
rrrrrrr

=+−∧+=∧ θθθθ ⇒ kw
rr

=  

3.  

 
( ) ( )( ) ( ) ( ) vjcosisin

d

jsinicosd

d

ud

RR

rrr
rrr

=+−=
+

= θθ
θ

θθ
θ

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ujsinicos
d

jcosisind

d

vd

RR

rrr
rrr

−=−−=
+−

= θθ
θ

θθ
θ

 

4.  

( ) ( )( ) ( ) ( ) vvjcosisin
dt

jsinicosd

dt

ud

RR

rr
&

r
&

r
&

rrr

ωθθθθθ
θθ

==+−=
+

=  

( ) ( )( ) ( ) ( ) uujsinicos
dt

jcosisind

dt

vd

RR

rr
&

r
&

r
&

rrr

ωθθθθθ
θθ

−=−=−−=
+−

=  

5.  

dt

 d
r

dt

r d

dt

)r (d

RR

λ
λ

λ r
rr

+=  

( ) ( ) kt2+j btbcos+i btsinb
dt

r d

R

rrrr

−= , atae
dt

 d −−=
λ

 

⇒ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]katt2+jbtasin- btbcos+i btcosa-btsinbe
dt

)r (d 2at

R

rrr
r

−−= −λ
 

RRR
dt

rd
ur

dt

ud

dt

)ru(d
r

rr
rrr

∧+∧=
∧

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kbtcoscosbtsinsinjtsinitcos

itcoskbtcoscosjtsinkbtsinsin

kt+j btsin+i btcosjcosisinr
dt

ud

22

22

2

R

rrr

rrrr

rrrrrr
r

θωθωθωθω

θωθωθωθω

θωθω

+−+=

+−+−=

∧+−=∧

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kbtsinbsinbtbcoscosjcostisint

isintkbtsinbsinjcostkbtbcoscos

kt2+j btbcos+i btsinbjsinicos
dt

rd
u

R

rrr

rrrr

rrrrr
r

r

θθθθ

θθθθ

θθ

++−=

++−=

−∧+=∧

22

22  

⇒ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )kbtsinbsinbtbcoscosjcostisint

kbtcoscosbtsinsinjtsinitcos
dt

)ru(d 22

R
rrr

rrr
rr

θθθθ

θωθωθωθω

+−+

+−+=
∧

22

 

⇒ 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )kbtcosb

jcosttsinisinttcos
dt

)ru(d 22

R
r

rr
rr

−−+

−++=
∧

θω

θθωθθω 22
 

Pour exprimer les dérivées 
R

dt

)r (d
r

λ
 et 

R
dt

)ru(d
rr

∧
dans la base )( w,v,u

rrr
, il faut exprimer 

)k,j,i(
rrr

 en fonction de la base )( w,v,u
rrr

. 

 
Exercice 3 
1. 

( )ϕρ cosx =  et ( )ϕρ siny =  
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( ) ( )ϕθ cossinrx = , ( ) ( )ϕθ sinsinry =  et ( )θcosrz =  

⇒ 22 yx +=ρ , 







=








=








=

ρρ
ϕ

x
arccos

y
arcsin

x

y
arctan , 22 zr += ρ , 









=








=

r

z
arccos

z
garctan

ρ
θ  

Coordonnées cartésiennes 
( )z,y,x  

Coordonnées cylindriques 
( )z,,ϕρ  

Coordonnées sphériques 
( )ϕθ ,,r  

( )222 ,,  







2

4
2 ,,

π
 








44

22
ππ

,,  

( )010 ,,  








0

2
1 ,,

π
 








22

1
ππ

,,  

 
2. 

La coordonnée ϕ est fixe, donc la courbe (C) est 
dans le plan méridien.  
Quand le temps t augmente de 0 à 2τ, la 
distance r diminue et l’angle θ augmente 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercice 4 

1. ( ) 2222 zyxrz,y,xf ++==  ⇒ k
z

f
j

y

f
i

x

f
fgrad

rrr

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= , dz

z

f
dy

y

f
dx

x

f
df

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=  

z
z

f
,y

y

f
,x

x

f
222 =

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
 ⇒ kzjyixfgrad

rrr
222 ++= , zdzydyxdxdf 222 ++=  

2.  

k
z

f
j

y

f
i

x

f
fgrad

rrr

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= , kdzjdyidxOMd

rrr
++= ⇒ dfdz

z

f
dy

y

f
dx

x

f
OMdfgrad =

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=  

3.  

( ) ϕθ ϕθθ
e

f

sinr
e

f

r
e

r

f
fgrad r

rrr

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=

11
 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )ϕθθ
ϕ

θθθϕ
θ

ϕθθ

26

223

29

23

323

22

coscossinr
f

sincossinsinr
f

sincossinr
r

f

=
∂
∂

−=
∂
∂

=
∂

∂

 

⇒ 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ϕ

θ

ϕθθ

θθθϕ

ϕθθ

ecoscossinr        

esincossinsinr        

esincossinrfgrad r

r

r

r

26

223

29

2

322

22

+

−+

=

 

M 

θe
r

 

re
r

 

ϕe
r

 

ρe
r

 

3

π
ϕ =  

k
r
 

O 

θ  

r  

ρ  

i
r
 

j
r
 

( )tM  

θe
r

 

( )0=tM  

( )τ2=tM  
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En coordonnées cartésiennes, la fonction f est exprimée par : 
 

( ) ( ) ( ) ( )ϕθθϕθ 23 23 sincossinr,,rf =  

( ) ( )ϕθ cossinrx = , ( ) ( )ϕθ sinsinry =  et ( )θcosrz =  ⇒ ( ) xyzz,y,xf 6=  

⇒ kxyjxziyzfgrad
rrr

666 ++=  

4.  

 kzjzxyiyzx)z,y,x(f
rrrr

++= 22  ⇒ zf,zxyf,yzxf zyx === 22  

z

f

y

f

x

f
ffdiv zyx

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇=

rrr
 ⇒ 14122 +=++= xyzxyzxyzfdiv

r
 

k
y

f

x

f
j

z

f

x

f
i

z

f

y

f
ffrot xyxzyz

rrrrrr












∂

∂
−

∂

∂
+









∂

∂
−

∂

∂
−











∂

∂
−

∂

∂
=∧∇= ⇒ ( )kzxzyjyxixyfrot

rrrr
2222 −++−=  

 
Exercice 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. 

Volume de la demi-boule, bv : 

( ) ϕθθ ddrdsinrdv 2=  : élément de volume en coordonnées sphériques. 

Rr ≤≤0 , πϕ 20 ≤≤ , 
2

0
π

θ ≤≤  

⇒ ( )
3

2
21

3

32

0

32

00

2 R
..

R
ddsindrrdvv

/R

b

π
πϕθθ

ππ

==== ∫∫∫∫  

 ( )
h

R
tan =α  ⇒ ( )α

π 3
3

3

2
tan

h
vb =  

2.  
Volume du cornet, cv : 

dzrdrddv ϕ=  : élément de volume en coordonnées cylindriques. 

rr ′≤≤0 , πϕ 20 ≤≤ , hz ≤≤0  

 ( ) z
h

R
r

h

R

z

r
tan =′→=

′
=α  

⇒ 
32

2
3

2

2

0

2

2

2

0

2

2

22

00

2

0 0 00

h

h

R
dzz

h

R
dzz

h

R
ddzrdrddzrdrdvv

hhh h
z

h

R

r

c

ππ
πϕϕ

ππ

∫∫∫∫ ∫ ∫ ∫∫∫ ===
















===
′

 

⇒
3

2hR
vc

π
=  

( )
h

R
tan =α  ⇒ ( )α

π 2
3

3
tan

h
v c =  

3.  
Quantité de glace exprimée en litre : 

( ) ( ) ( ) ( )( )αα
π

α
π

α
π 23

3
2

3
3

3

2
333

2
tantan

h
tan

h
tan

h
vvV cbT +=+=+=  

°== 1511 α,cmh  ⇒ 37153 cm.VT =  37153 cm.VT =  ⇒ litres.VT 15370=   

 
 

O  

h  α  α  

z  

O  

h  α  α  

z  

z  
r ′  
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Série N° 2 

Cinématique du Point Matériel et changement de référentiel 
 
Exercice 1 

Les coordonnées d’un point matériel M dans un repère orthonormé direct )k,j,i,O(R
rrr

 

sont données en fonction du temps par : x(t) = t-1, y(t) =-t2+1 et z(t) = 0. 
1. Déterminer l’équation de la trajectoire de M. 
2. Déterminer les vecteurs vitesse et accélération de M. 
3. Calculer les accélérations tangentielle et normale de M. 
4. Déduire le rayon de courbure Rc de la trajectoire en fonction du temps. 
 

Exercice 2 
On considère un point M en mouvement dont les coordonnées cylindriques sont, à 

chaque instant: ρ(t)=a0 t
2+ρ0, ϕ(t)=ωt-ϕ0 et z(t)=-vt, avec ρ0=1m, a0=1m.s-2, ω=3rad.s-1, 

ϕ0=2rad et v=2m.s-1. 

1. Exprimer dans la base cylindrique )e,e,e( z

rrr
ϕρ , les vecteurs vitesse et accélération de M. 

2. Calculer la norme du vecteur vitesse de M à l’instant t = 1 s. 
3. Calculer la norme du vecteur accélération de M à l’instant initial (t = 0 s). 
 
Exercice 3 

L’abscisse curviligne d’un point matériel M décrivant un cercle de rayon R est 

tbta)t(s += 2

2

1
, a et b étant des constantes. 

1. Exprimer, dans la base de Frenet )b,n,(
rrr

τ , les accélérations tangentielle et normale de M. 

2. Déduire le module de l’accélération de M. 
 
Exercice 4 

On considère un point M en mouvement dans le plan xOy. M est repéré par ses 

coordonnées polaires suivantes : t;)cos(
2

 0 ωϕϕ
ρ

ρ =+= 1  où 0ρ  et ω sont des constantes 

positives. 
1. Quelle est l’allure de la trajectoire de M. 
2. Exprimer, en fonction de l’angle ϕ, l’abscisse curviligne s de M, comptée à partir du point A 
qui correspond à ϕ = 0. Pour quel angle polaire a-t-on s = ρ0 ? On désignera par B la position 
correspondante de M. 
3. En déduire le périmètre de la trajectoire. 

4. Exprimer dans la base polaire )e,e( ϕρ
rr

, les vecteurs vitesse et accélération de M 

5. En déduire, les modules de la vitesse et de l’accélération de M en fonction de ρ. 
6. Déterminer le rayon de courbure Rc de la trajectoire. 

7. Déterminer les vecteurs de la base de Frenet ).b,n,(
rrr

τ  

8. Calculer les accélérations tangentielle et normale de M. 
9. Application numérique : ρ0 = 50cm, ω = 3.2rad/s. Calculer la vitesse, l’accélération et le 
rayon de courbure en A et B. 
 
Exercice 5 
On laisse tomber d’un immeuble de hauteur h une bille M sans vitesse initiale. Dans un 

référentiel )k,j,i,O(R
rrr

lié à cet immeuble, la chute de celle-ci s’effectue verticalement selon 

un mouvement uniformément accéléré d’accélération kg
rr

−=γ (voir la figure ci-dessous). 

1. Déterminer le vecteur position MO′  de la bille dans un référentiel )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

lié à une 

voiture se déplaçant suivant un mouvement rectiligne uniforme de vitesse iuu
rr

=  et passant à 

la verticale de chute au moment du lâcher. Déduire l’équation de la trajectoire de la bille dans 

)k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

. 
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2. Déterminer le vecteur position MO′  de la bille dans le même référentiel )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

 si 

on admet que la voiture entame au moment du lâcher et à partir de la verticale de chute un 

mouvement rectiligne uniformément accéléré d’accélération ia
rr

=γ . Déduire l’équation de la 

trajectoire de la bille dans )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

devoir à la maison 
Exercice 1  

Une particule M se déplace sur l’axe Ox, de vecteur unitaire i
r
, avec une accélération 

négative, proportionnelle à la vitesse à chaque instant: iv -k
rr

=γ (k est une constante 

positive). A l’instant t = 0, elle passe en O avec une vitesse v0 = 20 m s-1. 
1. Déterminer la loi v(x) (la vitesse au point x). 
2. A quelle vitesse et à quel instant la particule passera-t-elle à 150 m de l’origine O, si le 
module de l’accélération à l’instant 0 vaut 2 m s-2 ? 
 
Exercice n2 

Un nageur plonge d’un point A situé sur une rive d’un fleuve de largeur l  et veut 

atteindre l’autre rive en un point B situé juste en face de A. Pour cela, il nage suivant une 
direction faisant un angle α avec (AB). Sa vitesse par rapport à l’eau est v et la vitesse du 
courant est u.  
1. Sur un schéma, représenter vectoriellement les vitesses et déterminer l’angle α en fonction 
de v et u. 
2. Exprimer, en fonction de l , u et v,le temps nécessaire t (temps de traversée) pour que le 

nageur traversera la fleuve. 
3. Que devient ce temps si le point B n’est pas situé en face de A. 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

k
r

 

i ′
r

 

k ′
r

 

i
r

 

γ
r

 

O  O′  

M  

x  

z  z ′  

x ′  

h  
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Solution de série N° 2 
Cinématique du Point Matériel et changement de référentiel 

Exercice 1 
1. 
x(t) +1 = t ⇒ , y =-x2-2x (équation de la trajectoire) ⇒ la trajectoire est une parabole. 
2. 

( ) jtik
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

/dt

OMd
/Mv

rrrrrr
2−=++=

ℜ
=ℜ  

( ) ( )
jk

td

zd
j

td

yd
i

td

xd

/dt

OMd

/dt

/Mvd
/M

rrrr
r

r
2

2

2

2

2

2

2

2

2

−=++=
ℜ

=
ℜ
ℜ

=ℜγ  

3. 

 Accélérations tangentielle : 
( )

τγ
r

r
r

dt

/Mvd
t

ℜ
=  

( )
( )

j
t

t
i

t/Mv

/Mv rr
r

r
r

22 41

2

41

1

+
−

+
=

ℜ

ℜ
=τ , 

( )
2

2

41

4
41

t

t

dt

td

dt

/Mvd

+
=






 +

=
ℜ

r

 

⇒ j
t

t
i

t

t
t

rrr

2

2

2 41

8

41

4

+
−

+
=γ  

Accélération normale : ( ) tn /M γγγ
rrr

−ℜ=  

    ⇒ j
t

i
t

t
n

rrr

22 41

2

41

4

+
−

+
−=γ  

4. 

Rayon de courbure : 
( )

( ) ( )
( )

2

41 2

3
2

3
t

/M/Mv

/Mv
Rc

+
=

ℜ∧ℜ

ℜ
=

γ
rr

r

 

⇒ 
( )

2

41 2

3
2t

Rc

+
=  

Ou bien  

( )
n

R

/Mv

c
n

r
r

r
2

ℜ
=γ  ⇒ 

( )
n

R

/Mv

c
n

r
r

r
2

ℜ
=γ , 1=n

r
 

⇒ 
( ) ( ) ( )

2

41

41

2

41

4

41 2

3
2

2

2

2

2

2
2

t

tt

t

t/Mv
R

n
c

+
=










+
+









+

+
=

ℜ
=

γ
r

r

 

 

Exercice 2 
1.  

( )
( )

k
dt

dz

/dt

ed
e

dt

d

/dt

kzed

/dt

OMd
/Mv

r
r

r
rr

r
+

ℜ
+=

ℜ

+
=

ℜ
=ℜ

ρ
ρ

ρ ρ
ρρ

 

⇒ ( ) ( ) kvetaeta/Mv
rrrr

−++=ℜ ϕρ ωρ0
2

002  

⇒ ( ) ( ) ( )( ) 22

0
2

0
2

02 vtata/Mv +++=ℜ ωρ
r

 

( ) ( ) ( ) ρϕϕρ ωρωωγ etaetaetaea
/dt

/Mvd
/M

rrrr
r

r 2
0

2
0000 222 +−++=

ℜ

ℜ
=ℜ  

⇒ ( ) ( )[ ] ϕρ ωωργ etaetaa/M
rrr

0
2

0
2

00 42 ++−=ℜ  

⇒ ( ) ( )[ ] ( )20

22
0

2
00 42 tataa/M ωωργ ++−=ℜ

r
 

2.  
Norme du vecteur vitesse de M à l’instant t = 1 s. 
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( ) ( ) ( )( ) s/m.vaa/Mv 6362 22
00

2
0 =+++=ℜ ωρ

r
 

3.  
Norme du vecteur accélération de M à l’instant initial (t = 0 s). 

( ) ( ) 222
00 72 −=−=ℜ msa/M ωργ

r
 

 
Exercice 3 
1.  

Accélérations tangentielle : 
( )

ττγ
r
&&

r
r

r
s

dt

/Mvd
t =

ℜ
=  

a
dt

sd
s ==

2

2

&&  ⇒ τγ
rr

at =  

Accélération normale : 
( )

n
R

/Mv

c
n

r
r

r
2

ℜ
=γ  

Le point M décrit un cercle de rayon R ⇒ Le rayon de courbure est RRc =  

 ( ) τ
v&

r
s/Mv =ℜ  ⇒

( )
n

R

bat
n

R

s
n

rr&r
22

+
==γ  

⇒ 
( )

n
R

bat
n

rr
2+

=γ  

2.  
Module de l’accélération de M : 
( ) nt/M γγγ

rrr
+=ℜ  (ℜ est le référentiel dans lequel M décrit le cercle) 

⇒ ( ) 222
nt/M γγγ
rrr

+=ℜ  

⇒ ( ) ( )
2

4
22

R

bat
a/M

+
+=ℜγ

r
 

⇒ ( ) ( ) 2

1

2

4
2













 +
+=ℜ

R

bat
a/Mγ

r
 

 
Exercice 4 
1.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La trajectoire de M est une cardioïde. Elle admet l’axe (Ox) comme un axe de symétrie. 
Elle coupe cet axe en ( )πϕρ == ,O 0  et en ( )00 == ϕρρ ,A . Elle rencontre l’axe (Oy) en 









==

22
0 π

ϕ
ρ

ρ ,C  et en 







−==′

22
0 π

ϕ
ρ

ρ ,C . 

B  

A  
O  

y  

x  

C ′  

C  

3

π
 

2
0ρ  

2
0ρ  

0ρ  
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2.  

En coordonnées polaires : ϕρ ϕρρ ededOMd
rr

+=  

 En coordonnées curvilignes : τ
r

dsOMd =  

  ⇒ ( ) ( ) ( )222 ϕρρ ddds +=  ⇒ ( ) ( )22 ϕρρ ddds +=  

 ( )( )ϕ
ρ

ρ cos+= 1
2
0  ⇒ ( ) ϕϕ

ρ
ρ dsind

2
0−=  ⇒ ( ) ( )( )

2

0

2

0 1
22 








++








−= ϕϕ

ρ
ϕϕ

ρ
dcosdsinds  

⇒ ( )( )ϕϕ
ρ

cosdds += 12
2
0  ⇒ ϕ

ϕ
ρ dcosds 








=

2
0  ⇒ ∫ 








= ϕ

ϕ
ρ dcoss

2
0  

   ⇒ 00
2

2 ssins +







=

ϕ
ρ  

L’abscisse curviligne s de M est comptée à partir du point A, c-à-d s = 0 en A. 
⇒ s = 0 si ϕ = 0 ⇒ ( ) ( ) 0020 00 =+== ssins ρϕ  ⇒ 00 =s  

⇒ 







=

2
2 0

ϕ
ρ sins  

Si 0ρ=s  ⇒ 







=

2
2 00

ϕ
ρρ sin  ⇒ 

2

1

2
=







ϕ
sin  ⇒ 

3

π
ϕ =  

   ⇒ 0
0

4

3

3
1

23
ρ

πρπ
ρ =
















+=








cos  ⇒ 








34

3
0

π
ρ ,B  

3.  
 Le demi périmètre (demi longueur de la trajectoire) est la longueur de l’arc AO . 

  0

0

0

0

0 2
2

2
22

1
ρ

ϕ
ρϕ

ϕ
ρ

ππϕ

ϕ

=















=








== ∫ ∫

=

=

sindcosdsP
O

A

 

    ⇒ le périmètre de la trajectoire est 04ρ=P  

4.  

( )
( )

( ) ( )( ) ϕρ
ρ

ρ
ρ ωϕ

ρ
ϕω

ρ
ρ

ρρ
ecosesin

/dt

ed
e

dt

d

/dt

ed

/dt

OMd
/Mv

rr
r

r
r

r
++−=

ℜ
+=

ℜ
=

ℜ
=ℜ 1

22
00  

⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ϕρ

ρϕϕρ

ϕωρω
ρ

ϕρ

ωϕ
ρ

ωϕ
ρ

ϕω
ρ

ϕω
ρ

γ

esinecos

ecosesinesinecos
/dt

/Mvd
/M

rr

rrrr
r

r

2
0

20
0

20202020

2

1
2222

−







+−=

+−−−−=
ℜ

ℜ
=ℜ

5.  

 ( ) ( ) ( )( ) 







=








++








=ℜ

2
1

22
0

2

0

2

0 ϕ
ωρωϕ

ρ
ϕω

ρ
coscossin/Mv

r
 

 ( ) ( ) ( )( ) 







+=+


















+=ℜ

2
81

22
22022

0

2

20
0

ϕ
ω

ρ
ϕωρω

ρ
ϕργ cossincos/M

r
 

On exprime ( )ℜ/Mv
r

 et ( )ℜ/Mγ
r

 en fonction de ρ : 

( )( )
0

2
0

0

22
1

2 ρ
ρϕϕ

ρρϕ
ρ

ρ =







⇒








=⇒+= coscoscos  

⇒ ( ) ρρω 0=ℜ/Mv
r

 , ( ) ρρρ
ω

γ 0
2
0

2

8
2

+=ℜ/M
r

 

6.  

Rayon de courbure Rc de la trajectoire : 
( )

( ) ( )ℜ∧ℜ

ℜ
=

/M/Mv

/Mv
Rc

γ
rr

r 3
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

z

zz

ecos

ecoscosesin/M/Mv

r

rrrr









=











+++=ℜ∧ℜ

22

3

2
1

22

232

2
02

0
02

32

0

0

ϕ
ωρ

ωρ
ϕωρϕ

ωρ
ϕ

ωρ
γ

 

    ⇒ ( ) ( ) 







=ℜ∧ℜ

22

3 232
0

ϕ
ωργ cos/M/Mv

rr
 









=⇒



























=
23

2

22

3

2
0

232

3

0

0

ϕ
ρ

ϕ
ωρ

ϕ
ωρ

cosR

cos

cos

R cc  

7.  

 Les vecteurs de la base de Frenet )b,n,(
rrr

τ  : 

 - 
( )
( ) ϕρ

ϕϕ
τ ecosesin

/Mv

/Mv rr
r

r
r









+








−=

ℜ

ℜ
=

22
 

 - le mouvement de M se fait dans le plan (xoy) ⇒ τ
r
 et n

r
 ∈  (xoy). 

  ⇒ τ
rr

⊥k  et nk
rr

⊥  ⇒ kb
rr

=  

 - ττ
vrvrr

∧=∧= kbn  ⇒ ϕρ
ϕϕ

esinecosn
rrr









−








−=

22
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A chaque instant t, le point M appartient à un cercle de rayon ( )ϕcc RR =  et de centre C 

tel que nRMC c

r
=  

8.  

Accélérations tangentielle : 
( )

ττγ
r
&&

r
r

r
s

dt

/Mvd
t =

ℜ
=  









=

2
2 0

ϕ
ρ sins  ⇒ 








−==

22

2
0

2

2 ϕωρ
sin

dt

sd
s&&  ⇒ τ

ϕωρ
γ

rr








−=

22

2
0 sint  

Accélération normale : 
( )

n
R

s
n

R

/Mv

cc

n

r&r
r

r 2
2

=
ℜ

=γ  

O  

y  

x  

ϕe
r

 ρe
r

 

τ
r

 

n
r

 
ϕ  

ρ  

•  

ze
r

 
b
r

 
k
r
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=

2
0

ϕ
ωρ coss& ⇒ n

cos

cos

n

rr



























=

23

2

2

0

2

0

ϕ
ρ

ϕ
ωρ

γ  ⇒ ncosn

rr








=

22

3 2
0

ϕ
ωργ  

 On vérifie que ( ) nt/M γγγ
rrr

+=ℜ  ? 

ncossinnt

rrrr








+








−=+

22

3

22
2

0

2
0 ϕ

ωρτ
ϕωρ

γγ  

⇒

( ) ( ) ϕρ

ϕρϕρ

ϕωρω
ρ

ϕρ

ϕϕϕ
ωρ

ϕϕϕωρ
γγ

esinecos

esinecoscosecosesinsinnt

rr

rrrrrr

2
0

20
0

2
0

2
0

2

2222

3

2222

−







+−=

















−








−








+
















+








−








−=+

 

⇒ ( ) nt/M γγγ
rrr

+=ℜ  

9.  
Application numérique (ρ0=50cm, ω=3.2rad/s ) : 

  - En A : 

( ) s/m./Mv 610 ==ℜ ωρ
r

 

   ( ) 22
0 57

2

3
s/m./M ==ℜ ωργ

r
 

m.Rc 330
3

2
0 == ρ  

 - En B : 

( ) s/m./Mv 381
2

3
0 ==ℜ ωρ

r
 

   ( ) 22
0 66

2

7
s/m./M ==ℜ ωργ

r
 

m.Rc 290
3

3
0 == ρ  

 
Exercice 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Le vecteur position de la bille dans le référentiel ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  est : 

kzOM
r

=  ( 0== yx ) 

La bille est en chute libre sans vitesse initiale dans ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  avec une accélération 

kg
rr

−=γ  

⇒ g
dt

zd
z −==

2

2

γ  ⇒ 00
2

2

1
ztvgtz ++−=  

A 0=t , 00 =v , hz =0  ⇒ hgtz +−= 2

2

1
 ⇒ khgtOM

r








+−= 2

2

1
 

k
r

 

i ′
r

 

k ′
r

 

i
r

 

γ
r

 

O  O′  

M  

x  

z  z ′  

x ′  

h  
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Le vecteur position de la bille dans le référentiel ( )k,j,i,O ′′′′ℜ′
rrr

 est : 

kzjyixMO ′′+′′+′′=′
rrr

 

ii ′=
rr

, kk ′=
rr

 et 0=′y  (le mouvement de M se fait dans le plan (xoz)) ⇒ kzixMO
rr
′+′=′  

 MOOOOM ′+′=  ⇒ OOOMMO ′−=′  

1. 

1er cas : )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

 est en mouvement rectiligne uniforme de vitesse iuu
rr

=  et 

passant à la verticale de chute au moment du lâcher : 

Le point O′  est fixe dans )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

 ⇒ ( ) i
dt

dx
iu

/dt

OOd
/Ov O

rrr ′==
ℜ

′
=ℜ′  

⇒ CutxO +=′  

A 0=t  → OO ′≡  → 0=′Ox → 0=C  ⇒ utxO =′  ⇒ iutOO
r

=′  

⇒ iutkhgtOOOMkzixMO ′−′







+−=′−=′′+′′=′

rrrr
2

2

1
 

⇒ utx −=′  et hgtz +−=′ 2

2

1
 ⇒ h

u

x
gz +

′
−=′

2

2

2

1
 

⇒ la trajectoire de la bille dans )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

 est une parabole. 

2.  

2ème cas : )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

 est en mouvement rectiligne uniformément accéléré 

d’accélération ia
rr

=γ  et passant à la verticale de chute au moment du lâcher : 

Le point O′  est fixe dans )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

 ⇒ ( ) i
dt

xd
ia

/dt

OOd
/O O

rrr

2

2

2

2
′==

ℜ

′
=ℜ′γ  

⇒ 21
2

2

1
CtCatxO ++=′  

A 0=t  → OO ′≡  → 0=′Ox , 0=′Ox& → 021 == CC  ⇒ 2

2

1
atxO =′  ⇒ iatOO

r
2

2

1
=′  

⇒ iatkhgtOOOMkzixMO ′−′







+−=′−=′′+′′=′

rrrr
22

2

1

2

1
 

⇒ 2

2

1
atx −=′  et hgtz +−=′ 2

2

1
 ⇒ hx

a

g
z +′=′  

⇒ la trajectoire de la bille dans )k,j,i,O(R ′′′′′
rrr

 est une droite d’équation hx
a

g
z +′=′ . 
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Série N° 3 
Dynamique du Point Matériel  

 
Exercice 1 : 

On considère le repère ℜ(Oxyz) (repère absolu), (xOy) étant le plan horizontal. Soit (P) 
un plan vertical qui tourne autour de l’axe (Oz) avec une vitesse angulaire constante ω . Dans 

ce plan (P), un anneau M assimilé à un point matériel de masse m se meut sans frottement, 
dans le champ de pesanteur, sur un cerceau (C) de centre O1 et de rayon r. La position de O1 
est définie par les paramètres a et b (a et b sont des constantes), celle de M est définie par 

l’angle )(tθ  (voir figure 1). On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié au plan (P) (repère 

relatif) tel que le plan (x1O1z1) reste constamment dans le plan (P) et kk
rr

=1 . On suppose que  

0== θθ &  à t=0.  

1. Exprimer dans la base ( 111 k,j,i
rrr

) : 

a. le vecteur rotation de R1 par rapport à ℜ: ( )ℜℜ /1Ω
r

; 

b. les vitesses relative, d’entraînement et absolue du point M; 
c. les accélérations relative, d’entraînement, de Coriolis et absolue du point M; 
d. le poids de M et les forces d’inertie. 

2. En appliquant le théorème de la quantité du mouvement dans le repère ℜ1, déterminer 
l’équation différentielle du mouvement de M vérifiée par θ  et les composantes de la réaction 

R
r

 dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ).  En déduire une relation entre θ  et θ& . 

3. que deviennent ces résultats si le plan (P) est fixe. 
 

Exercice 2 : 
1. On considère un camion immobile à benne baissée. On pose sur la benne une brique de 
masse m = 3 kg. Le camion soulève sa benne progressivement. Les coefficients de frottement 
statique et dynamique entre la benne et la brique sont respectivement ks = 0.6 et Kd = 0.3. 

a. Calculer l’angle α0 d’inclinaison de la benne par rapport à l’horizontale pour 
provoquer le glissement de la brique. 
b. Si α = 45°, déterminer l’accélération de la brique. On donne g = 10 m.s-2. 

2. Le camion roule maintenant en ligne droite avec une vitesse constante cv . Une boîte, 

considérée comme ponctuelle, glisse sur sa benne avec une vitesse 150 −= s.m.vb  (voir figure 

2). Sachant que la benne est inclinée par rapport à l’horizontale d’un angle α = 60°, 
a. Déterminer la vitesse du camion pour qu’un observateur au sol puisse voir la boîte 
tomber verticalement. En déduire la vitesse de la boîte par rapport au sol. 
b. Que devient la vitesse de la boîte par rapport au sol si la vitesse du camion est 

150 −= s.m.vc . Faire le schéma de composition des vitesses. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1z  

O  

1y  

1x  

b  

a  

θ  

1x  

x  

1O  

y  

P  

M  

tω  

z  

θe
r

 
ρe

r
 

ω  

Figure 1 

Figure 2 

bv
r

 

cv
r

 
α  
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Solution de série N° 3 
Dynamique du Point Matériel  

 
Exercice 1 : 
 
           

( ) ( )jtsinitcosi
rrv

ωω +=1 , ( ) ( )jtcositsinj
rrr

ωω +−=1 , kk
rr

=1  

 
 

1
1 j
/dt

id r
r

ω=
ℜ

 , 1
1 i
/dt

jd r
r

ω−=
ℜ

 , 01
r

r

=
ℜ/dt

kd
 

 
 

( ) ( ) 11 kcosisine
rrr

θθρ +=  , ( ) ( ) 11 ksinicose
rrr

θθθ +−=  , 1jez

rr
−=  

 
 

θ
ρ θe

/dt

ed r
&

r

−=
ℜ1

 , ρ
θ θe

/dt

ed r
&

r

=
ℜ1

 , 0
1

r
r

=
ℜ/dt

ed z  

 
 

MOOOOM 11 += , 111 kbiaOO
rr

+= , ρerMO
r

=1  (r, a, b sont des constantes) 

1. 

On exprime dans la base ( 111 k,j,i
rrr

) : 

a. le vecteur rotation de R1 par rapport à R: ( )R/R1Ω
r

 : 

11
1 ij
/dt

id rrr
r

∧==
ℜ 1kωω  , 11

1 ji
/dt

jd rrr
r

∧=−=
ℜ 1kωω  , 1

1 0 k
/dt

kd rrr
r

∧==
ℜ 1kω  

⇒ ( ) 11 k/
rrr

ωΩ =ℜℜ  

b. les vitesses relative, d’entraînement et absolue du point M : 

- ( ) ( )
( )

θ
ρρ θer

/dt

ed
r

/dt

erd

/dt

MOd
/MvMv r

r
&

rr
rr

−=
ℜ

=
ℜ

=
ℜ

=ℜ=
111

1
1  

⇒ ( ) ( ) ( ) 11 ksinricosrMv r

r
&

r
&

r
θθθθ −=  : vitesse relative 

 - ( ) ( ) ( ) MO//OvMve 111 ∧ℜℜ+ℜ=
rrrr

Ω  

 ( ) ( )
1

11111
1 ja

/dt

kd
b

/dt

id
a

/dt

kbiad

/dt

OOd
/Ov

r
rrrr

r
ω=

ℜ
+

ℜ
=

ℜ

+
=

ℜ
=ℜ  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1111111 jsinrkcosisinrkerkMO/
rrrrrrrr

θωθθωωΩ ρ =+∧=∧=∧ℜℜ  

 ⇒ ( ) ( )( ) 1jsinraMve

rr
θωω +=  : vitesse d’entraînement 

 - ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 111 jsinraksinricosrMvMvMv era

rr
&

r
&

rrr
θωωθθθθ ++−=+=  

 ⇒ ( ) ( ) ( )( ) ( ) 111 ksinrjsinraicosrMva

r
&

rr
&

r
θθθωωθθ −++=  : vitesse absolue 

c. les accélérations relative, d’entraînement, de Coriolis et absolue du point M : 

- ( ) ( ) ( ) ( )
ρθ

θ
θ

θ θθθθ
θ

γγ erer
/dt

ed
rer

/dt

erd

/dt

/Mvd
/MMr

r
&

r
&&

r

&
r
&&

r
&r

rr 2

111

1
1 −−−=

ℜ
−−=

ℜ

−
=

ℜ

ℜ
=ℜ=  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
2

1
2 kcosrsinrisinrcosrMr

r
&&&

r
&&&r

θθθθθθθθγ +−−=  : accélération relative 

 - ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )MO//MO
/dt

/d
/OMe 1111

1
1 ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= ΩΩ

Ω
γγ

rr
r

rr
 

 ( ) ( ) ( )
1

211
1 ia

/dt

jad

/dt

/Ovd
/O

r
rr

r
ω

ω
γ −=

ℜ
=

ℜ

ℜ
=ℜ  

i
r

 

1i
r

 

j
r

 

1j
r

 

K
r

 

tω  

tω  

1K
r

 
•  

1K
r

 

ρe
r

 

θe
r

 

ze
r

 
θ  

1j
r

 
1i
r

 

⊗  
•  
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( )

00 11
1

rr
r

=∧=∧
ℜ

ℜℜ
MOMO

/dt

/dΩ
 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1
2

11111 isinrjsinrkMO//
rrrrr

θωθωωΩΩ −=∧=∧ℜℜ∧ℜℜ  

 ⇒ ( ) ( )( ) 1
22 isinraMe

rr
θωωγ −−=  : accélération d’entraînement 

 - ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 11111 222 jcosrksinricosrkMv/M rc

r
&

r
&

r
&

rrrr
θθωθθθθωΩγ =−∧=∧ℜℜ=  

 ⇒ ( ) ( ) 12 jcosrMc

r
&r

θθωγ =  : accélération de Coriolis 

 - ( ) ( ) ( ) ( )MMMM cera γγγγ
rrrr

++=  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) 1
2

1

1
222

2

kcosrsinr

jcosr

isinrasinrcosrMa

r
&&&

r
&

r
&&&r

θθθθ

θθω

θωωθθθθγ

+−

+

−−−=⇒

 : accélération absolue 

d. le poids de M et les forces d’inertie : 

  - 1kmggmP
rrr

−==  : poids de M 

  - ( ) ( )( ) 1
22 isinmrmaMmF ee

rrr
θωωγ +=−=  : force d’inertie d’entraînement 

  - ( ) ( ) 12 jcosmrMmF cc

r
&rr

θθωγ −=−=  : force d’inertie de Coriolis 

2.  
Application du théorème de la quantité du mouvement (P.F.D) dans le repère R1 :  

1ℜ  est en mouvement de rotation par rapport à ℜ fixe (galiléen) ⇒ 1ℜ  est non galiléen 

⇒ P.F.D dans 1ℜ  s’écrit : ( ) ceextr FFFMm
rrrr

++= ∑γ  avec ∑ += RPFext

rrr
 

Soit zzeReReRR
rrrr

++= θθρρ  

 M se meut sans frottement sur le cerceau (C) ⇒ la composante tangentielle est 

nulle c-à-d 0=θR  ⇒ zzeReRR
rrr

+= ρρ  

 P.F.D dans 1ℜ  s’écrit ainsi : 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) 0

2

1
2

11
222

rrrr
&&&

r
&

r
&&&

=−−−+−

+−−−

zzeReRkmgcosmrsinmr

jcosmrisinrasinrcosrm

ρρθθθθ

θθωθωωθθθθ
 (E) 

θe
r

×(E) ⇒  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 02222 =−+−−−−− θθθθθθθωωθθθθ sinmgcosmrsinmrcossinrasinrcosrm &&&&&&  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )θθωθωθθ cossincos
r

a
sin

r

g 22 ++=&&  

Equation différentielle du mouvement de M vérifiée par θ  

ρe
r

×(E) ⇒  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 02222 =−−+−−−− ρθθθθθθθωωθθθθ Rcosmgcosmrsinmrsinsinrasinrcosrm &&&&&&  

⇒ ( ) ( ) ( )θωθωθθρ
2222 sinmrsinmamrcosmgR −−−= &  

ze
r

×(E) ⇒  

( ) 02 =−− zRcosmr θθω &  

⇒ ( )θθω cosmrRz
&2−=  

⇒ ( ) ( ) ( )( ) ( ) zecosmresinmrsinmamrcosmgR
r

&
r

&
r

θθωθωθωθθ ρ 22222 −−−−=  

Relation entre θ  et θ&  : 

( ) ( ) ( ) ( )θθθωθθωθθθθ &&&&&& cossincos
r

a
sin

r

g 22 ++=  

⇒ 
( ) ( ) ( )

dt

cosd

dt

sind

r

a

dt

cosd

r

g

dt

d θωθ
ω

θθ 2

42

1 2
2

2

−+−=
&

 

⇒ ( ) ( ) ( ) ctecossin
r

a
cos

r

g
+−+−= θ

ω
θωθθ 2

42

1 2
22&  

A 0=t  : 0== θθ &  ⇒ 
4

2ω
+=

r

g
cte  
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⇒ ( ) ( ) ( )
4

2
42

1 22
22 ω

θ
ω

θωθθ ++−+−=
r

g
cossin

r

a
cos

r

g&  

( ) ( )θθ 2212 sincos −= ⇒ ( ) ( ) ( )
4242

1 2
2

22
22 ω

θ
ωω

θωθθ +++−+−=
r

g
sinsin

r

a
cos

r

g&  

⇒ ( )( ) ( ) ( )







++−= θθωθθ sin

r

a
sincos

r

g 2
1

2 22&  

3.  
Cas particulier : le plan (P) est fixe : 

⇒ ( ) 01

rrr
=ℜℜ /Ω  ⇒ ( ) 0

rr
=Mve  ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 11 ksinricosrMvMv ra

r
&

r
&

rr
θθθθ −==  

⇒ ( ) 0
rr

=Meγ , ( ) 0
rr

=Mcγ  ⇒ ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1
2

1
2 kcosrsinrisinrcosrMM ra

r
&&&

r
&&&rr

θθθθθθθθγγ +−−==  

⇒ 0
rr

=eF  

⇒ 0
rr

=cF  

Le plan (P) est fixe ⇒ 1ℜ  est fixe par rapport à ℜ  ⇒ 1ℜ  est galiléen 

⇒ P.F.D dans 1ℜ  s’écrit : ( ) zzext eReRkmgRPF/Mm
rrrrrrr

++−=+==ℜ ∑ ρργ 11   

⇒ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) zzeReRkmgkcosmrsinmrisinmrcosmr
rrrr

&&&
r

&&& ++−=+−− ρρθθθθθθθθ 11
2

1
2  (E) 

θe
r

×(E) ⇒ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )θθθθθθθθθθθ sinmgsincosmrsinmrcossinmrcosmr −=+−+− 22 &&&&&&  

  ⇒ ( )θθ sin
r

g
=&&  : Equation différentielle du mouvement de M vérifiée par θ  

ρe
r

×(E) ⇒ ( ) 2θθρ
&mrcosmgR −=  

ze
r

×(E) ⇒ 0=zR  

⇒ ( )( ) ρθθ emrcosmgR
r

&
r

2−=  

Relation entre θ  et θ&  : 

( )θθθθ &&&& sin
r

g
=  ⇒ 

( )
dt

cosd

r

g

dt

d θθ
−=

2

2

1 &
 ⇒ ( ) ctecos

r

g
+−= θθ 2

2

1 &  

A 0=t  : 0== θθ &  ⇒ 
r

g
cte =  ⇒ ( )

r

g
cos

r

g
+−= θθ 2

2

1 &  ⇒ ( )( )θθ cos
r

g
−= 1

22&  

 
Exercice 2 : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.  
 Camion immobile : 

a. angle limite α0 pour provoquer le glissement de la brique : 
La brique est considérée comme un point matériel M  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

bv
r

 

cv
r

 
α  

M  

i
r

 
j
r

 

nR
r

 
tR
r

 

R
r

 

j
r

 

0α  P
r

 

0α  

O  

k
r

 •  
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A l’équilibre : 0
rrr

=+ RP  ⇒ ( ) ( ) 000

rrrrr
=++−− jRiRjcosmgisinmg ntαα  

tt RR
r

=  : composante tangente à la benne 

nn RR
r

=  : composante normale à la benne 

⇒ ( )0αsinmgRt =  et ( )0αcosmgRn =  ⇒ ( )
n

t

R

R
tan =0α  

A l’équilibre statique : nst RkR
rr

≤  où sk  est le coefficient de frottement statique. 

Juste à la rupture de l’équilibre ( 0αα = ) : nst RkR
rr

=  ⇒ s

n

t

k
R

R
=r

r

 

⇒ ( ) sktan =0α ⇒ ( )skarctan=0α  ⇒ °= 310α  

 
b. Accélération de la brique si α = 45° : 

  045 αα >°=  ⇒ la brique ne reste pas en équilibre statique sur la benne. 

  ⇒ ( )ℜ=+ /MmRP γ
rrr

⇒ ( ) ( ) imjRiRjcosmgisinmg xnt

rrrrr
γαα =++−− 00  

   ⇒ ( )0αγ sinmgRm tx −=  et ( )0αcosmgRn =  

La brique est en mouvement avec frottement ⇒ ndt RkR
rr

= ⇒ ndt RkR = , dk  est le 

coefficient de frottement dynamique. 
 ⇒ ( )0αcosmgkR dt = ⇒ ( ) ( )00 ααγ sinmgcosmgkm dx −=  

 ⇒ ( ) ( )( )00 ααγ sincoskg dx −=  

  ⇒ ( ) ( ) ( )( )00 ααγγ sincoskg/M dx −==ℜ
r

 

⇒  A.N : ( ) 2954 −=ℜ ms./Mγ
r

 

 
2.  

Le camion en mouvement rectiligne uniforme par rapport au sol avec une vitesse cv
r

 : 

La boîte est considérée comme un point matériel M glissant sur la benne avec une 

vitesse constante 150 −= ms.vb . 

( ) ( )jtsinitcosi
rrv

ωω +=1  

( ) ( )jtcositsinj
rrr

ωω +−=1  

kk
rr

=1  

0111
r

rrr

=
ℜ

=
ℜ

=
ℜ /dt

kd

/dt

jd

/dt

id
 

( ) 01

rrr
=ℜℜ /Ω  

 

( )k,j,i,O
rrr

ℜ  référentiel lié au sol (absolu) 

( )11111 k,j,i,O
rrr

ℜ  référentiel lié au camion (relatif)  

1ℜ  est en mouvement de translation uniforme par rapport à ℜ  de vitesse ctev c =
r

 

1O  est fixe dans 1ℜ  ⇒ ( ) cv/Ov
rr

=ℜ1  

⇒ - ( ) ce vMv
rr

=  (vitesse d’entraînement de M est égale à la vitesse du camion dans ℜ ) 

    - ( ) br vMv
rr

=  (vitesse relative de M est égale à la vitesse de la boîte dans 1ℜ ) 

Loi de composition des vitesses : ( ) ( ) ( ) cbera vvMvMvMv
rrrrr

+=+=  

 
a. Un observateur au sol voit la boîte tomber verticalement c'est-à-dire le vecteur 

( )Mva

r
 est vertical au sol. 

Ainsi, d’après la loi de composition des vitesses, on obtient le schéma suivant : 
 

M  

1i
r

 
j
r

 

1j
r

 

°60  

O  

bv
r

 

j
r

 

i
r

 

°60  

1k
r

 1O  

k
r

 •  

•  
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D’après ce schéma on obtient :  

- ( ) 125060 −=°= ms.cosvv bc  : vitesse du camion par rapport au sol 

- ( ) 143060 −=°= ms.sinvv ba  : vitesse de la boîte par rapport au sol (vitesse 

absolue de la boîte) 
 
b. On calcule la vitesse de la boîte par rapport au sol (vitesse absolue de la boîte av ), si 

la vitesse du camion est 150 −= s.m.vc : 

  ( ) cba vvMv
rrr

+=  ⇒ ( ) 







++=

∧

cbcbcba v,vcosvvvvMv
rrrrrrr 222

 

  °=°−°=






 ∧

12060180cb v,v
rr

⇒ 150 −= ms.va  

Ou bien : 150 −== ms.vv cb  et °= 60α ⇒ le triangle formé par les trois vecteurs av
r

, bv
r

 

et cv
r

 est équilatéral ⇒ 150 −=== ms.vvv cba  

 
 
 
 
 
 
Autre méthode : 

Pour la question 2. , on peut faire un calcul direct sans utiliser la loi de composition des 
vitesses. 

( ) ( )
444 3444 21

vrr

r
0

11

1

11 MO/
/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

OMd
/Mvva ∧ℜℜ+

ℜ
+

ℜ
=

ℜ
=ℜ= Ω  ⇒ ( ) ( )11 ℜ+ℜ= /Mv/Ovv a

rrr
 

⇒ ( ) ( )jsinvicosvivivivv bbcbca

rrrrrr
αα −−=−= 1 ⇒ ( )( ) ( )jsinvicosvvv bbca

rrr
αα −−=  

a. si la boîte est tombée verticalement ⇒ iv a

rr
⊥ ⇒ jvv aa

rr
−=  

  ⇒ ( )( ) ( )jsinvicosvvjv bbca

rrr
αα −−=−  

  ⇒ ( )αsinvv ba =  et ( )αcosvv bc =  

  ⇒ 1430 −= ms.v a  et 1250 −= ms.vc  

 

 b. si la vitesse du camion est 150 −= s.m.vc  : 

( )( ) ( )jsinvicosvvjv bbca

rrr
αα −−=−  ⇒ ( )( ) ( )αα 222

sinvcosvvv bbca +−=  

 

⇒ ( )αcosvvvvv bcbca 222 −+=  ⇒ 150 −= ms.va  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cv
r

 

bv
r

 
av
r

 

°60  

cv
r

 

bv
r

 
av
r

 

°60  

°120  
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Série N° 4 
Théorèmes généraux de la dynamique du point matériel 

 
Exercice 1 

On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (xOy) étant le plan horizontal. 

Soit une tige homogène (O1A) de longueur l , en mouvement autour de l’axe (O k
r
) avec une 

vitesse angulaire constante ω. On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié à la tige (repère 

relatif) tel que le plan (x1O1y1) reste constamment parallèle au plan (xOy) et kk
rr

=1 . L’origine 

O1 de ℜ1 se déplace le long de l’axe (Ok
r
) tel que KatOO 2

r

2

1
1 = . Soit un point M, de masse m, 

se déplaçant sans frottement sur la tige (O1A) et repéré dans R1 par 111 )( itxMO
r

= . 

(a et ω étant des constantes positives). 

1. Exprimer dans la base ( 111 k,j,i
rrr

) : 

a. la vitesse du point M par rapport au repère ℜ. 
b. la vitesse du point M par rapport au repère ℜ1. 
c. le moment cinétique )(M/O 1

1
ℜσ

r
. 

d. le poids de M et les forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis.  
2. Le repère ℜ1 est-il Galiléen ou non Galiléen ? Justifier votre réponse. 
3. En appliquant le théorème de la quantité du mouvement dans le repère ℜ1, déterminer une 

équation différentielle du second ordre en t vérifiée par x1 et les composantes de la 

réaction R
r

, exercée sur M par la tige, dans la base ( 111 k,j,i
rrr

). 

4. En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, retrouver les 

composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par la tige, dans la base ( 111 k,j,i
rrr

). 

5. Calculer l’énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ. 
6. Calculer l’énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ1. 

7. Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1. 
8. En appliquant le théorème de l’énergie cinétique dans le 

repère ℜ1, retrouver l’équation différentielle du second 
ordre en t vérifiée par x1 . 

9. En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le 
repère ℜ1, retrouver l’équation différentielle du second 
ordre en t vérifiée par x1 . 

 
 
 
 
 
 
Exercice 2 

On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (yOz) étant le plan vertical. 

Soit un cerceau (C) de centre O1 et de rayon R, en mouvement de translation dans le plan 

(yOz) tel que katjbOO 2
rr

2

1
1 +=  ((yOz) étant le plan du cerceau, a et b étant des constantes 

positives non nulles). On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié au cerceau (repère relatif) 

tel que ii
rr

=1 , jj
rr

=1  et kk
rr

=1 . Soit un point M, de masse m, se déplaçant sans frottement 

sur le cerceau (C) et repéré dans ℜ1 par l’angle θ (voir la figure ci-dessous). On suppose qu’à t 
= 0, 0=θ  et 01 =ℜ=ℜ )/M(E)/M(E pp . 

1. Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ) : 

a. les vecteurs de la base ( 111 k,j,i
rrr

). 

b. le vecteur vitesse du point M par rapport au repère ℜ, )/M(v ℜ
r

. 

c. le vecteur vitesse du point M par rapport au repère ℜ1, )/M(v 1ℜ
r

. 

M  
1O  

O  

1i
r

 

j
v

 

1j
v

 

i
v

 

j
r

 

1i
r

 

K
r

 1K
r

 

i
v

 

ωt  

A  
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d. le moment cinétique )(M/O 1
1

ℜσ
r

et sa dérivée temporelle 
1

1
1

ℜ

ℜ

/dt

)(M/d Oσ
r

 

e. le poids de M et les forces d’inertie. 
2. Le repère ℜ1 est-il Galiléen ou non Galiléen ? Justifier votre réponse. 
3. Calculer l’énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ. 
4. Calculer l’énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ1. 

5. Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1 : )/M(Ec 1ℜ . 

6. En appliquant le théorème de la quantité de mouvement dans le repère ℜ1, déterminer une 
équation différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par θ  et les 

composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par le cerceau, dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ). 

7. En appliquant le théorème de l’énergie cinétique dans le repère ℜ1, retrouver l’équation 
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par θ . 

8. En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, retrouver l’équation 
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par θ . 

9. En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, retrouver l’équation 
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par θ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercice 3 : 

On considère le repère fixe )( k,j,i,O
rrr

ℜ  (repère absolu), ( j,i
rr
) étant le plan horizontal. 

Soit une tige horizontale (OA), en mouvement autour de l’axe (O k
r
) avec une vitesse angulaire 

constante ω. On désigne par ℜ1(O, ze,e,e
rrr

ϕρ ) le repère lié à la tige (repère relatif). Soit un 

anneau assimilé à un point matériel M, de masse m, se déplaçant sans frottement sur la tige 
(OA) et repéré dans ℜ par ses coordonnées polaires ρ et ϕ (voir la figure ci-contre). On 
suppose que 00)( ρρ ==t  et 00)( ==tρ& . 

 
1. En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère 

ℜ, déterminer l’équation différentielle du mouvement de M. 

Donner la solution de cette équation en fonction de 0ρ etω . 

 
2. Maintenant l’anneau est soumis à une force de rappel par 

l’intermédiaire d’un ressort de raideur k, de masse négligeable et 
de longueur à vide 0ρ . Le ressort est enfilé sur la tige, une 

extrémité est fixée en O et l’autre est attachée au point M. En 
appliquant le principe fondamental de la dynamique dans ℜ, 
établir la nouvelle équation différentielle du mouvement de 
l’anneau lors de la rotation de la tige en fonction de ρ&& , ρ , 0ρ , k, 

m et ω . 
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Solution de série N° 4 
Théorèmes généraux de la dynamique du point matériel 

 
 
 
Exercice 1 

( ) ( )jtsinitcosi
rrv

ωω +=1  

( ) ( )jtcositsinj
rrr

ωω +−=1  

kk
rr

=1  

1
1 j
/dt

id r
r

ω=
ℜ

, 1
1 i
/dt

jd r
r

ω−=
ℜ

, 01
r

r

=
ℜ/dt

kd
 

( ) 11 kk/
rrrr

ωωΩ ==ℜℜ  

 

( ) ( ) 111
2

11
2

11
2

1

2

1
itxkatitxkatMOOOOM
rrrr

+=+=+=  (a est une constante) 

 

1. On exprime dans la base ( 111 k,j,i
rrr

) : 

a. la vitesse du point M par rapport au repère R : 

( )
( )

11111

111
2

2

1

jxixkat
/dt

itxkatd

/dt

OMd
/Mv

rr
&

r

rr

r
ω++=

ℜ









+

=
ℜ

=ℜ  

⇒ ( ) 11111 katjxix/Mv
rrr

&
r

++=ℜ ω  

b. la vitesse du point M par rapport au repère R1 : 

( ) ( )( )
11

1

11

1

1
1 ix

/dt

itxd

/dt

MOd
/Mv

r
&

r
r

=
ℜ

=
ℜ

=ℜ  

⇒ ( ) 111 ix/Mv
r

&
r

=ℜ  

c. le moment cinétique ( )1
1

ℜM/Oσ
r

 : 

 ( ) ( )1O M/vmMOM/R ℜ∧=
rr

11
1

σ  

 ( ) 11111 0
rr

&
rr

=∧=ℜ∧ ixixM/vmMO 1  ⇒ ( ) 011

rr
=ℜ/MOσ  

d. le poids de M et les forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis : 

- 1kmggmP
rrr

−==  : poids de M 

- ( )MmF ee γ
rr

−=  : force d’inertie d’entraînement 

- ( )MmF cc γ
rr

−=  : force d’inertie de Coriolis 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )MO//MO
/dt

/d
/OMe 1111

1
1 ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= ΩΩ

Ω
γγ

rr
r

rr
 

( ) 12

22

2

1
2

1

2

1

kaka
/dt

katd

/dt

OOd
/O

rr

r

r
==

ℜ










=
ℜ

=ℜγ  

( )
00 11

1
rr

r

=∧=∧
ℜ

ℜℜ
MOMO

/dt

/dΩ
 

( ) ( )( ) ( ) 11
2

1111111111 ixjxkixkkMO//
rrrrrrrr

ωωωωωΩΩ −=∧=∧∧=∧ℜℜ∧ℜℜ  

⇒ ( ) 11
2

1 ixkaMe

rrr
ωγ −=  

( ) ( ) ( ) 111111 222 jxixkMv/M rc

r
&

r
&

rrrr
ωωΩγ =∧=∧ℜℜ=  

⇒  11
2

1 kmaimxFe

rrr
−= ω , 112 jxmFc

r
&

r
ω−=  

 
2. Le repère 1ℜ est en mouvement de rotation par rapport au repère fixe ℜ (galiléen)  

i
r

 

1i
r

 

j
r

 

1j
r

 

K
r

 

tω  

tω  

1K
r

 
•  
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    ⇒ 1ℜ  est non Galiléen. 

 
3. Théorème de la quantité du mouvement dans le repère 1ℜ  : 

1ℜ  est non Galiléen ⇒ ( ) ∑ ++=ℜ ceext FFF/Mm
rrrr

1γ  

∑ += RPFext

rrr
 où 131211 kRjRiRR

rrrr
++=  

N.B : On exprime la réaction R
r

 dans la base ( )111 k,j,i
rrr

 pour faire apparaître sa 

composante tangentielle (tangente à la trajectoire). 
 
Mouvement sans frottement ⇒ la composante tangentielle de la réaction est nulle c'est-

à-dire 01 =R ⇒ 1312 kRjRR
rrr

+=  

P.F.D dans 1ℜ  s’écrit :  

1111
2

11312111 2 jxmkmaimxkRjRkmgixm
r

&
rrrrrr

&& ωω −−+++−=  

⇒ ( ) ( ) ( ) 02 112131
2

11

rr
&

rr
&& =−−+−+− jxmRkmaRmgimxxm ωω  

⇒










=+−

=−

=−

0

02

0

3

12

2
11

maRmg

xmR

mxxm

&

&&

ω

ω

     ⇒










+=

=

=−

mamgR

xmR

xx

3

12

2
11

2

0

&

&&

ω

ω

 

      ⇒ Equation différentielle du second ordre en t vérifiée par x1 : 01
2

1 =− xx ω&&  

Réaction R
r

 exercée sur M par la tige : ( ) 1112 kmamgjxmR
rr

&
r

++= ω  

 
4. Théorème du moment cinétique dans le repère R1 : 
 
N.B : Pour appliquer le théorème du moment cinétique dans le référentiel 1ℜ , il est préférable 

de choisir un point fixe dans 1ℜ .Pour un point mobile A dans 1ℜ , ce théorème, s’écrit :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11
1

1 ℜ∧ℜ+++=
ℜ ∑ /Av/MvmFmFmFm

/dt

M/Rd
cAeAextA

A rrrrrrrr
r
σ

 

1ℜ  est non galiléen et 1O  est fixe dans 1ℜ  ⇒  

( ) ( ) ( ) ( )cOeOextO

O
FmFmFm

/dt

M/Rd rrrrrr
r

111

1

1

1
++=

ℜ ∑
σ

 

( )
0

1

11
r

r

=
ℜ/dt

M/Rd Oσ
 

( ) ( ) ( ) RMOPMORmPmFm OOextO

rrrrrrrr
∧+∧=+=∑ 11111

 

 ( ) ( ) 1111111
jmgxkmgixPMOPmO

rrrrrr
=−∧=∧=  

 ( ) 1311211311121111
jRxkRxkRixjRixRMORmO

rrrrrrrrr
−=∧+∧=∧=  

( ) ( ) 1111
2

11111
jmaxkmaimxixFMOFm eeO

rrrrrrr
=−∧=∧= ω  

( ) ( ) 11111111 22
1

kxxmjxmixFMOFm ccO

r
&

r
&

rrrr
ωω −=−∧=∧=  

⇒ 02 1111113112111

rr
&

rrrr
=−+−+ kxxmjmaxjRxkRxjmgx ω  

⇒ ( ) ( ) 02 1112113111

rr
&

r
=−+−+ kxxmRxjRxmaxmgx ω  

⇒ 




=−

=−+

02

0

1121

3111

xxmRx

Rxmaxmgx

&ω
  ⇒ 





=

+=

12

3

2 xmR

mamgR

&ω
 

⇒ On retrouve la réaction ( ) 1112 kmamgjxmR
rr

&
r

++= ω  

 
5. Energie potentielle de M par rapport au repère ℜ : 

Dans le repère ℜ , la seule force dérivant une énergie potentielle (conservative) est le 

poids de M ( P
r

). Ainsi l’énergie potentielle du poids de M par rapport au repère ℜ  est :  
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( ) ( )ℜ=ℜ /PE/ME PP

r
 

( ) ( ) ( ) ( )kdzjdyidxkmgOMdP/PdW/PdE/MdE PP

rrrrrrr
++=−=ℜ−=ℜ=ℜ  

⇒ ( ) mgdz/MdEP =ℜ  ⇒ ( ) ctemgz/MEP +=ℜ  

 
Ou bien 

( )pEgradP −=
r

 → k
z

E
j

y

E
i

x

E
kmg

ppp
rrrr

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
−=−   

⇒ mg
z

Ep
=

∂

∂
(1), 0=

∂

∂

x

Ep
(2), 0=

∂

∂

y

Ep
(3) 

(1) → ( )y,xctemgzEp +=  

(2) → 
( )

0=
∂

∂
=

∂

∂

x

y,xcte

x

Ep
 → ( ) ( )yctey,xcte =  → ( )yctemgzEp +=  

(3) → 
( )

0=
∂

∂
=

∂

∂

y

ycte

y

Ep
 → ( ) cteycte =   

⇒ ( ) ctemgz/MEp +=ℜ  

 
6. Energie potentielle de M par rapport au repère 1ℜ  : 

11
2

1 kmaimxFe

rrr
−= ω  

( ) 00

1

1

2
1

1

rrrr
=

−
∂

∂

∧
∂

∂

∂
∂

=∧∇=

ma
z

y

mx
x

FFrot ee

ω

 ⇒ eF
r

 est conservative dans 1ℜ  

⇒ ( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ /PE/FE/ME PepP

rr
 

 

Energie potentielle dérivée par eF
r

 par rapport au repère 1ℜ  : 

 

( ) ( ) ( )( )11111111
2

111 kdzjdyidxkmaimxMOdF/FdW/FdE eeeP

rrrrrrrr
+++−=−=ℜ−=ℜ ω  

( ) txOM ∀∈ 11  ⇒ 01111 ==== zydzdy  ⇒ ( ) ( ) 1111
2

11 idxkmaimx/FdE eP

rrrr
+−=ℜ ω  

⇒ ( ) 1
2

11 dxmx/FdE eP ω−=ℜ
r

  

⇒ ( ) ctemx/FE eP +−=ℜ 22
11

2

1
ω

r
 

 

Energie potentielle dérivée par P
r

 par rapport au repère 1ℜ  : 

 

( ) ( ) ( )1111111111 kdzjdyidxkmgMOdP/PdW/PdEP

rrrrrrr
++=−=ℜ−=ℜ  

( ) txOM ∀∈ 11  ⇒ 01111 ==== zydzdy  ⇒ ( ) 1111 idxkmg/PdEP

rrr
=ℜ  

⇒ ( ) 01 =ℜ/PdEP

r
   

⇒ ( ) cte/PEP =ℜ1

r
 

⇒ ( ) ctemx/MEP +−=ℜ 22
11

2

1
ω  

7. Energie cinétique de M par rapport au repère 1ℜ  : 

( ) ( ) ( ) 2

11
2

1
2

1

2

1
ℜ=ℜ=ℜ /Mvm/Mvm/MEc

rr
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⇒ ( ) 2
11

2

1
xm/MEc
&=ℜ  

 
8. Théorème de l’énergie cinétique dans le repère 1ℜ  : 

1ℜ  est non Galiléen ⇒ ( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ ∑ /FdW/FdWM/dE eextc

rr
 

( ( ) 01 =ℜ/FdW c

r
 voir le cours) 

∑ += RPFext

rrr
 avec 1312 kRjRR

rrr
+=  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )1111 ℜ+ℜ+ℜ=ℜ /FdW/RdW/PdWM/dE ec

rrr
 

⇒ 
( ) ( ) ( ) ( )

dt

/FdW

dt

/RdW

dt

/PdW

dt

M/dE ec 1111 ℜ
+

ℜ
+

ℜ
=

ℜ
rrr

 

⇒ 
( ) ( ) ( ) ( )111

1 ℜ+ℜ+ℜ=
ℜ

/FP/RP/PP
dt

M/dE
e

c
rrr

 (P : puissance) 

( )
11

1 xxm
dt

M/dEc &&&=
ℜ

 

( ) ( ) 011111 =−=ℜ=ℜ ixkmg/MvP/PP
r

&
rrrr

 

( ) ( ) ( ) 011131211 =+=ℜ=ℜ ixkRjR/MvR/RP
r

&
rrrrr

 

( ) ( ) ( ) 1
2

1111
2

111 xmxixkmaimx/MvF/FP ee
&

r
&

rrrrr
ωω =−=ℜ=ℜ  

⇒ 1
2

111 xmxxxm &&&& ω=  ⇒ 1
2

1 xx ω=&&  

⇒ On retrouve l’équation différentielle du mouvement : 01
2

1 =− xx ω&&  

 
9. Théorème de l’énergie mécanique dans le repère 1ℜ  : 

 

Rappel : 
Théorème de l’énergie mécanique dans un référentiel non galiléen 1ℜ   

( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ /FdW/FdWM/dE enconm

rr
 si eF

r
 est non conservative 

Si eF
r

 est conservative, ce théorème s’écrit : ( ) ( )11 ℜ=ℜ /FdWM/dE nconm

r
 

en tenant compte de l’énergie potentielle dérivée par eF
r

 dans le référentiel 1ℜ . 

 

1ℜ  est non Galiléen ⇒ ( ) ( )11 ℜ=ℜ /FdWM/dE nconm

r
 en tenant compte de l’énergie 

potentielle dérivée par eF
r

 dans le référentiel 1ℜ  ( eF
r

 est conservative dans 1ℜ ) 

⇒ 
( ) ( ) ( )1

11 ℜ=
ℜ

=
ℜ

/FP
dt

/FdW

dt

M/dE
ncon

nconm
r

r

 

( ) ( ) ( ) ctemxxmM/EM/EM/E Pcm +−=ℜ+ℜ=ℜ 22
1

2
1111

2

1

2

1
ω&  

⇒ 
( )

11
2

11
1 xxmxxm

dt

M/dEm &&&& ω−=
ℜ

 

RFncon

rr
=  ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 0111312111 =+=ℜ=ℜ=ℜ ixkRjR/MvR/RP/FP ncon

r
&

rrrrrr
 

⇒ 011
2

11 =− xxmxxm &&&& ω  ⇒ 01
2

1 =− xx ω&&  

⇒ On retrouve l’équation différentielle du mouvement : 01
2

1 =− xx ω&&  

 
Exercice 2 

 

( ) ( ) 11 ksinjcose
rrr

θθρ +=  

( ) ( ) 11 kcosjsine
rrr

θθθ +−=  

1iez

rr
=  

θe
r

 

1i
r

 

ρe
r

 

1j
r

 
ze
r

 

θ  
θ  

1K
r

 

•  
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θ
ρ θe

/dt

ed r
&

r

=
ℜ1

, ρ
θ θe

/dt

ed r
&

r

−=
ℜ1

, 0
1

r
r

=
ℜ/dt

ed z  

1ℜ  est en translation par rapport à ℜ  ⇒ ( ) 01

rrr
=ℜℜ /Ω  

ρeRkatjbMOOOOM 2 rrr
++=+=

2

1
11  (a et b sont des constantes positives non nulles) 

ii
rr

=1 , jj
rr

=1  et kk
rr

=1  ⇒ ρeRkatjbOM 2 rrr
++= 11

2

1
 

 

1. On exprime dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ) : 

a. les vecteurs de la base ( 111 k,j,i
rrr

) : 

( ) ( )
( ) ( )





+−=

+=

11

11

kcosjsine

ksinjcose
rrr

rrr

θθ

θθ

θ

ρ
⇒

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





+−=

+=

11
2

11
2

kcossinjsinesin

ksincosjcosecos
rrr

rrr

θθθθ

θθθθ

θ

ρ
 

⇒ ( ) ( ) 1jesinecos
rrr

=− θρ θθ  

( ) ( )
( ) ( )





+−=

+=

11

11

kcosjsine

ksinjcose
rrr

rrr

θθ

θθ

θ

ρ
⇒

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )





+−=

+=

1
2

1

1
2

1

kcosjsincosecos

ksinjcossinesin
rrr

rrr

θθθθ

θθθθ

θ

ρ
 

⇒ ( ) ( ) 1kecosesin
rrr

=+ θρ θθ  

⇒ 

( ) ( )
( ) ( )











=

+=

−=

zei

ecosesink

esinecosj

rr

rrr

rrr

1

1

1

θρ

θρ

θθ

θθ

 

 
b. le vecteur vitesse du point M par rapport au repère ℜ  : 

( ) ( )
1

0

1
1 ℜ

=∧ℜℜ+
ℜ

=
ℜ

=ℜ
/dt

OMd
OM/

/dt

OMd

/dt

OMd
/Mv

444 3444 21

rr

r

Ω  

⇒ ( ) θ
ρ

ρ

θeRkat
/dt

ed
Rkat

/dt

eRkatjbd

/Mv

2

r
&

r
r

r

rrr

r
+=

ℜ
+=

ℜ









++

=ℜ 1
1

1
1

11
2

1

 

⇒ ( ) ( ) ( )( ) θθρ θθθ eRecosesinat/Mv
r
&

rrr
++=ℜ  

⇒ ( ) ( ) ( )( ) θρ θθθ ecosatResinat/Mv
r

&
rr

++=ℜ  

c. le vecteur vitesse du point M par rapport au repère R1 : 

( )
( )

θ
ρ θeR

/dt

eRd

/dt

MOd
/Mv

r
&

r
r

=
ℜ

=
ℜ

=ℜ
11

1
1   ⇒  ( ) θθ eR/Mv

r
&

r
=ℜ1  

d. le moment cinétique ( )1
1

ℜM/Oσ
r

et sa dérivée temporelle 
( )

1

11

ℜ

ℜ

/dt

M/d Oσ
r

 : 

( ) ( ) θρ θσ emReRM/vmMOM/R 1O

r
&

rrr
∧=ℜ∧= 11

1
 

⇒ ( ) zO emRM/R
r

&r
θσ 2

1
1

=  

( ) ( )
z

zO
emR

/dt

emRd

/dt

M/d r
&&

r
&

r

θ
θσ

2

1

2

1

11 =
ℜ

=
ℜ

ℜ
 ⇒ 

( )
z

O
emR

/dt

M/d r
&&

r

θ
σ

2

1

11 =
ℜ

ℜ
 

e. le poids de M et les forces d’inertie : 

- ( ) ( ) θρ θθ ecosmgesinmggmP
rrrr

−−==  : poids de M 

- ( )MmF ee γ
rr

−=  : force d’inertie d’entraînement 

- ( )MmF cc γ
rr

−=  : force d’inertie de Coriolis 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )MO//MO
/dt

/d
/OMe 1111

1
1 ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= ΩΩ

Ω
γγ

rr
r

rr
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( ) 12

22

2

1
2

1

2

1

kaka
/dt

katjbd

/dt

OOd
/O

rr

rr

r
==

ℜ









+

=
ℜ

=ℜγ  

( )
00 11

1
rr

r

=∧=∧
ℜ

ℜℜ
MOMO

/dt

/dΩ
 

( ) ( )( ) 0111

rrr
=∧ℜℜ∧ℜℜ MO// ΩΩ  

⇒ ( ) ( ) ( ) θρ θθγ ecosaesinakaMe

rrrr
+== 1  

( ) ( ) ( ) 002 1

rr
&

rrrr
=∧=∧ℜℜ= θθΩγ eRMv/M rc  

⇒  ( ) ( ) θρ θθ ecosmaesinmaFe

rrr
−−= , 0

rr
=cF  

⇒ le poids de M et les forces d’inertie sont : 

( ) ( ) θρ θθ ecosmgesinmgP
rrr

−−= , ( ) ( ) θρ θθ ecosmaesinmaFe

rrr
−−= , 0

rr
=cF  

 

2. ( ) ka/O
rr

=ℜ1γ ⇒ ( ) 01 >=ℜ a/Oγ
r

 ⇒ le point 1O  a un mouvement rectiligne accéléré 

suivant 1k
r

. 

Le point 1O  est un fixe dans 1ℜ  et ii
rr

=1 , jj
rr

=1  et kk
rr

=1  t∀  ⇒ 1ℜ  est en translation 

non uniforme par rapport à ℜ , donc 1ℜ  est un référentiel non galiléen. 

 
3. Energie potentielle de M par  rapport au repère ℜ  : 

Dans le repère ℜ , la seule force dérivant une énergie potentielle (conservative) est le 

poids de M ( P
r

). Ainsi l’énergie potentielle du poids de M par rapport au repère ℜ  est :  

( ) ( )ℜ=ℜ /PE/ME PP

r
 

( ) ( ) ( ) ( )kdzjdyidxkmgOMdP/PdW/PdE/MdE PP

rrrrrrr
++=−=ℜ−=ℜ=ℜ  

⇒ ( ) mgdz/MdEP =ℜ  ⇒ ( ) ctemgz/MEP +=ℜ  

( ) ( )ksinRjcosRkatjbeRkatjbOM 22
rrrrrrr

θθρ +++=++=
2

1

2

1
 

⇒ ( )( ) ( ) ksinRatjcosRbOM 2
rr









+++= θθ

2

1
 

⇒ ( )θcosRby +=  et ( )θsinRatz 2 +=
2

1
 

⇒ ( ) ( ) ctesinRmgmgat/ME 2
P ++=ℜ θ

2

1
 

A t = 0 : 0=θ  et ( ) 0=ℜ/MEp  ⇒ 0=cte  

⇒ ( ) ( )θsinRmgmgat/ME 2
P +=ℜ

2

1
 

 
4. Energie potentielle de M par rapport au repère 1ℜ  : 

( ) ( ) 1kmaecosmaesinmaFe

rrrr
−=−−= θρ θθ   ,  ( ) ( ) θρ θθ ecosesink

rrr
+=1  

( ) 00

0

1

1

1

rrrr
=

−
∂

∂

∧
∂

∂

∂
∂

=∧∇=

ma
z

y

x

FFrot ee  ⇒ eF
r

 est conservative dans 1ℜ  

⇒ ( ) ( ) ( )ℜ+ℜ=ℜ /PE/FE/ME PepP

rr

11  

 

Energie potentielle dérivée par eF
r

 par rapport au repère 1ℜ  : 
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( ) ( ) ( )1111111 kdzjdykmaMOdF/FdW/FdE eeeP

rrrrrr
+=−=ℜ−=ℜ  

( ( ) tozyM ∀∈ 11  ⇒ 011 == xdx ) 

⇒ ( ) 11 madz/FdE eP =ℜ
r

 

⇒ ( ) ctemaz/FE eP +=ℜ 11

r
 

( )θsinRz =1  ⇒ ( ) ( ) ctesinmaR/FE eP +=ℜ θ1

r
 

 

Energie potentielle dérivée par P
r

 par rapport au repère 1ℜ  : 

( ) ( ) ( )1111111111 kdzjdyidxkmgMOdP/PdW/PdEP

rrrrrrr
++=−=ℜ−=ℜ  

( ) tozyM ∀∈ 11  ⇒ 011 == xdx  ⇒ ( ) [ ]111111 kdzjdykmg/PdEP

rrrr
+=ℜ  

⇒ ( ) 11 mgdz/PdEP =ℜ
r

 

⇒ ( ) ctemgz/PEP +=ℜ 11

r
  

⇒ ( ) ( ) ctesinmgR/PEP +=ℜ θ1

r
 

 
Alors l’énergie potentielle de M par rapport au repère 1ℜ  est : 

⇒ ( ) ( ) ( ) ctesinmgRsinmaR/MEP ++=ℜ θθ1  

A t = 0 : 0=θ  et ( ) 01 =ℜ/MEp  ⇒ 0=cte  

⇒ ( ) ( )( )gasinmR/MEP +=ℜ θ1  

 
5. Energie cinétique de M par rapport au repère 1ℜ  : 

( ) ( ) ( ) 2

11
2

1
2

1

2

1
ℜ=ℜ=ℜ /Mvm/Mvm/MEc

rr
 

⇒ ( ) 22
1

2

1
θ&mR/MEc =ℜ  

 
6. Théorème de la quantité de mouvement dans le repère 1ℜ  : 

1ℜ  est non Galiléen ⇒ ( ) ∑ ++=ℜ ceext FFF/Mm
rrrr

1γ  

∑ += RPFext

rrr
 où zzeReReRR

rrrr
++= θθρρ  

N.B : On exprime la réaction R
r

 dans la base ( )ze,e,e
rrr

θρ  pour faire apparaître sa 

composante tangentielle (tangente à la trajectoire). 
Mouvement sans frottement ⇒ la composante tangentielle de la réaction est nulle c'est-

à-dire 0=θR ⇒ zzeReRR
rrr

+= ρρ  

P.F.D dans 1ℜ  s’écrit donc :  

( ) ( ) ( ) ( ) θρρρθρρθ θθθθθθ ecosmaesinmaeReRecosmgesinmgemRemR zz

rrrrrrr
&

r
&& −−++−−=− 2

⇒ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 02
rrr

&
r

&& =−−−++++ zzeRemRRsinmasinmgecosmacosmgmR ρρθ θθθθθθ  

⇒

( ) ( )
( ) ( )










=

=−−+

=++

0

0

0
2

zR

mRRsinmasinmg

cosmacosmgmR

θθθ

θθθ

ρ
&

&&

     ⇒

( )

( )( ) 2

0

θθ

θθ

ρ
&

&&

mR

R

agsinmR

cos
R

ag

z

−














=

+=

+
−=

 

    ⇒ Equation différentielle du second ordre en t vérifiée par θ  : ( )θθ cos
R

ag +
−=&&  

Réaction R
r

 exercée sur M par le cerceau : ( )( )( ) ρθθ eRagsinmR
r

&
r

2−+=  

 
7. Théorème de l’énergie cinétique dans le repère 1ℜ  : 

1ℜ  est non galiléen ⇒ ( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ ∑ /FdW/FdWM/dE eextc

rr
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( ( ) 01 =ℜ/FdW c

r
 voir le cours) 

∑ += RPFext

rrr
 avec zzeReRR

rrr
+= ρρ  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )1111 ℜ+ℜ+ℜ=ℜ /FdW/RdW/PdWM/dE ec

rrr
 

⇒ 
( ) ( ) ( ) ( )

dt

/FdW

dt

/RdW

dt

/PdW

dt

M/dE ec 1111 ℜ
+

ℜ
+

ℜ
=

ℜ
rrr

 

⇒ 
( ) ( ) ( ) ( )111

1 ℜ+ℜ+ℜ=
ℜ

/FP/RP/PP
dt

M/dE
e

c
rrr

 (P : puissance) 

( )
θθ &&&21 mR

dt

M/dEc =
ℜ

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) θθθθθ θθρ
&

r
&

rrrrr
RcosmgeRecosmgesinmg/MvP/PP −=−−=ℜ=ℜ 11  

( ) ( ) ( ) 011 =+=ℜ=ℜ θρρ θeReReR/MvR/RP zz

r
&

rrrrr
 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) θθθθθ θθρ
&

r
&

rrrrr
RcosmaeRecosmaesinma/MvF/FP ee −=−−=ℜ=ℜ 11  

⇒ ( ) ( ) θθθθθθ &&&&& RcosmaRcosmgmR −−=2  ⇒ ( ) ( )θθθ cosacosgR −−=&&  

⇒ On retrouve l’équation différentielle du mouvement : ( )θθ cos
R

ag +
−=&&  

 
8. Théorème de l’énergie mécanique dans le repère 1ℜ  : 

1ℜ  est non galiléen et eF
r

 est conservative dans 1ℜ  ⇒ ( ) ( )11 ℜ=ℜ /FdWM/dE nconm

r
  

⇒ 
( ) ( ) ( )1

11 ℜ=
ℜ

=
ℜ

/FP
dt

/FdW

dt

M/dE
ncon

nconm
r

r

 

( ) ( ) ( ) ( )( )gasinmRmRM/EM/EM/E Pcm ++=ℜ+ℜ=ℜ θθ 22
111

2

1 &  

⇒ 
( ) ( ) ( )θθθθ cosgamRmR
dt

M/dEm &&&& ++=
ℜ 21  

RFncon

rr
=  ⇒ ( ) ( ) ( ) 0111 =ℜ=ℜ=ℜ /MvR/RP/FP ncon

rrrr
 

⇒ ( ) ( )θθθθ cosgamRmR &&&& ++2  ⇒ ( ) ( )θθ cosgaR ++&&  

⇒ On retrouve l’équation différentielle du mouvement : ( )θθ cos
R

ag +
−=&&  

 
9. Théorème du moment cinétique dans le repère 1ℜ  : 

1ℜ  est non Galiléen et 1O  est fixe dans 1ℜ  ⇒  

( ) ( ) ( ) ( )cOeOextO

O
FmFmFm

/dt

M/Rd rrrrrr
r

111

1

1

1
++=

ℜ ∑
σ

 

( )
z

O
emR

/dt

M/Rd r
&&

r

θ
σ

2

1

11 =
ℜ

 

( ) ( ) ( ) RMOPMORmPmFm OOextO

rrrrrrrr
∧+∧=+=∑ 11111

 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) zO ecosRmgecosmgesinmgeRPMOPm
rrrrrrr

θθθ θρρ −=−−∧=∧= 11
 

 ( ) ( ) θρρρ eRReReReRRMORm zzzO

rrrrrrr
−=+∧=∧= 11

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) zeeO ecosRmaecosmaesinmaeRFMOFm
rrrrrrr

θθθ θρρ −=−−∧=∧= 11
 

( ) 011

rrrr
=∧= ccO FMOFm  

⇒ ( ) ( ) zzzz ecosRmaeRRecosRmgemR
rrrr

&& θθθ θ −−−=2  

⇒ ( ) ( )( ) 02
rrr

&& =+++ θθθθ eRRecosRmacosRmgmR zz  

⇒ 
( ) ( )







=

=++

0

02

zRR

cosRmacosRmgmR θθθ&&
  ⇒ 

( ) ( )




=

=++

0

0

zR

cosacosgR θθθ&&
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⇒ On retrouve l’équation différentielle du mouvement : ( )θθ cos
R

ag +
−=&&  

 
Exercice 3 

 
1. Application du théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ : 
 

Vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repère ℜ : 

-
ℜ

=
ℜ

=ℜ
dt/

ed(

dt/

OMd
)(

)
/Mv

ρρ
r

r
       ⇒        ϕρ ρωρ ee/Mv

rr
&

r
+=ℜ)(  

-
ℜ

+
=

ℜ
ℜ

=ℜ
dt/

d(

dt/

)(vd
)(

)ee/M
/M

ϕρ ρωρ
γ

rr
&

r
r

       ⇒        ϕρ ωρρωργ ee)(/M
r

&
r

&&
r

2)( 2 +−=ℜ  

 
Energies mécanique de M par rapport au repère ℜ : 

- ( ) ( )2
2

1
ℜ=ℜ /Mvm/MEc

r
 ⇒ ( ) 222

2

1

2

1
ωρρ mm/MEc +=ℜ &   

- ( ) mgdzedzededemgOMdPdE zzPg =++=−=
rrrrr

ϕρ ϕρρ    , 0=dz    → CteEPg =  ⇒   ( ) Cte/ME p =ℜ  

( ) ( ) ( )ℜ+ℜ=ℜ /ME/ME/ME pcm     ⇒    ( ) Ctemm/MEm ++=ℜ 222

2

1

2

1
ωρρ&  

 
Application du théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ : 

 
( ) ( )ℜ=

ℜ
/FP

dt

/MdE
ncon

m
r

 ,  ( ) ( ) ( ) ρωρωρ ϕϕρϕϕ R)ee(eReR/MvR/RP/FP zzncon =++=ℜ=ℜ=ℜ
rr

&
rrrrrr

)(   

zzeReReRR
rrrr

++= ϕϕρρ  , mouvement sans frottement   →   0=ρR   →  zzeReRR
rrr

+= ϕϕ  

Théorème du moment cinétique ou P.F.D ⇒ ωρϕ &mR 2=  et mgRz =  ⇒  ( ) 22 ωρρ &
r

m/FP ncon =ℜ  

( )
ρρωρρ

ωρρ
&&&&

&
2

222

1 2

1

2

1

mm
dt

Ctemmd

dt

/MdEm +=








++

=
ℜ

  

→ 22 2 ωρρρρωρρ &&&&& mmm =+ → 22 2ρωρωρ =+&&  ⇒ 02 =− ρωρ&&   

La solution de cette équation est sous la forme : tt BeAe)t( ωωρ −+=  

00)( ρρ ==t  et 00)( ==tρ& → 0ρ=+ BA  et 0=− ωω BA → 
2
0ρ== BA → ( )tt ee)t( ωωρ

ρ −+=
2
0  

⇒ )t(coh)t( ωρρ 0=  

 
2. Application du principe fondamental de dynamique dans ℜ : 

)( ℜ=++ /MmFRP γ
rrrr

 

zzeReRR
rrr

+= ϕϕ  (réaction de la tige sur M), zemgP
rr

−=  (poids de M) 

ρρρ e)(kF
rr

0−−=  :force de rappel (force appliquée par le ressort sur M)( 0ρρ −=ld ) 

→ ϕρρϕϕ ωρρωρρρ eme)(me)(keReRemg zzz

r
&

r
&&

rrrr
22

0 +−=−−++−  

→ ωρϕ &mR 2=  et mgRz =  et )(m)(k 2
0 ρωρρρ −=−− &&  

⇒ 0
2 ρρωρ

m

k
)

m

k
( =−+&&  : la nouvelle équation différentielle du mouvement de l’anneau lors de 

la rotation de la tige lorsque M soumis à une force de rappel par l’intermédiaire d’un 
ressort de raideur k, de masse négligeable et de longueur à vide 0ρ . 
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Série N° 5 
Stabilité et conditions de stabilité d’un équilibre 

 
Exercice 1 

Soit une particule M de masse m en mouvement, dans le plan xOy (plan vertical), sans 
frottement sur un cerceau (C) de rayon R et de centre O. La position de M est définie par 
l’angle θ (voir figure ci-dessous). 
1. Calculer l’énergie potentielle de M dans le 
repère ℜ(O,x,y,z) (on suppose que 00 == )(E p θ ). 

2. Déterminer les positions d’équilibre de M. 
3. Etudier leur stabilité. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercice 2 

On considère le repère fixe R(Oxyz) (repère absolu) muni de la base O.N.D ( )k,j,i
rrr

, (xOy) 

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse 
angulaire constante ω . On désigne par R1(Ox1y1z1) le repère relatif muni de la base O.N.D 

( )111 k,j,i
rrr

 tel que (x1Oz1) se trouve constamment dans le plan (P) et 1kk
rr

=  (voir la figure ci-

dessous). 

Soit (∆) une tige de longueur L (de vecteur directeur unitaire 1u
r

) passant par O, 

constamment contenue dans le plan (P) et faisant un angle α constant avec l’axe (Oz1) 
(0<α<π/2). 

Un anneau M de masse m (assimilé à un point matériel) se meut sans frottement le long de 

la tige (∆). La position de M sur la tige est définie par : 1u)t(rOM
r

= . 

Soient 2u
r

 un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire à 1u
r

, et 3u
r

 un 

vecteur unitaire tel que la base ( 1u
r

, 2u
r

, 3u
r

) soit O.N.D. 

1. Exprimer dans la base )( 111 k,j,i
rrr

, le poids de M et les forces d’inertie. 

2. Calculer, en fonction de r, l’énergie potentielle de M par rapport au repère R1. 
3. Montrer qu’il ne peut exister une position d’équilibre relatif eqr  de l’anneau sur la tige que si 

la vitesse angulaire ω est supérieure à une valeur limite 0ω  que l’on déterminera. 

4. Déterminer la position d’équilibre relatif 1r  de l’anneau sur la tige pour une vitesse angulaire 

01 ωω ≥ . 

5. Etudier la stabilité de l’équilibre relatif. 
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Solution série N° 5 
Stabilité et conditions de stabilité d’un équilibre 

 
Exercice 1 

 

( ) ( )jsinicose
rrr

θθρ +=  

( ) ( )jcosisine
rrr

θθθ +−=  

kez

rr
=  

θ
ρ θe

/dt

ed r
&

r

=
ℜ

, ρ
θ θe
/dt

ed r
&

r

−=
ℜ

, 0
r

r

=
ℜ/dt

ed z  

⇒ ( ) ( ) θρ θθ esinecosi
rrr

−= , ( ) ( ) θρ θθ ecosesinj
rrr

+= , zek
rr

=  

( )ze,e,e,O
rrr

θρℜ′ , ( )k,j,i,O
rrr

ℜ  ⇒ ( ) zek/
r
&

r
&

r
θθΩ ==ℜℜ′  

ρeROM
r

=  ⇒ ( ) θθeR/Mv
r
&

r
=ℜ  ⇒ ( ) ρθ θθγ eReR/M

r
&

r
&&r 2−=ℜ  

Bilan des forces : 

Poids : ( ) ( ) θρ θθ esinmgecosmgimggmP
rrrrr

−===  

Réaction : zzzz eReReReReRR
rrrrrr

+=++= ρρθθρρ  (mouvement sans frottement ⇒ 0=θR ) 

 
1. Energie potentielle de M par  rapport au repère ℜ : 

On a ( ) ( )ℜ=ℜ /PE/ME PP

r
 

( ) ( ) ( ) ( )kdzjdyidximgOMdP/PdW/PdE/MdE PP

rrrrrrr
++−=−=ℜ−=ℜ=ℜ  

⇒ ( ) mgdx/MdEP −=ℜ  ⇒ ( ) ctemgx/MEP +−=ℜ  

( )θRcosx =  ⇒ ( ) ( ) ctecosmgR/MEP +−=ℜ θ  

( ) 00 ==θpE  ⇒ mgRcte =  

⇒ ( ) ( )( )θcosmgR/MEP −=ℜ 1  

 
2. Positions d’équilibre de M : 

Une position d’équilibre est une position où l’énergie potentielle est optimale (maximale 
ou minimale). C'est-à-dire à cette position on aura : 

0=
θd

dEP ( ( ) ( )θPP E/ME =ℜ ) 

( ) 0== θ
θ

sinmgR
d

dEP  ⇒ ( ) 0=θsin  ⇒ πθ k= ( Zk ∈ ) 

⇒ Sur la trajectoire circulaire de M, on a deux positions d’équilibre qui correspondent 
aux valeurs 0=θ  et πθ = . 

⇒ Les positions d’équilibre sont : ( )01 == θρ ,RM  et ( )πθρ == ,RM2  en coordonnées 

polaires ou ( )01 ,RM  et ( )02 ,RM −  en coordonnées cartésiennes. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Etude de la stabilité des positions d’équilibre : 

Pour étudier la stabilité, on détermine le signe de la dérivée seconde de la fonction 
( )θPE  par rapport à θ  en ces deux positions d’équilibre 1M  et 2M . 

θe
r

 

i
r

 
ρe
r

 

j
r

 

ze
r

 

θ  

θ  

K
r

 
•  

1M  

j
r

 

i
r

 

2M  
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( )θ
θ

cosmgR
d

Ed P =
2

2

 

⇒ 0

0
2

2

>=
=

mgR
d

Ed P

θ
θ

 ⇒ L’énergie potentielle est minimale en 1M  ⇒ 1M  est une 

position d’équilibre stable. 

⇒ 0
2

2

<−=
=

mgR
d

Ed P

πθ
θ

 ⇒ L’énergie potentielle est maximale en 2M ⇒ 2M  est une 

position d’équilibre instable. 
 
Exercice 2 
1. le poids de M et les forces d’inertie : 

- 1kmgP
rr

−=  

- ee mF γ
rr

−= , ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 1
2

11
1 isinrOMR/RR/ROM

R/dt

R/Rd
R/Oe

rrr
r

rr
αωΩΩ

Ω
γγ −=∧∧+∧+=  

( ) 11 kR/R
rr

ωΩ =    ⇒ ( ) 1
2 isinmrFe

rr
αω=  

- cc mF γ
rr

−= , ( ) ( ) ( ) 111 22 jsinrR/MvR/Rc

r
&

rrr
αωΩγ =∧=  ⇒ ( ) 12 jsinrmFc

r
&

r
αω−=  

 

2. Energie potentielle de M par rapport au repère R1, en fonction de r : 

( )αsinrx =1 → 11
2 ixmFe

rr
ω= → 0

rr
=eFrot  ⇒ Pee EF →

r
 

( ) ( ) 11
2

11111111
2

1 dxxmkdzjdyidxixmOMdFR/FdwdE eePe ωω −=++−=−=−=
rrrrr

 

→ CtexmEPe +−= 2
1

2

2

1
ω ⇒ ( ) CtesinrmEPe +−= αω 222

2

1
 

( ) ( ) 111111111 mgdzkdzjdyidxKmgOMdPR/PdwdEPg =++=−=−=
rrrrr

 

→ CtemgzEPg += 1 , ( )αcosrz =1 ⇒ ( ) CtecosmgrEPg += α  

⇒ ( ) ( ) ( ) CtesinrmcosmgrR/MEp +−= αωα 222
1

2

1
 

 

3. si eqr  est une position d’équilibre, on aura : 
( )

0
1

=
= eqrr

p

dr

R/MdE
 

→ ( ) ( ) 022 =− αωα sinrcosg eq → ( )
( )αω

α
22 sin

cosg
req =  

Lreq ≤ → ( )
( )

L
sin

cosg
≤

αω

α
22

→ ( )
( )α

α
ω

2sinL

cosg
≥ ⇒ 

( )
( )α

α
ω

20
sinL

cosg
=  

4. la position d’équilibre 1r  pour une vitesse angulaire 01 ωω ≥  est : 
( )
( )αω

α
22

1

1
sin

cosg
r =  

5. 
( )

( ) ( )αωα 221
sinrmcosmg

dr

R/MdEp
−= →

( )
( ) 022

2

1
2

<−= αω sinm
dr

R/MEd p
 

⇒ l’équilbre est instable quelque soit eqr . 


