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1. Plans atomiques

(1) Le lithium cristallise dans une structure cubique centreée de maille a = 3.48 A,
En supposant que les atomes, assimilées a des spheres dures, sont en contact le long de la
dingonale du cube, représenter la distribution spatiale de ces atomes pour les faces (100), (110),
(111) et (201). ‘ _
(b) Pour chacune des structure 2D trouvées ci-dessus, préciser la direction et le
module des vecteurs a, et a; de Ja maille primitive.

(¢) Donner la valeur numérique de la concentration atomique et la densité

massique du Lithium (masse d'une mole : Mol = 7 8).

I1. Taux de remplissage
Dans un cristal, le taux de remplissage est défini comme le rapport entre le volume
occupé par les atomes (assimiles a des sphéres dures de rayon r) et le volume de la maille
considérée. Caleuler le taux maximal de remplissage T pour les structures suivantes :
I) cubique simple ;
2) cubique centrée ;
3} cubique a faces centrées ;
4) diamant;
3) hexagolale compacte idéale.

II1. Réseau direct
Déterminer le motif atomique et caractériser le réseau de Bravais (base (4,,d,;a;) forme
¢l volume de la maille primitive correspondante) pour chacune des structures cristallines
proposées ci-dessous: '
. réseau cubique simple compos¢ d'alomes identiques,
2. réseau cubique centré composé d'atomes identiques (Exemples: Na, K, Ru, Cr,
['e. Mn). on nolera aijajeta k les vecteurs définissant les arétes du cube simple,
3. réseau cubique centré composé d'atomes A el B placés respectivement sur les
peeuds de deux réseaux cubiques simples décalés d'une demi-grande diagonale (Exemple: CsCl),
4. réseau cubique faces centrées composé d'atomes identiques (Exemples: Ar, Ag.
Al, Au, Ca, Cu, Ni), on notera aiyajela k les vecteurs définissant les arétes du cube simple,
5 sructure "diamant”, composée d'atomes identiques places aux nauds de deux
réseaux cubigues faces centrées décalcs d'un quart de grande diagonale (Exemples: C, Si, Ge),
6. structure "blende de zine", composée d'atomes A et B placés respectivement sur
les naeuds de deux reseaux cubiques faces centrées décalés d'un quart de grande diagonale
(Cxemples: CuCl, Zns, /nSe, Cdle, AlAs, GaAs, InAs, SIC %
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I'V Réseaun hexagonal compacte b i
. , ) a1 vecteurs de basea,betc .
Un réseau hexagonal simple est conpstrut avee les lrois vecte .

agebee
2 ");-L— s it o T
(dbh)= T et (b,c)=(c.a)= =
G.heté le volume qui constitue la majjje

) Représenter sur les vecteurs

L 0o oo ¢ en ¢évidence | 2(p0
primitive ¢t monter comment il faut le compléter pour metire 4 Symétrie

hexagonale.,
2) Monter que la maille primitive de la structure hexagonale compacte ( he )pey

&lre considérée comme formée de la maille précédente et d'une base formée de deux atomes, |y
A l'origine, l'autre a l'intéricur, dans une position que l'on précisera par Scs coordonnées u, v gt yy.

Montrer qu'il y a deux choix possibles pour et v. .
3) Quelle relation cxiste-t-il entre a et ¢ dans le cas particulier du réseau he

V Réseau atomique
Le motif d’un allinge d’or'etde cuivre comporte
un atome d"or a chaque sommet et Lm ne de cuivreAu centre de chaque face.
1) Faire un dessin d’une maillede Lalliage.
2) Donner la composition stmchétrique de cet alliage.
3) Déterminer le motil alomigde et carastériser le réseau de Bravais.
4) Comment sont disljos-’s/lca plans d’atomes.de Cu pat rapport a ceux de /[ dans
les cas ou /1 & 1 des plans (/ikf) sont,de méme parité, puis lorsalfils sont de parités différentes,

¢ une maille cubique d’arréte a=3.75 4

VI Symétrie eristalline- Symétrie d’orientation
1. Montrer que I'existence de deux axes de rotation d’ordre 4 perpendiculaires,
entraine, en symétrie d’orientation, 'existence de quatre axes ternaires dont on précisera les
orientations, .
2. Montrer que la réciproque n'est pas vraie. Qu'entraine ['existence de quatre
axes e rotation d’ordre 3 disposés selon le vésultat de la question 1 ?

VII Réseaux réciprogues du 'ee’ et du 'efe

1) Montret que le réseau réciproque d'un réseau cubique centré est un réseau
cubique & faces centrées el vice versa.

2) Donner le parametre de la maille conventionnelle dans laguelle est construit le
réscan réeciprogue.

3) Soient (hkdy Jes indices de Miller velatifs a la maille primitive et (HKL) ceux
relatifs A la maille conventionnelle. Ltablir les relations reliant ces deux familles d'indices dans le
cas particulier du ‘ec’ et 'elt’,

Exemple: Soient les plans d'indices (100Y et (001) se rapportant a la maille
conventionnele du 'efe’. Quels sont les indices de ces plans relatifs a 1a maille primitive de ce

ey
rescall,;



L. Plans atomiqgues

{a) lel“] un indice est ml, 'intersection avee |

‘axe correspondant est rejetée a l'infini.
Les plans concernés par cel exercice

sont représentds ci-dessous, Les atomes étant

-—-—;El1

e cantact lo long de T diagonale du enbe, lear rayon est + = HZ’T Orsi 6. el

arsainent la distribution des atomes sur les différentes faces.
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fe) I v a2 atomes de lithium par cube darréte o« = 4,48 A, La densité atomique est
i e 7 o sl o dwlwe Ll maille /y1 {
clone 1= 4.7 107 atoues/m = P e S Volume Jl,. [ 'y qg
/

() (100) |ag| = |aa] = a et 4 = 00° A
al/d - -.«E’A
(110) Jay| = [an| = 283 oLy = 704
(111} |ay| = Jaa| = a\/2 et v = 60°
(201) Jag| = a. |as] = a5 et 4 = O

@Ay

-~

Donsité massigque + = 2 = 56 l‘\g’."ljl‘J. , 2
0- Lo s Fr1o (344 1e7°)
=t ) = P 13
3. Tanx de remplissage C,oe 1o

Sutt r le rayon des spheres dures et o V'arete des cubes, Le taux de remplissage est défini
conue le rapport cutre e volume occupé par les atowes (sphiéves) et le volmne de la
nisille considérée.

-

AT . L b
(1) Le cube est occupé par 8-5 = 1 spherc et a = Qr". d’on vspher; Z
L hwe? Y3t
i - - 3 _ 3z
{=—=0.524 g 2= —
G a3 (20

(1) Les spheres sont au contact le long des grandes dingonales du cube, done av/3 = dr.
Lo cubic contient -4 + 1= 2 splitres, d'ou

i Les cplieres sont an contact Te lone des diaeonales des [aces du cibe, done ay/2 = 47

! 2

Le cube contient G0 + b’-—l = 4 spheres, d'on
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() Dans T madlle bep (voir Fig 2) les atomes en 00U (), 1[)[)‘(.\). “(LU&’) et 335 (C)
sall Aoy s wamoemeks o _@'nbdl‘(‘ (i est régulier (de colé a) quand Je
rapport «/a est optinal {¢/a = 24/2/3 = 1.03).
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Ficure 2 Maille hep conventionnelle.
Lit taadlle conventionnelle content 12 - % +2.-143.1 =0 atomes, La base de la
wadlle est un hexagone régulier composé de six triangles équilatéranx de coté 2r.
Laire est / / é S ol
. g e 0 'é?/ ]
_eﬂ/t cut bt 2,/ e ates
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A =1 =12 Yo = Gv/3r

La hauteur de la maille correspond 2 denx fois Tn hanteur du tétrasdre
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Penr le tanx de vemplissage on abtient 1
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Ou verfie st il v dews manicves de mashuiser le taux de remplissage (minimiser
b volwne oeeupd par des sphres dures) © la structure cubique 2 faces centrdes {(c) et In
striuetire hexagonale compacte (0), Les deux correspondent au méme taux de 1'L'111;Jii95:1;{c
optunal (0= 0.71), car efesne ditferent en réalitd que par la facon de disposer les sphidros

des es conclios suceessives (voir [ig.3),
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) On peut construire le réseau ce avec les vecteurs primitifs suivants (hgur
= o+ -« = - [# 7] = o
— 4 =dl ay=uj ——-(z' +j+k)
n

ﬁ.ﬁ? |¢ /watlf‘f_'}” coﬂéf—\l,u(’ 5/&'.
V 2elosmes awc') Uy, L)
Comme pour le ¢/c il existe un choix plus symétrique (figure ]8b) _}W

a ‘_'("’ +]+k) a, ——(l ~7+k) (i =——(1 +]—k)
J )

[
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() ik
Figure: (a) el (b) Dewx méthodes pour choisir les vecteurs de translation fondamentaux du
éseau cc. (¢) La maille primitive est obtenue en complétant la construction

est la longueur de I'aréte de la maille cubique

3
Le volume V' de la maille primitive d’une structure cc est V, = (a,,a,,a,) =

, ol

3- La structure du chlorure de césium CsCl est illustrée dans la figure. Le réseau de
Bravais est cubique simple, et le motif dans la maille primitive est constitué d’une seule

, g
molécule. Un ion Cl" est réparti sur les huit sommets de cette maille (chacun contribue pour un
huitieme), et un ion Cs est placé au centre de cette maille

Remarque :

centre ne sonl pus eqzuvalmfm

la structure n’est pas de type cubique centrée les sites aux sommets et au
BeCu, AINi, CuZn(lailon)

Parmi les solides cristallisant sous cetle forme, on peut donner les molécules suivantes :
uPd AgMg, [/Ug
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Figure: structure CsCl
Le volume Iy de la maille primitive d’une structure cubique simple est a

4- La structure cubique a faces centrées (¢fc) est déerite dans la figure. Elle provient
d'un réseau lui-méme cubique a faces centrées, sur lequel on a placé un motf constitué d’un
atome sur chaque sommet de la maille cubique et d'un atom

e
¢ : au centie de chaque face du cube
Comme chacun des huit sommets de cette maille ¢lémentaire appartient simultanément a hui

()



e temps deux mailles, ce molif e Consg
U

uiilles et chacune des six faces appartient
- quatre nezuds, .

La maille primitive construite suf Jes ve
¢une maille cubique esl occupée par huit atome .
dillérentes. Elle contient done seulement un nn:;ld en propie.

amentaux du réseau ¢fe 3 | y

cteurs fond 1 il
shacun e ant & Firi v s
s aux somnels, © ! pant a hujy Majj|

€3

: . . ) rs fondamentaux du réseaq; :
Figure: maille primitive construiie il Jes vecteurs [ 2 o

I'intérieur d'une maille cubique.
_ _ -« primitifs suivants,
On peut construire le réseau cfc avec les vecleurs primitifs €
- - - a - - - a. .= . i
ay=al ‘72:;(""]) a3=5(.l+}")

11 existe un choix plus symétrique (figure) -

= m = - i .= =
a;‘—“%(,fﬂ’() ﬁgzg(kﬂ') a3=5(r+j)

I =(d.d..a a
Le volume de la maille primitive d’une structure cfc est Vy =(4,.a,.8,) = Fldadd
la longueur de I"aréte de la maille cubique.
5- La structure diamant est décrite dans (la figure a). Son réseau de Bravais es -

cubique a faces centrées, comme la structure ¢fe. En revanche, un atome supplémentaire a é
introduit dans le motif de la maille primitive, Cet atome supplémentaire est placé au centre du
site térraédrique le plus proche de I'origine du réseau, elle possede de trés fortes symétries. Par
exemple. chaque alome est sifué au centre d’'un tétraédre régulier. Dans la structure diamant
chaque atome est entouré de 4 plus proches voisins, ce qui permet de former des liaisons
covalentes. La structure diamant peut éwe déerite comme étant formée de 2 structures ¢fc
deplacces I'une par rapport a l'autre le long de la diagonale principale. La position de 'origine de
la seconde structure ¢fc par rapport a l'origine de la premiére est (1/4, 1/4, 174).

//
-

T
J4 ek
o) @ o

(a) b *n O
() La structure diamant est (ypigue des éléments de la colonne IV du tableau
périndique. (hy Dans fes composés des colonmes HI-V fes sites (0.0,0) et (1/4,1/4,1/4) sont
vccnpés par des atomes de (ypes différents (structure zine-blende (ZnS structure)).



On comple § atomes par maille cubique. Comme le réseau est ¢fe, on 4 4 neeuds par
maille, on en déduit qu'a un neeud est associé un motif formé par deux atomes (deux atomes non
reliés par une translation du réseau cfe). Le silicium, le germanium et la forme a de I'étain (étain
gris, stable & basse température) ont la structure du diamant.

Le volume de la maille primitive est le méme que celui d’une réseau c¢fc c.a.d

o o g O
V, = (8,05, 0,) = T
Les vecteurs primitifs du réseau de Bravais (cfc) sont les suivants.
R < L N — a, - - - a s =
”|-2(..]+k) aj“E(A‘f‘l) [13:—’)-(.l+j)

6- La blende a la structure du diamant dans laquelle les quatre atomes intérieurs sont
remplacés par quatre atomes d’une autre espéce (figure 20b), faisant ainsi disparaitre des
symétries (par exemple, tous les centres de symétrie ont disparu). On compte 4 Zn el 4 § par
maille cubique faces centrées. Comme il y a 4 nceuds par maille dans le réseau cfz, on en déduit
que le motil est constitué d’un Zn et d’un . Sur Ia figure est indiqué un tétraédre des S entourant
un Zn, de méme chaque S est entouré d un tétraédre de Zn,

Le volume de la maille primitive est le méme que celui d’un réseau ¢fc c.ad
]

A =(a,,8,: 03) =-4_,

Les vecteurs primitifs du réseau de Bravais (cfc) sont les suivants,

6 =54k @=30+D) G=20+]) 4

IV Réseau hexagonal compacte

La structure llexag(;ma!c compacte est décrite dans la figure. Le réseau de Bravais est
hexagonal simple. Le motif est formé d’un atome a chaque sommet de la maille primitive, et
d'un atome au centre. Ce motif est donc formé de deux atomes propres.

Le qualificatif "compact” signifie que les atomes sont disposés de la fagon la plus
compacte possible dans I’espace.
La structure hexagonale compacte /¢ s'obtient lorsque les plans compactes sont empilés dans la
séquence ABABAB ... Elle ne correspond pas a un réscau de Bravais

G

ol /f‘\_!
e A ™

Structure hexagonal compact.

[.a maille primitive est hexagonale simple
Le motif est formé de deux atomes (0,0,0) et (2/3,1/3,1/2). (ou bien (0,0,0) et
(1/3.23,172))
La structure he est formée par deux réseaux de Bravais hexagonaux simples, intercalés et déplacés
. ;
=~ s |
C>d) +—da, +—c |'un par rapport a ['autre
3 T30 2(‘.][!111 w rapport a I
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L. T} est souvent pratique de représenter un réseau de Bravais cubique & faces centrées en tant
que cubique simple, de maille primitive cubique d'aréte « et avec un motif a quatre points.

a) Montrer que le facteur de structure est alors égal a 4f; ou O pour tous les points du réseau
réciproque cubique simple.

b) Montrer que, lorsque les points de facteur de structure nul sont enlevés, les points restants du

réseau réciproque constituent un réseau cubique centré de maille conventionnelle d’aréte 47a.
Pourquoi fallait-il s’attendre a ce résultat ?

II- Les composés ioniques de formule RX cristallisent dans le systéme cubique, R étant le »

cation (+) et X 'anion (~). Pour les composés de type NaCl / KCI. . l"g
1- a) Représenter sur une maille cubique la position de tous les ions. _ g
b) Tracer sur la méme figure les vecteurs primitifs. :r;as;é}:ﬂ
¢) Quelle est le nombre de molécules RX par maille cubique ? -
-— — d) Préciser le réseau de Bravais et le motif, ' ' S
On suppose que le facteur de diffusion atomique est constant et égal au nombre de charges des
jons. Les ions ont pour nombre de charge : Na*=11-1=10 ; ClI'=17+1=18 ; K'=19-1=18 o
2- a) Calculer le facteur de structure F(hkl) pour les composés RX dans une maille cubique -
et donner les conditions que doivent satisfaire les indices hkl pour que le facteur de structure
correspondant soit différent de zéro.
b) Dresser un tableau donnant |’expression du facteur de structure pour les composes )
NaCl et KClI tels que : h*+k*+1*<16, v
¢) Sur deux figures, 'uae pour NaCl et I'auire pour KC, placer un cercle indiquant la 1?‘},_
slan reciproque (001) tels que WP+ <18, .
d) Indiquer la particularite que présenic le diagramme de diffraction de KCL
S| U S
o0 |10 20 30 40 50
Figure . diagramme de diffraction d'wn faisceau de rayon X par wne poudre de NuCl en utilisant les
longuewrs d'onides Ay = 0.15393nm(K ) et Ap=0.13902mn(Ky).
|
K



3- Dans une chambre de Debye-Scherrer, JesTongueurs d'onde de rayon X utilisées poyy Dbienj

, 5 = 0 L) et Ap=0.13902 |
le diagramme de diffraction de la figure jojat¢ sont Ao = 0.159% BM(I\;),C ﬁre g ) .;
a) Préciser lesquelles 4§ pics correspondent 3 K. Justilier votre reponse. |

i
, . : x nalad 1 et les indices hkl correspo ‘.

b) Déterminer dlstanf:cs lntGITé:hCIl]ﬂlIeS dhki Pondants Gl

pics de diffraction. En dg¢dtfire le parametre de maille. i

11I- Les diagrammes de diffraction sont réaliscs dans une chambre de Debye-Scherrer (Poudy

pour trois corps monoatomique A, B, et C. On sait que un corps est cubique centré, ["autre est Cubigy

a faces centrée ef le {roisieme est cubique diamant. La position des quatre premiers anneauxé
diffraction pour chaque corps est donndée dans le tableau suivant : >

A (degré) B (degré) C (degre) ]
42.2 28,8 42,8
1492 41,0 73,2 -
72.0 50.8 89,0 |
1873 59.6 115,0

1- Donner la structure cristallographigue des corps A, B, C, on précisera la démarche suivie, =

2- La longueur d"-re utilisée pour lo diffraction X est A=1,5 °A, déterminer le paramétre §
maille conventionnelle cubique pour chaque structure.

3- La structure diamant est remplacé par une structure blende ZnS (le réseau est c.f.c et le mat
est formé par deux atomes S(0, 0, 0) et Zn(1/4, 1/4, 1/4 ) ). On suppose que les deux structures ortlj
méme paramétre de maille a. e - -

i

|

a- Représenter sur une figure une maille cubique et les positions atomiques des atomg

Zn et'S, : .
b- Donner les & correspondant aux quatre premiers noeuds de diffraction pour la blende’i

JV- Lralliage FezAl - B

L alliage FezAl pent cxister sous deux formes k

Phase A : maille cubique de coté a. Sites occupés (0,0,0) et (1/2,1/2,1/2). La répartition da

atomes de fer et d’aluminium est aléatoire entre les deux sites,

Phase B ; maille cubique de ¢oté a. Un atome de fer oceupe toujours le site (0,0.0). Les autrd

atomes de fer et les alor s d aluminium occuvent de manjére aiéatoirfe les sites (1/2,1/2,1/2). 1

1- Quels sont les réseaux de Bravais de chaque phase ? !

2- a) Si fre et [y sont les facteurs de diffusion atomiques du fer et de 1 alutiinium qu8

facteur de diffusion atomique faut-il attribuer aux sites occupés de maniére aléatoire dans les phases 4
et3? :

b) Calculer le facteur de structure relatif |

' a chaque phase,
3- On réalise des expériences de diffrae

A : ’ tion sur les deux phases avec le méme disposifif. Eh"bh{
le spectre théorique el présenter les résultats sous |a forme d’un tableay dont les lignes contiendront le§
indices des raies et Jes facteurs de structure pour chague whe A T W
e e 1t e s p chaque phase. Arréter le tableau 4 1a ratc (k) tels &%
1"+ ks 7 = 10 de Ja phase 4. Peut-on distinguer les deuy phases par cette méthod~ T Comment ?

(r kv <10 | k) Phase A | (kl] Phas
(’ ) FHREM

5y B T e e =5 :
j\pw Phase 4 Fuyy  Phase B ‘

[
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([VERSITE IBN ZOHR - 20142015 \
(CULTE DES SCIENCES | o é |
:p ARTEMENT DE PHYSIQUE | - | 8
GADIR | R |
: ~ EPREUVE DE PHYSIQUE DES MATERIAUX SRR T T

| Session de rattrapage | " oy - ‘. : A

_SMP5-Durée : 1 heure 30minutes
i ' ) - : ¥ , i

)

- alhahe FegAf peut exister sous deux formes : &
Phase. A . maille cubique de cote a. S)tes occupes (0,0, 0) et (1/2, 1/2,1/2). La répartition des atori)ﬁ:é; o
de ter et d’alumxmum est 'Lleatmre entre les deux sites. & 8 ’ A P 'J | '
Phase B : rhaille cubique de ¢oté @. Un atome de fer occupe tomours le 51te ( 0,' 0,0). Les autres aftdi‘neé

de fer et les atomes d’aluminium Ioccupem de manigre aléatoire les sites (1 /2,1/2,1/2).

1- Quels sont les réseaux de Bravais de chaque phase ?

Phase A : le réseau de Bravais est cubique cenrré car tous les sites sont équivalents. .
i Plrase B:le reseau de Bravais est cubique simple car les sites (0,0,0) et (1/2 1 /2, 1/2) ne sonr pa.s

‘équivalents.

o

2. a) Sifre et fa sont les facteurs de diffusion- atorruques du fer et de. l’aluminium quel faéleur' de"

diftusion atomique faut-il attribuer aux sites occupés de mamere aléatoire dans les phases A et B ?

. 3 . N 8 .. 3
Phase A : fA' fFe4 S pour mus les sites,

’ f' & . ‘ . ‘ .
Phase B: fp= JL;M pour les sites ( 1/2,1/2,1/2) Les atomes de fer et les atomes d’aluminium

occupent de maniére aléatoire les sites (1/2,1/2,1/2). (Fe et Al équiprobables)

b) Calculer le facteur de structure relatif a chaque phase.

phuse A : le facteur de structure est:
ﬂhk/ _ fl( 17T(h+k+f)) fA(l_l_(_l)(h—kk—!-l))

* Les régles d’extinetion pour la plase A : Fhk/ =0 Lorsque h+k+1=2n-+1 nentier

3fp. + i
Foki = 2fa= JI‘L_{M orsque h+k+1=2n

pus}




'. phase B : le facteur de structure est :
- - dn(h+k+1)

Pas d’extinction pour la phase B : [F hikl =0 Vi ketl.

3/!( *

Fh/\'/ = (Mo f3)= 5 L lorsque h+k+1=2n

fft f/”

—

et Iy = (/e — /b‘)“ lorsque h+k +1=2n+1

3- On realise des expériences de diffraction sur les deux phases avec le méme dispositif. Etablir le
. i . . . 2 Lt 1 2 .
depouillement théorique des spectres et présenter les résultats sous la forme d’un tableau dont les lignes

contiendront les indices des raies et Jes [acteurs de structure pour chaque phase. Arréter le tableau a la raie

(ki) telsque M4 K+ P <8 dela phase 4. ‘

W+ K+ <8 i (hkl) PhaseA | (hkl) Phase B| Fy PhaseA | Fypy, Phase B
: (10) | oo (100) | .ecoerinnnn, Laez Lo
(110) ] (110) (110) |22 Lo |2 v fa

| (111) | (111) | ..cvceviinnen lr = Far |

| (200) L (200) (200) | 3Ln 2 fa e
e (210) |..... . _

; 211) | (211) (211) |3k * Su [

| (220) (220) 2200 |, . . LR

. 1 W5

Peut-on distinguer les deux phases par cette méthode ? Comment ?
Dans la phase vrdonnée on trouve des raies supplémentaires de faibles intensités. Par diffraction on
pent distinguer entre fes denx phases. sur le diagranune correspondant a la phase B on a les pics de

diffraction tels que I+ &+ 1 = 20+ 1 qni sont interdites pour lu phase A

=
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ACULYE DES SCIENCES
EPARTEMENT DE PHYSIQUE
GADIR
TD DE PHYSIQUE DES MATERIAUX
Phonons-Série n°3-SMP5-

Vibration d'une chaine linéaire (influence des seconds voisins)

Soit un réseau lindaire de paramétre de maille "a" formé d'atomes identiques de masse "m". Chaque aton?e-est
oumnis 4 une force de constante de rappel 4, exercée par ses proches voisins et > exercée par ses second§ voisins.

1- Etablir I'équation régissant le déplacement de 'atome n, soit u, (par rapport  sa position d'équilibre) en
snction de 14, ), Uny, Une2, Un.2

2- Etablir la relation de dispersion des phonons longitudinaux, a(k), & parlir d'une solution en forme d'ondes
lanes du typeu, = u, expi(kx, —wt) = u, expi(kna — wt). Dans cette relation, mettre en évidence le facteur

orrectif S(k), lié & l'influence des seconds voisins.

3- pour /32> trouver la condition sur A pour qu’il y’ait un maximum de w(k) dans la premiére zone de
3rillouin

4- pour <0 (répulsion) trouver la condition sur 3 pour que le systéme soit stable.

3- Indiquer l'allure de la courbe de dispersion en envisageant successivement les hypothéses pz>0et f2>0. On

racera aussi la courbe de référence [-=0.

T Chaine avec deux atomes par maille o
Le but de cet exercice est d'établir et discuter la relation de dispersion d'une chaine linéaire infinie dans

aquelle le motif est constitué de deux atomes. On considére une chaine danslaquelle les atomes successifs ont
1ne masse M, et M; ; seuls les plus proches voisinsinteragissent, Cette interaction est décrite par un ressort de
sonstante K.

1- a- On note u, et v, les déplacements des masses M et M, respectivement, et a Ja distance entre deux
nasses consécutives de méme type. Ecrire les équations dumouvement pour u, et v,.

On cherche des solutions de la forme : 1, =1, exp i(n ka — aJt) et v, = v, expz'(n ka — a)z‘)

b- Déterminer les relations de dispersion (k) des modes de vibration.

2-Considérer M,>M>. Représenter graphiquement (k) dans Ja premiére zone deBrillouin. Indiquer les valeurs
de w(k) pour &k = 0 et pour k en bord de zone, pourles branches acoustique et optique.

3- Considérer M,>> M, Trouver la forme que prend la-relation de dispersion danscette limite pour les
branches acoustique et optique.

4-On imagine maintenant que M, et M, tendent vers une méme valeur M. Décrirecomment on passe d'une
courbe de dispersion ayant deux branches & une courben'en comportant qu'une. Comparer le résultat avec celui.
obtenu pour une chaineavec un atome par maille. ‘

III- On considére une chaine de longueur L formée de N atomes identiques de masse m, séparés d’une distance a
(avec L>>q). Les vibrations longitudinal des atomes de cette chaine seront supposées pouvoir étre décrites dans
le cadre de I'approximation harmonique et en ne tenant compte que des interactions entre premiers voisins, avec
une constante de rappel unique a.

L. a- Ecrire [’équation du mouvement d’un atome au voisinage de sa position d’équilibre et en déduire la

atome s’écrit sous la forme : u, = At

1tme

loi de dispersion (k). On supposera que le déplacement u, du »
b- Tracer les courbes de dispersion w(k), on précisera les valeurs de w(k) au centre et aux bords de la
tre . . A . . N . .
1% zone de Brillouin .Pourquoi peut-on se contenter de tracer ces courbes de dispersion a Uintérieur de la 1%~
zone de Brillouin pour avoir toutes les valeurs possibles de wk) ?

¢- En utilisant les conditions aux limites cycliques de Born et Von Karman, montrer que & ne peut

prendre que des valeurs discrétes gu’on précisera.
2- On se place dans le cadre de I"approximation de Debye,
a- Définir de maniere précise I'approximation de Debye en général.
b- Exprimer la densité de modes, gfw), et vérifier que, dans ce cas de probléme unidimensionnel, cette
densité de modes est, en fait, indépendante de . '

3- En déduire les expressions de
a- le vecteur d’onde de Debye, ),

l@

~



b- la pulsation de Debye, ﬂ’fg .
¢~ la température de Debye, 6 -z dé phonons:
4- Ecrire I'expression de I'énergie interne, U{ed:hiine d'ztomes (on posera h la constante réduyite €Dy .
T e e e SPéCifiqw’clc':‘"' " CIt:températurc). On exprimera C. en particulier dapg les de:c'f.l,.
est la constante de Boltzmann et T désigne i

basse température (7—» 0) et haute température.

gty g ;'
On donne :J: ':dll =% 1'
e’ —

IV-Capacité calorifique d'un réseau plan.

idé ibrations transversales d’un ’ !
- Considérons les vibrations 'I' diculaire au plan du réseau de I'atome de [a o edly
identiques. Appelons u, ., le déplacement perpendic

s interactions entr i
la "™ ligne. La masse de chaque atome est M. On ne considérera que les inte tre premiers
' ° ) : ' mique.
on désignera par C la constante de force et 4 la distance interatomiq

1- a-Donner |’équation du mouvement. B y . -
b- Supposons que les solutions sont de la forme : u,, = u(0)exp [;(Ek,a +mk,a - o) Etablir -

A

aomq%
ﬂneﬂ ]

; 5 de rangée et de |
réseau carré plan, forme g colonnes g,

Vcisinsn'

{
relation de dispersion @’ = f(k). |

P 5 i . , i
c- Montrer que la région de I'espace des k pour laquelle il existe des solutions lndependameS e
premiére zone de Brillouin. . . i
d- Représenter les courbes @ en fonction de k dans la direction //0] et dans la direction 1] Précigy -
les valeurs de w au-bord et au centre de la zone de Brillouin. I
2- Le cristal a Ia forme d’un carré de coté L=na o ,
a- En utilisant les conditions aux limites périodiques (BVK), montrer que les vecteurs d ondes k, i
ne peuvent prendre que des valeurs discrétes.

§

i
L~
-

A - T m - w2 ;
b- Déterminer la densité des modes de vibrations g(k) pour: ]k’ < " et " < ’k‘ 2 T ;
|

c-Calculer dans I"approximation de Debye la densité des modes g(w), la fréquence de coupure gyetle

|
rayon du disque de Debye k. . :

: " » : . .
d- Calculer dans cette approximation I'€énergie interne et la capacité calorifique des wbranms:f |
transversales du systéme. On exprimera la capacité calorifique en fonction de Ja temperature de Debye 4.

22 g
On donne : J- < dll =24

]
)

e’ -

V-Chaleur spécifique d'une chaine avec deux atomes par maille
On considére une chaine de longueur L formée de deux types d'
est égale 4 a et le nombre total d'atomes est 2N. Nous allonsé

Faire une représentation graphique des courbes
2- Exprimer la densité de modes iR
branche optique ?
_ 3- En utilisant les résultats dy point précédent, écrire I'expression de la densité d'énergie interne =ttt B
réseau,
4- Etablir I'expression de la chaleur spécifiqued haute e
contribution de la branche acoustique et cel]
5- Application numérique : Evaluer les t
chaleur spécifique a T=20 K par paire d'at
Commenter le résultat, o = 6 %A, v,

de dispersion modélisées dans la premiére zone de Bn'Ilouin.. ;
(@) pour la branche acoustique. Que se passe-t-il pour g,(a) relatfdl

sment
a basse température. (Calculer séparément &
e de la branch optique). ,

! v ainn i 4
emperatures de Debye g, et d’Einstein 6. Calculer la contribution i
omes de chacune des -

branches, 3
= 8800 ms, w,= 6. 10" 5 | <

9 f'ﬂdf.\‘, i—-’
X T :
Ondonne: | — ¢y ="_ |
0 e’ -] 6

(58]
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' ’j:f Chaine avec deux atomes par maille
(a) Bquations du wnouveno

.!'\Jll”f,” = ]\'(““ g %)

Sty 3 “u—l J (l)
Moo, = Kty — 29, + Uy, ) (2)

(1) On cherche des modes propres du type

U . - ->__ 5
'U."(f.) = ety § 'J‘{:Qg"-l - ~LJ‘-.) ZEN
— s E o

'Un(” — {)}_-E’”k'f”-{ b f 2=l

. A= m e '{'C.g-
Cette notation a Pavantage que ag. /by est un nombre réel, ;5
Eu substituant dans (1) et {2) ou trouve
. 1 I J
(—w” + _J—\) | -1 Co {i) bz =0 ( u { (3)
J\[] ﬂ[; &
KN / Mea Mo 4
—QE(()S( [L)u, H~w“+l—]—)bh:0 1 (4)
Pour les solutions non triviales
Iy i f\’Q 2 ha
2+ 29— ) (—w? 4 2 —4 COS =0
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(d) M, 2 M,

p—
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2 (1 1 / 1 1 %® 4 fea
w":f\(ﬁ—i-——>rls ( ﬁ_) ——— gin%(—
My M Vs *an) ~ a0

f 1 [ K | My N° M, .., ka
=1\(-~iH)¢_‘L¢_, B i TS '
M ) \,-’ i i1 | ;- st ( 7 )

e 4 N Mo la
By i d = i——— sin(-—)
My) = LV M, g+ » PPy i
N N/ M I ) L Vi o %=
T e | 'iqsiu('u) i
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112

Brauche acoustique (signe — dans I'équation (G))

5 f\' la (Y

w" =2

o ka
“l sl (Ti = W,y = )\/ 27, Ism(g)‘

Cest la relation de dispersiou que 'on trouve pour une chaine linéaire de période a
et de constante de couplage N/ = I'/2. En fait, co mode est entierement déterminé
par le mouvement des atomes lourds. qui sont reliés entre eux par deux ressorls de
constante [X' (ou un ressort de constante 1'/2). Les atomes légers restent toujours

au milieu entre leurs voisins : w4y — v, = v, — w,,.

Branche optique (sigiie + dans I'équation (6))

, I Nl o
W' 2 -”—.}"“ EJHWC’ = VE

Cette branche devient alors plate. De plus (résultant de (3) et (4))

4

(1, —i',u'i."“’-_: + '.).1"\

— = —————>—— — 0 les atomes lourds ne bougent plus,

¢ - L la
by 2 i< LO':»(‘T)
En fait les vibrations optiques correspoudent maintenaut & des vibrations indépen-
dantes de chaque atomne de masse Mo attache a deux parois par lintermédiaire de
deux ressorts.

Four M; > M., on obtient les courbes représentées sur la figure ci-dessous. Les
pointillés symbolisent le fait que le vectenr d'oude des vibrations & n’est défini qu’a
un vecteur du réseau réciprogue nEt pres.

Quand M, M., — A, Uintervalle des [réguences nterdites se resserre; la brauche
acoustique (premiere zone o Brillonin) tend a se prolouger par la partie de la
branche optique situce dans la deuxicuwe zone de Brillouin.

Quand M, = M, = M, la partie de celte |)1‘elll‘L‘llL—t inil.inlmn_u;.n. (_Jp.tiquha est désormais
acoustique et également sitnde dans L premicre zone de Brillouin, car la maille du

; . n n 1 R ‘Bl 1 v
résean est devenie 2 (hord de zone - = el non = (el figure ci-dessous).
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La branche acoustique (—) donne | -Cos 2o <
= =
, [K ‘ (fn)} iz
o= 2 sin — ;
AT eV M
ce qui correspond au résultat pour unce chaine monoatomique de péviode a/2.
L&signe (+) donne | Ladodh. (iDS‘:B.

ha

d v A4 F I ?
w? = 2 (1 -+ U),({ﬂ)) = e cua'(]i) — W= }\/T L‘!H( )

A [ !_. ,'1"[ ﬂ [

ce qui correspond a la partie de L branche aconstique entre 5 et ‘%—— "rabattue” entre
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ML a- Eerire Péquation du mouvement d'un atome au voisinage de sa posilion d’équilibre et en
Lol g : ' i itme i ATt ;

deduire la loi de dispersion a(k). On supposera que le déplacement #, du 7 alome s écril sous la

forme : u, = Aej(k"”hm”

Re : -L'équation du mouvement : piur,, = e(u, ) +u,,, —2u,
; i(kna—ar)

On cherche des solutions de la forme u, = Ae

3 ik i
—ma~A=a(de™™ 4 goriho 24).

: ; > da . aka da | . ka
-La loi de dispersion : v =~ gin- = W= |—|sIn—

m 2 Vom 2

L 2 . ’ - " - - >, e
b-Tracer les courbes de dispersion@(k), on précisera les valeurs de @(k) au eeplic el e}}m Pgrds j
la 19 zone de Brillouin.Pour Uoi peut-on se contenter de tracer ces courbes de dispersion a 1'intérieur de
quol

la 19 zone de Brillouin pour avoir toutes les valeurs possibles de (k) ?-

3 2 , 2 s ere
Re : w(k)=w(k *n—) De fagon générale on peut foujours se ramener a la 1
; ol

zone de Brillouin en translatant le vecteur d'onde A& d'un vecteur du réseau
réciproque, sans modifier la pulsation,

- Pour kez/a: Lorsque k est faible par rapport 7z/awest linéaire en K

!
\’ m

propageant dans un milieu continu (continuum). La vitesse de phase et la vitesse de

a , N B
W=\, —alkCest le méme comportement que pour une onde élastique se

; ; a
groupe sontégales & v.. @ =v.k avecv, = \/j a.
m

g

-Pour K=+ 7/a ona :w = 2\/% : (Um'r’ = fALS S ’15. (.»QCxJB ka _?—) .

‘ = N
A wik) Cos koo v Cosbiz 0
: : = (;Oz“.-_. ‘I“Pl/ﬁ*\/\'
; ' i
' i 1 ( % J
‘-“‘...w; b ]-«__“‘ LO._'Q‘\I_EAJ,,
I I
1] 1 .
' |
1
1
: :
: 1
1
' :
. 1
I | k
: |
! . o
_j‘[’/(.l +‘J[/n‘

Al . . . F o P d I ¥ > e 2 . s 21 . ! g
Courbe iy dispersion pour wie chaine linéaire en tenant compte uniquement d'interactions entre les

L ' g s it (i 1 ] =V K.
Plus proches voisins. La ligne en trait interrompus correspondrait & un milien continu o = oK

¢ En utilisant les conditions aux limites cycliques de Born et Von Karman, montrer que les

vecteurs d ondes kne peuvent prendre que des valeurs discretes qu’on précisera,
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‘e peZ, le nombre de valaurs possibles de Aest N(N
modes propres).

1. On se place dans |

ce d e cadre de | approximation de Del
a- Définir de

o . ve.
manicre précise |'; T :
Ye precise I'approximation de Debye en général.

Re :Dans le cadre de lapproximation de Debye :
-On remplace la branche dy g

o , Pecire de vibration par une droite correspondant & un
milieu continu @ = vk

ere ' "
-On remplace la 1°" zone de Brillouin par une zone de rayon Ap, choisi de telle sorte

quelle contient le méme nombre N de vecteurs d'onde possibles que la 1° zone de

Brillouin.

b-Exprimer la densité de modes.g(w), et vérifier que, dans ce cas de probleme unidimensionnel.
cetie densité de modes est, en fait, indépendante de @,

Re :densité de modes : g(k)dk = {ii
Loy
2g(k)dk = g(w)dwLe chiffre 2 dans cette expression est pour tenir compte dek et
-kqui ont le méme .
g@)=2g() L L _Na
do  mv, v,

(On peut prendre directement g(k)=L/r avec k>0 dans ce cas glk)dk = glw)dw).
3- En déduire les expressions de (i) le vecteur d’onde de Debye, kp. (ii) la pulsation de Debye @p, et (iii)
la température de Debye, &),

bLJD
; T - Wy J .
Re : t ‘onde de Debye: kp,=— = 4‘6] SNeoydeo = M.
e (i) le vecteur d'onde de Debye : i 9, ] aw;

Vs
(i) la pulsation de Debye @), = vk, =v, =,

a

hw hv,
(iii)la température de Debye : hiwy =kyly; Op=—2L =

kB k p 4d
4- Lcrire I'expression de I’énergie interne. U, du gaz de phonons.

z . . !
Re 1 - J‘ ? g(0)(n + —l—)ha)c!(u avec n=—
0 2

" ho ]
exp[ el ol



nreprésente le nombre d'occupation moyen des phonons dans le mode normal 4, pour

un systeme en équilibre 4 la température T, On I'appellela fonction de distribution de

Bose-Einstein.

- Exprimer la chaleur spécifique. C,. de cetle chaine d’atomes (on posera /ila constante réduile de
Planck, kyest la constante de Boltzmann et Tdésigne la température). On exprimera C,en particulier dans
les deux cas: basse température (T— 0) et haute température.

0 e
© xdx T
On donne J. = —

"

0 et — 1 - 6
Re : A haute température et dans I'approximation de Debye

ho ho . ; .
SXpo— ~ 1+ —— losque 7" — +oc L'énergie interne (st donnée par :
Na ®p 1 . Na ;
£ = .[ : “hwdo+Uy=—kgTw,+Uy=Nk,T + U,
s o he b
gl —— |- ! ‘ T g
!‘Br Coae bobia-ls.
au

C, =
dT

obtenu par la loi de Dulong et Petit,
Aux basses températures (7— 0) et dans 'approximation de DebyeOn pose

] =Nky. C, ne dépend pas de la température, Méme résultat que celui

ZV

ho )
x=—-— lorsque 7 > 0' = x— 4w
kpT
o 3 i TP Fopol G _— 3 3
— _‘Lu_(kl’)'T) l. Xdax i L__“ - _\_Ij (K BT} A 4 L;r“ :_j\ﬁ (LBT) -{{ " UO - L(A[fr) ;T— _‘.__{}70

i Jo et —] - av, 7 6 Vv, h 6 Wy, h 6

I Na_kirx_ N 7’ 72 T

CrZE—[“ = a? 5—77:——;’{& . TZ(N/:R'%—)—

dl /,, v, h 6 o ph 3 38,
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‘haleur spécif s & N1e b aty . .
,\L Chaleur spécifique d’une chaine avee deux atomes par maille

(a) Le volume du systéme (
chaque état & dans I'es)
zone de Brillouin. ¢

s e ; . = s
aus Pespace réel osy [ = Na, donc le volume occupé par

Jce reciprogue est, f%‘ IIva N valeurs de & daus la premiére
. i Vit : ; x
onime on décrit seulenient la branche acoustique avec le modéle

de Debye, kpy doit étre (of que la “sphére” (3 1D ¢'est un segment) de Debye contient
N valeurs de £

.. Nua
ZJZCD > = N
27
Donc on obtient
T T
;.TD = ’: el wWp =Y, j'

(1

La figure suivante représcnte les o urbes de

dispersion approximeées par les modeles
de Debye et de Einstem ans |

a premiére zone de Brillouin -

w
LO
W,
mn
LA
— - k
e 0 IS
a d

(b) Dans chaque branche il v a N valeurs de A permises et donc N modes Au total, il
vy a 2N modes. '

Le nombre d’états permis dans le volume infinitésimal de Iespace réciproque 2 dk
(1D) par unité de volume dans Pespace direct est



u obtenir Uexpres, i S e
s - LXP]_LNU“ de gaclew), il faut recerire celle relation en fonction de w
¢n utilisant la relation (e

dispersion w = 4,k pour faire le changement de variable -

Na | 1 .
Goclt)dw = I § ) . | 1
. ( ) ?.Ir }'\'H_(H‘ o 7}'(”' - .(}'a((w) . =

iy awn
[Pour la branche oplique tous |

. s modes ont la wéme dnergic huyp Gup(w) cst une
fonction d en wp de poids n

1 iy : :
o eest ladensité de wailles ou de paires).

ane e 1 B L Wi £ v
L’énergie interne u est donnée par la contnbution des deux termes - = g + top:

La contribution de la branche acoustique esl :

wr; wry
' g - o 1 ] 1
Uye = / Nw Gae (W) ({n(w)) + -) dw=— [ hw| —F——+ - | dw
J : 2 awps | exp o5 — 1 2
0

olt {nf{w)) est la distribution de Bose-Binstein.

La contribution de la Lranche optique est

hwg ( - 1) hwg |
Uepy = —— | (Mwg)) + = | = T
aiid 3 o o
a a axp _LffnT 1

b=

La chaleur spécifique est définie comme :

Cy =

Dans l'évaluation de la chaleur spécifique on peut négliger le demi quantum, puisque
il ne dépend pas de la température.

wp
e 8 = Ot = d' J /flq.- ;] dw
¥ ar a7l awp | X g — 1
0 .
o _ chi _ ihw‘g |
v o JT u exp ;";‘1'1-] -1
Ly ]

—

AR



Powr la branche ACOUSLIGNe

1. A haute température - 1.
—‘—__g-—l_(:&'_t*”_”_; kT . hwp . on peul approximer ¢* =~ 1 + 1 avec x =

ﬁb.)/.juil_{T et on O}Jtll(‘.ﬂl (u\'(gc (_)D - {u_*_‘]p_) )
)
- Wy,
l..,”uc = i_L / h HT C) ! f) L'HT
T awy, | “‘}.E(IL' =T i vpTwp = 5T o nkpg
O

MMM‘_”_‘" T < hwp, on peut clendre 'mtegrale jusqu'a oo, Avec
la substitution z = hw/kgT, on olitipnt. ;

o 1 7 ] (kg T
ac ) 1 ; = ) I
Cy Sl hLu ] ) — _..(_— B / dr =
arT QW) : (“}\[) fw _ l(w or awp h ] oer -1 !
! 0
0 (ﬂ.z ‘, TQ 7T2 ’, f;.
= Nip = —ni
aT ‘e, B e

Pour la branche optique .

1. A haute température -
Fw /5T et on obtient. :

on _ d th I(UT d

kpT 3 hwg, on peul approximer ¢* = 1 + ¢ avec & =

- E "J’\'. = Tk
“ T BT @ hwp - grVeT) =nks
hw
2. A bLasse température : cxp £ >1, on pem ecrive (avec Qp = ] E) :
> ”
d ﬁ.LuE ﬁf..dE. d OE 9';_—: e}_:;
o o — — =) — ——) =nk exp(——
Gy T 4 ex)( ICBT) aT?'M;OPE p( T) nkp—=exp(- T)

Au total on obtient :

1. A haute température :

: DUk o]
Gy = " + " = 2nkg

soit 2kg par pairce de ions, done kg parjon, ce qui correspond A la loi de Dulong
et Pelit,

2. A hasse (empérature : hpT < lwp, e

U i ) T x)
LHe e OP il o e e R P L
Cy = Gy T e 3(TJI<- i l T /




(v) Application numéngue |

Avee les coustantes - i = G.O% . (0710 0y ¢ o Fgp = 8.617-107%¢V K™ on trouve :

i
wp =0— =4d.6-10" 1 0d g !
«
heop
@D = - = J.":2 I\-
b
hu.'f‘
O = =400 K
:rn:[_"

AT =20K, les contributions respectives des phonous acoustiques et optiques par
paire de ions sont -

ac _ T kpT

=2 1.6 - 1077V )

3©p
et
2 0, ;
g Pk T{-‘: U-‘{p("_%_] ~5.6-107" eV KL

La chaleur spicifique & basse température est uniquement due a l'excitation des

phonons acoustiques, alors que les deux contributions out le menie poids a haute
tempcrature.

A Dbasse temperature, la chaleur spécilique est proportionnelle a 7" pour un réseau
1D. Elle est proportionnelle a T pour un résean 2D et & T% pour un réseau 3D.



Vil A v ‘*’"’_‘".L_ i o
r!{,nl{‘r) f‘ﬂ roc ( e /e JO/W) ,054% 'Vc{um,.;_
: !, ' .
r;I Y ¥ Y= 1% f\l(‘:\}'fi”r’ﬁ') (} I,,,' (‘7{;.")}']'!'-;\" f’“{?clil}‘f /rm %ﬁ/\MﬁL’ 0”) :

F//e 2 (’ .{,'Z;l/??/')/_:{"' «_f-_/f’ X!] /)ﬂ(—fﬂ?/'ﬁ‘_{'e Sbﬂ'v'ﬁ:f)}: [l
/E)D.U(J' 71.::' '-r/. ¢ /“ Lt MOEL¢ c:r/ :;)fo,m;’ ,
p 1

-r’aJ'“ Wy € ,r'\fu‘\(1.\Ht

= &0 /] P g /(’ S
a ‘J”IPU > N» V)i ns.
2w & (= eycn /{g {P/rms

[e /9/1&-:} [JWL’A’/“ ’Vc/um) e f’”(’[”p'& Z/" (p//; -—%“W o
W".r‘(.f'r‘lf-\ i g’(“r"g #

%Y t?:.:})'c'r /Léurﬂ; e Ocs Sz&m,, m%
e

/\M ch.J F O 4 } C N )[m ;',- e :—'f ¢
! . )
7 FUU rL ‘r’j € ,lfcf oy f’du iL 2 t e SEmMm i)/; )3 On G fu C‘-V\'{J% .

.é)?? /4 g o A3 ek fa 2R e /e /Ljddan‘-t I@C,ly:[_

> // 72 A
7o L*
LB, W

/7
/ 4
m \ i ‘]

A



