Mécanique du solide Théorémes généraux

Théoremes généraux

Exercice 1

Soit une barre AB, homogene rectiligne, de longueur 2I, de centre d’inertie G et de masse m, en
mouvement dans le plan vertical (g, Zy) d’un repére fixe orthonormé direct galiléen

Ro(0,Xg, Yo, Zo) de maniére a ce que I'extrémité A ( respectivement B )se déplace le long de Oz, sans
frottement (respectivement Oy, ).

1- Paramétrer la position de la barre, et donner (0 (AB/RO)'

2- Calculer I'énergie cinétique de la barre dans R,.

3- Déterminer a l'aide des théorémes généraux les équations du mouvement de la barre.
Solution

1- Paramétrage de la barre

Soit Rs(G, X, Y, Z;) le repére lié a la barre tel que A 7,
0OZ, suivant BA et Y, faisant I'angle 8 avec Oys.
La position de G est donnée par : Z Ys
0G = I(sinf y; + cos0 7)) ‘\A
a (AB/RO) =0%=0%s G
0
o} » Yo

2- Energie cinétique de la barre
:_mvz 6/ )+} (4B Y MEPT (4B, )

L'axe Y, est axe de symétrie, donc axe principal d’inertie, et par conséquent les axes X, et Z, sont axes
principaux d’inertie, et la matrice d’inertie dans la base (G, X,, Y, Z;).est diagonale. la barre est
suivant Z,, un élément de longueur dl de la barre n’a pas de composantes suivant Gxs et Gys ( X;=Y,=0)

10 0
A=B=["z20dz=2P1=21 c:o=>M§5>=§l2<o 1 0) :
0 0 0/f

V(G/RO) =16 (cos@ y, — sinf zy)
E; ml292+ (900);12(0 10 0 =§m1202
0 0 0/g \0/p,

3- A) Calcul de la résultante dynamique

= 0
ﬁ(G/RO) = L/RO) = < 16 cos® — 162 sind )

dt —16 sinf — 162 cos6/ g

0
R, =ml (G/RO) = ml[(8 cosd — 62 sind)y; — (6 sind + 6 cos)zg ]|

Bilan des forces agissant sur |la barre AB
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A et B se déplacent respectivement sur OZ et OY sans frottement ; les réactions en ces points
sont alors normales aux axes OZ et OY.

e Poids P=-mgz
e Réaction du batien A Ri = Ruyg
e Réaction du batien B Rp = RpZg

— s = ml(6 cosd — 6% sinf) = R,
Rd:P+RA+RB = . v
—ml(@ sin@ + 0 cos@) =-—-mg + Rp

s { R, = ml(6 cos® — 62 sind)
Rp = mg —ml(6 sinf + 62 cos0)

B) Calcul du moment dynamique en G de AB par rapport a Ry

e Calcul du moment cinétique

5(6,98/ ) = MOT(S/p ) Avec Mg>:z§(é ? 3) ot 85/ )= 0% = 0%
0 0 0 0 0/g 0
> 5(G,AB/RO)—mTlZex—O>

e Calcul du moment dynamique

e (Calcul des moments des forces au point G
M (F) =0
M—)G(R_A)) =GA AR, =lZg ARyYg =1 (cosO zg — sin® yg) ARy = —L R, cos6 g
M; (Rg) = GB ARg =—1Zs ARyZg = LRy sind Xy

e Théoréme du moment dynamique

Le moment dynamique en un point est égale a la somme des moments de toutes les forces
extérieures qui s’exercent sur le systeme au méme point.

5(a, AB/RO) = M, (P) + Mg (R;) + Mg (Rp)

mi? ., o
Texo = (=L R4 cos6 + | Rg sind) x,
En remplacant R, et Rg par leurs valeurs, on obtient: 7] —% % sinf =0

Exercice 2

Un anneau homogéne A de masse M, de rayon a, de centre C; roule dans le sens positif d’un axe Ox

du plan vertical xOy d’un repére fixe R(O, 1,7, E) On désigne par x I'abscisse de C; sur I'axe Ox et | le
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point de contact de I'anneau avec 'axe Ox. @ = —@ k étant le vecteur rotation propre de I’anneau
par rapport a R. Un disque D homogéne de masse m, de rayon r, de centre C, roule a l'intérieur de
I’anneau. J étant le point de contact du disque et de I'anneau, f; et f, sont respectivement les

coefficients de frottement de I"anneau sur I’axe Ox et du disque sur I’anneau. Soit R’ (Cl, v, k’)un

_— —

repére relatif obtenu a partir de R par une rotation ( autour de @ et R" (CZ, ", k”) un repére

lié au disque D, obtenu a partir de R’ par une rotation ¢ autour de GZ)

1- Paramétrer 'anneau A et le disque D.

2- Calculer, en projection dans R, la vitesse de glissement de I'anneau A sur I'axe Ox et en
projection sur R’, la vitesse de glissement du disque D sur I'anneau A. Donner les conditions
de roulement sans glissement.

3
4

Calculer I'énergie cinétique du systéme (A+D) par rapport a R.

Calculer par rapport a R
e Letorseur cinétique de I'anneau A au point C; et du disque D au point C,.
e En déduire le torseur dynamique de I'anneau au point C; et celui du disque au point C,.
5- En appliquant le principe fondamental de la dynamique a I’'anneau A et du disque D, établir
les équations du mouvement lorsque la vitesse de C; est constante et les coefficients de
frottement sont nuls.

Solution
1- Anneau A
La position de C; est donnée par ses Y’
coordonnées dans R : (x, a, 0) Ay
La rotation propre de I'anneau autour de
son axe C,z par rapporta Rest: @ = —6 E
Disque D

Le repere R’ est lié au centre C,, la position
de ce point est donnée par x et

0C, = 0C4 + C,C, (cosy T+ sinyp )
Avec C;C,=a-r 0

Le repere R” est lié au disque D, ¢ est I'angle de rotation propre du disque autour de son axe
C,z. La position d’un point M du disque est donnée par la position de C, et ¢

-

R(Or Xl YI Z) k R’(Clr X’I V’; Z)
ok
R(Cy, X, Y, z2) ————» R”(C;, X", y”,2")

2- Vitesse de glissement de I'anneau sur I'axe Ox
G(4/0x) = V(1 € Afg) = V(1 € 0%p) = V(1 € 47p)
Or I7(1 € A/R) = V(Cl/R) + I—Cl)/\(_i(A/R) = %1+ aj A —0k = (% — ad)i

La condition de roulement sans glissement donne: x = af

Vitesse de glissement du disque sur I'anneau
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(21 =V €L) -7 €4)

‘—/’(] € D/R) (CZ/R) +7C, /\Q(D/R) _ d0C1 + dC;tCZ

—1rU AQk
R

R

dOCl dC1C2 —_ RI [R————— —,> =

T dt +[ dt |, Q( /R)’\Clcz —TrUAQk
dc,C - doc, s — /p! SN . N . _
or dlter:O et dth:xl et Q(R/R)AC1C2:ka(a_r)l’:l/)(a_r)]'

17( /R)=)'ci’+[1,l)(a—r)+rgb]7
(]EA/R) (C/R)+]C1/\Q( /R)—xl—al/\ Qk—XL—aQJ
g(D/A) = [l/)(a—r) +ro +a9]j
D’ou la condition de roulement sans glissement :

Ya—-r)+rep=—ab
3- Energie cinétigue du systéme (A+D) par rapport a R

L'énergie cinétique du systéeme est égale a la somme des énergies de ses constituants.

T(5/R) = T(/R) + T(®/R)

Energie cinétigue de I'anneau

T(A/g) = 7 MV? (Cl/R) > GNP E(A/)

e 100

or V(*1/g) =i et MP="“(0 1 o0
10 0\ /0
o1 0] [o0
0 0 2/x\-6/4

0 0 2
et T(4/g) =%(3’c2+a 6?)
Energie cinétique du disque
D/ y— 1 v2(Ca t5(D/_ \M® (D
T( /R)—EmV ( /R) a(P/pMe, a(P/R)
V(CZ/R) =xT+y(a— r)]_’) =[x - lp(a —r)sinp|T + (a —r)cosyp |

%m V2 (CZ/R) = %[XZ — 2%y (a— r)siny + P?(a — r)?]

1 0 0
mr mr2
tQ(D/R)M(D)Q(D/R) = —(0 0, @)—(0 1 o) (0) =T
0 0 2/ \¢
m . . r2
T(P/p) =5 [#* — 22 (a = r)sinp + 9> (a —1)* + 7(,-,2]
Energie cinétique du systéeme

2
T(S/R) = %(XZ +2a%62) + g [3&2 — 2%y (a —7r)sinp + P%(a—1)> + r—qbz]

= R)Mg:)ﬁ(A/ R) =

2
4- Torseur cinétique de I'anneau au point C;

Résultante cinétique :EZ(A/R) = MV (Cl/R) = Mx7

Moment cinétique : 6(C;,A/R) = Méf)(_i(A/R) = —Ma26k
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Torseur cinétique du disque au point C,

Résultante cinétique : Rc(P/p) = mV (CZ/R)
R_C)(D/R) = m[J’c —y(a— r)simp]?+ my(a —r)cosy J
Moment cinétique : 3(C,, D/R) = M G(P/g) = — 22k

Torseur dynamique de I'anneau au point C;

Résultante dynamique :R_d)(A/R) =My (Cl/R) =MiT7

da(Cy,A/R)

_ 2--—)
o =—Ma“ 0k

Moment dynamique : S(Cl,A/R) =

Torseur dynamique du disque au point C,

Résultante dynamique :

. c —Y(a —r)simp —P?(a — r)cosy
Rd(D/R) = m)'/’( Z/R) =m| ) (a—r)cosy —P?(a —r)siny
0

2 _dG(C,D/R)| . m g .7
Moment dynamique : S(CZ,D/R) == .= —;rz ok

5- Principe fondamental de la dynamique appliqué a I'anneau

Ri(/R)= D Fei et 8(CuAfp) = ) 3o Fud

e Les forces extérieures qui s’exercent sur I’'anneau sont : son poids, les réactions en | et J.
N;cosy + T siny
P=-Mgj ; RR=Nj-Ti ; R] = N]l -T;) = <N] siny — 7",0051/))
0

R

Ce qui donne en remplagant chaque terme par sa valeur :

MX = —T; + Nycosy + T; siny équation 1
{0 =—-Mg + N; + N;sinp — T; cosyp équation2

e Moment du poids au point C; : ﬁcl (ﬁ) =0
Moment de la réaction en | au point C; :
ﬁcl (ﬁl) =G AR, = —aj A(N;j — T;)) = —aTjk
Moment de la réaction en J au point C; :
g(Cl,A/R) = z Me, Foxe © Maf =T, + T, équation3

Principe fondamental de la dynamique appliqué au disque

Ra(P/p) =D ot et 8(CoP/p) =) Mg Fogt

e Les forces extérieures qui s’exercent su le disque sont : son poids et la réaction en J
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D’apres le principe de I'action et de la réaction, I'anneau exerce sur le disque une force

égale a (—E). On exprime tous les vecteurs dans la base R’, ce qui donne :
R_C)(D/R) =m [)'ci’+ Y (a— r)]’] =m [x cosp ' + (Pla—71)—% sim,b)]’]

. ¥cosy — % (a—71)
Rd(D/R) =my (CZ/R) =m| (a—r) —isinp
0 R

Y Fopp = —mgf—N]7 + ij =—(N, +mg sim,b)?+(T, —mg COSl[))]_;

R/ = Y Foi = |

¢ Moment du poids en C,: M, (P) = 0
Moment de la réaction en J au point C,:

mix cosyp —mp? (a—71) = —N; —mg sinyp  équation4
—m# simp + m(a—r) = T, —mg cosyp  équation5

- D —_— m . , .
5(C,7/p) = ZMCZ Fopr = S T= T,  équation 6
Ona8inconnues (x, 6, Y, @, N, N, T, T; ) et 6 équations, donc le systéme a deux degrés de liberté.

Cas particuliers

x=C' ; lesfrottementsnuls = T;=T;=0

L'équation 1 donne Nj=0 ; [I’équation 2 donne N=Mg ;l’équation3 donne =0
L’équation 4 donne )2 = gas%rlp ; I’équation 5 donne ) + 9:%1}/) =0

L’équation 6 donne : ¢ = C*¢

Exercice 3

On considére un cerceau ( C) de centre O, de rayon R, immobile dans un plan vertical fixe (O, X, Yo )
d’un repére fixe orthonormé direct Ry(O, Xo, Yo, Zo ) 0U OX, est la verticale descendante. A I'intérieur
de ( C) se trouve une tige homogene ( T, ) de longueur 2| et de masse m,. Les extrémités A et B de
cette tige restent constamment en contact sans frottement avec ( C) Une seconde tige (T,)
homogéne, de masse m,, joint le centre G, de ( T, ) au centre O de ( C). Les deux tiges constituent le
systeme ( X ). Toutes les liaisons sont parfaites. On définit aussi un repere orthonormé direct
R1(O,u,v,zo) lié au systeme ( X)), tel que I'angle que fait Ox, avec Ou est égale a 6.

1- Exprimer la puissance de la résultante des forces appliquées au systeme.
2- Donner I'expression de I'énergie potentielle de( X ).

3- Donner I'expression de I'énergie cinétique de ( Z ).par rapport a Ry

4- Etablir les équations du mouvement.
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Solution

1- Coordonnées de G, et de G,
Considérons le triangle rectangle OG,B rectangle

enG,: /V
2 2 2
OB = OGZ +GzB = 0] >Y0

0G, =R2— 2= 0G, =R? — 124 G, A

0G, =+ R? — 1% (cosO xg + sinb y;)
VR?-1? — e G2

Et 0G, = (cosB x4 + sinb y,)
B u
2- Résultante des forces appliquées au systeme v Xo

Les forces qui s’exercent sur le systeme sont :
Poids de T;: Fl) ; PoidsdeT,: Fz) ; RéactionenO: R_O) ; RéactionenA: R_A)
Et RéactionenB: R_B)
Y Fou = P+ B4R +R,+F;

Puissance de la résultante des forces appliquées au systéeme

P(Fexe ) = P(P) + P(P;) + P(Ro) + P(Ra) + P(R5)
P(Ro) =Ro -V (/g,) =0 P(Ra) = Ra -V (Y/p,) =0 ; P(Rs) = R5 -V (B/p,) =
Car O fixe, et il n’y a pas de frottement en A et B ce qui se traduit par
R, LV (A/RO) etRp LV (B/RO)

VR - I*, . .
P(P))=P;- ( /g ) = mlgx_o’TH(—sinG Xo + cos6 y,)

VBT

=-mg——— Osind

P(P,) =P, V(GZ/RO) = m,g%g VR? — 2 O(—sin x, + cosB y;)
= —mygVR? — I* §sind
fPtot = (mz +%) VR2 - l2 g951n9
3- Energie potentielle
L’énergie potentielle du systeme est donnée par :

E, = f —Prordt = f (m2 +%) VR? — 12 gfsind dt
E, = —(m2 +%)\/R2 — 12 gcosO + Ct®

4- Energie cinétique.du systéme.

Ec (%/g,) = Ee (Tl/RO) +Ec (TZ/RO)

e Energie cinétique de T

Ec (Tl/RO) = % ‘a (Tl/RO) M ﬁ(Tl/RO)

Calculons la matrice d’inertie de la tige T, au point O. La tige T, est suivant Ou (Ou axe de
symétrie), un élément de Iongueur dx a une masse dm=Adx.

On a donc A=0 et B=C= f ¥ ax? dx =— [VR? —l2] ml (R? —12)?
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0 0 O
Ce qui donne :M(ng) = % (R?-1)?(0 1 0
0 0 1/ (v
m .
> E, (T1/R0) — ?1 (R? — [2)2§?2

e Energie cinétique de T,

E, (Tz/RO) — %mzv’z (GZ/RO) +% tq (TZ/RO) é:Z) —’(Tz/ )

Calculons la matrice d’inertie au point G, dans le repére (u, v, z), la tige T, est suivant Ov
(Ov axe de symétrie)

1 1 my
A=C=fy2dm=/1] yzdy=?l2 ; B=0
-1 -1

10 0
m — .
MI =212 (0 0 0 et 0(72/,)=6z7 >
Gz 3 RO
0 0 1/qumn

T ’m . 2
Ec ( Z/Ro) = 2267 (RZ —512)

e Energie cinétigue du systeme

Ec (*/p,) =

Ec(¥/g,) =

5- Equation du mouvement
Pas de frottement, et toutes les forces qui travaillent dérivent d’une énergie potentielle,
donc I’énergie mécanique est constante et par conséquent sa dérivée par rapport au temps

. 2
my 12)262 + M2 22 (p2 2
_* R2_Z
o (R 0+ 5 (R - 50
62 l2

7 mz ——(m1+2m2)

est nulle.

dEc (%
Ec (Z/RO) tEy=En= - Elt/RO) = —ddE;p = Prot =

[RZ ( + mz) —g(ml + ZmZ)] 66 = — (mz + %) VRZ =12 gfsinf =

é+B ind =0
ZSlTl =

Avec : ARZ( +m2)——(m1+2m2) et B=(m2 +%)\/R2—l2 g sinf

Exercice 4
Dans le plan vertical (Ox, Oy ) d’un repére fixe orthonormé direct galiléen Ry(O, x, y, z) ol Ox

est la verticale ascendante, on considére le mouvement d’un pendule double ( S ) constitué de deux
tiges rectilignes homogenes ( OA ) et ( OB ), respectivement de masses m; et m,, de longueurs |, et |,,
et de centres de gravités G, et G,, articulées en A, ol nous avons une articulation parfaite.

1- Déterminer le moment cinétique en O de la tige ( OA ) par rapport a R,.

2- Déterminer le moment dynamique en O de la tige ( OA ) par rapport a Rq.

3- Donner I'expression de I'énergie cinétique de ( AB ) par rapport a R.

4- Déterminer le moment cinétique en G, de la tige ( OA ) par rapport a Ro.

5- Déterminer le moment dynamique en G, de la tige ( AB ) par rapport a Rq.

6- Donner I'expression de I'énergie cinétique de ( AB ) par rapport a R,.

7- Ecrire, a I'aide des théoremes généraux, les équations du mouvement.
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8- Donner I'expression de I'énergie cinétique de ( S ) par rapport a R.
9- Donner I'expression de I'énergie potentielle de (S .

Solution
Vi
1- Moment cinétique en O de (OA) 0 A > Y,
&(OA/RO,O) = M, (0A)0 (OA/RO)
m.2/0 0 0 W, U,
M, (04) = ;1<0 1 0 = A V2
0 0 1/ (uyvp20) LIJZ
> 2. -
G(OA/RO'O):m;1w1k0 J B
U
2- Moment dynamique de OAen O v X :
di (04/p ,0) 2
- OA _ RO’ _ ml 1 o =
5(94/g,.0) = = =— VY1 ko
Ro
3- Energie cinétigue de OA
1 m l . 2
0A __0(0A > (0A 11
Ec( /RO)_ZQ( /RO)“( /Ry 0 ) c W
4- Moment cinétique en G, de AB
> (0A _ o (AB
g ( /RO,GZ) = Mg, (4B)G ( /Ro)
0 0 O
m, 13 5 le . o
Mg, (AB) = 12 <0 1 0) = G(OA/RO,Gz) Y2k
0 01 (u2,v2,2¢)

5- Moment dynamique de ABen G,

d" AB ,G .
g(AB/RO'GZ) _ O'( d/fo 2) _ rnle% 11)2 ko

Ry

6- Energie cinétique de AB
1 G 1. o
5005 = 4 () + S (47 ) (6,4,
G — - ;] —
( Z/RO) (A/R ) +G,A /\Q(AB/RO) or V(A/Ro) — 40 AQ(OA/RO) = 14,0,
L . L.
et G,A /\Q(AB/RO) = _52 Uy Apoko = 52 Yo,
avec: v{ = —simp1xg + cosy 1y, et v, = —simp, xg + cosy,y,
-G . L, . . . L . _
V( Z/Ro) =- (lllpl siny +§2 2} Sln’l’z) Xo + (111111 cosy, +52 P 6051102)}10
m . 1. .
B (AB/g,) = 52 B % + 51803 + LlobuibocosCn — )|
7- Equations du mouvement

e Tige OA
Les forces qui s’exercent sur la tige OA sont :

Le poids P, = m, g%y = myg (cosy, 1y — sinp, By)
LaréactionenO Ry = Rty + Ry,

Laréactionen A Ry, = Ryil; + Ry7,;
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N hpats - d? 06,
L’accélération du centre de masse G; de OA est :y (Gl/RO) =— L

Ry
L (G _Ldu
y( 1/R0)_§ dt?
0

Le principe fondamental de la dynamique permet d’écrire :

Lo
= %(‘Eb%% + 1!’1171)

my . .
—71111/)f =Ry + R4y + my g cosyp;,  équation 1

- G = - -
mly( 1/R0)=P1+R0+RA: ‘o
> Ly, = Ry + R) + my g cosy, équation 2

— > - —_— — = m .
ZMO Fext:5(0'0A/R0) = OGl/\mlg)_C)0+0A/\RA :?1l%1/)1

%l%lﬁl :-% Ligsinp, + 4R, = R, = %lll])l + %g siny,; équation 3

e TigeAB
Les forces extérieures qui s’exercent sur AB sont :
Le poids : B, =m, g %y = m, g (cosy, U, — sinp; B;)
LaréactionenA: R, = —R,il; — Ry ¥,
a7(%2/g,)

’ Ve . .2 Gz _
L’accélération du centre de masse G, de AB est : y( /Ro) = o

Ry

Or ¥ (52 ) = ity B7 +2 275 =Lythy 95 + 2 Wy lcos(y = )7 + sin(y — )it
- L, . . L, .
4 (GZ/RO) = 52 Yosin(y — Po)ug + [111/’1 +§2 Pacos(hy — l/’z)] 21

v (GZ/RO) = % . +0 (Rl/RO) AV (GZ/RO)

L .. l, s .
51/12 sin(y; —,) — ilpz cos(Py —P2) — L1

1/ A L
y( /RO) l1¢1+§2¢2COS(¢1_¢2)+EZ¢%SI:TL(¢1_¢Z)

0 Ry
Le principe fondamental de la dynamique permet d’écrire :
e Laquantité d’accélération du centre de masse est égale a la somme des forces extérieures
appliquées a la tige AB.

- G =4 4
sz( Z/RO) =P, +Ry
( L .. L . , i
m, gcosyy — Ry =m, (5211)2 sin(r —P,) — 52#’% cos(Py —P3) — lﬂl’%) équat 4

. L . L, .
l_mz gsimp; — Ry =m, <l1¢1 + 521/22 cos(Py —P3) + 52’70% sin(yq — l/’z)) équat 5

e Le moment dynamique de la tige en G, est égal a la somme des moments des forces en ce
point G,.

- —_— — _ — _— — —_— —_— l__) — ) —>
0 (GZ'AB/RO) = MGZPZ +MG2RA = MGZRA = GzA A RA = ;ZU.Z A (RAul + RAvl)

[
= 2 [cos(y = o) — sin(hs = $2)I97 A (Ralid + Rj77)

= Ry cos(Py — Y2)uy + Ry sin(ihy — ) = % W,  équation 6
En remplagant R par sa valeur ( donnée par I'équation 3 ) dans I'équation 5, on obtient :
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Pily (mz + %) + —,) + Pisin(y, — wz)] +g (mz + %) sinpy = 0équ7

. e s . L . . )« . .
Si on multiplie I'équation 4 par;zsm(lpl —1),) et on lui ajoute I'équation 6, on obtient :

% simprcos(pr — )

1l . m
Yicos(hy — o) +

2

myl, . myl
— 9 cosPysin(yP —Py) +

2 . .
= Z22 ol + 6sin? (hy — )] — 2 43 sin(2(, — 1)
mzl1lz ,

TEAZGE sin(y — ) équB

Les équations 7 et 8 sont les équations du mouvement du bi-pendule étudié.
8- Energie cinétique
Ec(S/Ro )=E¢(OA/Rq )+E(AB/Ro )

Ec (S/RO) = _111/)1 +— [l 1/11 —l%l[’% + L LYy, cos(Py — 1)

1 . ml mz . mz . .
Ec (S/RO) = 511)% (mz + ?) + ?@111% + 7111211)11/12 cos(Py —P3)
9- Energie potentielle
La dérivée de I'énergie potentielle par rapport au temps est égale a la puissance totale des

forces appliquées au systeme affectée du signe moins.

s = Prae = ~P(R) - P(B) ~ P(o) ~P(R)

or P(Ry)=Ry-V (O/RO) +0Q (OA/RO) My(Ry) =0 car V (O/RO) = Mo (Ro) =
P(Ra) = P(Roa-ap + Rap-oa) = 0

P(P) =P, -V (Gl/RO) +0 (OA/RO)M—)GI(F{) =— mizg “4p, sing, car Mg, (1) =0
P(P,) = PV (" ) + 8 (4B ) Me, () = —my g (Luthy simapy + 24, singp, )

dEp mlg ll : . l2 H .
- —Prot = Py sinpy —my g (lﬂl’l siny + 51»02 Slnll’z)

myl,
E, = —-gly (7 + mz) cosy, — Tg cosy, + constante

Exercice 5
Soit un systéme constitué d’une tige filetée OA liée au repére R,(0,x; ,y; ,Z;). La tige de
masse négligeable tourne autour de 'axe Z; = z; avec une vitesse de rotation @ = C*®.
Un cylindre de masse m, de hauteur h et de centre d’inertie G, lié au repére R5(G, X3 ,y3 ,23)
s’enroule autour de cette tige et il a deux mouvements :
e Un mouvement de translation de son centre d’inertie G lié au repére R, (G, X5 ,V5 ,73),
suivant I'axe de la tige X; = X, avec une vitesse linéaire x(t).
e Un mouvement de rotation autour de I’axe X, avec une vitesse de rotation y) = C%¢ et tel
que: (¥7,¥3)=(27,23) =V
On prendra R, comme repere relatif et de projection. Déterminer :
1- Letenseur d’inertie du cylindre au point G par rapport aux repéres R; et R,.
2- Lavitesse de rotation instantanée du cylindre par rapport au repére R,.
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3- Lavitesse et I'accélération du point M par composition de mouvement.
4- Les torseurs, cinétique et dynamique, au point O par rapport au repére Rq.

5- L’énergie cinétique du systeme.
Z—0>'Z—1> Z—Z) A
A Z_Z) |
A | |
-
v X(t)
g |
R B
| SR g
"X -
U
a .
« |
Xo h \
! S
h
M

1- Matrice d’inertie en G
L’axe Ox; est axe de révolution donc les moments d’inertie par rapport aux axes Oy, et Oz,

A 0 O
sont égaux, et la matrice s’écrit : M;(C) = <0 B 0) avec B = §+ Jff x? dm
0 0 B/g,

R 2T % 1
A= ff (y?* + z®)dm =pf r3drf defhdx =§mR2 avec m = pnR*h
0 0 -
2

R 2m % m m K2
2dm = d f def 2dx=—h%* D B=—(R*+—
J_Ux m pfo rar . _gx X 12 onc 2 + 3

2R? 0 0
2 \
m| 0 <R2 +—> 0 |
Mg (C) = Z 3
0 0 <R2 + hz)
3
R

2

2- Vitesse de rotation du cylindre par rapport a Rg
0(C/g )=V T +az =% +dz;
/Ro Y x 1 ED 2

3- Vitesse et accélération de M par composition de mouvement

e Vitesse relative de M

dGM

GM = RZg = Vr (M/Rz) = T = RQ( 3/R2> /\Z3 = _R l'[)x3 /\Z3 = _Rl/) y3
Ry
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Mécanique du solide
Ve (M/g,) = Rb(cosp y; — simp 7;)

e Vitesse d’entrainement de M

— doaG — /R - — /R —
A /Ro)_WR +0( Z/RO)AGM or Z/RO)_ @z =dz ; 0G=x%; =
0
doG - dx; .
—| =xxX,+x——| =xxy+xaz; Ax, =xx, +xay, et
dt Ry dt Ry

GM = Rz; = R(cosy z; + sin ;) =
ﬁ(RZ/RO) AGM = d7Z; A R(cosy Z; + sinp ;) = —Rd siny) X,
Ve(M/p,) = Gi = Ra simp )% + xa v
e Vitessede M
7 (M —17 (M v (M
V(M/r,) =V (M/g,) + Ve (M/g,)
I7')(M/RO) = (% — Ra siny )x, + (xa + Rl[)COSl/)) ¥, — Ry siny z;

o Accélération relative de M

9 av (M)
() -G

ﬁ(M/RZ) = —RY?( sinpy, + cosyPz,)

avec ) = Cte

Accélération d’entrainement de M
d'(_i RZ/ —_— — — g
+ (dt RO)/\GM+ Q(RZ/RO) A [Q(RZ/RO)/\GM]

PR,
F‘3)(M/Ro) - ddiG

Ry
=(R
G(Re ) = oz = Cre A(%ry) _ 5
or Q( /Ro) =dzy=Cte = —=0 et

06| . od%g| ... dy; P

5 XX, +x——| +xay, +xa—— =(X-—xa)x,+2xay,
dt de |, dt |,

0 0

= Rz > _ A RZ _ . . - _ _ 2. N
Q /Ro) A GM] = Q( /Ro) A —Rd simp x; = —Ra? sim) y,
= M _ . . —_— . . . . —_—
T, ( /Ro) = (¥ —xa?®)x, + a(2x — Ra siny)y,
e Accélération de Coriolis de M

Tc (M/RO) =20 (RZ/RO) AV (M/Rz) = 2d 7, A RY(cosy y, — sim Z,)
e (M/RO) = —2Ra Ycosp X,

e Accélération de M

Page 13
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¥ — xd? — 2Ra) cosy
F(M/g,) = 256 - R(a? +4%)simp
—RY? cosy R
4- Torseur cinétique au point O

7)o = { © mng/Ro) - e )

¢(S/r,0) = (/g G)+0G ARC
/ZRZ 0o 0 \ )
. _
Or 5(5/R0,G) :Més)a(S/RO) :%| 0 (Rz +?) 0 2 | ( 0 >
Voo () e

2
—2R%YX; + a R2+h— 7
Yx, +a 3 )

5 (S _m
U( /Ro'G) T4
0G AR = x%; Am(x%; + xdy,) = mx2 ¢z,

. : h?
¢(5/g,.0) = —%szx_z’+m[g <R2 +—>+x20'c 7z

4 3

R¢ = m(i%; + xdyy)

[Telo =4 . m . |t h? .
¢lo G(S/RO,0)=—5R2¢x2+ma ) R2+? +x% |7,

e Torseur dynamigue au point O

-

(  R,=ml (G/RO) = m[(% — x&?)x; + 2%d y;]

[Talo = Jg( dg (S/RO'O)

/R, 0)= It +V (O/RO) AmV (G/RO)

Ry

OrV(O/RO) =0, donc

dé (S/Ro,o)
B dt

N dé(S/p ,0
551y 0) =2 )

+8(%/p ) 76 (S/p,.0)

R, R,
dﬁ(s /Ro,o)

i\ — te s — te
Orp=C"* et a=C"*"- "

=2ma xxz, et
R,

= (R - R m P — . 1 h2 — m j oo—
Q( 2/RO) AG(S/ROJO):“ZZA[_?RZWCZ"‘T”CZ[Z <R2+?>+x2 Z =]—3R2¢ayz

. i s
5 (S/RO’O) = ma [_ERZ Yy, + 2xxzz]

R, = m[(% — xa®)x; + 2xd y,]

[Talo = {5(5/120'0) - md [—%RZ Yy, + ZxJ'CZ_z)]
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5- Energie cinétique

L’énergie cinétique du systéme se réduit a I'énergie cinétique du cylindre car la tige a une
masse négligeable.

£e (S/p,) = % G (S )MOT(S/p ) + %m]—/’z (5/p,)
E¢ (S/RO) = %[ZRZ P2 + a? <R2 + h—z)] + %m(a’cz + x2 d?)

3

Exercice-6

On considére le systeme matériel () composé des solides suivants :

(Sy) : est un coulisseau de masse m;, de centre de masse G; lié au repére R; en mouvement de

translation rectiligne par rapport a un repére fixe R, (O, X,, ¥,,2,) suivant I’axe Oz, .

(Sy) : est une barre homogéne de longueur 2b, de masse m,, de centre de masse G, li€ aR;;

(Ss) : est un disque homogéne de rayon R, de masse ms, de centre de masse G; lié a Rs(voir
figure).On donne les matrices d’inertie :

A, 0 0 A; 0 0
MGZ(SZ) =10 B 0] MG3(S3) =10 B; 0]
0 0 Gl 0 0 Gl

Déterminer :

Les vitesses et les accélérations des points G; aveci =1,2,3;
Les moments cinétiques o(G;, S, / R,) des solides (S;) aveci=1,2,3;

1

2

3. Les moments dynamiques S(Gi ,S; I'R,) dessolides (S;) aveci=1,2,3;

4. En déduire le moment dynamique du systéme au point G; : 5(61,2/ R,) exprimé dans R,.
5

Calculer I’énergie cinétique du systéme E.(2/R,) par rapporta Ry .

» » »

z 2y

? A

4

Solution

Rorepére fixe, Ry est en translation par rapport au repere Ry
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R, est en rotation par rapport a Ry, et R; est aussi en rotation par rapport a R.

2, A 7 7, 4 .,
a Vg B
RN
N v
> 0 » Y
G, O Xo=x» G3®x0 \l/ B i
Ys
ﬁ)(R1/R0) =0 ﬁ)(Rz/Ro) = dXo ﬁ)(Rs/Ro) = —ﬁx_o)

. 0 ., 0 . 0 _ 0
0G, = < 0 ) 0G, = ( b sina > 0G; = <2b sina) ol = <2b sina)
R+ 2bcosa/g, R + b cosa/ g, R R 0 R

0 0

1- vitesses et les accélérations des points G; avec i =1,2,3
e _Vitesses des centres d’inertie G, (i=1, 2, 3)

0 0
V(Gy/Ry) = < 0 ) V(G,/Ry) = < b @ cosa )
Ro Ro

—2b & sina —b a sina

0
V(Gs/Ry) = <2b @ cosa>
0 R

e Accélérations des centres de masse G; (i=1, 2, 3)

0

0 0
Y(G{/Ry) = ( 0 ) ¥(Gy/Ry) =| b(dcosa — @? sina)
—2b(d sina + @2 cosa) Ro —b(d sina + @? cosa) .

0

0
7Y(G3/Ry) = <2b(d cosa — &? sina ))
0 R

0

2- Moments cinétiques des solides (S) en G; aveci=1, 2, 3
- S) = — —
G(Gy,S1/Ro) = My (R, /Ry) =0 car A(Ry/Ry) =0

A2 0 0 a
3(Ga,S2/Ro) = Mc(;?) Q(R2/Ro) = < 0 B, 0 ) <0) = Aydx; = Axdxg
0 0 G/ \o/,

A; 0 0 _
(G, S3/Ro) = M) Q(Rg/Ro)=(0 B, 0) (0) = —Asfi%3 = —As %G
0 0 G Ry N 0 /R,

3- Moments dynamiques des solides (S;) en G;aveci=1,2, 3

dd(Gy, S1/Ro)
dt

Il
ol

5(01: 51/R0) =

Ry
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2 dd(Gy, S2/Ro) .
6(Gz,S2/Ro) =T = A, d X
Ry
2 da(Gs, S3/Ro) N
8(G3,53/Ry) = T = —A3 B X
Ro

4- Moment dynamique du systéme en G;.
Le moment dynamique du systéme au point G; est égale a la somme des moments
dynamiques des solides constituant le systéme au méme point G;.
On calcule d’abords les trois moments dynamiques au point G, en utilisant la loi de transfert

du torseur dynamique.

- Sl < Sl —_ - Gl
0 (Gl,R—) =6 (GUR_) + GG, Amy (R—>
0 0 0

Ainsi,ona:

Ay 0 0
3(G1,S3/Ry) = 0 +| bsina Al my b(d cosa — @? sina)
R Ro

0 —b cosa —m, b(é sina + &? cosa)
0 RO

7(Gy1,S,/Ry) = [Ay @ + myb?(d cos2a — @? sin2a)]x,

—Asf 0 0
d(G1,S3/Ry) = o +| 2bsina A | ms b(é& cosa — a? sina)

0 /g, —2b cosa 0 o

3(Gy,S3/Ro) = [—As B + 4m3b? (@ cos?a — &2 cosa sina)|xg
D’ou:
3(Gy,S/Ro) = [Az@ — A3 + myb?(d cos2a — &? sin2a) + 2mzb?(2 @ cos?a — a?sin2a)|x;

5- Energie cinétique du systéme par rapport a Rq.
L’énergie cinétique du systéme est la somme des énergies des solides constituant le systeme,

ce qui donne :
T(S/Ry) = T(S1/Ry) +T(S2/Ro) + T(S3/Ro)
Avec:

1
T(Sl/RO) = EleZ(Gl /Ro) = Zmlbzdzsinza
1 1. - 1
T(S2/Ro) = EmZVZ(GZ /Ro) + E-Q(RZ /Ro)Mg, (S2)QR; /Ry) = Eaz(mzbz + 43)
1 — 1—) —
T(S3/Ro) = Em3V2(G3 /Ro) + EQ(R3 /RO)Méis)Q(RS /Ro)
1 .
=3 (4msb?d?cos?a + A3p?)

1 .
T (S/RO) =3 [b2d2(4m1 sina + my + 4mzcos?a) + A,a? + A ﬁZ]
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Exercice 7 (Epreuve de mécanique du solide ( Janvier 1996 )

On considere un référentiel terrestre R1(04, X1, Y1, 21 )supposé galiléen, I'axe O,z; est
horizontal et I'axe O;x, fait un angle a avec I'horizontale (O<a<mn/2 ). On désigne par (X, , Y, ,Z;) la
base cartésienne de R;.

On suppose que le champ de pesanteur g est uniforme. On se propose d’étudier le mouvement, dans
le plan vertical ( Oy, X1, Y1 ), d’un systeme mécanique (5) composé de deux solides (Voir figure ) :

e Undisque homogéne (D) de masse m, de centre O et de rayon a.

e Une tige homogene (T ) rectiligne, d’extrémités A et O de masse |, de centre de masse G et de
longueur |.
Le disque (D) est articulé avec la tige (T) en O, la liaison est rotoide parfaite d’axe Oz,. L’action
sans frottement de I'articulation rotoide en O de (D) est caractérisée par le torseur :
[ﬁ = Xx; + Yy,
(0)

Au cours du mouvement le disque roule sans glisser sur I'axe O;x; et la tige reste

] tel que #2(0).z; =0

constamment en contact sans frottement avec O,x; en A( liaison ponctuelle simple parfaite )
On désigne par f = (x_l’,m) I’'angle constant caractérisé par sinf=a/l :0 < 8 < /2.
Les parameétres du mouvement sont :x = 0,4 et 6 = (x;,X.) est 'angle de rotation propre
du disque autour de Oz,, X, étant un vecteur lié a (D).
On désigne parR_p) la réaction en P ( contact ponctuel entre le disque (D) et I'axe O;x; ) :
R,=Tx +Ny;

| Questions préliminaires

1- Déterminer le moment d’inertie du disque par rapport a I'axe Oz;.

2- a)- Déterminer le torseur cinétique de (D) en O.
b) — En déduire le torseur dynamique de (D) au méme point O.

3- a) Déterminer le torseur cinétique de (T) en O
b) - Déterminer le torseur dynamique de (T) au point O.

4- Calculer les énergies cinétiques E.(D/R1), E((T/R,) et E.(5/R;) respectivement du disque
(D), de la tige (T) et du systeme entier(}).

5- a) Calculer lavitesse de glissement en P de (D) sur O,x;. En déduire la condition de
roulement sans glissement.

b) Montrer que dans ce cas I'énergie cinétique du systéme (3) est de la forme

E. (Z/Rl) = %MJ'CZ ol M est fonction de m et p.

Il Etude dynamique

1- Donner l'inventaire des efforts extérieurs agissant sur :
a) Le solide (D) seul.
b) Latige seule.

c) Lesystéeme (3).

Bougarfa latifa Page 18



Mécanique du solide Théorémes généraux

2- Ecrire le théoreme du moment dynamique en O du disque seul.

3- Appliquer le théoreme de la résultante dynamique a ()

4- A partir des relations trouvées aux questions 2 et 3, déduire I'expression de I'accélération
en fonction de 4, m, g et a. Quelle est alors la nature du mouvement ?

11l Etude du mouvement sous I’effet d’un couple

Nous supposons maintenant qu’en plus des efforts précédents la tige exerce sur le disque (D) des

efforts moteurs engendrant un couple —Cz; ; inversement le disque (D) exerce sur la tige le couple
7 ~—
oppose Cz; .

1- Calculer la puissance de chaque action appliquée au systéeme (3).

2- Enappliquant de théoréme de I'énergie cinétique, trouver I’équation différentielle du second
ordre en x.

3- A quelle condition doit satisfaire la valeur de C pour que le systéme (3) puisse grimper la
pente, sachant que (3) est laché sans vitesse initiale.

4- On suppose dans cette question que p/m<<1. A l'instant initial x=0. En appliquant la loi de
Coulomb écrire la condition que doit maintenant satisfaire C pour que le systeme “monte la
cote”.( utiliser I’équation des moments pour la tige seule ).

0O,

Solution

| Questions préliminaires

1- _Matrice d’inertie du disque au point O
Oz, axe de révolution, donc axe principal d’inertie et par conséquent la matrice d’inertie est
diagonale et les moments d’inertie par rapport aux axes Oy, et Ox; sont égaux.
C a?
Z=O=>A=B=E avec szfrzdm:m7
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ma? (1 0 0O
Mo(D)=T 0 0 O
0 0 2/p
2- a) Torseur cinétique de (D) en O

Re (D/Rl) - mV(0/R1)
[Tc(D/Rilo = | D 0)=.D
3(0.2/p,) = MPTP/g,)
do,0 d
= 0 _ 1 _ el N N _ L
V( /Rl) =it . —mdt[(x+lcosﬁ)x1 + ayq] N mx x,
1
2 1 0 O 0 2 A
0
5(0’D/R)=ﬂ 0 0 0 0 _ma 7
Voot o o 2/, \6 2
Ry R,
R—C) (D/Rl) = mxx_l’
[Tc(D/R1]o = ma20
G(O,D/Rl) =—1
b) Torseur dynamique de (D) en O
[ Ry (D/Rl) = V(O/Rl)
| > D
[Ta(D/R1lo = |§(0 D ) dc (0. /R1)
1900-%/r,) = de
I .
> — ma? .. _|
Y(O/R)_mxx1 et 6(0, /R)=TQZ1
R_d) (D/Rl) =mx xq
[Ta(D/Rilo = | ma

3- a) Torseur cinétique de (T) en O

|
~
ey
N——
Il
=
—~
~
=
ey
N

/
[Tc(T/R.]p = 5(0, T/Rl) _ a(a, T/Rl) IR (T/Rl) N
0G = (x+3 cosp) %+ sinfy; = R¢ (T/Rl) = Ui %,
i(c, T/Rl) = MéT)ﬁ(T/Rl) =0 car 5(T/R1) =0
Re (T/Rl) AGO = uxé sinf z; ou GO =%
Re (T/g,) =nxm

5(0,T/R1) = w‘cé sinf z;

(cosB x1 + sinf y;)

[Tc(T/R1]o =

b) Torseur dynamique de (T) en O

R (1) =7 (O = e

[Td(T/Rl]O = 6_,(0,T/R1) _ §(G,T/R1) +R—d> (T/Rl) /\G_O-) _ yéjc' sinB Z—1>

4- Energies cinétiques
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e Energie cinétique du disque

B (O/p,) =5 mV2(p,) +5 T(/p ) MPT(Pp,)

C(D/Rl):gmx +:a 62

e Energie cinétique de la tige

Ec(T/p,) = %# V2(C/p,) = %/“'CZ

e Energie cinétigue du systeme

Z/Rl = Ee (D/Rl) + Ee (T/Rl) = %(m +p) & +mTaZ(92

5- a) Vitesse de glissement en P
T(Ploye) =V (P €0/p,) =V (" S O¥p,) =V (O/p,) + 0 (P/p,) 1 OP
7 (P € 01x1/R1) =0 Car Oyx, fixe

E(D/lel) = XX—)1+ 92—1)/\ _aﬁ = (x + aH)x_{

La condition de roulement sans glissement est :

vg)(D/lel) = 6 = x = _aé

e Db)- Energie cinétique du systéme

Dans le cas du roulement sans glissement, et en remplacant 8 par sa valeur, on trouve :

ma? 1 /3 1 3m+2
Z/R1 =—(m+u)x +—92 2<§m+,u>5c2=§Mfc2=>M=—2 s
ll-Etude dynamique
1- Efforts extérieurs agissant sur :
a) Disque seul
e Lepoids: Py, = —mg(cosa y; + sina x7)
e laréactionenP: R_p)=Tx_1’+Nﬁ
e LlactionenO: k= )261 Yy
m(0)
b) Tige seule
Le poids : Py = —pg(cosa y; + sina ¥7)
e LlaréactionenO: —R= _i(xl aREL
—m(0)
e laréactionenA: Ri=R,y;
c) Systéme entier
e Le poids: P= —(m+ w)g(cosa y; + sina x;)
e laréactionenA: R, =R,y;
e L’actionenP: R_p)=Tx_1’+N371’

2- Théoreme du moment dynamique appligué au disque.
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5(0.2/p,) = Y. Mo( Fout ) = 7(0) + O AR; +00 A 7iig

2
ma- ..
Taz:m(0)+ (Tx;+Ny)ANay, =m(0)+Taz

ma .. | ]
= T= > 6 équation1
3- Théoréme de la résultante dynamique appliqué a (5).

my (O/p,) + 17 (%/p,) =P+ Re + R

En remplagant chaque terme par sa valeur, on obtient les équations suivantes :

{ m+wi=—-(m+wgsina+T = T=m+wpwE+ gsina) équation 2
0=—-(m+wgcosa+N+R, = N=(m+p)gcosa—R, équation 3
4- Mouvement de (3)

. . T . ma
Les équations 1 et 2 nous donnent: X = —gsina + —— = —g sina +
q ) () 9 2(m+p)
Or la condition de roulement sans glissement donne aussi : 8 = —7 ,cequi donne ;
. 2(m+p)
X=——"g3gSsSna = constante
3m+u

Le mouvement de (3) est rectiligne et uniformément varié

11l Etude du mouvement sous I’effet d’un couple

1- Puissances des actions appliquées a (5)

e Puissances des forces de pesanteur
Po=mg-V (O/Rl) +ug-v (G/Rl) =—-(m+uwg sina x
e Puissance du couple qu’exerce la tige sur le disque
P, =—C7 00 (D/Rl) =

e Puissance de I'action de la tige sur le disque en O

La liaison rotoide en O est parfaite, donc la réaction est normale a la vitesse ce qui traduit par
une puissance nulle de cette action

e Puissance de I'action du disque sur la tige.

D’apres le principe de I'action et de la réaction, puisque la tige exerce sur le disque un couple
—Cz,;, le disque exerce sur la tige le couple CZz;, et la puissance est égale a:

Py = Cﬁ'ﬁ(T/Rl) =0 car (_i(T/Rl) =0
e Puissance de la réaction en P
jD4='R_1;'I_/)(PED/RI)=O Car

Vv (P € D/Rl) =0 puisqu on a roulement sans glissement

e Puissance de I'actionen A

Ps =R, - V(A/Rl) =0 Pas de frottement donc: R, L1 V(A/Rl)

e Puissance totale
P =P +Py+Ps+ Pyt Ps=—(m+p)g sina x—CO
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2- Théoréme de I'énergie cinétique appliqué a (5)

dE.(Z . .
P =# > —(m+u)gsina x-CO = (m+u)5c5c'+%a209
En remplacant 6 et 8 par leurs valeurs et en divisant par X, on obtient :
3m+2u . C .. .
— = —-(m+wg sma+E=Mx équation 4

3- Condition pour que (5) monte la pente

Pour que (¥)_grimpe la pente, il faut que x croit c-a-d que x > 0; orat=0x, = 0, pour que x
soit positif, il faut que X croit ce qui nécessite que X soit positif

C
—(m+,u)gsina+E=Mjc'>0:C>(m+y)gasina

4- Condition pour que (5) monte la pente lorsque p<<m

e Théoreme des moments pour la tige seule

Le moment dynamique en O est égal a la somme des moments des forces appliquées a la tige
5 (0, T/Rl) = —(0) + OA AR,

l —_—
,uzjc' sinB z; = —m(0) — l(cosBx; +ay)) ARy y; + Cz;

0 = —71(0) — IR, cosBZ; + Cz; car p— 0

. N — c
Ce qui donne par projectionsurz;: C = LRycosff = R, = [cos
" . C
D’aprésl'équation3 N =(m+u)gcosa — Ry >0 & N =mg cosa — Tcosp >0
ViZ—qa? c
Or cosp = ] = N—mgcosoz—\/lz—_fa2 >0
-y . 9 .,
D’apres I'équation1: T = m; = —% X
. . . —(m+pg sina+s
L’équation 4 donne : X = T‘l
. c
_3 o Jmesinaty 2 g2 C _ M sing — £
u—>O:M—2m et ¥ = ; =—3;gsinat+;— = T—3gsma 2a
(o L. c .
On a frottement donc T est négatif (car force de résistance ) T = — % [Z —mg sma] <0

c , .
Donc: ——mgsina >0 = C > mgasina

e Axiome de Coulomb

11C C
IT|<fN :g[a—mgsina] <f [mg cosa —ﬁ]
c< mg[fr COSO;‘-SLI%]
ErAN o

Exercice 8-Epreuve de mécanique du solide ( Janvier 1998)

Un systéeme de solides est en mouvement par rapport a un référentiel terrestre supposé

galiléen Ry(O, X, Y, Z) de base cartésienne ()?, Y, Z) Le systéme est formé de ( figure )
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e Un solide (S) de masse m et de centre G ; la matrice d’inertie en G dans un repeére lié a (S)
Rs(G, X, y, z) de base cartésienne (X, y, Z), est supposée de révolution telle que :

A 0 0
](G,S)=(0 A 0)
0 0 C/g,

e Une tige cylindrique (T) d’axe ﬁ, de masse négligeable, astreinte a rester dans le plan OYZ
ou sa position est repérée par I'angle 8 = (Z, Z) orienté par X
Le solide (S) est percé le long de son axe Gz d’un trou cylindrique de méme section que la tige

(T) de fagon a ce que les axes OE et Gz soient superposés et de méme sens. (S) peut glisser et
tourner autour de celle-ci . On pose :

0G = pZ et D = ()?,55) orienté par Z

Une extrémité de la tige est liée au bati (B) fixe en O par une liaison rotoide parfaite. L’action
du bati sur la tige est caractérisée par le torseur %(R_(;, E;) On désigne par R(O, X, w, z) le
repeére lié a (T) et de base ()? w, Z) et les efforts de contact ( liaison verrou ) exercés par la

tige (T) sur (S) par le torseur Tl(R_l)E)) en G dont les éléments de réduction sont :
R, =XX+YW+7Z7Z etH, = L% + My + NZ

Un ressort (R), de masse négligeable disposé entre le bati (B) et le solide (S), d’axe Oz, exerce

sur (S) des efforts caractérisés par le torseur TZ(R_Z) E)) en G d’éléments de réduction

R, = —k(p —1y)Z etH, = —K(® — a)Z
Le champ de gravitation, § = —gf, est supposé uniforme.

1- Calculer les vecteurs vitesse V (G/RO)' accélération T (G/RO) et vitesse instantanée de

rotation (0 (S/RO)' On exprimera les résultats dans la base lié a Ry.

2- Déterminer pour le mouvement de (S)par rapport a Ry:
a- Le torseur cinétique en G ( on exprimera la résultante dans la base liée a Ry et le
moment dans la base liée a (9)).
b- L’énergie cinétique E.(S/Ro).
c- Le torseur dynamique en G ( on exprimera la résultante dans la base liée a Ry et le
moment dans la base liée a (S)).
3- Analyser le bilan des efforts extérieurs appliqués a :

a- (S)seul.
b- (T) seule.
c (S)U (T).

4- Application des théorémes généraux a (S) seul.
a- Ecrire le théoréme de la résultante dynamique projeté sur la base liée a Ry.
b- Ecrire le théoreme des moments dynamiques en G projeté sur la base liée a (S).
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5- On suppose maintenant que toutes les liaisons sont parfaites et que la tige est animée
d’un mouvement de rotation uniforme (6 = w ) grace a un couple cX appliqué entre le
bati (B) et la tige (T).

a- Montrer que Z=0 et N=0.
b- Ecrire le systéme des deux équations du mouvement.
6- Calculer la puissance de toutes les actions appliquées au systéme (S) U (T).

7- Quelle est la fagon la plus simple permettant de déterminer le couple C pour garder 6

constant ?
Solution
A7
Z
w
{
§]
o X >
y
X
¢
» X

Oz
Ro(R,7,7) — 2 Ry (%,1,7) — s Ry(%.5,7)

1- Vitesse et accélération de G et la vitesse de rotation

® \itessede G

—>_ N — G _dO_G) _ N dZ _ g4 = - —
0G =pz = V( Ro)_W —pz+pa =pz+p0XANzZ=pz—pOw
Ro Ro
e Accélérationde G

av (/g ) d7 dw

= G _ RO e 2 o Z .« A A\ — 3 w

F( /RO)—T =pi+p; —(p@+p0)w—p0$
Ro Ro Ro

f(G/RO) = —(pB +2p0)W + (p — pb?)Z

e \itesse de rotation

50@9=92+¢z

2- Torseurs cinétigue et dynamigque et énergie cinétique

a- Torseur cinétigue de (S)en G

e Résultante cinétique
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— -

R.=mV (G/RO) =m(pZ — pd W)

e Moment cinétique

A0 0 6
&(G,S/RO)=1(G,S)§(S/RO)=(o A 0) 0 =ADX+Chz
0 0 C/r\9/,

Gz étant axe de révolution, tous les axes perpendiculaires a Gz sont équivalents , et par
conséquent la matrice d’inertie est la méme dans les deux repéres Rs et Ry.

orX = cosp ¥ —sing j = 5(G'S/R0):A9C05¢f_A95i"¢y+C¢§

b- Energie cinétique de (S)

2B (S/p,) = mV2 (C/g,) + A (5/R,) 1G9 G(5/, )

2B, (5/p,) = m(p? + p?62) + 462 + C¢*

c- Torseur dynamigue de (S)en G

e Résultante dynamique

Ry=mTl (G/RO) =m[—(pb + 2p0)W + (p — p6?)Z]
e Moment dynamique de (S)en G

di (G,5/g )
$(c S/ )= 0 (R 2(c S
8(6, /RO)_ dt +.Q( T/RO)AU(G, /RO)
Rt
= AGX + CPZ + 60X N (AO X + C 7) = AGX — COPW + CdZ
Or W=cospy+sinpx et X=cospx—singy
5(G, S/RO) = (A6 cosp — COP sing)x — (AD sing + COP cosp)y + CPHzZ

3- Bilan des efforts extérieurs appliqués a :

a- (S)seul
e Le poids: P = —mgZ = —mg(cos Z + sinf w)
e Action de (T) sur (S): Tl(R_l) E))
Ri=XX+YW+2ZZ etH, =L%+My+NZ
e Action du ressort sur (S) : TZ(R_;, E))
R, = —k(p — lp)Z et H, = —K(® — )7
b- (T) seule
e Action de (S) sur (T) : - T1(E' F1))
e Action du batisur (T): TO(R_(;, 7‘1_;)
c- (S)et(T)
e Poids: P= —ng
e Action du ressort sur (S) : Tz(ﬁ; 7—1_;)
R, =—-k(p—1y)z etH, = —K(® —a)z

e Action du batisur (T): TO(R_O), T-I_g)
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4- Application des théorémes généraux a (S) seul

a- Théoréeme de la résultante dynamique

ME(G/g,) =P +Ri+R; &

m[—(pb + 2p0)W + (p — pb?)Z] = —mg(cos 7 + sin@ W) + XX + YW + ZZ — k(p — lp)Z

=
0=X équation 1
—m(pé + zpe') =Y —mg sinf équation 2
Rp m(/')' - péz) =7Z—k(p—1,) —mg cosb équation 3

b- Théoréme du moment dynamique en G

5(6, S/RO) = E@Fz) car le moment du poids en G est nul

(A6 cosp — COP sing)x — (AB sing + COP cosg)y + CdZ

=LX+My+NZ—K(®—a)z =
Ab cos¢p — COP sing = L équation 4
— (A8 sing + CO¢ cosp) =M équation5
Cp=N—-K(®—a) équation 6

Rg

5- Mouvement uniforme de la tige

a- Montrons que Z=0 et N=0

0 = w etlaliaison entre la tige et (S) est parfaite, donc R_l) et E) sont
perpendiculairesaZ=Z=0et N =0 équation 7
b- Equations différentielles du mouvement
0=w=6=0s
L’équation 3 donne : m(p — pw?) = —k(p — 1) — mg cos(wt)

K
p—pw?= - (p—1y) — g cos(wt) équation 8

I'équation 4 donne : —Cw¢ sing = L
L’équation 5 donne : Cw¢ cos¢ = M
L'équation 6 donne :

.. . K Ka
Cp=—-K(@—a) :>¢+E¢=T équation 9

6- Puissances de toutes les actions appliquées au systéme

e Puissance du poids
P, =-mgZ-V (G/RO) = —mg(cosO Z + sinbw) - (pZ — pow)
P, = mg(pw sinf — p cosh)
e Puissance de I'action du ressort sur (S)
Py = E'V(G/RO) +E'§(S/RO) = —k(p —lp) — K(¢p — a)¢
e Puissance de I'action du bati sur (S)

La puissance de I'action du bati sur (S) est nulle, ainsi que la puissance de la liaison en O car on
suppose que toutes les liaisons sont parfaites.

e Puissance de l'action du couple cX
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—rv.0(S — rp =
Py =CX-0(S/p, ) = CO = Cw
e Puissance totale
P=P,+P, +P;=mg(pw sind — p cosB) —k(p — Ly)p — K((i) —a)p + Cw

7- Lafacon la plus simple pour déterminer le couple C

La fagon la plus simple pour déterminer le couple C est d’appliquer le théoreme de

I’énergie cinétique au systéme entier.
dE.(S+T/Ry)

" = P Puisque la tige a une masse négligeable, alors :

E.(S+T/Ry) = E.(S/Ry) = %[m(p2 + p2w?) + A6% + CH?|

dE.(S/R -
—(dt/ ) mpjs + mppes® +
mpp + mppw? + Chp = mg(pw sind — p cos®) — k(p — ly)p — K(qb —a)p + Cw

Or d’aprés I'équation 3 : m(p — ph?) = —k(p — ly) — mg cosd = En remplagant —k(p — I,) par sa
valeur, on obtient :

2mppw? + Chpd = mgpw sinf — K(¢p — a)d + Cw

D’aprés I'équation 9 : —K (¢ — a) = C¢ Ce quidonne :C = mp[2pw — g sin(wt)]

Exercice 9-Epreuve de mécanique 2 ( Janvier 2009 )

Un solide T d’épaisseur négligeable de masse m, sous forme d’un chapeau « haut de forme »
constitué d’un cylindre creux de rayon r, de hauteur h et de masse m/2 fermé a I'une de ses bases
par un disque, de méme rayon, de masse m/4 et sur I'autre base d’une couronne circulaire de rayon
extérieur a (a>r) de masse m/4 ( voir figure ). T roule sans glisser sur le plan Py(O, Xo, Yo ) lié a un
repére fixe Ry (0, Xy, Vo, Z)- Le solide T est lié a un repére R(G, X, ¥, Z) ol G est le centre de masse
de T et Gz son axe de symétrie de révolution. Le contact de T avec P, a lieu en un point | du bord
inférieur du chapeau dont la tangente est dirigée suivant un vecteur unitaire U tel que il = ¥ A Z,.
Cette tangente fait un angle i avec I'axe Ox,.

On définit le vecteur w par: w = get I'angle O ( angle d’inclinaison de T par rapport au plan Py ) est
tel que 8 = (3, W) = (zg,Z), on pose : CG = A Z ( C centre de la couronne ).

L’angle o représente la rotation propre de T autour de I'axe Gz.

Le centre de masse G de T a pour coordonnées cartésiennes ( x, y, z) dans le repére Ry.

Partie cinématique :

1- Déterminer I'expression de ﬁ(T/RO) par ses projections dans la base (U, W, Z).
2- Ecrivez I'’équation traduisant le contact au point | entre T et Py, reliant z et 6.

3- Calculez V(G/R,) par ses projections dans la base (%, W, 2)
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4- Déterminez les équations traduisant le non glissement de par rapport a P,.
Partie cinétique :

1- Déterminez la distance A en fonction de h.

2- Quelles sont les relations entre les moments d’inertie de T par rapport aux axes Gx, Gy et
GZ notés respectivement A, B et C ? Comment s’écrit la matrice d’inertie dans la base
(%,y,2) ? Justifiez votre réponse sans faire les calculs des intégrales.

3- Déterminez les éléments de réduction du torseur cinétique en G dans la base (i, W, 2).

4- Calculezz, - 6(G,T/R,) ( projection du moment cinétique de T par rapport a R, sur I'axe
0Oz, ) en déduire la projection du moment dynamique en G de T par rapport a Ry:

Zg - 8(G,T/R,), montrez que Zg  8(G, T /R,) = C%(qb + cos@)
5- Calculez I'énergie cinétique E-(T /Ry).

Disque

Cylindre

Couronne

Eléments formant le chapeau

’ \‘ Zo y

Xo

/"
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Solution
AYV
Yo — _
1_5 i “ZO ) A w
Z y
Y
i 0 w ¢ X
' ol
Y K p i 0] )
o > q >V " > i
Oz X0 Ou Oz
Partie cinématique
1- Expression de Q(T/R,)
_ — — IPEE —_ > —> 6 u Z
Ro(0,%4,¥0,20) — R1 (1, 7,2,

) s Ry(, W, 7)——— R(%,7,7)
QT/R) =yzg+0 i+¢ Z2=06 U+ sind W+ (¢ + 9 cosf)Z

2- Equation traduisant le contact au point | entre T et Py,

Les points O et | appartiennent au plan Py, ce qui se traduit par :

0l-75=0= (W})+G_C)+C_I))-Z_O’= (xxg +y Yo + 225 — AZ — aw)
Sachantque:z,-Z =cosf et zy W= cos("/z —0) =sinf d'ow: z=2cos6 + asinf
3- Calcul de la vitesse de G par rapport a Ry

. doG
v (G/RO) =

=XXg+ VYo +2Zg=%xXg+Y Vs +6(acosd — Asind)z,
Ry

Or: Xy, = cosyp U — siny U = cosy U — siny cosO@ W + siny sinf z’
Yo = Sinp U + cosy U = simp U + cosy cos@ W — cosy sinfz et
— . — -
Zy = sinBw + cos0 z

En remplacant chaque terme par sa valeur, on trouve :

X cosy + y siny
4 (G/R ) = (—x siny cosf + y cosy cosl + z sin9>
0 X siny sinf — y cosy sinf + z cosO (iw.2)

4- Le non glissement en |
La vitesse de glissement de T par rapport a Ry en | est nulle.
V,(T/Ro) = V(I €T/Ry) — V(I € Ry/Ro) = 0 = V(G/Ro) + Q(T/Ry) A GI
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X cosy + y siny . 0 0
0= <—5C siny cosB + y cosy cosO + z sinG) + Y sinf A (—a)
X sinp sinf — y cosy sin + z cost /. (¢ + 1 cosh) . —A/ R,
2
x cosyp + ¥ sinyp — A sinf + a(¢ + ¢ cosf) = 0
=1 -x siny cosd + y cosy cosd + zsind + 16 =0
X sinm sinf — y cosy sinf + z cos® —a 6 = 0

Partie cinétique

1- Valeur de A en fonction de h

Soient G, C et Gp, les centres de masse respectivement du cylindre, de la couronne et du disque. Le
centre de masse du solide T permet d’écrire :

N| S

h
h = A=

cG="rc+2céc+ 2 ca, 1="
m —Z +? C+? D < m —? E

Lm
2

2- Relations entre les moments d’inertie de T par rapport a Gx, Gy et Gz

L'axe Gz est I'axe de symétrie de révolution de T, tous les axes perpendiculaires a I'axe Gz sont
équivalents et par conséquent les moments d’inertie par rapport aux axes Gx et Gy sont égaux.

A=B avec A=l = f(yz +2z9)dm et B=lIg = f(xz +z%)dm

24 =j(y2+zz)dm+f(x2+zz)dm= f(x2+y2)dm+2fzz dm = C-l-ZIZZ dm
Ou C= f(x2 + y2)dm moment d’inertie de T par rapport a 'axe Gz

C
A=B=E fzz dm

La matrice d’inertie de T par rapport au repére R s’écrit alors dans cette base sous la forme :

A0 0
M,(T)={0 4 0
0 0 ¢/

3- Torseur cinétigue

Les éléments de réduction du torseur cinétique au point G sont :

[G (T/Ry)] = [(’jl(‘g(%ﬁg

X cosy + y siny
my (G/R ) =m (—55 siny cosO + y cosy cos6 + z sin@)
0 x siny sinf — y cosy sinf + z cost / ;5

G(G,T/Ry) = Mg(T)Q(T /Ry) = A6 Ui + Ay sind W + C(@ + 1 cos8)Z

4- Projection du moment cinétique de T sur 'axe Oz,
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Zo 3 (G, T/Ry) = (sind W + cosd 2)[A U + Ay sind W + C(¢ + 3 cos8)Z]
= Ay sin?6 + C(¢ + Y cosB)cosb

- — 0 = =Zzy ————

dt Ro dt dt

=25 6(G,T/Ry)
Ro

Ry
La projection du moment dynamique de T par rapport a Ry sur I'axe Oz, est :

d[Ay sin?0 + C(¢ +  cosB)cosb)]
dt

Zo - 8(G,T/Ry) =

da (G,T/Ry)

Calculde Z- 6(G,T/Ry) = 7 - =

— 7. do (G,T/Ry)
Ro dt

+0R/R) AG (G, T/RO)]

, dd (G,T/R,)
=z /70
dt

+7Z- [a(Rz/Ro) Ao (G;T/RO)] - an

=0 RZ

d(<p +1 cosH)
=C— "7
dt

Ry
Avec
6 A
Q(R,/R) NG (G, T/Ry) =| P sind | A Ay sinb
Y cosb/ . C(¢ + 1 coso) 7,
P sinb[C + (C — A cosb)|
=\ 6[co - (C— A cosb]
0 R,

5- L’énergie cinétique

1. 1 . —
Ec(T/Ro) = 5V?(G/Ro) +5 “T/Ro)Mg(TY(T/Ry)

1 1 . : ,
=om@E? + 32+ 20 +5 [462 + a2sin?0 + C(¢ + 4 cos6)’]

Exercice 10 (Epreuve de la session normale Janvier 2013)

Un solide de révolution(S) appelé culbuto est constitué par une demi-sphére (S;) et un cylindre (S,)
de méme base. On désigne par a le rayon de cette base et par H son centre ; la hauteur du cylindre
circulaire (S,) est noté h. (S,) et (S,) sont des solides pleins homogénes de masses respectives m; et
m, et de méme densité volumique p. On note (H, Z) 'axe de révolution du solide(S) orienté de (S,)
vers (S,), et R(H, X,y,Z) un repére orthonormé direct lié a (S).

On note M la masse totale du systeme et G son centre d’inertie tel que HG =17

Soit Ry(0, Xy, Vo, Zo) un repére orthonormé direct supposé étre galiléen, avec (0, z,) vertical
ascendant. On repere la position de (S) dans ce référentiel par les coordonnées (x, y, z) de G et par les
angles d’Euler habituels (, 8, @). On note R, (0,4, V,z,) et R,(0, 4, W, Z) les deux repéres
intermédiaires. Le solide (S) est situé dans le demi-espace z,>0 et est assujetti a se déplacer de telle
facon que sa partie hémisphérique soit en contact ponctuel en un point | avec le plan fixe (0, %, Vo)
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ation

A7

Ny

Yo

Etude cinématique

Représenter les figures planes de rotation et donner I'expression du vecteur instantané de
rotation ﬁ(S/RO).

Quelles sont les composantes de (1(S/R,) dans la base de Résal (&, W, Z) ?

Déterminer la condition géométrique de contact entre (S) et le plan fixe (0, g, y,).Dans la
suite du probléme, cette condition de maintien de contact sera prise en compte.

Quel est alors le nombre de degrés de liberté du systeme ?

Calculer la vitesse : V(G/RO).

Calculer I'accélération : f(G/RO).

Déterminer la vitesse de glissement en | de (S) par rapport au plan (0, xg,y,) par ses
composantes dans la premiére base intermédiaire (i, ¥, z;). Commenter le résultat.

Géométrie des masses

Dans cette partie toutes les grandeurs vectorielles et matricielles seront exprimées dans la base
> o
(x, Y Z)

8-
9-

Déterminer la position du centre d’inertie G, de la demi-sphere (S,).

En déduire la position HG du centre d’inertie G du systeme, en exprimant L en fonction de a
et h.

10- Déterminer la matrice d’inertie en H de la demi-sphére (S,).

11- Déterminer la matrice d’inertie en H du cylindre (S,).

12- En déduire la matrice d’inertie en H du systéme (S).

13- Par application du théoréme d’Huygens généralisé, déterminer la matrice centrale d’inertie

du culbuto.

Bougarfa latifa Page 33



Mécanique du solide Théorémes généraux

Etude cinétique
Afin de simplifier I'écriture dans cette partie, on adoptera pour la matrice centrale d’inertie de (S), la

forme de Binet suivante :

A 0 0
0 0 (g (em )

14- Déterminer le torseur cinétique en G de (S) dans son mouvement par rapport a R,.
15- En utilisant le théoréme de Koenig, Calculer I’énergie cinétique du systeme.

Solution

1- Figures planes de rotation

3 A% R AZ_O’ AW
Z -
" y
— 0 w (p- -
U w X
v, % 9 o5  ou
— — g
O z, Ou Oz

o ) -
RoGio Vo 70) —2 2 Ry (), 7) — s Ry (i, W, 2) — 2 R(%, 5, )
QS/R) =Y zZg+0U+¢ 2

2- Composantes du vecteur instantané de rotation

Z_O’=60592+sin9W=>§(S/RO)=1/)Z_0’+917+<p§=917+1/}sin9W+(<p+1/}c059)2

3- Condition géométrique de contact entre (S) et le plan fixe

Le point de contact | est dans le plan (xOy), donc perpendiculaire a z,; ce qui donne :

0l-73=0 or OI=0G+GH+HI=xX3+yyg+22,+L7%—az, =
z=a+ L cosf
4- Degrés de liberté
On a 6 paramétres : x, Y, z,, 8 et ¢ ; et une seule équation: z = a + L cosf
Le systéme a 5 degrés de liberté.
5- Vitesse de centre de masse
g dO—G’ , —> . — . — , — . — . . .
V(G/Ry) = | =%% +yy,+2z5=x%xy+yYy,— L0 sin0 z,
Ro
6- Accélération de centre de masse
Page 34
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dV(G/Ry)

F(G/Ro) =—;

= %X, + 3 Yo — L(Osinf + 62 cosh)z,
Ro
7- Vitesse de glissement en | d (S) par rapport au plan fixe.
V;(S/x0y) = V(I € S/Ro) — V(I € (x0y)/Ro) = V(G/Ro) + A(S/Ro) A GI
=0
Gl = GH + HI = —LZ — azg = Lsinf % — (a + Lcos6 )z
Q(S/Ry) = 6 U — ¢sind ¥+ (¥ + ¢ cosB) zg
X cosyp + y siny
V(G/Ry) = (—9’5 siny +y cosw)
—L6 sind

Ry
. % cosy + v simp — L sinf + a ¢ siné
Vg(§/x0y) =| —x sinp +y cosyp + L 6 cosf + a 6
0 R,

La vitesse de glissement est dans le plan (xoy).

8- Centre d’inertie de la demi-sphere

L’axe OZ est axe de symétrie de la demi-sphére, Donc : xg, = yg, = 0 et zg, = mifff zdm = HG,
1

a 0 21 3
f r3 drf cosf@sinfdl | dp=-=a
0

— P .
HG, = m—lﬂ.f 73 c0s0 sinf dr df de = a3 -, i 3

9- Position du centre d’inertie du systéme

La position du centre d’inertie du systéme est donnée par :

HG = ——— HG, + HG
(my + my) (m1 1T 2)
2r ) — h S 3
avec m; =-—-pas ., m; =7mpa h HG2=§ et HG1=—§a

En remplagant chaque terme par sa valeur, on trouve :

= 42a+3n)
10- Matrice d’inertie de la demi-sphére en H

=1z

L’axe Oz est axe de révolution de la demi-sphére, donc les produits d’inertie sont nuls et les moments
d’inertie par rapport aux axes perpendiculaires a Oz sont égaux.

C
A=B=E+fff22dm
2

a /2 2
C=Jf (x2+y2)dm=pj r4drj sin39d9j d<p=§m1a2
0 0 0

Carx?+y%2=r%sin’0 ; dm=prisinfdrdddp et m,= %npa3

a /2 21 m
fffzz dm=pf r4 drf sin6 cos?6 do dp = — a?
0 0 0 5
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A=B=> 2

= —Smla
2 10 0
MH(Sl)zgmlaz 010
0 0 1/g

11- Matrice d’inertie en H du cylindre

L'axe Oz est axe de révolution du cylindre, donc les produits d’inertie sont nuls et les moments
d’inertie par rapport aux axes perpendiculaires a Oz sont égaux.

C
A=B=E+fffzzdm avec m, = pra®h

{ a h 2 m,
C=fff(x2+y2)dm=pf r3drf dzf d(p=7a2 2
{ a 0h 0271: ° m = A=B:m2<_+_>
| fﬂzzdmzpf rdrj szzf dp = —= h?
0 0 0 3
a®? h?
(CENEI

a? h?
My (Sz) = my | 0 <— + —) 0

12- Matrice d’inertie en H du systéme
My (S) = My (S1) + My(S;)

2 5 a’? h?
I/gmla +m, Z-I_? 0 0 \I
_ 2 a? h?
Mu($) = | 0 §’"1“2+m2<z+?> 0 |
2 2, M2 5
0 0 -ma‘+——a

13- Matrice d’inertie en G du systeme
My (S) = Mg(S) + My(G)

, 1.0 0 \ — 3(h%*-a?
My(G)=MI*{0 1 0] ot M=my+m, etL=2z;= G=—4(2a+3h)
0 0 0/g
A; 0 0
MG(S)=MH(S)—MH(G)=(0 Ag 0)
0 0 Cq/,
5 2 h? 9 2h2_22
Avec Ag =< my a® +my (%"‘?) — 1 (mu +ma) (2a+3ah)

2

EtCG=5

m
m1a2+72 a?

14- Torseur cinétique de (S)en G

Bougarfa latifa Page 36



Mécanique du solide Théorémes généraux

B MV(G/Ry) = M[x %3+ yyg — L 6 sinf 7|
[7els = {& (G,S/Ro) = Mg(S) A(S/Ry) = Ag 0 i + Ag 1 sinf w + Cg (¢ + ¥ cos)z
ﬁ(S/RO) est exprimé dans la méme base que M (S), c-a-d dans la base R.
15- Torseur dynamique de (S)en G
MT(G/Ry) = M[x X3 + J yg — L(6sin8 + 62 cos6)z]

_ A dé (G,S/R
[talc 6 (G,S/Ry) = M
dt
Ro
dé (G,S/R da (G,S/R ) 5
49 (G.5/Ry)| _ 45 (G.S/R0)| | G /Ry AG (G,5/Ry)
dt Ry dt Ry
Ag 0 0 Ag 0

= A (¢ sind + 4 6 coso) +(Ysind | A Ag Y sind
Co (@ + P cos — 1 6 sind) N Weosd/,  \Ce(¢ + 1 cosh) %,
Ag 0 + (Cg — Ag)? sind cosO + C; 1 ¢ sinb
=4 (G,S/Ry) = AG(lﬁ sin® + 1 0 cosG) + (Ag — C5)0 Y cosd — Cz6 ¢
CG((b + 1 cosd —1 6 sin@)

Ry

16-Energie cinétique de (S) dans son mouvement par rapport a R.

1 15 -
E.(S/Ry) = EM VZ(G/Ry) + EQ(S/RO)MG ($AS/Ry)

. Ag ., Ag . C .
- % M(5? + 32 + L2 2 sin?9) + =267 + =7 ( sind)” + = (¢ + 9 cosb)’
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