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Cours Automatique Continue

Quelques regles :

Portable éteint.
Mains sur la table.

Je détruis :

Les 20 minutes (et je sors les étudiants les lisant).
Les téléphones qui sonnent en cours.
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Etymologiquement : ensemble organisé.
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Notion de systeme

Systeme
Etymologiquement : ensemble organisé.

Systeme et Automatique

Procédé de nature quelconque : électrique, mécanique,
chimique, économique, ... d’entrée u et de sortie y.

Systeme dynamique

Procédé évoluant au cours du temps sous I'action de son
entrée u.
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Systéme asservi

Contre-réaction : entrée du systéme ajustée en réaction aux
informations de sortie.
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Notion de systéme asservi

Systeme asservi

Contre-réaction : entrée du systéme ajustée en réaction aux
informations de sortie.

A la douche ...
@ Douche a un bouton. ..
@ ... aprés la douche brilante, la douche a deux robinets. . .
@ ... unthermostat et c’est réglé!

A quoi ¢a sert?

@ Avoir la température désirée. ..
@ ... le débit d’eau chaude baisse ?




Systemes asservis au cours du temps (1)

Clepsydre - Ktesibios d’Alexandrie (270 avant JC) - . ..
Antique horloge a eau.




Systemes asservis au cours du temps (2)

Machine de Watt 1769

Régulation de vitesse d’'une machine a vapeur.




Systemes asservis au cours du temps (3)

Théories classiques
Stabilité - Maxwell, Routh, Lyapunov, 1868-1893.
Servomécanismes - Nyquist, Bode, Evans, 1932-1947.

Théories modernes

Représentation d’état, Bellman, Kalman, Pontryagin, 1950.



Ce que vous allez apprendre. . .

Modélisation

@ Ecriture des lois de la physique, lorsque les parametres du
systéme sont relativement bien connus.
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Ce que vous allez apprendre. . .

Modélisation

@ Ecriture des lois de la physique, lorsque les parametres du
systéme sont relativement bien connus.

@ ldentification d’'un modéle dans le cas contraire.

Caractérisation des différentes propriétés du systeme.

Commande

Modification de I'entrée du systéme par un correcteur. Mise en
ceuvre de ce correcteur.



Objectifs et cadre de I'étude

Systémes étudiés

Cas des systemes monovariables : c’est-a-dire possédant une
seule entrée u et une seule sortie y.
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Objectifs et cadre de I'étude

Systemes étudiés

Cas des systémes monovariables : c’est-a-dire possédant une
seule entrée u et une seule sortie y.

Analogique ou numérique ?

Cas des systemes a temps continu : u(t) et y(t) fonctions d’'une
variable continue.

Linéaire ou non ?

Etude des systéemes au comportement linéaire : soit linéaires,
soit linéarisés autour d’'un point de fonctionnement.



Premiere partie |

Systemes a temps continu




0 Modélisation

@ Mise en équation d’un systéme physique
@ Propriétés des systémes a temps continu
@ Représentations temporelles des systémes
@ Représentation par fonction de transfert

@ Correspondances entre représentations

e Réponses des systémes a temps continu
@ Réponse temporelle
@ Réponse temporelle des systemes élémentaires
@ Réponse harmonique
@ Réponse harmonique des systemes élémentaires
@ Simplification de la représentation d’un systéme

e Analyse des systémes a temps continu
@ Commandabilité et observabilité
@ Stabilité



0 Modélisation

@ Mise en équation d’un systéme physique
@ Propriétés des systémes a temps continu
@ Représentations temporelles des systémes
@ Représentation par fonction de transfert

@ Correspondances entre représentations



0 Modélisation

@ Mise en équation d’un systéme physique



Premier exemple : moteur a courant continu (1)

@ Energie électrique : alimentation de I'induit mobile (rotor)
@ Champ magnétique de I'inducteur (séparé et constant)

@ Forces électriques (addition=balais+collecteur) : rotation
@ Systéme : entrée=alimentation induit, sortie=rotation rotor

Induit
Partie tournante
Aimants

Inducteur fixe

Collecteur solidaire de I'induit

Balais



Premier exemple : moteur a courant continu (2)

Modélisation

@ Mécanique : principe fondamental de la dynamique
@ Electrique : loi des mailles
@ Entrée=tension d’induit, sortie=vitesse de rotation du rotor

i()




Premier exemple : moteur a courant continu (3)

@ Modélisation mécanique : v — fw = J%
@ Modélisation électrique : Ri + L% + e=u
@ Loi couple (par construction) :~v = Kpi
@ Loi vitesse (par construction) : e = Ko w

i()

u(t) @ f u(t)




Premier exemple : moteur a courant continu (4)

Equations mécaniques : v — fw = J% et v = Kpi
Equations électriques : Ri + L% +e=vete=Kow

Relation entrée u - sortie w avec (Ke = K = K) :
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Premier exemple : moteur a courant continu (4)

Equations mécaniques : v — fw = J% et v = Kpi
Equations électriques : Ri + L% +e=vete=Kow

Relation entrée u - sortie w avec (Ke = K = K) :
Ki = fw + J%
di _ fdw | jdPw
Ka =1 +J%
%(warJ%)Jrk(f‘Z,—‘;JrJ%)Jer:u

d’w | RJ¥Lfdw |, R+K2 =~ K
a2 T oa& T w=ou




Premier exemple : moteur a courant continu (4)

Equations mécaniques : v — fw = J% et v = Kpi
Equations électriques : Ri + Ld’ +e=vete=Kow

Relation entrée u - sortie w avec (Ke = K = K) :
Ki = fw + J%
d dw
Kd =fd  gde dt2

B(fw+J%) + k(19 + 52

dt2>+Kw=U

2
c(];/t2 + F1’J+Lf dw + Rf—‘rK

OJ:HU

Relation entrée-sortie

Equation différentielle d’ordre 2, linéaire a coef. constants.



Deuxiéme exemple : suspension (1)

@ Véhicule : masse m,

@ Modele suspension : ressort amorti (ks, fs)

@ Roue : masse m,, modele roue + pneu : ressort idéal (k)
@ Systéme : entrée=profil route, sortie=altitude véhicule

systéme a I'équilibre

Ny

Xt




Deuxieme exemple : suspension (2)

Modélisation

@ Deux solides a I'équilibre
@ Mécanique : principe fondamental de la statique

Equilibre A

—kAl
ksl

ks fs

.uLE

véhicule

my [ ] roue

Ky
E 4
Ks fy —mg
ksl §




Deuxiéme exemple : suspension (3)

Modélisation

@ Deux solides en mouvement
@ Mécanique : principe fondamental de la dynamique

Variations A Kz —2)
—ks(zv — zr)
A _fs%(zv - Zr)
A !j
- ks fs
véhicule m
ah i m | g roue
=
kd L

ks fs f,9(z, — z,
Hj k2, — 27) Sy lalz o a)




Deuxiéme exemple : suspension (4)

Modélisation

7 . 2
@ Véhicule : T T2 = —ky(z, — z,) — fs (% - %)

2
® Roue : m L& = —ki (2 — z5) + ks(zy — ) + 1 (% %Zt')

ke(z — zc)

véhicule m

ZVT ¢ m, T
Zr

Relation entrée-sortie

Relation entrée z. - sortie z, ?



Troisieme exemple : régulateur de niveau (1)

@ Réservoir alimenté en liquide
@ Niveau réglé par une vanne d’entrée
@ Systéme : entrée=débit vanne, sortie=niveau liquide

vanne entrée

qo+qe:D—Q]

.

vanne sortie

.l>- <.| Qo + Qs

R




Troisieme exemple : régulateur de niveau (2)

Modélisation

@ Point de fonctionnement nominal (qo, ho)

@ Résistance du tuyau de sortie : variations hauteur de
liquide/débit de sortie (variations notées h et qs)

@ Hauteur de liquide : fonction de la section C et de la
différence de débit entrée - sortie

vanne entrée

Jo + Qe ;;

vanne sortie

WQOJFQS

R




Troisieme exemple : régulateur de niveau (3)

Modélisation

@ Résistance (selon nature de I'écoulement)

@ Section :

hauteur de liquide

ho+h
ho

Q Qo+ Qs débit de sortie
— _h
R =tana(qo) = ¢

Cdh = (ge — qs)at



Troisieme exemple : régulateur de niveau (4)

Equation résistance : R = 2!
Equation écoulement : Cdh = (qe — gs)dt

Relation entrée g, - sortie h:
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Troisieme exemple : régulateur de niveau (4)

Equation résistance : R = 2!
Equation écoulement : Cdh = (qe — gs)dt

Relation entrée g, - sortie h:

dh __ h
CdH =097

RC% + h= Rqe



Troisieme exemple : régulateur de niveau (4)

Equation résistance : R = 2!
Equation écoulement : Cdh = (qe — gs)dt

Relation entrée g, - sortie h:

dh __ h
CdH =097

RC% + h= Rqe

Relation entrée-sortie
Equation différentielle d’ordre 1, linéaire a coef. constants.




Quatrieme exemple : échangeur thermique (1)

Description
@ Echange thermique entre circuit de vapeur et circuit d’eau

@ Débit de vapeur réglé par une vanne d’entrée
@ Systéme : entrée=débit vapeur, sortie=température eau




Quatrieme exemple : échangeur thermique (2)

Modélisation

@ Chaleur amenée par la vapeur : q, = wyCy(0ve — 6y)
(wy : débit massique et ¢, : chaleur massique de la vapeur)

@ Bilan de chaleur : ge = %7
(R : résistance thermique moyenne de I'échangeur)

@ Flux de chaleur net: C, %% = g, — ge
(Cy : capacité thermique de la vapeur)

wy
—
>
>
% e Om
> \e
ray

Ove

Oee




Quatrieme exemple : échangeur thermique (3)

Chaleur amenée : g, = wvcv(eve —0y)
Bilan de chaleur : ge = R"e
Flux de chaleur net : C, 2¢ F = — Qe

Equations du systeme :



Quatrieme exemple : échangeur thermique (3)

Chaleur amenée : q, = wycy(0ve — 0)
Bilan de chaleur : ge = %7’
Flux de chaleur net : C, 2¢ F = — Qe

Equations du systeme :

Flux de chaleur net, vapeur :
Cv dé?v = wyCy(Oye — Oy) — Lﬁee
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Chaleur amenée : q, = wycy(0ve — 0)
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Quatrieme exemple : échangeur thermique (3)

Chaleur amenée : q, = wycy(0ve — 0)
Bilan de chaleur : ge = %7’
Flux de chaleur net : C, 2¢ F = — Qe

Equations du systeme :
Flux de chaleur net, vapeur :
Cv dé?v = Wva(eve - 9v) - LV—@e
dee

Flux de chaleur net, eau : Ce%e Bebe

Mesure : Opy(t) = Oe(t — 7)

= WeCe(bee — be) +



Quatrieme exemple : échangeur thermique (3)

Chaleur amenée : q, = wycy(0ve — 0)
Bilan de chaleur : ge = %7’
Flux de chaleur net : C, 2¢ F = — Qe

Equations du systeme :
Flux de chaleur net, vapeur :
Cvdev = Wva(eve - v) - Lvﬁee

Flux de chaleur net, eau : Co%e = Burbe

Mesure : Opy(t) = Oe(t — 7)

Relation entrée-sortie

Systeme non linéaire avec retard.

= WeCe(bee — be) +



0 Modélisation

@ Propriétés des systémes a temps continu



Linéarité

Définition
Soit y1(t) et y»(t) les réponses d’'un systéme ¥ excité
séparéement par les entrées uq(t) et uo(t) et o € R.

Le systeme est linéaire si sa sortie vaut ay;(t) + yo(t) en
réponse a l'entrée auq(t) + ux(t).

e P
pX

e P
pX

Principe de superposition.

linéarité aun () + ux(t) N ayi(t) + y2(t)



Invariance

Définition
Soit y(t) la réponse d’'un systeme ¥ d’entrée u(t).
Le systéme est invariant si une méme commande, appliquée a

deux instants différents produit la méme sortie aux instants
considérés.

u(t) y(t)  invariance u(t+7) y(t+7)
R Y [ - pN




Principe de causalité

Définition
Un signal f(t) a temps continu est causal si f(t) = 0, Vt < 0.

Définition
Soit y(t) la réponse d'un systeme d’entrée u(t).

Le systéme est causal si, Vt < 0, u(t) =0 = y(t) = 0.

La réponse du systéme ne précede pas son excitation.
Tout systéme physiquement réalisable est causal.

Hypothése
Tous les signaux et systémes étudiés sont causaux.



Linéarité et invariance des systemes étudiés

Invariance

Commande appliquée a l'instant t + 7 : méme sortie qu’en
appliquant cette commande a l'instant t, décalée de 7.

@ MCC : échauffement du circuit = variation de la résistance

Linéarité : hypothéses de modélisation.
@ Suspension : pas de frottement sec
@ Niveau de liquide : étude en un point de fonctionnement
@ Echangeur thermique : non linéaire ?

Sans influence sur la linéarité et l'invariance.



0 Modélisation

@ Représentations temporelles des systémes



Représentation externe par une équation différentielle

Propriété

Un systéme a temps continu linéaire et invariant sans retard est
décrit par une équation différentielle linéaire a coefficients
constants.

n i m i
d'y(t) d'u(t)
> a dti ZZO:bi dt’

i=c =
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Propriété

Un systéme a temps continu linéaire et invariant sans retard est
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i=c =
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Représentation externe par une équation différentielle

Propriété

Un systéme a temps continu linéaire et invariant sans retard est
décrit par une équation différentielle linéaire a coefficients
constants.

n i m i
d'y(t) d'u(t)
> a dt’ :Zb’ dt’

i=c i=0

@ g;et b € Rtelque ac, an, by et by, #0

@ n, m e N tel que m < n pour un systéme causal
@ n: ordre du systéme, ¢ < n: classe du systéme
@ y(t): nClpour y et mClpouru



Relation entrée-sortie du MCC

Entrée : tension d’induit u
Sortie : vitesse de rotation du rotor w

Pw  RIfLfde RI+K® K

a2z T L a g YT



Relation entrée-sortie du MCC

Entrée : tension d’induit u
Sortie : vitesse de rotation du rotor w

Pw  RIfLfde RI+K® K

a2z T L a g YT

@ n=2:systeme d’ordre 2



Relation entrée-sortie du MCC

Entrée : tension d’induit u
Sortie : vitesse de rotation du rotor w

Pw  RIfLfde RI+K® K
de " L) dt L YL

@ n=2:systeme d’ordre 2
@ ¢ =0 < n:systeme de classe 0



Relation entrée-sortie du MCC

Entrée : tension d’induit u
Sortie : vitesse de rotation du rotor w

Pw  RIfLfde RI+K® K

a2z T L a g YT

@ n=2:systeme d’ordre 2
@ ¢ =0 < n:systeme de classe 0
@ w(t):2Clpour w, 22(0) et w(0)



Représentation d’état du systeme (1)

Propriété

Un systéme a temps continu linéaire et invariant sans retard est
décrit par une infinité de représentations sous forme de
systémes différentiels d’ordre un, a coefficients constants.

Représentation d’état

dx
F)t( = Ax+ Bu

y = Cx+Du



Représentation d’état du systeme (2)

% = Ax+Bu, équation d’évolution, d’état
y = Cx+Du, équation de sortie, de mesure
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@ x de dimension n x 1 : vecteur d’état, représentation
interne du systéme
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Représentation d’état du systeme (2)

% = Ax+Bu, équation d’évolution, d’état
y = Cx+Du, équation de sortie, de mesure

@ x de dimension n x 1 : vecteur d’état, représentation
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@ D scalaire : coefficient de transmission directe



Représentation d’état du systeme (2)

% = Ax+Bu, équation d’évolution, d’état
y = Cx+Du, équation de sortie, de mesure

@ x de dimension n x 1 : vecteur d’état, représentation
interne du systéme

@ A, B, C et D : matrices constantes

@ Ade dimension n x n: matrice d’évolution (ou d’état)

@ Bde dimension n x 1 : matrice de commande (ou d’entrée)
@ Cdedimension 1 x n: matrice d’observation

@ D scalaire : coefficient de transmission directe

@ x(t)ety(t):Clx(tp)



Modele d’état du MCC

Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo =/



Modéle d’état du MCC
Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo =/

Réécriture des équations :

Ri+Lﬂ+Kw = u

dt
. dw
Kl—fw = JE



Modéle d’état du MCC
Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo =/

Réécriture des équations :

dx:
Rx> + LTZ? +Kxy = u
KXg — fX1 = J%

dt



Modele d’état du MCC
Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo =/

Réécriture des équations :

Rxo + L2 | Ky,

dt
KXg—fX1 = J%

d (x
at \ xo
_ X4




Modele d’état du MCC

Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo = d“



Modele d’état du MCC
Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo = ‘Z’,—‘;
Réécriture des équations :

d?w RJ+Lfdw Rf+K? K
- w = U

a2 T LU dt LJ =




Modele d’état du MCC
Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo = ‘Z’,—‘;

Réécriture des équations :

dxo RJ+Lf Rf + K? K
Y R Ve A W i
ng%
at



Modele d’état du MCC
Entrée u, sortie w

Variables d’état indépendantes x; = w et xo = ‘Z’,—‘;

Réécriture des équations :

dxo  RJ+Lf Rf+K> K
Y R Ve A W i
ng%
at

Représentation d’état

ﬂ <X1> 0 1 X1 4 0 U
dt \ xo _RfZLJK2 _RJL—DLf X L_}fj g

;= 0oy




0 Modélisation

@ Représentation par fonction de transfert



Transformée de Laplace : définition

Soit f(t) un signal a temps continu, prenant la valeur f(t) a
linstant t. La transformée de Laplace de f(t) est définie par :

+oo
F(s) = £{f(1)} = /O f(t)e~stdt.

Propriété

Soit s = ¢ + jw. La transformée de Laplace est généralement
définie sur un demi-plan complexe pour lequel o € |og, +ol.
La valeur ¢ définissant la limite de convergence est appelée
abscisse de convergence de la transformée.



Transformée de Laplace : calcul

Tables de transformées

Autant que possible, on utilise des tables de transformées
pré-calculées :

oty —
ut) —

0l —

Calcul

Calcul direct de l'intégrale



Exemple de calcul

Calcul de la transformée de Laplace de f(t) = e=2 U(t).



Exemple de calcul

Calcul de la transformée de Laplace de f(t) = e=2 U(t).

Définition (s = 0 + jw) :

F(s) = ~alg~stat,

+o00o
—ate (o+/w)tdt

+oo
—(o+a)t —jwtdt

I
o\o\o\



Exemple de calcul

Calcul de la transformée de Laplace de f(t) = e=2 U(t).

Convergence en valeur absolue de l'intégrale :
+00 . +00 .
/ ’e—(U-l—a)te—jwi’dt _ / ’e—(a-i-a)tHe—jwt’dt,
0 0
+oo
= [ leter
0

400
= / e (o +algt,
0

e—(a—i—a)t t—+o00

o+ a

t=0

Converge en valeur absolue ssio + a > 0,donc o > 09 = —a.



Exemple de calcul

Calcul de la transformée de Laplace de f(t) = e=2 U(t).

Calcul :

+oo
F(s) = / e (sta)igy
0

e—(s+a)t t—+o00

s+ a
1

S+ a

t=0



Exemple de calcul

Calcul de la transformée de Laplace de f(t) = e=2 U(t).

Transformée de e—2 U(t)
Finalement :

Fls) = (e (D) =

pour tout s = o + jw si et seulement sioc > —a.



Transformée de Laplace : propriétés principales

linéarité L{f(t) + ag(t)} = F(s) + aG(s), Va € R
retard L{f(t—7)} = e "°F(s), VT € R
intégration L {fot f(T)dT} = Hs)

dérivationent | £ {%(f)} = sF(s) — f(0)

valeur finale lim¢_oo f(t) = limg_,0 SF(S)

convolution L{f(t)xg(t)} =L {ff;" f(r)g(t — T)dT} = F(s)G(s)




Transformée de Laplace : inversion

Soit F(s) la transformée de Laplace de f(t). La transformée de
Laplace inverse de F(s) s’écrit :

£(1) = £~ {F(s) /F yes! ds.

|

Tables de transformées
Décomposition en éléments simples pour utiliser les tables de
transformées.

..sinon formule d’inversion et calcul des résidus.



Transformée de Laplace : intérét

Réécriture du modéle du systeme

Pour les systémes linéaires a temps continu : possibilité de
transformer les équations différentielles décrivant I'évolution
dynamique du systéme en équations algébriques en s.

Conditions initiales
Dérivationen t: £ {%} = sF(s) — f(0)

Termes liés aux Cl# 0



Relation entrée-sortie du MCC en ¢

Variable t :

RJ + Lf duw(t) L d?w(t) K ()
Rf+K2 dt ' Rf+KZ a2  Rf+KZ \/

w(t) +



Relation entrée-sortie du MCC en t

Variable t :

RJ + Lf dw(t) LJ dzw(t) B K u(t)
Rf + K2 dt Rf + K2 df?2  Rf+ K2 ’

w(t) +

Transformée de Laplace a Cl nulles :

RJ + Lf LJ K

RJ+ LT L VR
Us)+ g )25 + g4z SUS) = gy

U(s),



Relation entrée-sortie du MCC en t

Variable t :

RI+LFdo(t) LI Pu(t) K
YO+ ke gt TRIKE a2~ A kre YO

Transformée de Laplace a Cl nulles :

RJ+ Lf Lo o,
Us)+ g )25 + g4z SUS) = gy

Relation entrée-sortie du MCC en s

RJ+ Lf oo K
(1+Fff+K2s+F1’f+K2 S) Us) = grike V)



Fonction de transfert : définition

Soit un systéme linéaire invariant sans retard d’entrée u(t) et
de sortie y(t).

Relation entrée-sortie :

n i m i
d'y(t) d'u(t)
Z a; dtt - Z bi at -’

i=c i=




Fonction de transfert : définition

Soit un systéme linéaire invariant sans retard d’entrée u(t) et
de sortie y(t).

En appliquant la transformée de Laplace a Cl nulles :

Za,sY Zb,sU

soit :



Fonction de transfert : définition

Soit un systéme linéaire invariant sans retard d’entrée u(t) et
de sortie y(t).

Définition
On appelle fonction de transfert (FT) du systéme la fraction
rationnelle :

G(s) = %

Le terme synonyme transmittance est souvent utilisé.



Fonction de transfert : propriétés

Forme de la fonction de transfert

Dans le cas des systémes linéaires invariants sans retard la FT
prend la forme d’une fraction rationnelle :

N(s) _ X2 bis

Gls) = D(s) >, as

Caractéristiques :
@ racines de N(s) : m zéros
@ racines de D(s) : n p6les
@ zéros et les péles € C



Fonction de transfert : propriétés

Forme de la fonction de transfert

Dans le cas des systémes linéaires invariants sans retard la FT
prend la forme d’une fraction rationnelle :

by + bis+...byps™
acSC + ac 18t + ... + aps”

G(s) =

Caractéristiques :
@ racines de N(s) : m zéros
@ racines de D(s) : n p6les
@ zéros et les péles € C

o K =2 :gain statique



Fonction de transfert : propriétés

Forme de la fonction de transfert

Dans le cas des systémes linéaires invariants sans retard la FT
prend la forme d’une fraction rationnelle :

_ b IT74 (s - 2)
G = 2 T (5 1)

Caractéristiques :
@ racines de N(s) : m zéros
@ racines de D(s) : n p6les
@ zéros et les péles € C

o bn: coefficient de gain



Relation entrée-sortie du MCC en s :

RJ+ Lf oo, K
Qs) = ——~_
O+mef+m+ms>(” rr+rz U

Fonction de transfert du MCC

Q(s) 5
f

G(s) = = .
(5) U(s) g2 4 BIELE g | REEKE
donc :
K RJ + Lf Rf + K2
N(s) = 7 et D(s) = &2+ J s+ L .



Fonction de transfert du MCC

Caractéristiques :
@ pas de zéro

@ poles (tels que D(s) =0)?

On montre (...) :

G(s)

Tel

Tem

et KG

Q(s) _ e
0O~ (s+2) (s+2)
L
ﬁa
RJ
Rf + K2’
K

Rf + K?'



Fonction de transfert du MCC

Caractéristiques :
@ pas de zéro
@ poles (tels que D(s) =0)?
On montre (...) :

donc deux poéles :

pr = —

etpp, = ———.



0 Modélisation

@ Correspondances entre représentations



Passage représentation d’état/fonction de transfert

Transformée de Laplace de la représentation d’état :

% — Ax+ Bu sX(s) = AX(s)+ BU(s)
y = Cx+Du Y(s) = CX(s)+ DU(s)



Passage représentation d’état/fonction de transfert

Transformée de Laplace de la représentation d’état :
% = Ax+Bu sX(s) = AX(s)+ BU(s)
y = Cx+Du Y(s) = CX(s)+ DU(s)
soit :

X(s) = (sl—A)"'BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s)



Passage représentation d’état/fonction de transfert

Transformée de Laplace de la représentation d’état :

% AX + Bu sX(s) = AX(s)+ BU(s)
y Cx + Du Y(s) = CX(s)+ DU(s)

soit :

X(s) = (sl—A)"'BU(s)
Y(s) = CX(s)+ DU(s)

Passage représentation d’état/fonction de transfert

Y(s) = (C(s/ —A'B+ D) U(s)



Calcul des péles

Fonction de transfert :

Y(s) _ -
Us) = C(sl—-A)'B+D,



Calcul des péles

Fonction de transfert :

Y(s) _ -
Us) = C(sl—-A)'B+D,

co’ (sl — A)

= ¢ det(s/ — A)

B+ D,



Calcul des péles

Fonction de transfert :

Y(s) _ -

Ul = Clsl-A'8+D,
_col(sl—A)
= ¢ det(s/ — A) B+D,

_ C(co’(sI-A)B
- det(s/ — A) +D.




Calcul des péles

Fonction de transfert :

58 = C(sl-A'B+D,
_col(sl—A)
- Cdet(s/— A) B+D,
_ C(co’(sI-A)B
B det(sl — A) +D.

Equation caractéristique du systeme = équation des péles :

det(s/ — A) =0.



Calcul des péles

Fonction de transfert :

58 = C(sl-A'B+D,
_col(sl—A)
B Cdet(s/— A) B+D,
_ C(co’(sI-A)B
B det(sl — A) +D.

Equation caractéristique du systeme = équation des péles :

det(s/ — A) = 0.

Péles et valeurs propres
Péles du systéme = valeurs propres de A



Passage fonction de transfert/représentation d’état (1)

Non-unicité de la représentation d’état

3 une infinité de représentations équivalentes.



Passage fonction de transfert/représentation d’état (1)

Non-unicité de la représentation d’état

3 une infinité de représentations équivalentes.

Changement de variable régulier z = P~ x :

gt(Pz):sz = APz + Bu,

dt
y CPz + Du,



Passage fonction de transfert/représentation d’état (1)

Non-unicité de la représentation d’état
3 une infinité de représentations équivalentes.

Changement de variable régulier z = P~ x :

d az
pr (Pz) = PE = APz + Bu,
y = CPz+ Du,
soit :
dz

— = P 'APz+P'B
ot Z + u,
CPz + Du.

<
I



Passage fonction de transfert/représentation d’état (2)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A diagonale, péles distincts



Passage fonction de transfert/représentation d’état (2)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A diagonale, péles distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(S)_ n [e%i
U(S)_gs—kijLD'



Passage fonction de transfert/représentation d’état (2)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A diagonale, péles distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(S)_ n [e%i
U(S)_gs—kijLD'

Choix des variables d’état telles que :

1

X,(S) - S—\j

U(s),



Passage fonction de transfert/représentation d’état (2)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A diagonale, péles distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(S)_ n [e%i
U(S)_gs—kijLD'

Choix des variables d’état telles que :

sXi(s) = AiXi(s) + U(s),



Passage fonction de transfert/représentation d’état (2)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A diagonale, péles distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(S)_ n [e%i
U(S)_gs—kijLD'

Choix des variables d’état telles que :

ax, i

E == )\ij“‘U.



Passage fonction de transfert/représentation d’état (3)

Obtention d’'un modeéle d’état avec A diagonale

Péles distincts : % = \ix; +u, Xi(s) = S%/\iU(S) et Y(s) = 304 a;iXi(s) + DU(s)



Passage fonction de transfert/représentation d’état (3)

Obtention d’'un modeéle d’état avec A diagonale

Péles distincts : % = \ix; +u, Xi(s) = S%/\iU(S) et Y(s) = 304 a;iXi(s) + DU(s)

MO0 .o ... ... 0 1
O » 0 ... ... O 1
o ||
O ... ... 0 X1 O 1
O ... ... ... 0 M 1
y = (a1 Qo ... . an)X+Du.

Représentation d’état sous forme modale



Passage fonction de transfert/représentation d’état (4)

Type de représentation d’état

Modele d’état avec A diagonale, pbles pas tous distincts



Passage fonction de transfert/représentation d’état (4)

Type de représentation d’état

Modele d’état avec A diagonale, pbles pas tous distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(s) oy @ L% i @
Uis) s—Xx  (s=M)2 77 (s )P




Passage fonction de transfert/représentation d’état (4)

Type de représentation d’état
Modele d’état avec A diagonale, pbles pas tous distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(s) oy o ap 1 a;
U(s) — s— X (S—A1)2+.“+(S—>\1)p+,§13—>\i+D
Variables d’état telles que :
1

X(9) = oyUls),

X _ 1

W) = oV

Xi(s) = ! U(s), pouri=p+1, ... ,n




Passage fonction de transfert/représentation d’état (4)

Type de représentation d’état

Modele d’état avec A diagonale, pbles pas tous distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(s) oy o ap 1 a;
U(s) — s— X (S—A1)2+.“+(S—>\1)p+,§13—>\i+D
Variables d’état telles que :
1
X(9) = oyUls),
1
Xo(s) = mxp—1(3)a
Xi(s) = ! U(s), pouri=p+1, ...,n

S— A




Passage fonction de transfert/représentation d’état (4)

Type de représentation d’état

Modele d’état avec A diagonale, pbles pas tous distincts

Décomposition en éléments simples :

Y(s) oy o ap 1 a;
Ue) “s—x T EaE T T eoap

Variables d’état telles que :

sXi(s) = MXi(s)+ U(s),

sXa(s) = AXa(s) + Xi(s),

sXo(s) = AXp(s)+ Xp—1(s),

sXi(s) AiXi(s) + U(s), pouri=p+1, ... ,n.




Passage fonction de transfert/représentation d’état (5)

Obtention d’'un modeéle d’état avec A diagonale

Pédles pas tous distincts : sX1(s) = A1 X (S) + U(S), sXa(s) = M Xa(S) + Xi(s), ...
$Xo(8) = MXp(8) + Xp—1(8) et sXi(s) = AiXi(s) + U(s), i=p+1, ..., n



Passage fonction de transfert/représentation d’état (5)

Obtention d’'un modeéle d’état avec A diagonale

Péles pas tous distincts : sX1(s) = A X1(s) + U(S), sXa(s) = A\ Xa(s) + Xi(S), ...

SXo(S) = M Xp(S) + Xp—1(S) et sXi(s) = AiXi(s) + U(s), i=p+1, ..., n
>\1 0 NN 0 Xq 1
1 A 0 .. 0 Xo 0
0 1 A 0 .. 0 X3 0

o 0 1 XA O .. 0 X |+

at 0 0 Jpet 0 o 0 || xu 1
0 o0 At 0] Xy 1
0 N N 0 An Xn 1

y = (a1 [e7)) Oln)X-l—DU.

Matrice d’évolution sous forme réduite de Jordan




Passage fonction de transfert/représentation d’état (6)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne



Passage fonction de transfert/représentation d’état (6)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

Fonction de transfert (a, = 1) :

Y(s) N(s) bo+bis+...bps"
U(s) D(s) ay+ais+ ... +s"

)
—~
2]
~—
|
Il




Passage fonction de transfert/représentation d’état (6)

Type de représentation d’état
Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

Fonction de transfert (a, = 1) :

Y(s) N(s) bo+bis+...bps"
U(s) D(s) ay+ais+ ... +s"

)
—~
2]
~—
|
Il

Us) = D(s)X(s),
Y(s) = N(S)Xi(9),



Passage fonction de transfert/représentation d’état (6)

Type de représentation d’état
Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

Fonction de transfert (a, = 1) :

Y(s) N(s) bo+bis+...bps"
U(s) D(s) ay+ais+ ... +s"

)
—~
2]
~—
|
Il

Variable d’état x; telle que :

Us) = (s"+ap1s" '+ ... +ao)Xi(s),
Y(s) = (bmS™+ bm_18™ 1+ ... + by)Xi(s).



Passage fonction de transfert/représentation d’état (6)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

Fonction de transfert (a, = 1) :

Y(s) N(s) bo+bis+...bps"

Gls) = Uis) D(s) a+as+ ... +s"
Variables d’état xo, ... , X, telles que :
o0
a - @
dx,,._'1'

dt



Passage fonction de transfert/représentation d’état (6)

Type de représentation d’état

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

Fonction de transfert (a, = 1) :

Y(s) N(s) bo+bis+...bps"
U(s) D(s) ay+ais+ ... +s"

)
—~
2]
~—
|
Il

Finalement, variables d’état x;, x», ... , X, telles que :

% . diX1
dt  dtf -’




Passage fonction de transfert/représentation d’état (7)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

s i dx;
U(s) = (8" + an—18"" + ... +20)Xi(s), G = Gt et Tt = .




Passage fonction de transfert/représentation d’état (7)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

_ : i axi_
U(s) = (s"+ an18" " + ... +a0)Xi(s), G = St et 2o

et —¢

= Xj.

Il vient :

an1 dn71X1

W——an_']W— —aOX1+U,



Passage fonction de transfert/représentation d’état (7)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

s i dx;
U(s) = (8" + an—18"" + ... +20)Xi(s), G = Gt et Tt = .

Il vient :
an anf‘]

W——aan— —aOX1+U,



Passage fonction de transfert/représentation d’état (7)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

s i dx;
U(s) = (8" + an—18"" + ... +20)Xi(s), G = Gt et Tt = .

Il vient :



Passage fonction de transfert/représentation d’état (7)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

s i dx;
U(s) = (8" + an—18"" + ... +20)Xi(s), G = Gt et Tt = .

soit :

0 1 o ... 0 0
ax 0 o 1 0 0 . 0 .
at 0 oo 0

—dy —&1 - er eee .e. —a8n_A 1

Matrice d’évolution sous forme compagne horizontale.



Passage fonction de transfert/représentation d’état (8)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne
Il reste alors a déterminer la sortie.



Passage fonction de transfert/représentation d’état (8)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne
Il reste alors a déterminer la sortie.

Sortie :

Y(8) = bms"X;(8) + (bm_18™ 1+ ... + by)Xi(s).



Passage fonction de transfert/représentation d’état (8)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne
Il reste alors a déterminer la sortie.

Sortie :
Y(S) = bns™X1(8) + (bm_18™ 1+ ... + bo)Xi(s).
Fonction de transfert strictement propre (m < n) :

y:(bo by ... bp 0 ... O)X.



Passage fonction de transfert/représentation d’état (8)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne
Il reste alors a déterminer la sortie.

Sortie :
Y(S) = bns™X1(8) + (bm_18™ 1+ ... + bo)Xi(s).
Fonction de transfert strictement propre (m < n) :

y:(bo by ... bp 0 ... O)X.

Fonction de transfert non strictement propre (n = m) :

Y(8) = bps"X4(8) + (bp_18" " + ... + bo)X(s),



Passage fonction de transfert/représentation d’état (8)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne
Il reste alors a déterminer la sortie.

Sortie :
Y(S) = bns™X1(8) + (bm_18™ 1+ ... + bo)Xi(s).
Fonction de transfert strictement propre (m < n) :

y:(bo by ... bp 0 ... O)X.

Fonction de transfert non strictement propre (n=m) :

Y(s) = bn ((~an-18""" ... = &0)X1(8) + U($)) + (bp—18"" ... +bo)Xi(s).



Passage fonction de transfert/représentation d’état (8)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne
Il reste alors a déterminer la sortie.

Sortie :
Y(S) = bns™X1(8) + (bm_18™ 1+ ... + bo)Xi(s).
Fonction de transfert strictement propre (m < n) :

y:(bo by ... bp 0 ... O)X.

Fonction de transfert non strictement propre (n=m) :

y= (bo —agbn, by —aib, ... bp_1— a,an) X + bpu.



Passage fonction de transfert/représentation d’état (9)

Obtention d’'un modéle d’état avec A compagne

Récapitulatif
0 1 o ... ... ... 0 0
dx 0 0 1 0 ... ... 0 . 0 .
o 0 .. ... 0 1 .
-8y —&1 ... aee ee. ... —ap_1 1
y = (bo—abn by —aiby ... bp_1—an_1bn) X+ byu.

Forme canonique commandable.



e Réponses des systéemes a temps continu
@ Réponse temporelle
@ Réponse temporelle des systémes élémentaires
@ Réponse harmonique
@ Réponse harmonique des systémes élémentaires
@ Simplification de la représentation d’un systéeme



Réponses des systéemes a temps continu
@ Réponse temporelle



Représentation d’état : calcul de la réponse (1)

@ Résolution de I'équation d’état :

ax
E —AX+ Bu.

@ Obtention de la réponse du systéme :

y = Cx + Du.



Représentation d’état : calcul de la réponse (2)

Réponse libre de I'état

Réponse libre : solution de I'équation d’état homogéne :

ax

E_AX'

Matrice de transition

On montre :
x(t) = o(t, to)x(to).
avec ®(t, ty) matrice de transition , d’ordre ntq :

do(t, t)

= Ao > 0.
dt (ta t0)7VT tO



Représentation d’état : calcul de la réponse (3)

Réponse forcée de I'état

Réponse forcée : réponse au seul signal d’entrée, Cl nulles :

ax
i Ax + Bu.

On montre :

x(t) = / "ot 7)Bu(r)dr-

fo



Représentation d’état : calcul de la réponse (4)

Réponse compléete

Réponse compléte du systéme, par superposition :

x(t) = ot to)x()+ / tCD(T,T)BU(T)dT,

b



Représentation d’état : calcul de la réponse (4)

Réponse compléete

Réponse compléte du systéme, par superposition :

x(t) = ot to)x()+ / tCD(T,T)BU(T)dT,

b

y(t) = Cx(t) + Du(t),



Représentation d’état : calcul de la réponse (4)

Réponse compléete

Réponse compléte du systéme, par superposition :

x(t) = ot to)x()+ / tCD(T,T)BU(T)dT,

b
y(t) = Cx(t)+ Du(t),
t
y(t) = C((D(t, o) x(1o) + /t cb(t,T)Bu(T)dT) + Du(t).



Représentation d’état : calcul de la réponse (5)

Matrice de transition

Pour un systéme linéaire invariant :
o(t, f) = M0

ou: 242 nn
A=t At

A=+ At+ 5+ ... +

2! n!

Réponse complete

Réponse compléte du systéme, par superposition :

F ooc

y(t) = C (eA(f—fo>x(to) - / t eA(t_T)BU(T)Ch‘) + Du(t).
fo



Représentation d’état : calcul de la réponse (6)

Calcul de la matrice de transition

Dans le cas ou A est diagonale, chacun des termes de la
diagonale de e*! est I'exponentielle du terme correspondant de
A.Eneffet,vVa;,,i=1,2, ... ,n:

at? ann

ajt __ . i
e’ =1+ ajt+ o + ...+ Y

I ooc



Représentation d’état : calcul de la réponse (6)

Calcul de la matrice de transition

Dans le cas ou A est diagonale, chacun des termes de la
diagonale de e*! est I'exponentielle du terme correspondant de
A.Eneffet,vVa;,,i=1,2, ... ,n:

a’t? gl
et =1 ragt+ L4 ... +2
2! n!

I ooc

Méthode générale

Dans le cas ou A est non diagonale : diagonalisation préalable
Ay = P~1AP, puis changement de variable d’état ou :

et = pefatp1.



Représentation d’état : calcul de la réponse (6)

Calcul de la matrice de transition

Dans le cas ou A est diagonale, chacun des termes de la
diagonale de e*! est I'exponentielle du terme correspondant de
A.Eneffet,vVa;,,i=1,2, ... ,n:

&t art”
e =1+at+-L—+ ... +2
2! n!

I ooc

Autres méthodes
Transformée de Laplace, théoreme de Sylvester.




Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Probléme : calculer la sortie y(t) = w(t) en réponse a une
tension constante de 12 V pourlesClent=10:

w = 2230 tours/min = 233,5 rad/s,
i = 0,168 A,



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Représentation d’état :
_f K
a() - (5 B0
2 T T/ \*® I
y = (1 0)<

avec xy = w et xo = |.
Valeur numérigue du modéle :

R = 1,44Q

L = 56107*H

J = 1,29107* kg.m?
f = 7,1910°°N.s.m™’
K = 0,10N.m.A™"



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Expression numérique de la représentation d’état :
d <x1> ~ [—0,55768 775,19 X\ L 0 u
at \xz —-178,57 —-2571,4) \ x> 1785,7

y = (10 @)



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Diagonalisation de la représentation d’état :

A _ (5558 0
# = 0 —2516,4

p _ 0,9975 —0,2945
~ \-0,07080 0,9557

Changement de variable régulier z = P~ x :

— = P 'APz+ P 1By,
y = CPz+ Du.



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Diagonalisation de la représentation d’état :

239,3745
2(0) = (17,9099)

dz _ (-55,58 0 2 563, 9 u
a 0 —2516,4 1910,3)

y = (0,9975 —0,2945)z



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Réponse :
t
y(t) = CP (¢(t, 0)z(0) + / ¢(t,7)P‘1Bu(7)dT>,
0
o—5558(t—7) 0 >

o(t, 1) = ( 0 o-2516.4(t-7)

soit :

y(t) = 238,77 %815, 2738 ¢~ 2°16:411.121, 45(1—e~>%%8!) 2 6825(1—e~2"10)
ou :

y(t) = (118,77 + 117,32 705 _ 2,513 &=251041) (1),



Représentation externe : calcul de la réponse (1)

Méthode directe

Résolution de I'équation différentielle entrée-sortie :

n i m i
diy(t) diu(t)
> a dr z; b=

=@ =

Problématique au dela de n = 2.

Transformée de Laplace

On utilise la transformée de Laplace et donc la FT du systeme,
si les Cl sont nulles.



Représentation externe : calcul de la réponse (2)

D’aprés la définition de la FT, avec des Cl sont nulles :

Propriété de la transformée de Laplace vis-a-vis de la
convolution :
“+o00

L{f(t)=g(t)} =L {/ f(r)g(t — T)dT} = F(s)G(s)

—0o0

Théoreme

La réponse d’un systéme linéaire invariant d’entrée u(t) et de
sortie y(t) peut s’écrire sous la forme :

y(t) = g(t) * u(t).



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Valeur numérique du modéle :

R = 1,44Q
L = 56107*H

J = 1,29107* kg.m?
f = 7,1910°N.s.m™’
K = 0,10N.m.A™"

Probléme : calculer la sortie y(t) = w(t) en réponse a une
tension constante de 12 V pour des ClI nulles.



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Fonction de transfert :

G(s) = 9,8975
~ (11 0,0184s)(1 + 0,0004s)’
dou:
7
Y(s) = 9,8975 u(s),

(1+0,0184s)(1 + 0,0004s)



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Fonction de transfert :

9,8975
(1+0,0184s)(1 + 0,0004s)’

G(s) =

d'ou :
9,8975 12
(1+0,0184s)(1 + 0,0004s) s’

Y(s) =



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Fonction de transfert :

9,8975
(1+0,0184s)(1 + 0,0004s)’

G(s) =

d'ou :
118,77
s(1+0,0184s)(1 + 0,0004s)’

Y(s) =



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Décomposition en éléments simples :

118,77
s(1 +0,0184s)(1 + 0,0004s)’

Y(s) =

devient :

Y(s) 118,77 2,2308  9,9808 10~
s 1+0,0184s = 1+0,0004s’




Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

On connait :

c{ea U(t)} = Sla

donc :
-

14+78
La transformée inverse de Laplace de :

Lle r u(t)} =

Y(s) = 118,77 2,2308  9,0808 104
s 1+0,0184s ' 1+0,0004s’

donne :

y(t) = (118,77 — 121,45 755 1. 2, 6825 &=251041) (1),



Réponse impulsionnelle (1)

Definition (Impulsion de Dirac)

Soit f(t) une fonction continue en 0. Alors I'impulsion de Dirac
est la distribution §(t) telle que :

+o0
/ £(7)3(r)dr = £(0).

—0o0

Réponse impulsionnelle

Réponse impulsionnelle : réponse a une impulsion de Dirac.



Réponse impulsionnelle (2)

Réponse impulsionnelle du systeme :

y(t) = g(t) = 6(t)

soit, par définition de I'impulsion de Dirac :

t
y(t) = /0 g(r)s(t — r)dr = g(t).



Réponse impulsionnelle (2)

Réponse impulsionnelle du systeme :

y(t) = g(t) = 6(t)

soit, par définition de I'impulsion de Dirac :

t
y(t) = /0 g(r)s(t — r)dr = g(t).

Réponse impulsionnelle

g(t) = L{G(s)} : réponse impulsionnelle du systéme.



Réponse impulsionnelle (2)

Réponse impulsionnelle du systeme :

y(t) = g(t) = 6(t)

soit, par définition de I'impulsion de Dirac :

t
y(t) = /0 g(r)s(t — r)dr = g(t).

Réponse impulsionnelle

g(t) = L{G(s)} : réponse impulsionnelle du systéme.

Remarque

Faible intérét pratique.



Approximation de I'impulsion de Dirac

/ " Hr)5(r)dr =

—0o0

e(t) )

=

6(t) = lima—o (1)

Y



Réponse indicielle

Définition
On appelle réponse indicielle d’un systéme sa réponse a un

échelon unité :
0 it<O

, Sit>0.

Cette réponse vaut :

t t
y(t) = g(t) = U(t) = /O 9(r) U(t - 7)dr = /0 g(r)dr.

Remarque

Intérét pratique : caractérisation (identification) du systéme.



Réponse indicielle
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Systemes du 1er ordre : réponse temporelle (1)

Définition

Un systéme linéaire invariant a temps continu d’ordre un est
décrit par une équation différentielle d’ordre un a coefficients
constants reliant son entrée u(t) et sa sortie y(t) :

dy(t)
t — = Ku(t
y(t) + 7= = Ku(t)
ou 7 et K sont des constantes réelles non nulles ; 7 est la

constante de temps du systéme et K son gain statique.

La réponse indicielle est y(t) = a + ﬂe‘f avec « et 5 deux
constantes réelles dépendant des CI.



Systemes du 1er ordre : réponse temporelle (2)

Détermination des parametres de :
y(t) = a+ Ber.
@ terme constant : régime permanent de la sortie

@ une partie variable : régime transitoire
@ cas 7 > 0 : stable



Systemes du 1er ordre : réponse temporelle (2)

Détermination des parametres de :
y(t) = a+ Ber.
@ terme constant : régime permanent de la sortie

@ une partie variable : régime transitoire
@ cas 7 > 0 : stable

Alinstantt =0 :
y(0) =a+p.



Systemes du 1er ordre : réponse temporelle (2)

Détermination des parametres de :

y(t) = a+ Ber.

@ terme constant : régime permanent de la sortie
@ une partie variable : régime transitoire
@ cas 7 > 0 : stable

Ouandt—>oo,dyT(t”:O:
lim y(t) = K,

t—o00

et lim y(t) = o,
t—o0



Systemes du 1er ordre : réponse temporelle (2)

Détermination des parametres de :

y(t) = a+ Ber.

@ terme constant : régime permanent de la sortie
@ une partie variable : régime transitoire
@ cas 7 > 0 : stable

soit les parametres :



Systemes du 1er ordre : réponse temporelle (2)

Détermination des parametres de :
y(t) = a+ Ber.
@ terme constant : régime permanent de la sortie

@ une partie variable : régime transitoire
@ cas 7 > 0 : stable

Finalement :

y(H) = K(1 —e %) +y(0)e .



Réponse indicielle
‘
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Réponse indicielle d’'un systéeme du premier ordre de constante de
temps 7 = 0,01 s et de gain statique K = 10 pour différentes Cl
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Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (1)

Définition

Un systéme linéaire invariant a temps continu d’ordre deux est
décrit par une équation différentielle d’ordre deux a coefficients
constants reliant son entrée u(t) et sa sortie y(t).



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (1)

Définition
On considere des systémes dont I'équation différentielle se met
sous la forme canonique :

dy(t) | Py() _ . 2
e 4F pTe = Kwj, u(t),

ou &, wp et K sont des constantes réelles strictement positives

w/27 y(t) +28wn



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (1)

Définition
On considere des systémes dont I'équation différentielle se met
sous la forme canonique :

at T ar

ou &, wp et K sont des constantes réelles strictement positives

@ ¢ : coefficient d’amortissement
@ wp : pulsation propre non amortie ou pulsation naturelle

w,27 y(t) + 2€wp dy(t) , (b = Kw,z, u(t),

@ K :gain statique



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (2)

Réponse indicielle fonction de la valeur de ¢ :

o + Be St sin(y/1 — €8 wt + ), si0<&<t,
o+ (B +t)e s, sie=1,
a+ Be—(@r\/&zj)“’”' + 76_(§_m)w”t, sig>1,

avec «, 3,7 € R dépendant des ClI.



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (2)

Réponse indicielle fonction de la valeur de ¢ :

o + Be St sin(y/1 — €8 wt + ), si0<&<t,
o+ (B +t)e s, sie=1,
a+ Be—(@r\/&zj)“’”' + 76_(§_m)w”t, sig>1,

avec «, 3,7 € R dépendant des ClI.

@ £ > 1 :aucune oscillation



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (2)

Réponse indicielle fonction de la valeur de ¢ :

o + Be St sin(y/1 — €8 wt + ), si0<&<t,
o+ (B +t)e s, sie=1,
a+ Be—(@r\/&zj)“’”[ + 76_(5_\/27_1)@71, sig>1,

avec «, 3,7 € R dépendant des ClI.

@ ¢ > 1 :aucune oscillation

@ ¢ < 1: pseudo-oscillations i. e. oscillations de pulsation
fixe wp = /1 — &2 wp, dont 'amplitude décroit
exponentiellement vers zéro. On appelle wp
pseudo-pulsation ou pulsation amortie.



Réponse indicielle
16 T T

14

Amplitude

£=3,48

L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Temps (s)

Réponses indicielles d’'un systéme du second ordre pour différentes
valeurs du coefficient d’amortissement



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (3)

Temps de réponse

Pas de loi simple : abaques ou simulation.

107

100 iz &

0,01 0.1 1 10 100

Courbe wnlse, fonction de &



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (4)

Temps de réponse

Pas de loi simple : approximation.

Approximation :
@ deux pdles réels, associés a deux constantes de temps

(14 >> 120)
_t _t
a+pe ™ +ye 2 = gy ~ 37y

@ deux pbles complexes : la réponse indicielle est comprise
a l'intérieur d’'une enveloppe exponentielle connue :

3
o+ e ntsin(\/1 — €2 wpt + ) = t5 9, o
n



Réponse indicielle
20 T T
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Réponse indicielle d’'un systéme du second ordre pseudo-oscillant et
enveloppe des pseudo-oscillations



Réponse indicielle
12 T T T

101

Amplitude
o
T

Temps (sec)

Temps de réponse a 5 % d’'un systeme du second ordre de coefficient
d’amortissement 0, 6 et d’un premier ordre de constante de temps 517



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (5)

Premier dépassement (cas pseudo-oscillant)
Formes analytiques :

s — A

——— Dy =e Vi€,
\/1_£2wn

=

Compromis optimal amortissement-rapidité ?
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0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Amortissement

Correspondance entre premier dépassement (D;o,) et coefficient
d’amortissement, pour un systéeme du second ordre



Systemes du 2nd ordre : réponse temporelle (6)

Premier dépassement (cas pseudo-oscillant)
Compromis optimal amortissement-rapidité est obtenu pour :

527’:0,7

Temps de réponse : D1% =5 % de la valeur finale : t; = t5 o,.



e Réponses des systéemes a temps continu

@ Réponse harmonique



Analyse harmonique

Définition

On considere le cas d’'un systeme linéaire invariant de FT G(s),
en régime permanent sinusoidal de pulsation w. On appelle
G(s = jw) réponse harmonique.

Propriété
La réponse du systéme a une entrée sinusoidale Asinwt est :

y(t) = A|G(jw)|sin (wt + Arg{G(jw)}) -



Analyse harmonique

Définition

On considere le cas d’'un systeme linéaire invariant de FT G(s),
en régime permanent sinusoidal de pulsation w. On appelle
G(s = jw) réponse harmonique.

Analyse harmonique
Analyse harmonique : étude de la fonction G(jw) :
@ comportement fréquentiel du systéme (signal périodique)

@ diagrammes mettant en correspondance module et
argument



Diagrammes harmoniques (1)

Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode est constitué de deux courbes :
@ module en décibels (dB) : Ggg(w) = 20 logyo |G(jw)|
@ argument en degrés (deg) : p(w) = Arg{G(jw)}

Vocabulaire

On utilise traditionnellement les termes de gain et de phase,
plutét que les termes modules et argument.



Diagrammes harmoniques (2)

Intérét du diagramme de Bode

@ Module d’un produit de nombres complexes = produit de
leurs modules. Module en dB d’un produit de nombres

complexes = somme de leurs modules en dB :

20 |Og10 ‘G*] (]UJ)G2(]U))‘ 20 |0g10 |G1 (jw)| +20 |0g10 |G2(jw)\,

Gi 45 (jw) + Go g (jw).

@ Argument d’un produit de nombres complexes = somme
des arguments :

Arg{Gi(jw)Gz(jw)} = ArgGi(jw) + ArgGs(jw).



Diagrammes harmoniques (3)

Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquist est le lieu de G(jw) dans le plan
complexe, lorsque w varie de —oo a +oo.

Remarque

Ce diagramme est orienté selon les w croissants. En général
on choisi I'échelle du diagramme de Nyquist de sorte que le
point complexe d’abscisse —1, dit point critique apparaisse et
puisse étre situé par rapport au lieu de G(jw).




Diagrammes harmoniques (4)

Lieu de Black-Nichols

Le lieu de Black-Nichols est le lieu orienté des points de
coordonnées (p(w), Ggg(w)) lorsque w varie de —oo @ +o0c. On
tache aussi de faire apparaitre le point critique de coordonnées
(—180,0) sur ce lieu.

Remarque

Ce diagramme est orienté selon les w croissants. En général
on choisi I'échelle du diagramme de Nyquist de sorte que le
point complexe d’abscisse —1, dit point critique apparaisse et
puisse étre situé par rapport au lieu de G(jw).



Moteur a courant continu Maxon F2260, bobinage 885

Valeur numérique des paramétres du modeéle :

Kg

Q(s) Fn
G(s) = - ST ,
U 1 1
(S) (S aF g/) <S aF a)
L
Tel — ﬁa
RJ
em = Rt K2’
K
7
Gl 9,8975

~ (1+0,0184s)(1 + 0,0004s)"
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Axe imaginaire

-5

Diagramme de Nyquist

4
Axe réel
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Systemes du 1er ordre : réponse harmonique (1)

Fonction de transfert

La FT d’'un systéme du premier ordre est donc :




Systemes du 1er ordre : réponse harmonique (1)

Réponse harmonique

La réponse harmonique associée est :

Description de la réponse harmonique :

@ étude du comportement asymptotique du régime
permanent sinusoidal

@ extrapolation par des valeurs choisies



Systemes du 1er ordre : réponse harmonique (2)

Description de la réponse harmonique : G(jw) = ﬁ

w G(jw) gain gain phase
équivalent (dB) (degq)
1
1 K K
- — — Kag — 3 —45
T 14 V2 8
1 K | K _ _ _
w > w W KdB 20 |Og10 T 20 |0g10 w 90




Diagramme de Bode

KdB

N
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N
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Phase (deg)
o L hh A oL b
o O O OO0 © o o

Pulsation (rad/s)

Diagramme de Bode d’un systéme du premier ordre de constante de
temps 7 = 0,01 s et de gain statique K = 10



Lieu de Black-Nichols
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Diagramme de Nyquist
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Diagramme de Nyquist d’'un systéme du premier ordre de constante
de temps 7 = 0,01 s et de gain statique K = 10



Systemes du 2nd ordre : réponse harmonique (1)

Fonction de transfert

La FT du systeme du second ordre est :

Y(s) Kw?
U(s) w2 +2¢wps+ 82

G(s) =



Systemes du 2nd ordre : réponse harmonique (1)

Fonction de transfert

La FT du systeme du second ordre est :

Y(s) Kw?
U(s) w2 +2¢wps+ 82

G(s) =

Péles = solutions de w2 4 2¢wps + 82 =0

P2 = —(E£jV/1—E)uwnsi0 <<
etprz = —(E£VE—1wpsie>1.



Systemes du 2nd ordre : réponse harmonique (1)

Fonction de transfert

La FT du systeme du second ordre est :

Y(s) Kw?
U(s) w2 +2¢wps+ 82

Axe imaginaire
X S| Wny/ 1- 52

"\ O Axe réel




Systemes du 2nd ordre : réponse harmonique (2)

Description de la réponse harmonique : G(jw) =

Kuw?

W2 —w242jtwnw

w G(jw) gain gain phase
équivalent (dB) (deq)
w <K wp K K Kag = 20 logg K 0
wn ?’f& 2% Kgs — 6 — 20 logyo & —90
—Kuw? Kw
w > Wp 2 n wzn KdB + 40 |0g10 wnp — 40 |Og10 w —180




Systemes du 2nd ordre : réponse harmonique (3)

Résonance

Si¢ < 2 , il peut y avoir un phénomene de résonance,
c’est-a-dire que le gain passe par un maximum en :

=V 1 - 252 (.Un.
Le dépassement en gain correspondant vaut :

1

2618

Gr:



Diagramme de Bode
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Diagramme de Bode d’'un systeme du second ordre K = 10,
wp = 100, € variable



Lieu de Black-Nichols
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Diagramme de Nyquist
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e Réponses des systéemes a temps continu

@ Simplification de la représentation d’un systéeme



Simplification de modeles (1)

Forme générique d’une FT :

) e 1 2@ '
1%, (1 + 78) ,p,+1(+ s+ 1,82)




Simplification de modeles (1)

Forme générique d’une FT :

k I (0 +7s) [T, (1 +25s + winizsz)

T oC / / & .
$° 12, (1 + 75s) ﬁ:p,+1(1+27;js+w#sz)

G(s)

@ Termes du premier ordre : pbles et zéros réels



Simplification de modeles (1)

Forme générique d’une FT :

k I (0 +7s) [T, (1 +25s + winizsz)

T oC / / & .
$° 12, (1 + 75s) ﬁ:p,+1(1+27;js+w#sz)

G(s)

@ Termes du premier ordre : pbles et zéros réels

@ Termes du second ordre : pOles et zéros complexes
conjugués



Simplification du modéle du MCC
Modele du second ordre :

Gls) — 9,8975
~ (1+0,0184s)(1 + 0,0004s)"

Modéle du premier ordre :

9,8975

G($) = 770.0184s’

Réponse harmonique relative au p6le dominant ?

. 1
Gil) = 1570 01847

Réponse harmonique relative au pdle secondaire ?

. 1
C2l) = 1776, 0004j
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MCC : erreur sur la réponse indicielle pour un moteur Maxon F2260



Simplification de modeles (2)

Reégles générales : pdles réels

Lorsque deux péles sont suffisamment distincts le p6le le plus
pres de I'axe des imaginaires, c’est-a-dire le plus petit en valeur
absolue, associé a la constante de temps la plus lente, est
prépondérant.

Si I'on doit faire une approximation pour simplifier I'étude d’un
systeme, dont le modéle est d’ordre éleve, on négligera donc
les pbles les plus rapides.

Si les pdles sont proches, il peut devenir plus hasardeux
d’effectuer une telle simplification.



Simplification de modeles (2)

Reégles générales : pbles complexes conjugués

On pourra, de méme considérer que la dynamique liée a une
paire de pbles complexes conjugués est négligeable devant
celle liée a un pble simple ou a une autre paire de pbles
complexes conjugués si la pulsation naturelle associée a cette
paire est grande devant la pulsation naturelle de I'autre paire,
ou devant la pulsation associée au pole simple.




Simplification de modeles (2)

Regles générales : zéros
Cas similaire : on simplifiera les zéros entre eux de la méme
maniére.

En revanche, on procédera avec prudence pour ce qui est de
négliger un zéro prépondérant au vu de la valeur des poéles.



Exemple 1

K(1 + 7'23)

GO = T o) +m9)
avec 71 > 1o > 73.
A.N.:
m = 18
» = 0,1s
™ = 0,01s

Caractéristiques
@ Tracé du diagramme de Bode
@ Tracé du lieu des poles et zéros



Exemple 2
G(S)— K(1+T1S)
(1+2+%) (1 +m9)

avec 71 > wlz > 73.

A.N.:
™ = 1s
wp = 10rad/s
3 = 0,01s

Caractéristiques
@ Tracé du diagramme de Bode
@ Tracé du lieu des poles et zéros



e Analyse des systéemes a temps continu
@ Commandabilité et observabilité
@ Stabilité



e Analyse des systéemes a temps continu
@ Commandabilité et observabilité



Commandabilité et observabilité : généralités

Contexte

Notions fondamentales pour I'étude des systemes en vue de
leur commande, définies a partir du modéle d’état du systeme
considéré

Objectif
Caractérisation d’aprés les criteres de Kalman.



Commandabilité (1)

Définition

Commandabilité d’un systeme = capacité a voir son
comportement évoluer sous I'action de sa commande (son
entrée).

Commandabilité d’'un systéme

Une variable d’état x; est commandable s'’il est possible de
déterminer une commande u(t) sur un intervalle [fy, t]
conduisant tout état initial x;({) en 0 en un temps t; avec
o<t <t

Si cette propriété est vraie pour tout fy et pour toute variable du
vecteur d’état, alors le systeme est dit completement
commandable.



Commandabilité (2)

Critere de commandabilité (de Kalman)
Un systéme linéaire invariant d’équation dynamique d’état :

ax
E—AX—i—BU

est commandable si et seulement si la matrice de
commandabilité :

c=(B AB ... A™'B)

est de rang n.

On parle couramment de commandabilité de la paire (A, B).



Systeme de niveau de liquide

Systéme de niveau de liquide régi par la loi d’évolution :

dh

vanne entrée

Qo + Qe %

vanne sortie

Pl g,

R




Modéle d’état
Modéle physique :

dh

Systeme d’ordre 1 : variable d’état = variation h de la hauteur
de liquide, entrée (commande) = variations u = g du débit
d’entrée autour du débit nominal qp.

Equation d’état :

a1 1
dt  RC C

Commandabilité
Systéme commandable car B = £ # 0



vanne entrée

Qo+ Qe

vanne sortie

&l:qqu

R

Systeme de niveau de liquide modifié

Systeme de niveau de liquide régi par les lois d’évolution :

Cdh = (Ge+qr—gs)dt  Crdh, = —gedt,
_  h _h
9 = R qa = &

r



Modéle d’état

Systeme d’ordre 2 : variables d’état = h et h,, commande = vu.

Equation d’état :
d <X1> _ ~Rc % X\ & u
at \xz —% Xo 0

Commandabilité

1 1
C=(B AB) = (8 802>.

Systeme non complétement commandable, car C de rang
n—1=1.

X2 = h, non commandable par la vanne d’entrée. ..



Observabilité (1)

Observabilité d’'un systéme = possibilité de déterminer son état
a partir des mesures de sa sortie.

Observabilité d’'un systéme

Une variable d’état x; est observable s’il est possible de
déterminer x;(fp) a partir de la connaissance de la sortie y(t)
sur un intervalle [ty, #].

Si cette propriété est vraie pour tout t, et pour toute variable du
vecteur d’état, alors le systéme est dit completement
observable.



Observabilité (2)

Critere d’observabilité (de Kalman)
Un systéme linéaire invariant de représentation d’état :

ax
9 Ax + Bu,
y = Cx+Du

est observable si et seulement si la matrice d’observabilité :

C

0— CA

CAn'—1
est de rang n.

On parle couramment d’observabilité de la paire (A, C).



vanne entrée

Jo + Qe ;;

vanne sortie

,9%'7 Qo+ Qs
R
Systeme de niveau de liquide
Représentation d’état du systéme :
o 11
a RC c

Observabilité
Systeme observable car C = 1.



vanne entrée

o + Qe

vanne sortie

R 1
X _ (TR me | (M) ()
dt 0 —®mC Xo 0

y = (1 0) (2)



Systeme de niveau de liquide avec réservoir auxiliaire
Représentation d’état du systéme :

ax _% H:C X4 lc
dt ( 0 _R,1C, <X2> - (0) &
_ X1
y = (1 0) (Xz)

Observabilité

C> (1 O)
O = = .
(o) = (g o

Systeme complétement observable car la matrice
d’observabilité est de rang n = 2.




e Analyse des systéemes a temps continu

@ Stabilité



Stabilité et état d’équilibre (1)

Etat d’équilibre

Un état d’équilibre est un état du systéeme qui reste non modifié
lorsque le systéme est abandonné a lui-méme.

Premiére définition de la stabilité : stabilité interne

De maniére naturelle, on dira qu’un systéme est stable si,
écarté de sa position d’équilibre, il y revient.



Stabilité et état d’équilibre (2)

Caractérisation d’un état d’équilibre

Dans un état d'équilibre & = Ax + Bu s’écrit :

Ax = 0.

A = application linéaire sur I'espace d’état :

dim(Im A) + dim(Ker A) = rangA + dim(Ker A) = n.

Conclusions :
@ si KerA =0 : x = 0 est unique solution;
@ si KerA+# 0, alorsrang A# netdoncdetA=0:3dx #0



Stabilité et état d’équilibre (3)

CasoudetA#0
Cas du MCC, sortie=vitesse de rotation, entrée=tension

d’induit :
_f K
(5 %),
L L

Alors det A = ™ + ’j—f > 0.

Le seul état d’équilibre possible du systéme est obtenu quand
X1 :wzoetXQZiZO...

Remarque

Il n’existe qu’une seule solution au systéme en x = 0. Le seul
état d’équilibre est donc l'origine de I'espace d’état.



Stabilité et état d’équilibre (4)

CasoudetA=0

Cas du MCC, sortie=position angulaire 6 :

Alors det A = 0. Résolution de Ax = 0 : tous les triplets t.q.
Xo = x3 = 0 sont des états d’équilibre ...

Remarque

Dans ce cas KerA # 0 et 3 une infinité d’états d’équilibre tous

compris dans un espace de dimension n—rang A, que l'on
obtient en résolvant Ax = 0.



Stabilité et état d’équilibre (5)

Vocabulaire

Différents types d’équilibre :
@ équilibre instable
@ équilibre asymptotiquement stable
@ équilibre simplement stable

NN e

équilibre instable équilibre asymptotiquement stable  équilibre simplement stable




Stabilité et état d’équilibre (6)

nouvel équilibre
équilibre initial



Stabilité BIBO

Deuxiéme définition de la stabilité : stabilité BIBO

Un systéme est stable si toute entrée bornée produit une sortie
bornée.

Cette définition caractérise la stabilité entrée bornée-sortie
bornée
ESBS ou plus couramment BIBO en anglais.



Critéres algébriques de stabilité (1)

Théoreme

Un systéme linéaire invariant a temps continu est stable si tous
ses plles sont a partie réelle strictement négative.

Ce théoreme est valable pour tout systéme, qu’il soit en boucle
ouverte ou fermée. Pour un systéme d’ordre élevé, il faut
généralement recourir & une résolution numérique pour
déterminer les pbles du systéme.



Critéres algébriques de stabilité (1)

Théoreme

Un systéme linéaire invariant a temps continu est stable si tous
ses plles sont a partie réelle strictement négative.

Ce théoreme est valable pour tout systéeme, qu’il soit en boucle
ouverte ou fermée. Pour un systéme d’ordre élevé, il faut
généralement recourir & une résolution numérique pour
déterminer les pbles du systéme.



Critéres algébriques de stabilité (2)

Critere de Routh-Hurwitz

Soit D(s) = ans” + a,_15"~1 + - -+ + ass° le dénominateur de la FT considérée. Le

systeme est stable si les a;, Vi=c, c+1, ..., nsont de
méme signe et du méme signe que les éléments de la premiere

colonne du tableau suivant (dit tableau de Routh) :

by_4

b4

an an_2 an—4
an_1 an—3 an—5
n—18p—2—3ndp_3 n—18p—4—23n3n_5
b= | s e | s
_ bp_1ap_3—a_1bp_3 _ by _qap_5—ap_1bp_5
Ch—1=—p 5 Ch—3= —p 75

Cn—1

d _ Ch—1bn_3—bp_16p—3
n—1= —— ¢ .




Criteres algébriques de stabilité (3)

Critere de Routh-Hurwitz

Le nombre de changements de signe dans la premiéere colonne
indique le nombre de péles instables du systeme.

Cas ou apparait un zéro dans la premiére colonne du tableau

On le remplace par un scalaire £ > 0, et on poursuit le calcul.

Si le scalaire directement sous ¢ est positif, il existe un péle a
partie réelle nulle. Sinon, il existe un p6le a partie réelle
positive.



Stabilité des systemes d’ordre un, deux et trois (1)

Systéme d’ordre un

Fonction de transfert :

Unique péle p = —1.

Condition de stabilité

Un tel systéme est stable si 7 > 0.



Stabilité des systemes d’ordre un, deux et trois (2)

Systéme d’ordre deux

Fonction de transfert :

Kw,z7
w3 + 28wnS + 2

G(s) =

Une paire de pdles :

p172 = _(Sij\,1—§2)wn, SIO<§<17
pr2 = —((EVE 1wy, sig>1.



Stabilité des systémes d’ordre un, deux et trois (3)

Condition de stabilité

@ Poéles complexes : systéeme stable ssi {w, > 0.
@ Poles réels : le systéme est stable systeme stable ssi

(& — /& —1)wy, > 0.

Systeme toujours stable si ¢ > 0 et w, > 0.



Stabilité des systemes d’ordre un, deux et trois (4)

Systeme d’ordre trois
Fonction de transfert :

- K
1 +a1S + as? + azs’’

G(s)

avec a;, ao et az tous positifs.

Poles ? — Routh.



Stabilité des systémes d’ordre un, deux et trois (5)

Tableau de Routh

as a |0
as 1 0
ai 622— as 0 O
1 0|0
0 0|0

Conclusions :
@ systéeme stable ssi aja> > a3

@ sinon, il existe deux plles a partie réelle négative (deux
changements de signe)



Stabilité des systémes d’ordre un, deux et trois (6)

Cas ou a;a, = as : nouveau tableau de Routh

ala |0
ao 110
el 010
11010
0]J]O0|O

Conclusion : le systeme posséde alors un p6le a partie réelle
nulle.



Stabilité des systemes d’ordre un, deux et trois (7)

Systeme d’ordre trois : condition de stabilité
@ systéme stable si aja, > a3
@ systéeme instable si aja> < as
@ systeme stable au sens large

Exemples numériques :
@ éq.car.:s®+28%2 + s+ 1=0,racines : —1,755 et —0, 123 & 0, 745 : stable;
@ éq.car.:2s® + 82 +s+1=0,racines : —0,739 et 0,119 + 0,814/ : instable;
@ éqg.car.:s® +s2+s+1=0,racines : —1 et % : limite de stabilité.



Etude d’'un cas
On s'intéresse a un procédé de fonction de transfert :

5000

Fi(s) = .
1(8) = 56752 1 5605 1 500

@ Calculer les poles du systéme. Le systéme est-il stable ?
© Appliquer le critére de Routh-Hurwitz pour résoudre le
méme probleme.

© Quelle est l'influence d’'un zéro ? Pour cela ajouter un zéro,
de sorte que le systéme ait pour fonction de transfert :

0,25+ 1

Fo(s) = .
2(8) = 8000 5+ 5605 + 500




Péles :
@ systéme du troisieme ordre sans zéro.

@ onremarque que p; = —1 est racine du polynéme
dénominateur, ce qui nous permet de factoriser :

s% + 615% 4+ 5605 + 500 = (s + 1)(s? + 60s + 500).
@ racines de s? + 60s + 500 :
P23 = =30 £ VA,
avec A’ = 30° — 500 = 202. On obtient :

pz = —10
ps = —50

Conclusion

Péles du systéme tous réels et négatifs : systeme stable.



Critere de Routh-Hurwitz :

1 560 | 0

61 500 | 0
560—1x500

551,8 = 83600 g |0

500 0 [0

0 0 [o

Conclusion

Tous les coefficients du polynéme dénominateur et tous les
éléments de la premiere colonne du tableau de Routh sont
positifs : systeme stable.



Etude d’un nouveau cas
On s’intéresse maintenant a un procédé de fonction de
transfert :
0,25+ 1
s3 +61s2 + 560s + 500°

Critere de Routh-Hurwitz ?

F(s) = 5000

Conclusion
Un zéro n’introduit pas d’exception : le systéme reste stable.



Deuxiéme partie |l

Asservissements a temps continu




e Systemes asservis a temps continu
@ Les différents types d’asservissement
@ Asservissement classique
@ Asservissement par retour d'état

e Analyse des systemes asservis a temps continu
@ Stabilité
@ Précision des systémes a temps continu

e Commande des systémes a temps continu
@ Cahier des charges
@ Correcteurs PID
@ Méthodes harmoniques de synthése de correcteur
@ Méthode du lieu des racines
@ Synthése de correcteur par retour d’état



e Systemes asservis a temps continu
@ Les différents types d’asservissement
@ Asservissement classique
@ Asservissement par retour d’état



Systemes asservis a temps continu
@ Les différents types d’asservissement



Notion de systeme asservi (1)

Schéma général

Schéma bouclé : entrée du procédé corrigée selon la différence
entre grandeur de référence et grandeur de mesure

Correcteur : produit la commande du procédé.

l perturbation

référence erreur commande
%®H correcteur | procédé

mesure
capteur -«

T bruit




Notion de systeme asservi (2)

Techniques d’asservissement envisagées. . .

... pour conférer au systeme le comportement dynamique et le
régime permanent souhaités

Si I'état n'est pas complétement mesurable

Représentation externe du systéme par sa fonction de transfert
pour effectuer la correction : techniques fréquentielles,
placement de péle, ou méthodes empiriques.

Si I'état est complétement mesurable

Utilisation prioritaire de la représentation d’état du systéme et
correction de type retour d’état.




Plan

e Systemes asservis a temps continu

@ Asservissement classique



Schéma d’un systéme asservi (1)

Schéma général d’'un asservissement a temps continu

référence
—_

correcteur

commande

l perturbation

mesure

\

procédé

sortie

capteur

T bruit



Schéma d’un systéme asservi (2)

Schéma bloc
iP(S)
Yi(s) E(s) U(s) + Y(s)
—+>®—> C(s) > Gi(s) —+>®—> Ga(s)
Yn(s) +
L Ho(s) [=—=—1 Hi(s) [




Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.®H

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations




Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

Y:(s) : référence (ou grandeur de consigne)



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

Y(s) : sortie (ou grandeur réglée)



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

Ym(S) : mesure



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
——— c(s) }—> Gi(s) P@H
Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

E(s) : erreur (ou écart) de I'asservissement



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

C(s) : correcteur



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

U(s) : commande du procéde



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

P(s) : perturbation



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

B(s) : bruit de mesure



Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
— R cs) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
i
+

B(s)

Vocabulaire et notations

CG(s) = C(s)G1(s)Gz(s) : fonction de transfert de la chaine
directe (ou chaine d’action)




Schéma d’'un systeme asservi (3)

Schéma bloc
lP(S)
Yi(s) 4 o E() U(s) + X Y(s)
—>R——= c(s) }—» Gi(s) }_.(g)%

Yn(s)

+
[ - |
+

B(s)

Vocabulaire et notations

H(s) = Hi(s) Hx(s) : fonction de transfert de la chaine de
retour (ou chaine de contre-réaction)



Fonction de transfert d’'un systeme asservi (1)

Y.(s) E(s) u(s) Y(s)
R c(s) ~ G(s)
Ym(S)
H(s) |«




Fonction de transfert d’'un systeme asservi (1)

Yi(s) E(s) U(s) Y(s)
R c(s) ~ G(s)
Ym(S) e
S -¢
BE T

Fonction de transfert en boucle ouverte du systéme :
FTBO : C(s)G(s)H(s),
notée CGH(s)




Fonction de transfert d’'un systeme asservi (1)

Yi(s) E(s) U(s) Y(s)
R c(s) ~ G(s)
Ym(S) e
S -¢
BE T

Fonction de transfert en boucle fermée du systéeme :

Y(s)

FTBF
Y:(s)




Fonction de transfert d’'un systeme asservi (2)

YI(S)4+> ®7E(S) ‘C(s) U(s) o ’7\/(5)
Yin(s) .. U(s) = C(s)E(s),
H(s) E(s) = Yi(S)— Ym(s)
Yo(s) = H(SY(s),
Y(s) = G(s)U(s).
dou :
U(s) = C(s)(Yi(s) —H(s)Y(s)),
Y(s) = CG(s)(Yr(s)—H(s)Y(s)),
et finalement :
Y(s) CG(s)

Y.(s) 1+ CGH(s)

Equation caractéristique
Equation des pdles : 1 + CGH(s) =0




Fonction de transfert d’un systéme asservi (3)

Yi(s) E(s) U(s) Y(s)
Q| o) = G(s)
En notant : N(s)
s
CG(s) = D(s)’
ona:
Y(s) CG(s) N(s)




Fonction de transfert d’un systéme asservi (3)

Yi(s) E(s) U(s) Y(s)
T @ ) = als)

Equation caractéristique

Equation des poles : N(s) + D(s) = 0.

Influence des péles et zéros de la BO sur les poles de la BF.



Régulation de la vitesse du rotor d’'un MCC

Commande = tension d’entrée y, pour une vitesse de rotation
désirée w,. Mesure = vitesse du rotor est mesurée par une

génératrice tachymétrique placée sur I'axe et qui délivre une
tension y,, proportionnelle a la vitesse de rotation de I'axe.



Régulation de la vitesse du rotor d’'un MCC

Commande = tension d’entrée y, pour une vitesse de rotation
désirée w,. Mesure = vitesse du rotor est mesurée par une

\
|

génératrice tachymétrique placée sur I'axe et qui délivre une
tension y,, proportionnelle a la vitesse de rotation de I'axe.

Yi(s)

JF
C(s +
® (s) 24+ Fx‘J+LI$+ RI+K2
Yn(s)|




Régulation de la vitesse du rotor d’'un MCC

\
|

Commande = tension d’entrée y, pour une vitesse de rotation
désirée w,. Mesure = vitesse du rotor est mesurée par une

génératrice tachymétrique placée sur I'axe et qui délivre une
tension y,, proportionnelle a la vitesse de rotation de I'axe.

Y:(s)

+

c(s)

s2

LJ
4 RtLf RJ+Lf s BIEKE

RI+K2

Ym(S)




Régulation de la vitesse du rotor d’'un MCC

Commande = tension d’entrée y, pour une vitesse de rotation
désirée w,. Mesure = vitesse du rotor est mesurée par une

génératrice tachymétrique placée sur I'axe et qui délivre une
tension y,, proportionnelle a la vitesse de rotation de I'axe.

Q(s) u(s) K Q(s)
i R Ko C(s) o
w 52+ FULT/U‘S‘F R/ZJK

Y:(s)




Comportement fréquentiel d’'un systéeme asservi

Y(w) _ _ CG(w)

Y:(jw) 1+ CGH(jw)

A

a

~ CG(jw),

~

H(jw)”

si CGH(jw) < 1,
si CGH(jw) > 1.

-90

—180




Comportement fréquentiel d’'un systéeme asservi

Y(jw)  CG(jw) ~ CG(jw), si CGH(jw) < 1,
Yi(jw) 14 CGH(jw) ~ % si CGH(jw) > 1.
A
H(s) =1 w
0
o(w)
A
w
0 »
o o 0
B0




Comportement fréquentiel d’'un systéeme asservi

Y(jw)  CG(jw) ~ CG(jw), si CGH(jw) < 1,

Yi(jw) 14 CGH(jw) ~ % si CGH(jw) > 1.
A :
H(s) =1 :
0 z
o) |

i = Yo 5 w

0 : »
—90 [ _‘
;
I
;

SABO | L




Comportement fréquentiel d’'un systéeme asservi

Y(jw)  CG(jw) ~ CG(jw), si CGH(jw) < 1,
Y(jw) 1+ CGH(jw) |~ fggy,  Si CGH(jw) > 1.

—90

—180




e Systemes asservis a temps continu

@ Asservissement par retour d’état



Schéma d’'un systeme asservi par retour d’état

Schéma général d’'un asservissement par retour d’état

l perturbation

référence commande sortie

————®| correcteur »| procédé

A
état

mesure

capteur |

T bruit




Représentation d’état du systeme corrigé (1)

Retour d’état

Loi de commande u proportionnelle a I'état :
u=—Kx,

ol : K= (Ki Ky ... Kp,)enmonovariable.



Représentation d’état du systeme corrigé (1)

Retour d’'état

Loi de commande u proportionnelle a I'état :
u=—Kx,
ol : K= (Ki Ky ... Kp,)enmonovariable.

Retour d’état et réglage dynamique

Nouveau modeéle d’évolution :

ax
v Ax — BKx



Représentation d’état du systeme corrigé (1)

Retour d’'état

Loi de commande u proportionnelle a I'état :
u=—Kx,

ol : K= (Ki Ky ... Kp,)enmonovariable.

Retour d’état et réglage dynamique
Nouveau modeéle d’évolution :

ax
i (A — BK)x.

Choix de K : réglage du comportement dynamique du systeme.



Représentation d’état du systeme corrigé (2)

Retour d’'état et référence

Probléme : introduire la consigne dans la loi de commande.
Objectif : y», = yr (sortie en régime permanent).



Représentation d’état du systeme corrigé (2)

Retour d’'état et référence

Probléme : introduire la consigne dans la loi de commande.
Objectif : y», = yr (sortie en régime permanent).

Premiere modification de la loi initiale

Soient x., et Uy, les régimes permanents de x et u. La
commande par retour d’état :

U— U = —K(X — X0)

est telle que u = u., dés lors que x = Xo.



Représentation d’état du systeme corrigé (2)

Retour d’'état et référence

Probléme : introduire la consigne dans la loi de commande.
Objectif : y», = yr (sortie en régime permanent).

Premiere modification de la loi initiale

Soient x., et Uy, les régimes permanents de x et u. La
commande par retour d’état :

U— U = —K(X — X0)

est telle que u = u., dés lors que x = Xo.

Reformulation du probléme

Calculer x et uy tels que Yoo = yr.



Représentation d’état du systeme corrigé (3)

Equations d’état du systéme en régime permanent :

0 = Axy + Bu,
Yoo = CXoo+ Duso.



Représentation d’état du systeme corrigé (3)

Equations d’état du systéme en régime permanent :

0 = Axy + Bu,
Yoo = CXoo+ Duso.

En posant :

Xoo = nyom
Uso = Nuyooa



Représentation d’état du systeme corrigé (3)

Equations d’état du systéme en régime permanent :

0 = Axy + Bu,
Yoo = CXoo+ Duso.
En posant :
Xo = nyom
Uy = Nuyooa
il vient :

(3)r==(c o) ()



Représentation d’état du systeme corrigé (3)

Equations d’état du systéme en régime permanent :

0 = Axy + Bu,
Yoo = CXoo+ Duso.

En posant :

Xoo = nyom
Uso = Nuyooa

IS
G W)



Représentation d’état du systeme corrigé (4)

Apres inversion :

()= 5) ()



Représentation d’état du systeme corrigé (4)

Apreés inversion :

()= 5) ()

U= Uy — K(X — Xx)

I'équation initiale :



Représentation d’état du systeme corrigé (4)

Apreés inversion :

Ne\ (A B\ [0

N,)  \C D 1
I'équation initiale :

U= Us — K(X — X0)

conduit donc a :

U= NyyYoo — K(X — Nxyso).



Représentation d’état du systeme corrigé (4)

Apres inversion :
Ne\ (A B\ [0
N,)  \C D 1

U= Us — K(X — X0)

I'équation initiale :

conduit donc a :

U= NyyYoo — K(X — Nxyso).

On choisit donc la loi de commande :

u= Nuyr - K(X - nyr).



Représentation d’état du systeme corrigé (5)

Expression finale du retour d’état

On trouve : _
u=—Kx+ Ny,
avec N = N, + KNy.
y
y =Cx+ Du




Représentation d’état du systeme corrigé (5)

Expression finale du retour d’état

Modele d’état du systéme corrigé en boucle fermée :

a _
F); — (A— BK)x + BNy;,

y = (C— DK)x+ DNy,.

yr % — (A- BK)x + BNy, y
y = (C — DK)x + DNy,




Exemple de commande par retour d’état (1)

Asservissement de la vitesse d’'un MCC par retour d’état

Hypothése : il faut disposer de mesure de son état.

Rappel sur les modéles du MCC pour y = w :
@ X =wetxo =i

26 - (B
dt \xe _k B\ 1

<
I
—
=
o
=
7~

- Rf+K? RJ+Lf K ’
X —S )\ I}
_ X1
yo= 0 (Xz)



Exemple de commande par retour d’état (1)

Asservissement de la vitesse d’'un MCC par retour d’état

Hypothése : il faut disposer de mesure de son état.

Rappel sur les modéles du MCC pour y = w :

@ X =wetxo =

dw
dt

@ X1 =wetxo =
Technologie :

@ mesure de la vitesse angulaire du rotor

@ mesure du courant d’induit = réalisation du variateur

@ mesure de I'accélération angulaire du rotor



Exemple de commande par retour d’'état (2)

Asservissement de la vitesse d’'un MCC par retour d’état
y=w
Yr = wr N + u % = Ax + Bu
y =Cx+ Du

Kz

X2:i

A

X1 =w

Retour d’'état : u = Nw, — Kjw — Koi.



Exemple de commande par retour d’état (3)

Asservissement de la vitesse d’'un MCC par boucles
imbriquées

Y(s) =Q(s)
Yi(s) = Q(s) + 3 U(s)
20 ek~ ew} T e

‘ I(s)

Q(s)

Boucles imbriquées : U(s) = C..(s)Ci(5)Qr(s) — C..(5)Ci(5)(s) — Ci(s)I(s).



Exemple de commande par retour d’état (4)

Similitudes
Retour d’état : u = Nw, — Kjw — Kai.
Boucles imbriquées : U(s) = C..(s)Ci(5)(s) — C..(5)Ci(s)(s) — Ci(s)!(s).



Exemple de commande par retour d’état (4)

Similitudes

Retour d’état : u = Nw, — Kjw — Kai.
Boucles imbriquées : U(s) = C..(s)Ci(5)(s) — C..(5)Ci(s)(s) — Ci(s)!(s).

Avec :

@@=%m@@=@

on a le retour d’état U(s) = KiQ,(s) — K1Q(s) — Kal(s).



Exemple de commande par retour d’état (4)

Similitudes

Retour d’'état : u = Nw, — Kjw — Koi.
Boucles imbriquées : U(s) = C..(s)Ci(5)(s) — C..(5)Ci(s)(s) — Ci(s)!(s).

Avec :

@@=%m@@=@

on a le retour d’état U(s) = K1Q,(s) — KiQ(s) — Kz1(s).



Exemple de commande par retour d’état (4)

Similitudes

Retour d’état : u = Nw, — Kjw — Koi.
Boucles imbriquées : U(s) = C..(s)Ci(5)(s) — C..(5)Ci(s)(s) — Ci(s)!(s).

Avec : K
C(8) = - et Ci(s) = K»
Ko

on a le retour d’état U(s) = KiQ,(s) — K1Q(s) — Kal(s).

Asservissement de position du MCC

Méme analogie entre asservissement de position par retour
d’état et avec boucles imbriquées de courant, de position et
tachymétrique (voir TP sur le MCC).



e Analyse des systémes asservis a temps continu
@ Stabilité
@ Précision des systémes a temps continu



e Analyse des systémes asservis a temps continu
@ Stabilité



Notions et critéres de stabilité définis dans le cas généralrstent
valables dans le cas d’'un systéme asservi :
@ calcul des pbles du systeme

@ critere de Routh appliqué a la FTBF

Particularités

On dispose de plusieurs autres outils et résultats pour étudier
la stabilité d’'un systéme en boucle fermée a partir du modéle
de la boucle ouverte.




Critére de Nyquist (1)

Principe

Critére de Nyquist : basé sur le tracé dans le diagramme de
Nyquist du lieu de la réponse harmonique en boucle ouverte ou
lieu de Nyquist.

Controur de Nyquist

Préalable au tracé du lieu de Nyquist : définition du contour de
Nyquist Cy.



Critere de Nyquist (2)

4 Axe imaginaire Axe imaginaire
+joo '

A +o00
0 Axe réel 0 Axe réel




Critere de Nyquist (3)

Principe du critere

Stabilité en BF : dépend de la maniéere dont le lieu de Nyquist
entoure le point critique.

Critere de Nyquist

Soit un systeme possédant P plles a partie réelle > 0. Soit N
le nombre de tours fait par le lieu de Nyquist autour du point
critique, comptés positivement dans le sens trigonométrique.

Alors, le nombre de péles instables du systéeme en BF est :

Z=P—N.



Critere de Nyquist (3)

Principe du critére

Stabilité en BF : dépend de la maniéere dont le lieu de Nyquist
entoure le point critique.

Précaution

Attention : les tours sont comptés dans le sens trigo alors que
le Cy est orienté dans le sens anti-trigo.




Critere de Nyquist (3)

Principe du critére

Stabilité en BF : dépend de la maniere dont le lieu de Nyquist
entoure le point critique.

Corollaire

Systéme est stable en BF si le lieu fait P tours autour du point
critique.




Critére de Nyquist (4)

On s’intéresse a la position ¢ du rotor. Par intégration de la
fonction de transfert en vitesse :

o(s) _ Ka

Uis) s(1+71e8)(1+7emS)’




Critere de Nyquist (4)

Modeéle d’ordre deux :

_O(s) K
G) =T ~ 5@ +GTems)

et correction proportionnelle C(s) = K, avec un capteur de
position assimilé a un gain pur Kj.

Y.(s) 8 p o(s)
¥ P G(s)

Y(s) [ -
Ko




Critere de Nyquist (5)

’r‘e imaginaire Paramétrage du contour de Nyquist :
@ partie du contour a partie imaginaire
| positive

@ partie entourant l'origine : s = pel®,
avec « croissantde 0 a 7 et p tendant

~ +00
0oV Axe réel vers 0.
@ points de 'axe imaginaire : s = jw avec
w € [p, +oof
Cn @ fermeture du contour : s = pe/® avec o

décroissant de 5 a 0 et p tendant vers
Pinfini.




Critere de Nyquist (5)

Axe imaginaire Paramétrage du contour de Nyquist :

= @ partie du contour a partie imaginaire
positive
@ partie entourant l'origine : s = pel®,
oo avec « croissantde 0 a 7 et p tendant
Axe réel vers 0.
@ points de 'axe imaginaire : s = jw avec
w € [p, +oof
Cn @ fermeture du contour : s = pe/® avec o
décroissant de 5 a 0 et p tendant vers
Finfini.

&




Critere de Nyquist (5)

Axe imaginaire Paramétrage du contour de Nyquist :

= @ partie du contour a partie imaginaire
positive
@ partie entourant l'origine : s = pel®,
oo avec « croissantde 0 a 7 et p tendant
Axe réel vers 0.
@ points de 'axe imaginaire : s = jw avec
w € [p, +oof
Cn @ fermeture du contour : s = pe/® avec o
décroissant de 5 a 0 et p tendant vers
Finfini.

&




Critere de Nyquist (5)

Axe imaginaire Paramétrage du contour de Nyquist :

= @ partie du contour a partie imaginaire
positive
@ partie entourant l'origine : s = pel®,
oo avec « croissantde 0 a 7 et p tendant
Axe réel vers 0.
@ points de 'axe imaginaire : s = jw avec
w € [p, +oof
Cn @ fermeture du contour : s = pel® avec o
décroissant de 5 a 0 et p tendant vers
Finfini.

&




Critere de Nyquist (6)

CGH(S) = 8(1’:?7(_3:"8) avec KegH = KpKGKg

Lieu de Nyquist



Critere de Nyquist (6)

CGH(S) = % avec KegH = KpKGKg

Lieu de Nyquist

Contour : partie du contour de Nyquist entourant l'origine : s = pe/®, avec « croissant
de 0 a 7 et p tendant vers 0
Lieu, image du contour :

da

CcGH(s) = Koat _ ; gis
P

K, L R
avec r = % tendant vers +oo et 8 = —a décroissantde 0 & — 7.



Critere de Nyquist (6)

CGH(S) = % avec KegH = KpKGKg

Lieu de Nyquist

Contour : points de I'axe imaginaire s = jw avec w € [p, +oo]

Lieu image du contour :

CGH = .
) Jw (1 + jremw)

Pas de particularité remarquable : tracé a partir du calcul de la partie réelle et de la
partie imaginaire de CGH(jw) lorsque w varie de 0" a +o0 :

) KcgHTem . KeaH
Re (CGH =—-———-"— etlm(CGH = ——
e( (jw)) 14 2 2 etIm( (jw)) o (1 + 2i?)



Critere de Nyquist (6)

CGH(S) = % avec KegH = KpKGKg

Lieu de Nyquist

Contour : fermeture du contour s = pel® avec o décroissant de % a0 et ptendant vers
I'infini.
Lieu, image du contour :

KecaH
COHE) = 2 o

réduit a I'origine car dans ce cas p tend vers +oo.



Critere de Nyquist (7)

Lieu de Nyquist :
@ Premiére partie :

CGH(s) =r &”,
w0 Axe imaginaire avec r = cen tendant vers +ooetf=—a
décroissantde 0 a — 7.
@ Deuxiéme partie : lorsque w varie de 0 a +oo :
w— — Axe réel KegHT
\ w — —00 . _ _ CGHTem
- w — +00 +00 Re (CGH(IW)) - 1 + Tgmwz )
- KcaH
Im (CGH = ——== .
( (jw)) w (1 ¥ Tgmwz)
N
w—= 0+ [P . 7 . by o
@ Troisiéme partie : réduite a 'origine.




Critere de Nyquist (8)

Axe imaginaire

Axe réel
w—+oo 400

Application du critere de Nyquist
Pas de péle instable : P = 0. Par ailleurs N = 0.

Lasservissement en position d’'un MCC a I'aide d’un correcteur
purement proportionnel est toujours stable, ce qui est normal
puisque il s’agit d’un systéme du second ordre.



Critere de Nyquist (9)

Attention

Si on ne néglige plus le pdle électrique du systéme, pour K,
assez grand...

Axe imaginaire

1w oo Axe réel

w— -0 [4oo

w— 0"




Critere de Nyquist (9)

Attention

Si on ne néglige plus le pble électrique du systeme, pour Ky
assez grand : N = —2 alors que I'on a toujours P = 0.

Alors Z = 2 : le systeme en BF posséde une paire de pdles
instables (p6les complexes conjugués).

Axe imaginaire

1w oo Axe réel

w— -0 [4oo

w— 0"




Critére du revers (1)

Hypothéses

Version simplifiée du critére de Nyquist, quand le systeme est a
minimum de phase (pbles et zéros a partie réelle négative
uniqguement et pas de terme de retard).

Critere du revers
Soit un systéeme a minimum de phase.

Le systéme est stable en BF si en parcourant le lieu de
transfert de la boucle ouverte selon les w croissants on laisse le
point critique a gauche dans le plan de Nyquist (ou a droite
dans le plan de Black).



Critéere du revers (2)

Cas du MCC

Systéme a phase minimale : on applique le critére du revers.

Axe imaginaire Axe imaginaire
Axe réel L Axe réel
-1
CGH(jw) CGH(jw)
Cas toujours stable Cas instable

(modeéle simplifié 2nd ordre) (grand gain proportionnel
et pble électrique pris en compte)



Marges de stabilité (1)

Marge de phase
M, = 180 + Arg{ CGH(jw¢)},
oU we est telle que |CGH(jwc)|qg = 0 dB.

Marge de gain

1

M = —,
¢~ |CGH(jw_180)]

Mgas = —20 logyg |CGH(jw_180)|
avec w_1go tel que Arg{ CGH(jw_180)} = —180 deg.



Marges de stabilité (2)

Théoreme

Le systéme est stable en boucle fermée si la marge de phase
(la marge de gain) du systéme en boucle ouverte est positive.

Stabilité relative

La valeur de la marge de phase permet donc de donner une
image de la stabilité du systeme, comme I'amortissement.



Marges de stabilité (3)

Coefficient d’amortissement

o o o o o o

S Ul o ~ o ©
T T T T T T

o
w
T

I I I I
“10 20 30 40 50 60 70 80
Marge de phase (deg)

Coefficient d’'amortissement £ vs marge de phase M,



Marges de stabilité (4)

Marges de stabilité et diagrammes harmoniques

Les marges de stabilité peuvent étre observées indifféremment
dans I'un ou l'autre des diagrammes harmoniques.




Marges de stabilité (4)

Marges de stabilité et diagrammes harmoniques

Les marges de stabilité peuvent étre observées indifféremment
dans I'un ou l'autre des diagrammes harmoniques.

Axe imaginaire

0 Axe réel




Marges de stabilité (4)

Marges de stabilité et diagrammes harmoniques

Les marges de stabilité peuvent étre observées indifféremment
dans I'un ou l'autre des diagrammes harmoniques.

Gos

We W_180 w

Mgas

Ga(w-180)

©(deg)

-90
P(we

—180




Lieu des racines (1)

Définition

Lieu des racines (lieu d’Evans) : lieu des péles de la fonction de
transfert en BF lorsque le gain K, de la chaine directe varie de
0a +oo.

Y,(s) E(S) U(s) -r

Lieu des racines et stabilité
Systéme stable en BF : pdles dans le demi-plan complexe
gauche, pour K, donné.




Lieu des racines (2)

Lieu des racines : construction

Soit m le degré du numérateur de la FTBO du systéme et n son
ordre. Soit N(s) le numérateur de la FTBO du systeme et D(s)

son dénominateur. Les propriétés suivante du lieu des racines,

permettent sa construction :



Lieu des racines (2)

Lieu des racines : construction

Soit m le degré du numérateur de la FTBO du systéme et n son
ordre. Soit N(s) le numérateur de la FTBO du systeme et D(s)

son dénominateur. Les propriétés suivante du lieu des racines,

permettent sa construction :

Reégle n. 1 : Symétrie par rapport a I'axe réel;



Lieu des racines (2)

Lieu des racines : construction

Soit m le degré du numérateur de la FTBO du systéme et n son
ordre. Soit N(s) le numérateur de la FTBO du systéme et D(s)

son dénominateur. Les propriétés suivante du lieu des racines,

permettent sa construction :

Reégle n. 2 : nbranches;
@ n points de départ, pour K, = 0, confondus avec les pbles
de la FTBO;
@ m points d’arrivée, pour K, = +o0, confondus avec les
zéros de la FTBO.



Lieu des racines (2)

Lieu des racines : construction

Soit m le degré du numérateur de la FTBO du systéme et n son
ordre. Soit N(s) le numérateur de la FTBO du systéme et D(s)

son dénominateur. Les propriétés suivante du lieu des racines,

permettent sa construction :

Reégle n. 3 : n — m branches infinies :

@ ces branches donnent n — m asymptotes faisant des
angles 8, = 241 avec A=0,1 ..., n— m— 1 avec
'horizontale ;

@ intersection des asymptotes avec I'axe réel au point
d'affixe § = ZE1R—XE 2

n—m



Lieu des racines (2)

Lieu des racines : construction

Soit m le degré du numérateur de la FTBO du systéme et n son
ordre. Soit N(s) le numérateur de la FTBO du systéme et D(s)

son dénominateur. Les propriétés suivante du lieu des racines,

permettent sa construction :

Régle n. 4 : Branches du lieu appartenant a I'axe réel : un point
d’affixe réelle appartient au lieu si le nombre de pdles et zéros
réels de la FTBO situés a sa droite est impair;



Lieu des racines (2)

Lieu des racines : construction

Soit m le degré du numérateur de la FTBO du systéme et n son
ordre. Soit N(s) le numérateur de la FTBO du systeme et D(s)

son dénominateur. Les propriétés suivante du lieu des racines,

permettent sa construction :

Reégle n. 5 : Intersections du lieu avec I'axe réel : un point
d’affixe réelle x est un point potentiel de séparation si :
1 dN(s) 1 dD(s)

~ D(s) ds

N(s) o5 |y,



Lieu des racines d’'un systeme du 2nd ordre, en boucle fermé
On s’intéresse au lieu des racines du procédé de fonction de

transfert : :

(s—pi1)(s—p2)
en boucle fermée, le retour étant unitaire.

Ga(s) =
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Lieu des racines d’un systeme du 3éme ordre, en boucle fermé
On s’intéresse au lieu des racines du procédé de fonction de

transfert : :

Gs(s) =
2(8) = S5 p(s —p2)
en boucle fermée, le retour étant unitaire.
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e Analyse des systémes asservis a temps continu

@ Précision des systémes a temps continu



Précision (1)

Précision statique

La précision statique du systéme est caractérisée par I'erreur
en régime permanent en réponse a un échelon.

Cette erreur est appelée erreur statique (ou erreur de position).
D’aprés le théoréme de la valeur finale :

Eoo = lim e(t) = lim sE(s).

t—4o00 s—0

Précision dynamique

On parlera de précision dynamique dés que I'entrée du
systeme évolue de maniére continue dans le temps : par
exemple on désigne par erreur de vitesse la valeur de I'erreur
quand I'entrée du systéme est une rampe.



Précision (2)

Sans perturbation ni bruit de mesure, I'expression de I'erreur

est:
E(s) = Yi(s) - H(s)Y(s),
etdonc :
E(s) - () - SSHAS)
Finalement :

_ Yi(s)
(8) = 75 ¢caH(s)



Précision (3)

Lexpression générale de I'erreur d’'un systéme asservi est :

€00 = lim 73%(3)
550 14+ CGH(s)’
Avec : K1
CGH(s) = — + 518+ ...
sC1+4+a1s+...

On établit le tableau suivant :

3 . E V
entrée || échelon Y, = — | rampe Y, = —
s s
Eo
classe 0
1+ K >
Vo
classe 1 0
K

classe 2 0 0




Précision (4)

Dualité stabilité-précision

20 logyq Kp
(Ko >1)

Gy ) )| S

B (] S —




e Commande des systémes a temps continu
@ Cahier des charges
@ Correcteurs PID
@ Méthodes harmoniques de synthese de correcteur
@ Méthode du lieu des racines
@ Synthése de correcteur par retour d’état



e Commande des systémes a temps continu
@ Cahier des charges



Commande : généralités (1)

Probléme posé ?

La commande u(t) d’'un systéme a temps continu peut étre
modifiée en asservissant ce systéme a 'aide d’un correcteur.

Les paramétres de réglages sont :
@ la forme du correcteur :
@ série
boucle interne
retour d’état
etc.

@ les parametres du correcteur :

e réglage des actions proportionnelle, intégrale et dérivée
e réglage d'un correcteur par retour d’état



Commande : généralités (2)

Cahier des charges

Probléme posé sous forme d’'un cahier des charges (faisable) =
ensemble de contraintes a satisfaire

Exemples :
@ dépassement maximal
@ précision statique ou dynamique
@ temps de réponse
@ bande passante
@ efc.



Commande : généralités (3)

Caractéristiques classiques d’'un bon asservissement
Stabilité :

@ systeme stable

@ amortissement maitrisé

@ M, ~50a70 deg

@ ¢~0,5a0,8
Précision : selon la classe ou le gain du systeme (le cas
échéant ajout d’'une ou plusieurs intégrations)

Rapidité : rapidité et bande passante sont liées (pulsation de
coupure élevée, systeme rapide)



e Commande des systémes a temps continu

@ Correcteurs PID



Correcteurs PID : introduction

Forme idéale du PID
Yi(s) 4+ E(s) U(s) Y(s)

——X)—> c(s) = K (1 + Tls + Tds) > G(s)

[ H(s)

A




Correcteurs PID : introduction

Forme idéale du PID

Yi(s) 1  E(9) 1 u(s) Y(s)
—(X)—>{ C(s) = K, (1 +R+Tds) > G(s)

H(s)

A

Action proportionnelle :
@ précision améliorée / stabilité diminuée
@ temps de montée réduit et plus de dépassement
@ temps de réponse pas forcément diminué



Correcteurs PID : introduction

Forme idéale du PID

Yi(s) 4 E(s) ; U(s) Y(s)
— X" C(s) =Ko (1 I p -‘erS) >  G(s)

H(s)

A

Action intégrale :
@ classe du systéme augmentée : précision améliorée
@ marge de phase diminuée de 90 deg par 'ajout d’'une
intégration pure
@ saturation : dispositif d’anti-saturation



Correcteurs PID : introduction

Forme idéale du PID

Yi(s) 1  E(9) 1 u(s) Y(s)
——> () C(s) = Kp (1+E+Tds) > G(s)

H(s)

A

Action dérivée :
@ augmentation de la bande passante du systéme
@ augmentation de la stabilité, a bande passante égale

@ correcteur dérivé non causal : correction approchée, par
avance de phase



Correcteurs PID : introduction

Forme idéale du PID

Yi(s) 4 E(s) ; U(s) Y(s)
— X" C(s) =Ko (1 I p -‘erS) >  G(s)

H(s)

A

Actions combinées :
@ P = proportionnel
@ Pl = proportionnel et intégral (ou retard de phase)
@ PD = proportionnel et dérivé (ou avance de phase)
@ PID = proportionnel, intégral et dérivé



Adéquation correcteurs/systemes a asservir (1)

Correcteur PI

Avantages :

@ intégration : convient donc bien lorsque I'on souhaite
annuler l'erreur statique d’un systéme de classe 0

@ correcteur le plus utilisé

Inconvénient :
@ action intégrale : saturation éventuelle de la commande



Correcteur PI
1+7;
C(s) =Kp i,-ss

Ca(w)

20 logq Kp

-90




Correcteur a retard de phase

C(s) = aKy 1125, avec a > 1

CdB (w)

20loggaK, +———e=— ~
10 retard de phase ™S\

2010810 Ko | oo S e e




Comparaison correcteur Pl et correcteur a retard de phase

C(s) = aK, 1525, avec a> 1 — Plapproché, sia>> 1

Cds(w)

20 logq akK;
10 *retard de phase

Pl
20 logy Kp R




Adéquation correcteurs/systemes a asservir (2)

Correcteur a avance de phase et correcteur PD
C(s) = Kp 17225 (a < 1) et C(s) = Kp (1 + 745)
Avantages :

@ augmentation de la phase dans une certaine bande de
fréquence

@ systéme corrigé plus stable : convient donc bien pour la
correction des systemes peu stables (systemes de classe
supérieure ou égale a un)

Inconvénient :
@ PD idéal non causal : non réalisable physiquement



Correcteur PD
C(s) = Ko (1 + 748)

CdB(W) E’D idéal

90 | L PD idéal




Correcteur a avance de phase

C(s) = Kp 17225, avec a < 1

avance de phase




Comparaison correcteur a avance de phase et PD

C(s) = Ky ﬂ:;gdss, avec a < 1 — PD approché, sia < 1

Caslw) PD idéal

A

avance de phase

PD idéal

avance de phase
w




Adéquation correcteurs/systemes a asservir (3)

Correcteur a avance de phase : caractéristiques

Avance de phase maximale telle que :

1—aé
—— awy = .
1+a M Vvaryg

Exemple : a=0,1 — py = 54,9 deg

sin gy =

Correcteur a avance de phase : réglage
Calcul de a:

1 —sinpy
1 4sinpy

Calcul de 74 : 1

Td = .
I Vawy




Adéquation correcteurs/systemes a asservir (4)

Correcteur a avance et retard de phase

1+798 1478
+args1+ bris’

aveca<letb>1.

Intérét

Ce correcteur est bien évidemment plus général que les
correcteurs précédents. |l a vocation a corriger des systémes
plus délicats a régler. Il n’est cependant pas nécessaire
d’utiliser ce type de correcteur si le cahier des charges peut
étre rempli par un des correcteurs précédemment évoqués.

Approche le correcteur PID idéal.



e Commande des systémes a temps continu

@ Méthodes harmoniques de synthese de correcteur



Méthodes harmoniques : correction Pl

Correction Pl

Réglage d’un correcteur PI :

o(s) = K, <1 +L> _ Kp(1+78)
TiS TiS

]

en utilisant le diagramme de Bode.

Hypothése

Systeme de classe zéro avec deux plles réels, associés aux
constantes de temps 71 et 7o, 71 > To.



GHas(w) 1

-90

—180 | -



CGHgs(w) pour K, = 1
&
GHap(w) 1 |
= w
T
~
<
P(w)
-90
—180 -




CGHgp(w)

CGHgp(w) pour K, = 1 ("/

GHop(w) 1

1
20log K, o

w

1

T ¢

-90
M, désirée

—180 | -




Synthése de correcteur Pl

1
G(S)= ———

() (s+1)(s+5)
Cahier des charges :

@ erreur statique nulle

@ coefficient d’'amortissement de 0, 7



Méthodes harmoniques : correction a avance de

phase

Correction a avance de phase

Réglage d’un correcteur PD approché :

1+ 7148

O =5 T args

en utilisant le diagramme de Bode.

Hypothése

Systeme est de classe 1 avec un péle réel, associé a la
constante de temps 7.




(\,)

GHap(w)

-lc

-90
—180 |-



(\,)

CGHgg(w) pour K, = 1

GHgg(w)

arg w

-90

M, désirée

—180 |-




3,
/\@/
Gy "
20log Kp
f\é)
CGHgp(w)
CGHgg(w) pour K, = 1
w(w)
GHas(w)
1 1 1
T w Yo ey ©

-90

M, désirée

—180 |-



Synthése de correcteur a avance de phase

150
R )

Cahier des charges :
@ erreur statique nulle
@ marge de phase de 60 deg
@ bande passante 10 rad/s



e Commande des systémes a temps continu

@ Méthode du lieu des racines



Méthode du lieu des racines (1)

Interprétation pour la correction des systémes

Lieu des racines = lieu des péles de la FTBO, lorsque le gain
de la chaine directe varie.

/
Y:(s) E(s) U(s) Y(s)
R »7,{ ca(s)
/

\

H(s)

A




Méthode du lieu des racines (2)

Synthése par placement de pdles et zéros

Probléme de synthése = obtention des plles et zéros conférant
au systeme le comportement dynamique souhaité,
généralement de type second ordre :
@ choix de poles et zéros compensant les pbles présents
dans la FTBO

@ choix de pdles et zéros imposant la nouvelle dynamique du
systeme

@ réglage du gain



Méthode du lieu des racines (3)

Axe imaginaire
X lwpy/1 = &2

"0 Axe réel
I

Utilisation des courbes caractéristiques pour un systeme
équivalent ordre 2 pseudo-oscillant :

@ courbes de méme amortissement
@ courbes de méme temps de réponse
@ courbes de méme bande passante




Lieu des racines

20 |
15 |
10 |

5]

£
10|
15|
20 |

0.11 0.05
0.11 0.05

0.17
0.17

0.24
0.24

.34
.34

0.46
0.46

10F0.84
_10/-0.84

~15
—20F
-25

alreuibew axy

-10

-15

Axe réel



Méthode du lieu des racines (4)

Principe de compensation : précautions!

Tous les systemes ne peuvent pas nécessairement étre
transformés en systéme du second ordre.




Méthode du lieu des racines (4)

Principe de compensation : précautions!

Tous les systemes ne peuvent pas nécessairement étre
transformés en systéme du second ordre.

Certaines compensations doivent étre évitées :

s—(pi+Ap) _, Ap;

S—pi S—pi’



Méthode du lieu des racines (4)

Principe de compensation : précautions!

Tous les systemes ne peuvent pas nécessairement étre
transformés en systéme du second ordre.

Certaines compensations doivent étre évitées :

s—(pi+Ap) _, Ap;

S—pi S—pi’

@ on ne compense jamais un pdle a partie réelle positive



Méthode du lieu des racines (4)

Principe de compensation : précautions!

Tous les systemes ne peuvent pas nécessairement étre
transformés en systéme du second ordre.

Certaines compensations doivent étre évitées :

s—(pi+Ap) _, Ap;

S—pi S—pi’

@ on ne compense jamais un pdle a partie réelle positive

@ on ne compense pas autant que possible une paire de
pbles tres oscillants



Synthése de correcteur Pl

1
G(S)= ———

() (s+1)(s+5)
Cahier des charges :

@ erreur statique nulle

@ coefficient d’'amortissement de 0, 7



Synthése de correcteur a avance de phase

150
R )

Cahier des charges :
@ erreur statique nulle
@ marge de phase de 60 deg
@ bande passante 10 rad/s



Méthodes empiriques de synthése

Méthodes de Ziegler-Nichols

Essais :
@ identification de la réponse indicielle
@ identification du régime critique

Synthése sous forme de tableaux.



tr

L+

coefficients du correcteur

type de correcteur Kp Tj Td
1

P -
Oétr

PI 0.9 s
atr 0,3
1,2

PID : 2t 0,5t
atr




e Commande des systémes a temps continu

@ Synthése de correcteur par retour d’état



Commande par retour d’état (1)

y
Yr _ + u g:AX-’-BU
— N —— — | i
y =Cx+ Du
B X
K -

Commande par retour d’état

Représentation d’état en boucle fermée :

d _
F); — (A— BK)x + BNy;,

y = (C— DK)x+ DNy,.



Commande par retour d’état (2)

Commande par retour d’état

Représentation d’état en boucle fermée :

d. _
7’; — (A— BK)x + BNy;,

y = (C—DK)x+ DNy,.

Equation caractéristique

det (s/ — (A— BK)) = 0 : degré n paramétrée par les n gains
Ki, Ko, ... , Kn.

Probléme : placement de n péles p1, po, ... , p, donnant
I'équation caractéristique : (s — py)(S — p2)...(s — pn) = 0.



Commande par retour d’état (3)

Commandabilité et retour d’'état

Si un systeme linéaire invariant est commandable, alors il
existe toujours un choix de gains permettant de placer
'ensemble des poles du systéme par un retour d’état.

Par ailleurs, dans le cas d’'un systéme mono-entrée
mono-sortie, ce choix est unique.



Commande par retour d'état (4)

Commande du MCC par retour d’état

Avec x; = w et xo = i, représentation d’état du MCC :

a (x
at \ xo




Commande par retour d’état (5)

Equation caractéristique s/ — (A — BK) :

f R+ K f(R+ K: K(K + K;
g (1 LK) g MR KK L)

J L LJ =0

Identification des pbles a une paire de pbles complexes
conjugueés :

(5 —p1)(s — p2) = 8% + 2twps + w2 = 0.



Commande par retour d’état (5)

Equation caractéristique s/ — (A — BK) :

f R+ K f(R+ K: K(K + K;
g (1 LK) g MR KK L)

J L LJ =0

Identification des pbles a une paire de pbles complexes

conjugueés :
(5 —p1)(s — p2) = 8% + 2twps + w2 = 0.
On déduit :
f R+Ky
J + L - 260‘}”7
f(R+ Ko)+ K(K + Ki) 5

g wn7

LJ



Commande par retour d’état (5)

Equation caractéristique s/ — (A — BK) :

f R4+K f(R+ K: K(K + K;
32+<+ +2>s+( + K2) + K(K + K1)

J L LJ =0

Identification des pbles a une paire de pbles complexes
conjugueés :

(5 —p1)(s — p2) = 8% + 2twps + w2 = 0.
soit les gains du retour d’état :

f
Ke = L(25wn— ) - R,

2 _
K1 _ Lan :éR—F Kg) —K.




Commande par retour d’état (6)

Remarque

Dans le cas précédent l'identification reste faisable
analytiquement car le systéme n’est pas d’ordre trop élevé.
Toutefois, au dela du second ordre, la résolution devient vite
fastidieuse.

Probleme
Trouver une méthode systématique pour un systéme d’ordre
quelconque.



Commande par retour d’état (7)

Modele dans sa forme canonique commandable :

0 1 0 .. .. .. 0
0 0 1 0 ... .. 0 0
dx R 0 .
at I 0
0 0 0 1 1
—d —& —an—1
Retour d’état :
0 1 0 0
0 0 1 0 0
A—BK = R .
0
0 0 0 1

7&07K1 7817K2 7a,,,17Kn



Commande par retour d’état (8)

Equation caractéristique det(s/ — (A — BK)) :

"+ (an1+Kn)s" '+ (apo+ Kn1)s" 2+ ... +ag+ Ky =0.

Identification avec I'équation caractéristique sous forme
développée : s" + a,_18" '+ ap_28" 2+ ... +0a9=0:

Kn = ap_1—ap-1,

Ki-1 = oap_o—ap_p,

Ki = ap— ap.



Synthése de correcteur par retour d’état, exemple (2)

a G = (o) () )
y = (10 <2>

Cahier des charges :
@ erreur statique nulle
@ coefficient d’amortissement de 1
@ pulsation naturelle deux fois supérieure a la boucle ouverte



Commande par retour d’état (9)

Remarque

Résolution possible car la représentation d’état du systéme est
sous forme canonique commandable.

Généralisation

Si ce n’est pas le cas, on recherche le changement de variable
x = Pz transformant le couple (A, B) en (A¢, Bc), sous forme
canonigue commandable.

Une fois obtenue la matrice de gain K. du retour d’état

u = —Kcz, si 'on souhaite conserver la représentation d’état
initiale, on transformera la matrice de gain pour déduire les
gains nécessaires a la commande du systéme dans son état
initial : K = K,P~".



Commande par retour d’état (10)

Formule d’Ackerman

Permet de déterminer la matrice de gain du retour d’état :

@ calcul du changement de variable pour mettre le systéme
dans sa forme canonique commandable

@ calcul de la matrice de gain

@ transformation de cette matrice pour appliquer le retour
d’état dans la représentation initiale



Commande par retour d’état (11)

Formule d’Ackerman
Soit € la matrice de commandabilité associée a la paire (A, B).

Alors, la matrice de gain :
K=(00...0 1)C'P,(A),
ol P,(A) = A" + a,_1A"™ 1 + ... 4 apl est consitué a partir de

I'équation caractéristique issue du placement de péles.

Limitations

Intérét pratique/faible robustesse : non validité en cas de
mauvais conditionnement de la matrice de commandabilité.

Systéme d’ordre élevé : formule d’Ackerman inapplicable.



Synthése de correcteur par retour d’état, exemple (2)

a G = (o) () )
y = (10 <2>

Cahier des charges :
@ erreur statique nulle
@ coefficient d’amortissement de 1
@ pulsation naturelle deux fois supérieure a la boucle ouverte
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