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CHAPITRE XIII : Les circuits a courant alternatif :
déphasage, représentation de Fresnel, phaseurs et réactance.

Dans les chapitres précédents nous avons examiné des circuits qui comportaient
différentes combinaisons de résistances, de condensateurs et d'inducteurs alors qu'ils étaient soit
alimentés par une source de f.6.m. continue, soit indépendants de toute source d'énergie. Les
seules variations dans le temps que nous avons observées résultaient soit du temps que le courant
mettait pour s'établir, lorsqu'on basculait un interrupteur, soit de I'oscillation de charges entre les
armatures d'un condensateur initialement charge.

Voyons maintenant ce qui se passe lorsqu'on connecte ces divers éléments a une source
de f.é.m. qui délivre une f.e.m. alternative et plus particulierement une f.é.m. de forme
sinusoidale. En effet, nous avons vu (a la section XI1.3), que les centrales électriques produisent
une tension sinusoidale. Nous verrons dans ce chapitre qu’il en résulte un courant, lui aussi de
forme sinusoidale, de méme fréquence.

Dans un schéma de circuit, une source de f.é.m. alternative se représente par le symbole
suivant :

W
Nous prendrons pour convention de représenter les valeurs instantanées des courants et des

tensions alternatives par des lettres minuscules, ainsi que leurs amplitudes, réservant les lettres
majuscules pour les courants et les tensions continues.

XI11.1 : Les circuits A.C. comportant uniguement une résistance

A la figure XI11.1. une résistance R est alimentée par une source de f.é.m. alternative, v.
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Figure XII1.1.
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D'apres la loi des mailles de Kirchhoff, & chaque instant la tension aux bornes de la résistance
égale celle délivrée par la source : vg = v. Or la loi d'Ohm nous dit qu'a chaque instant, vg = R i,
ou i est le courant qui circule dans le circuit. Par conséquent :

v=Ri,

et le courant aura la méme dépendance temporelle que la tension délivrée par la source a une
constante R prés. Si la source de f.é.m. délivre une tension sinusoidale :

V = VR SiN (ot+4), (XH1.1)
le courant aura la forme :

i =VOTRsin(oat+¢) = igsin(ot+9), (XI11.2)
en posant :

io =Vor/R ; (X111.3)

ip et Vor sont respectivement I'amplitude du courant et de la tension aux bornes de la résistance.
Tension et courant ont la méme fréquence, f = /27w et sont en phase : ils s'annulent en méme
temps, passent par un maximum ou un minimum en méme temps, ainsi que l'illustre la
figure XI11.2, pour ¢ = 0..

Figure XI111.2.

XI11.2 : Les circuits A.C. comportant uniqguement un condensateur

A la figure XI11.3 un condensateur de capacité C est connecté aux bornes d'une source de
f.6.m. alternative, v. Supposons que celle-ci produise un courant sinusoidal :

I =igsin(ot)
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et voyons quelle doit étre la forme de v.
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Figure XI11.3.

D'aprés la loi des mailles, nous avons v, = v. D'autre part, nous avons vu a la section X.1 que
vc = g/C. La charge q est reliée au courant qui circule dans le circuit par :

,_da
S dt’
Dés lors : dg =i dt = i sin (wt) dt, ce qui donne aprés intégration :

g = -io/® cos(wt) = ip/e cos (7 - wt) .

(X111.4)

Tenant compte de I'égalité du sinus et du cosinus de deux angles complémentaires, nous avons :

oG ®
q_msm( 2+o)t)

Dés lors :
— 1% gin(ot—") = voesin(eot — F
V= oC sin(ot > ) = VocsSin(ot > ), (XI1.5)
en posant :
vOc=0;—°C; (XI11.6)

ip et voc sont I'amplitude du courant et de la tension aux bornes du condensateur. Tension et
courant ont toujours la méme fréquence f = w/2w mais ils ne sont plus en phase : ils sont déphaseés

de % Cette situation est illustrée a la figure XI111.4.
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Figure XI11.4.

Elle montre que le courant devance la tension de g . la tension s'annule et passe par un

extremum a un temps t plus grand que le courant ; elle est en retard. Quand elle s‘annule, le

courant passe par un extremum, quand elle passe par un extremum, le courant s'annule : le
T

déphasage est bien d'un quart de cycle, soit 5

XI11.3 : Les circuits A.C. comportant uniquement un inducteur

A la figure XII1.5 un inducteur d'inductance L est connecté aux bornes d'une source de
f.6.m. alternative, v. Supposons que celle-ci produise un courant sinusoidal :

I =igsin(ot)

et voyons quelle doit étre la forme de v.

Figure XI11.5
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D'aprés la loi des mailles, nous avons v, = v. D'autre part, nous avons vu a la section XI1.6 que
v_ = L di/dt. Des lors :

v = Lwigcos(ot),

Par des transformations trigonométriques analogues a celles effectuées dans le cas du
condensateur, pour I'expression (XI11.4), on obtient :

vV = Lcoiosin(mt+g),
ou encore :

V= Vg sin(mt+g) (X111.7)
en posant :

VoL = io(OL ; (X|||8)

Ip et Vo, sont I'amplitude du courant et de la tension aux bornes de I'inducteur. Tension et courant

ont la méme fréquence, f = w/2x mais sont déphasés de % Cette situation est illustrée a la

figure XI11.6.

i

Figure XII1.6.

Elle montre que cette fois, le courant est en retard de % par rapport a la tension.
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XI111.4 : Les circuits RLC série en courant alternatif

Etudions maintenant le circuit de la figure XIIl.7 qui comporte une résistance R, un
inducteur d'inductance L et un condensateur de capacité C, montés en série et alimentés par une
source de f.6.m. alternative sinusoidale de fréguence angulaire w.

L+

Figure XI1I11.7.

Nous avons vu que dans ce cas, pour chacun de ces trois éléments, le courant était lui
aussi sinusoidal et de méme fréquence que celle de la source. Comme c'est le méme courant i qui
passe en chague point du circuit de la figure XI11.7, nous avons :

iR =ic =i =1=1psin (wt) (X111.9)

Nous avons vu a la section XII1.1, que dans la résistance, tension et courant sont en phase et que :

VR = R ip sin (®t) = vgr Sin (ot)

ug

A la section XI11.2, nous avons vu que dans un condensateur, le courant devance la tension de 5

Ve = (,0_1C iO sin(mt—g) =VpC sin(wt—%)

A la section XI11.3, nous avons vu que dans un inducteur, le courant est en retard de % par
rapport a la tension :

v =olLij sin(mt+g) = VoL sin(wt+g)

En appliquant la loi des mailles au circuit de la figure XII1.11, nous avons a chaque
instant :

Vsource = VR + Vc + VL (XI11.10)
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Comme Vg, Vc et v n'ont pas le méme déphasage, ces différentes tensions ne passent pas en
méme temps par leur maximum et I'amplitude de la source n'est pas égale a la somme des
amplitudes de Vg, V¢ et v ; il en va de méme pour les tensions efficaces.

Exemple :

Soit Vg = VoR Sin ot, aveCc Vor =2V et o =m rad/s
Vc = Voc Sin (ot — nt/2), avec Ve =3V,
VL = Vo Sin (ot + 7t/2), avec vg =4V.
Dans ce cas, f= w/2n =0,5Hzet T=1/f=2s.
Calculez vsource pour t=0;0,5;1;15; 2s, lorsque Vg, Vc et v, passent soit par un extrémum
(+ Vo) soit par zéro :

t(s) v (V) ve (V) v (V) Vsouree (V)
0 0 -3 +4 1

0,5 +2 0 0 2
1 0 +3 -4 -1

1,5 -2 0 0 -2
2 0 -3 +4 +1

On constate que lorsque vg = 0, v¢ et v passent par un extremum, l'un par un maximum, l'autre
par un minimum ; vc et v_ sont nuls en méme temps alors que vg est soit maximum soit
minimum. A ces instants vsource N'eSt jamais nulle ce qui indique qu'elle est déphasée a la fois par
rapport a vg, Ve et v, !

Pour pouvoir relier la tension efficace de la source a celles des éléments du circuit, tout
comme pour calculer le déphasage de la source par rapport au courant, il faudrait effectuer la
somme des trois sinus d'angles différents dans I'expression XI11.10 et se lancer dans des calculs
trigonométriques longs et fastidieux. Pour faciliter la résolution de ce probléme, on préfere
généralement faire appel a une représentation vectorielle des tensions (représentation de Fresnel)
ou faire appel a des "phaseurs” et travailler dans le plan complexe. Nous allons exposer ces
méthodes dans les deux sections suivantes, en particulier la deuxieme, que vous utiliserez plus
tard.

XI11.5 : La représentation de Fresnel
Pour pouvoir résoudre les circuits alternatifs complexes sans trop de difficultés, on

représente tensions et courants par des vecteurs tournants. Dans le plan Oxy, une tension
vV = Vg sin (ot + ¢) (ou un courant), est représentée par un vecteur de longueur égale a I'amplitude
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de la tension, vo, faisant un angle ot + ¢, avec I'axe Ox (voir figure XI11.8). C'est donc un vecteur
qui tourne dans le temps avec une fréguence angulaire . Cette représentation est appelée
représentation de Fresnel.
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Figure XI11.8.

La tension instantanée est donnée par la composante y de ce vecteur : vy = Vg Sin (ot + ¢).
Dés lors, une relation comme la relation (XI111.10) devient une relation entre les composantes y
des vecteurs qui representent les différentes tensions instantanées apparaissant dans cette
relation :

Pour trouver v, il suffit donc de faire lI'addition vectorielle des trois vecteurs représentant vg, vc et
v_ et de projeter le vecteur résultant sur I'axe y.

La figure XI11.9.a montre un exemple de représentation des tensions et courant vg, Ve, Vi
et i, al'instant t, pour le circuit RLC en série de la figure XII1.7.

a) y

Figure XI11.9.
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A la figure XI111.9.b la construction qui permet de calculer la somme vectorielle des vecteurs
représentant, vg, vc et v est explicitée. Les vecteurs représentant , vc et v, étant de sens opposés
sont d'abord additionnés. L'amplitude vo_ étant plus grande que I'amplitude voc, le résultat donne
un vecteur en vert, de méme sens que celui représentant v et de longueur vo_ - Voc. Ensuite ce
dernier vecteur est ajouté a celui représentant vg, en appliquant la regle du parallélogramme. Le
vecteur représentant la tension de la source v est donné par la diagonale de ce parallélogramme,
qui est ici un rectangle. Sa longueur donne I'amplitude de v :

Vo =\/(v0L—v0C)2+v5R (XI11.11)

et I'angle qu'il fait avec le vecteur représentant le courant, ¢, donne le déphasage de la source par
rapport au courant :

cosp = ~OR (X111.12)
Vo
Ou encore :
tgh = VOL\/& (XI111.13)
OR

Remarquons que tous les vecteurs de la figure XII1.9.a tournent ensemble, avec la méme
fréquence angulaire o ; les angles qu'ils font entre eux ne changent pas au cours du temps, leurs
longueurs non plus. Des lors, il suffit de représenter tensions et courant a l'instant t = 0 et
d'effectuer la somme vectorielle a cet instant (voir figure XI11.10, pour le circuit RLC en série).
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Figure XI11.10.
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Exemple :

Appliquons cette méthode a I'exemple de la section Xl11.4

by

r

Voz\/(VOL_VOC)2+VSR =1*+2? =\/§=2,24V

Remarquez que Vo < Vor + Voc + VoL =2+ 3+4 =9V ! |
tg(1):V0L_Voc:‘1r_3_1 ¢:270

Vor 2 2
Le courant (le long de I'axe x) est en retard de 27° par rapport a la tension de la source.

XI11.6 : Les phaseurs et la représentation dans le plan complexe

La méthode vectorielle, proposée a la section précédente, permet de visualiser les
problémes de déphasage dans les circuits alternatifs et de calculer tension résultante et déphasage
plus facilement que par la trigonométrie, dans des cas simples comme celui du circuit RLC série
de la figure XI11.7. Toutefois elle devient elle aussi difficile a mettre en pratique dans les circuits
complexes. On préfere alors tirer parti des possibilités de calcul avec les nombres complexes
mais I'idée est la méme. Au lieu de représenter tensions et courant par un vecteur de Fresnel, on
le représente par un point dans le plan complexe qui est justement I'extrémité du vecteur de
Fresnel ; les parties réelle et imaginaire du nombre complexe associé sont donc les coordonnées x
et y du vecteur de Fresnel :

Z=X+Jy.
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La tension v = vp sin (ot + ¢) (ou un courant) est représentée par le nombre complexe z pour
lequel :Im{z} =y = v sin(ot + ¢)
Re{z} = x = vpcos(mt + )

A Imiz}

Re{z}
>
v, cos{mttd )
On peut donc écrire :
Z = Vg [cos (ot+d) + j sin (ot+d)] = vo /CF® = vy e ot gl (X111.14)

en utilisant la formule d'Euler :
e =cosd+jsing.

La tension instantanée est dés lors donnée par :
v = Im {v, e©* 9}

et l'addition des tensions instantanées revient a additionner les nombres complexes qui les
représentent et a prendre la partie imaginaire du résultat.

Comme nous l'avions vu dans le cas de la représentation de Fresnel, la relation de phase
entre les différentes tensions restant constante, les calculs peuvent s'effectuer pour t = 0. C'est
pourquoi on travaille avec le phaseur, le nombre complexe :

V= vgelt. (XI11.15)
associé a une tension instantanée d'amplitude v, et de phase.

Dans le cas du circuit RLC de la figure XI11.7, nous avons les phaseurs suivants :
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VR = Vgr, car ¢=0
-jZx
~ 5 . T
Ve = Vpc € 2 =—Voc ), car (|)=—§
LT
~ +15 . T
VL =vgL € " 2=vg_j, car ¢=§.

Le phaseur correspondant a la tension de la source est obtenu par addition des trois phaseurs ci-
dessus, en appliquant les régles de I'addition complexe :

A

V=VR+Vc+V

Vor —Voc J+VoL ]

Vor +(VoL —Voc)i

L'amplitude de la source est obtenue en prenant le module du nombre complexe obtenu :

g 2 2
vo =|V|= \/VOR +(VoL —Voc)
et la phase, par exemple, en faisant :

Re{\?} _ VOR

cos¢ = |‘7| Vo

On retrouve bien les résultats (X111.11) et (X111.12) obtenus par la méthode de Fresnel.

Exemple :

Appliguons la méthode des phaseurs a I'exemple de la section XII1.4

vr=2V yc=-3jV ¥ =+4jV
=Ur+0c+ U =2-3j+4j=2+(4-3)j=(2+]))V

L)

source

Par conséquent :

V,=+22+1° =/5=2,24V

2
cosp=——=0,893 et =27°
¢ 2,24 ¢
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XI11.7 La puissance dissipée en AC:

Comme nous l'avons vu a la sectionVI1.6, la puissance électrique instantanée est donnée
par :
p=vi
XI111.7.1. Dans une résistance :
Ce qui donne dans le cas d’une résistance :
p =R i% =R iy’ sin‘(wt).

Et conduit a un taux moyen de dissipation :

2
<p> — i2 R = Veff
eff R

0U iefr €t Vesr SONt le courant et la tension efficace (voir chapitre VII).
Nous avions Vu que et = io/V2 et Vesr = Vor/2, pour des tensions et courants sinusoidaux .
XI11.7.2. Dans un condensateur:

En utilisant les relations (X111.2), (XI11.5), la puissance instantanée emmagasinée dans le
condensateur est donnée par :

p=Vi=Vvys sin(mt—g )ig sin(wt)

Vol
=-% sin(2wt)

et illustrée a la figure (XI11.10).

N

N\

Figure XI11.10.



X114

La puissance moyenne, calculée sur une période, vaut donc :

T .
__1 rVoclo
(p) =—7 ‘('; sin(2mt) dt

2

ou T = 2n/w est la période.
Un changement de variable, x = 2wt, permet d'écrire :
2 47
vo~ C
(p) = =9~ [sinxdx=0 (X111.16)
4T 2

Contrairement a une résistance, un condensateur ne dissipe pas d'énergie sur un nombre demi-
entier de périodes. Ceci résulte du déphasage entre courant et tension. Pendant un quart de cycle,
le condensateur emmagasine de I'énergie en accumulant des charges sur ces armatures, le produit
v i est positif, énergie qu'il restitue entierement a la source pendant le quart suivant du cycle, le
produit v i est négatif (voir figure XI111.4). Une résistance, par contre, n'emmagasine pas I'énergie:
elle la dissipe en chaleur et ne la restitue donc pas a la source.

XI111.7.3. Dans un inducteur:
En utilisant les relations (X111.2) et (XI11.7), la puissance instantanée emmagasinée dans
I'inducteur est donnée par :

p=vi=vg_ sin(mt+g) igsin(awt)

=%v0|_iosin(2(ot).

Sa dépendance temporelle est illustrée a la figure XI11.11.

a2

Figure XI11.11.
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La puissance moyenne, calculée sur une période T, vaut donc :

T } —VgL
(p) = sin(2wt)dt =0 (X111.17)
T 9 ol

N~

Tout comme le condensateur, I'inducteur ne dissipe pas d'énergie sur un nombre demi-entier de
périodes, di au déphasage entre courant et tension. Pendant un quart de cycle, l'inducteur
emmagasine de I'énergie, le produit v i est positif ; il la restitue ensuite entierement a la source
pendant le quart de cycle suivant, le produit v i est négatif (voir figure XI111.11).

XI111.8 Réactance

XI11.8.1 Réactance capacitive

Un condensateur, tout comme une résistance, freine I'écoulement des charges dans le
circuit, lorsque ses armatures se chargent. Dans le cas d'une résistance, cette propriété de freiner
le courant est quantifiée par la résistance du circuit R = vr/i = vor/ip. De méme, dans le cas d'un
condensateur, on définit une variable Xc, appelée réactance capacitive, qui quantifie la maniére
dont le condensateur freine le courant. A cause du déphasage qui existe entre courant et tension
dans un condensateur, le rapport vc/i varie dans le temps et ne peut donc étre utilisé pour
caractériser le condensateur. C'est donc le rapport des amplitudes de la tension et du courant qui
est utilisé :

Xc E"io_OC (X111.18)

On a aussi X¢ = Verlierr. TOUt cOmme la résistance, la réactance capacitive s'exprime en ohm. En
remplagant ip par sa valeur, oC vqc, dans (XI11.18), on obtient :

Xo = —— (X111.19)

Ce résultat est compréhensible. En effet plus la capacité du condensateur est grande, plus il peut
porter de charges, rendant leur accés a ses armatures plus facile. On s‘attend donc a ce que Xc
diminue lorsque C augmente. Contrairement a la résistance qui ne dépend pas de la fréquence, Xc
dépend de la fréquence du courant : elle diminue lorsque ® augmente. En effet, plus la fréquence

est grande, moins les charges ont le temps de s'accumuler sur les armatures du condensateur,
moins ce dernier en freine l'acces. A la limite, pour du courant continu de fréquence nulle, ® =0
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et Xc est infini : un condensateur ne laisse pas passer le courant continu. La dépendance de Xc en
la fréquence angulaire o est illustrée a la figure XI11.12.

X,

F 9

L 2
a2

Figure XI11.12.
XI111.8.1 Reactance inductive
Tout comme pour la résistance et pour le condensateur, dans le cas d'un inducteur, on
définit une variable X, appelée réactance inductive, qui quantifie la maniere dont l'inducteur
freine le courant. Elle se définit par :

XL E"io_o'— . (X111.20)

On a aussi X| = Vel lesr. La réactance inductive s'exprime, elle aussi, en ohm. En remplacant dans
(XI11.20), i par sa valeur, vo_ /oL, on obtient :

XL = oL (XI11.21)

Cette relation s'explique elle aussi du point de vue physique. Puisque v, = L di/dt, plus L sera
élevé, pour une valeur de v donnée, plus di sera faible, ainsi que le courant i ; on s'attend donc a
ce que X, croisse en méme temps que L. En outre, plus la fréquence augmente, plus le flux
magnétique varie rapidement a l'intérieur de I'inducteur. Pour que la f.é.m. induite qui en résulte
reste egale a la f.6.m. de la source, il faut que le courant diminue. On s‘attend donc a ce que X,
augmente avec la fréquence. A la limite, pour du courant continu de fréquence nulle, ® = 0 et
X, = 0. Un inducteur parfait ne freine pas le passage d'un courant continu. La dépendance de X,

en la fréquence angulaire w est illustrée a la figure XI11.13.
X, 4

Figure XI11.13.
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XI11.7 : Exercices

a) Quelle est la réactance d'un inducteur de 1 henry a la fréquence de 60 Hz? (R : 377 Q).

b) Quelle est I'inductance d'un inducteur dont la réactance vaut 1 Q a 60 Hz? (R : 2,65 mh).
¢) Quelle est la réactance d'un condensateur de 1 uf a 60 Hz? (R : 2653 Q).

d) Quelle est la capacité d'un condensateur dont la réactance vaut 1 Qa 60 Hz? (R : 2653

uf).

Une self, une capacité et une résistance sont connectées en série a une source de courant
alternatif. A l'aide d'un voltmetre alternatif, on mesure les tensions efficaces aux bornes de
chacun des éléments, a savoir respectivement 100 V, 300 V et 150 V. a) Quelle est la tension
efficace aux bornes de I'ensemble des trois éléments ? b) Que vaut le déphasage de la source
par rapport au courant ? (R : 250 V, -53°).

Reprenez les données de I'exercice 2. a) Ecrivez les phaseurs des tensions aux bornes de la
résistance, de la capacité et de I'inducteur. b) Déduire le phaseur de la source qui alimente ce
circuit RLC en série. ¢) Un ampéremeétre de résistance interne négligeable permet de mesurer
un courant 5mA ; écrivez le phaseur du courant.

(R:a) U, =212V : V. =-424jV; 0, =141jV b) ¥, =(212-283))Vc) i =7,110° A)
R C L S

Soit le circuit suivant alimenté par une source de tension alternative sinusoidale de fréquence

angulaire m, d'amplitude v, et de phase nulle :
ift)
»

v(t) (1;) R —1
ig(t) TIC(:;

Ona:

Vo =2V, R=1KkQ, C =159 uF et ® = 314 rad/s.

a) Ecrivez I'expression analytique de v(t), Vr(t), vc(t), ir(t), ic(t) et i(t).

b) Représentez ces différentes tensions et courants dans un diagramme de Fresnel. En
déduire I'amplitude du courant délivré par la source et son déphasage par rapport a la
tension de la source.

c) Ecrivez les phaseurs des tensions et courants ci-dessus.

(R : a) v(t) = vg(t) = ve(t) = 2 sin(314t) V ; ir(t) = 2 sin(314t) mA ;

ic(t) zsin(314t+g] mA ;i(t) = (ZSin (314t)+sin(314t+gD mA.

b) io=2,2mA ; ¢ = 26,6°.
¢) U=Ug =VUc =2V ig =2MA;ic = JmA ;i =(2+]))mA =226 mA.



